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Resumen

Utilizando datos a nivel de hogares de la Encuesta de Ingresos y Gastos 2006-
007, presentamos nuevas estimaciones de sistemas de demanda para Colombia.
Estimamos tres diferentes especificaciones de sistemas de demanda, a saber, el
Sistema Lineal de Gastos (LES), el Sistema Lineal de Gastos Extendido (ELES) y
el Sistema Cuasi-Ideal de Demanda (AIDS). También calculamos valores de elas-
ticidades gasto, ingreso y precio para diferentes grupos de bienes. Encontramos
que la elasticidad gasto de los alimentos se ha mantenido estable a través del
tiempo alrededor de 0.77. Por su parte, el vestuario ha dejado de ser un de bien
de lujo para volverse un bien de elasticidad gasto unitaria. Finalmente, la salud
y la educacién siguen siendo bienes de lujo, pero sus elasticidades gasto han
caido a través del tiempo.

Palabras Clave Sistemas de Demanda, Gasto de los Hogares, Elasticidades gasto y

Precio, Colombia

Clasificaciéon JEL D10, D12

Abstract

Using household data from the 2006 Income and Expenditure survey, we pro-
vide a new estimation of demand systems for Colombia. We estimate three dif-
ferent specifications of demand systems, namely, the Linear Expenditure System
(LES), the Extended Linear Expenditure System (ELES) and the Almost Ideal
Demand System (AIDS). We also calculate expenditure, income and price elas-
ticities for different groups of goods. We find that the expenditure elasticity of
food has remained stable over time, around 0.77. Clothing is no longer a luxury
good and has become a good with unitary expenditure elasticity. Health and Ed-
ucation are still luxury goods but their expenditure elasticities have decreased
over time.

Keywords Demand Systems, Household Expenditure, Expenditure and Price Elas-

ticities, Colombia

JEL Codes D10, D12



1. Introducciéon

Los patrones de gasto y demanda de los hogares son de particular interés para el
analisis econdmico, tanto teérico como empirico. Con respecto al andlisis empirico,
la estimacién de las elasticidades (precio, gasto e ingreso) de la demanda provee
informacion ttil para analizar el efecto de los impuestos 6 de las politicas sociales
sobre el bienestar de los hogares. Ademads, el seguimiento a través del tiempo de
los patrones de demanda de los hogares da pistas sobre avances o retrocesos en el
desarrollo del pais.

En Colombia hay pocos trabajos que se encarguen de estudiar el comportamien-
to del consumo, y que involucren la estimacién de funciones de demanda y elas-
ticidades. La mayoria de los trabajos recientes, como los de Ramirez et al. (2005) y
Barrientos (2009) utilizan datos provenientes de las Encuestas de Calidad de Vida
(ECV) del Departamento Administrativo Nacional de Estadistica (DANE). Sin em-
bargo, las ECV no estan disefiadas para capturar especificamente el consumo de los
hogares, sino que, como su nombre lo indica, capturan informacién de muchas di-
mensiones de los hogares que estdn asociadas a su calidad de vida. Por esta razén,
usar la ECV para estimar sistemas de demanda tiene al menos dos limitaciones. En
primer lugar, las ECV no capturan informacién de gasto a nivel de producto sino
de grupos de productos. Las respuestas de los hogares a preguntas sobre agregados
implican necesariamente una pérdida de informacién. En segundo lugar, todas las
preguntas son retrospectivas, es decir, se refieren al gasto en algtin periodo pasado.
La literatura internacional ha destacado las desventajas de usar informacién retro-
spectiva para analizar algunos comportamientos de los hogares (ver, por ejemplo,
Battistin et al. (2003))

Una informacién mdas apropiada para estimar sistemas de demanda es la que
proviene de las Encuestas de Ingresos y Gastos de los Hogares (ENIG). En Colombia

se han hecho seis encuestas de ingresos y gastos de los hogares, y desde los afios



setenta se hacen cada diez afios.! Dos trabajos anteriores estiman sistemas de de-
manda y elasticidades utilizando informacién de la ENIG. Ramirez (1989) estima
sistemas completos de demanda con la ENIG 1984-1985 para 15 ciudades, utilizando
informacién de precios implicitos proveniente de cuentas nacionales. Ramirez et al.
(1998) estima sistemas lineales de gasto con la informacién de la ENIG 1994-1995.

En este articulo, usamos datos de la ENIG 2006-2007 para estimar el sistema line-
al de gasto (LES), el sistema lineal de gasto extendido (ELES) introducido por Lluch
(1973) and Lluch y Williams (1975) y el sistema cuasi ideal de demanda (AIDS) de
Deaton y Muellbauer (1980b). Con base en estas estimaciones, calculamos elastici-
dades precio, gasto e ingreso para varios grupos de bienes.

Nuestro trabajo es el primero en estimar sistemas de demanda con la informa-
cién de la ENIG 2006-2007. Ademas, continta la linea de estimacién de sistemas de
demanda para Colombia de Ramirez (1989) y Ramirez et al. (1998). El propésito es
hacer seguimiento a las estimaciones de elasticidades provenientes de las ENIG y
examinar su evolucion a través del tiempo. Metodolégicamente, nuestro trabajo di-
fiere de los dos anteriores en la informacién de precios. En los trabajos anteriores la
informacion de precios proviene de las Cuentas Nacionales. En el nuestro proviene
del Indice de Precios al Consumidor (IPC, base= 1998). Esto nos permite tener una
mayor variabilidad en los precios.

Nuestros resultados muestran que la elasticidad gasto de los alimentos, estima-
da por AIDS, esté alrededor de 0.77 y es muy estable en el tiempo. Esta estabilidad
contrasta con la elasticidad gasto de los alimentos de 0.43 estimada para 1994-1995
con sistemas lineales de gasto. Ademads, el vestuario ha dejado de ser un de bien de
lujo para volverse un bien de elasticidad de gasto unitaria. Por su parte, las salud y
la educacién siguen siendo bienes de lujo pero sus elasticidades gasto han disminui-
do con el tiempo. Las elasticidades de todos los grupos de bienes que estimamos

son congruentes con aquellas de los paises de ingreso medio y en desarrollo (ver

!La primera Encuesta de Ingresos y Gastos se hizo en 1953. Las tltimas cuatro encuestas se han
hecho en 1971-1972, 1984-1985, 1994-1995 y 2006-2007.



Regmi et al. (2001) y Selvanathan y Selvanathan (2006)). Finalmente, en linea con la
literatura, encontramos que el AIDS, el sistema de demanda mads flexible de los tres
considerados, es mas adecuado que el LES y ELES para estimar sistemas comple-
tos de demanda. La no linealidad de la demanda impone la necesidad por estimar
sistemas menos restrictivos desde el punto de vista de las formas funcionales que
admite.

El resto del articulo estd organizado de la siguiente manera: la seccién 2 presen-
ta la especificacion de los sistemas de demanda a estimar. La seccién 3 describe los
datos utilizados y analiza la estadistica descriptiva. La seccién 4 muestra los resulta-

dos de la estimacion de los sistemas de demanda. Finalmente, la seccién 5 concluye.

2. Especificacion y Estimacién de Sistemas de Demanda

La especificacién de los sistemas completos de demanda tiene como punto de
partida la teoria neoclésica del consumidor. Los consumidores escogen canastas de
consumo que maximicen su utilidad sujetos a una restricciéon presupuestal deter-
minada por los precios del mercado y el ingreso del consumidor. Las formas fun-
cionales usadas en la estimacion empirica son consistentes con la teoria neoclasica
del consumidor. De esta manera, las estimaciones de sistemas completos de deman-
da son estructurales. En esta seccion explicamos las formas funcionales que se esti-
man en el trabajo. Para ver su derivacion refiérase al anexo B.

Considere un grupo de bienesi = 1, ..., N y un grupo de hogares h = 1, ..., H. Sea
z;p, la cantidad consumida del bien ¢ en el hogar £, p;;, su precio y wy, el ingreso del
hogar. La mayor parte de la atencion del trabajo empirico recae en la estimacién de
elasticidades precio e ingreso de la demanda, definidas respectivamente como e;; =

% y e = g 11:11((5;)). Los primeros intentos para estimar elasticidades proponian
J




estimar ecuaciones de la forma

N
In(z;) = a; + e;In (wy) + Z In (pjn) €;; + win (1)

j=1
donde u;;, es un término de error. Sin embargo esta especificacion no satisfacen las
restricciones implicadas por la teoria del consumidor, en particular, el agotamiento
. N .
del ingreso o Ley de Walras: ) ;" , p;z; = w. Dos modelos sencillos de demanda que
satisfacen dichas restricciones son el sistema lineal de gasto (LES) y el sistema lineal

de gasto extendido (ELES).

2.1. Sistema Lineal de Gasto (LES)

En el LES, el gasto total de cada hogar en cada bien se toma como una funcién

lineal de los precios y el ingreso

N

DinTin = PinYi + Bi (wh - ijh%'h) + € (2)
j=1

En el trabajo aplicado el ingreso w, se fija igual al gasto total -~ | p;a, de tal man-

era que se satisface automdticamente el agotamiento del ingreso. Para estimar el

sistema (2), se dividen ambos lados de la ecuacién por el gasto total (ver Conniffe y

Eakins (2003)). De esta forma se obtiene la siguiente especificacion estocdstica

h

N
Din7i 1
Sih w +5( wE p]h7j)+5h 3)

Jj=1

Se supone que ¢, ~ N (0,9Q) y E (exe},,) = 0 para h # h' y se estiman los coeficientes

por méxima verosimilitud.



2.2. Sistema lineal de gasto extendido (ELES)

En el ELES, la demanda de cada uno de los bienes es una funcién lineal de los
precios y el ingreso, pero no se fija el ingreso igual al gasto total y se afiade una
ecuacion para el ahorro. Para estimar el ELES, no se necesita tener variacién en los
precios. Las variaciones de precios se ven reflejadas tinicamente en diferencias en el

gasto total. La especificacién del ELES es

DinTin = o + Biyn + €in (4)
donde
N
== By 5)
j=1

y una ecuacién para el ahorro

Yn — W, = a5 + Biyn + €sn (6)

donde 3} y 7, son parametros, y;, es el ingreso del hogar y s es el subindice correspon-
diente al ahorro. El gasto de subsistencia en cada bien es independiente del hogar y
puede escribirse como p;pvin = pivi = 7;. Todas las ecuaciones del sistema se esti-
man por minimos cuadrados ordinarios. Como Lluch y Williams (1975) anotan, esto
es equivalente a estimar el modelo por regresiones aparentemente no relacionadas
(SUR). Este sistema no esta identificado y no permite encontrar los diferentes 7*, a
menos que se aflada una restriccion para la identificaciéon. Siguiendo a Ramirez et
al. (1998), suponemos que el gasto de subsistencia en ahorro, ~; es igual a 0, de tal

forma que cada uno de los gastos de subsistencia es igual a

i

ﬁ_;k (—as) (7)

Vi = Qi +

El LES y el ELES han recibido gran cantidad de atencién en la literatura empirica.

Sin embargo, tienen varias limitaciones. Bajo el LES y el ELES, todos los bienes son
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sustitutos netos y complementarios brutos siv; > 0. Ademas, todos los bienes tienen
elasticidad precio menor que uno en valor absoluto. Estas restricciones hacen que
el LES y el ELES solo sean validos para grupos de bienes definidos de una manera

amplia.

2.3. Sistema cuasi ideal de demanda (AIDS)

Un sistema de demanda maés flexible y ampliamente usado es el sistema cuasi
ideal de demanda (AIDS), introducido por Deaton y Muellbauer (1980b). En este

sistema, las proporciones de gasto del hogar en cada bien s;;, , estdn dadas por

N
Tp
Sin = o; + ]ZI Yij lIlpjh + B;1n (Fh) + €in (8)
donde
N L NN
In P, ZOzo-i—;Oéj 1Hpjh+§2;%‘k In pjp, In ppy, )
= J= =

El modelo AIDS es mas flexible que los anteriores porque no impone ninguna re-
striccién sobre las elasticidades y puede replicar cualquier estructura de las fun-
ciones de demanda y sus primeras derivadas. Ademds, permite probar si se sat-
isfacen las propiedades de simetria y homogeneidad mediante restricciones en los
pardmetros. Véase el apéndice B para la derivacién completa. La estimacion se lle-
va a cabo mediante la metodologia de minimos cuadrados iterativos de Blundell y
Robin (1999). Con el propésito de probar si se cumplen las restricciones de homo-

geneidad y simetrfa, no se imponen estas propiedades en la estimacion.

3. Datos y Estadisticas Descriptivas

Los datos provienen de la ENIG 2006-2007. Esta es una encuesta decenal cuyo
objetivo es calcular la canasta con la que se calcula el indice de precios al consumi-

dor. Las tres ENIG més recientes son las de 1984-1985, la de 1994 y la de 2006-2007.
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Esta encuesta hace un seguimiento del gasto de los hogares durante una semana y
durante el mes pasado, con métodos de recoleccion diferente para hogares urbanos
y hogares rurales. En los hogares urbanos, los perceptores de ingreso® de cada hogar
llenan una planilla con los gastos en diferentes categorias de bienes que se compran
con alta frecuencia, como la carne y el pan, durante una semana. Ademads, los jefes
del hogar reportan a través de entrevista los gastos del mes pasado en bienes que
se compran con menos frecuencia, como el aceite o el vestuario. Los hogares rurales
reportan el gasto en la semana y el mes pasado mediante entrevista. Los ingresos se
captan mediante entrevista a los perceptores del hogar. El componente de ingresos
de la ENIG es el mismo de la Gran Encuesta Integrada de Hogares.

Nuestras variables de interés son el gasto y el ingreso mensual. Clasificamos el
gasto en 7 grupos: alimentos, cultura y educacién, servicios de la vivienda, salud,
transporte, vestuario y otros bienes. La tabla 1 muestra la definicién de los grupos
de gasto. Los grupos se escogieron de acuerdo a la clasificacion COICOP usada por
el DANE para la encuesta. Se excluyeron de la estimacién los rubros de bebidas y
tabaco por tratarse de bienes para los cuales el consumo es pequefio o nulo en la
muestra. Ademads, se agrupan los rubros de cultura y recreacién y educaciéon para
aumentar el tamafio de la muestra. Las categorias de gasto que no involucran una
decision del hogar como subsidios e impuestos son excluidas. Teéricamente, esta
exclusiéon no deberia afectar ninguna variable que no sea afectada por el ingreso.
Sin embargo, puede afectar la decision del hogar. Attanasio et al. (2009) muestra
evidencia de incrementos en la participacion de los alimentos en el gasto total como
consecuencia de transferencias condicionales de ingreso. También se excluyen los
muebles y enseres por tratarse de bienes durables que no pueden ser enmarcados
en la teorfa estatica de eleccion del consumidor. Al final, se restringe la estimacién a

hogares que tengan gastos positivos en todos los rubros.’. El ingreso total se define

2Un perceptor de ingresos es toda persona del hogar de 10 afios 0 més que haya recibido ingre-
sos por salario, honorarios, arriendos, pensiones o transferencias el mes pasado. Ver DANE-DIMPE
(2007)

3Para lidiar con el problema de gasto cero en ciertos grupos, se podria aplicar un estimador de dos



como el ingreso corriente del hogar. Se excluyen los ingresos ocasionales®.

La estimacion se hace sobre una muestra de hogares urbanos. Esto permite que
nuestras estimaciones sean mas comparables a las de Ramirez (1989) y Ramirez et
al. (1998), sin sacrificar un alto porcentaje de la muestra. Ademds, no es recomen-
dable incluir hogares urbanos y rurales al tiempo por dos razones: En primer lugar,
las diferencias socioeconémicas entre los hogares urbanos y los hogares rurales son
grandes. Introducir los dos tipos de hogares en el andlisis puede generar sesgos.
En segundo lugar, el método de recoleccion de la informacion de los dos tipos de
hogares es diferente. En los hogares urbanos se utiliza informacién de diario. En los
hogares rurales se usa informacién retrospectiva. Battistin (2003) muestra que las di-
ferencias en la manera de recolectar al informacién producen sesgos en las medidas
de consumo.

En total, la muestra estd compuesta por 7.387 hogares. La tabla 3 muestra es-
tadisticas descriptivas del gasto en cada uno de los grupos de bienes, sus participa-
ciones, y el gasto y el ingreso total. Se comparan las estadisticas de todos los hogares
urbanos (32533 hogares) con las de los hogares incluidos en la muestra (7387 hoga-
res). El gasto total mensual promedio de los hogares urbanos es de 1.461.941 pesos
(precios corrientes). De este gasto, los hogares urbanos gastan en promedio el 27.4 %
en alimentos y el 35.4 % en servicios de la vivienda, siendo estos dos grupos los de
participaciones mas altas. La salud y la educacién y cultura tienen las participaciones
mas bajas, con 5.6 % y 6.9 % respectivamente. En la muestra usada para estimacion,
todos los gastos promedio son més altos que el promedio urbano, con excepcién

del gasto en salud, que es 31.882 pesos mas bajo. Estos hogares gastan en promedio

etapas, en el que la seleccién de gastar o no en un grupo de bienes sea enddégena. Shonkwiler y Yen
(1999) propone un estimador de dos etapas para estos sistemas de demanda. Sin embargo, Tauch-
mann (2005) muestra que este estimador es ineficiente en la mayoria de los casos. Perali y Chavas
(2000) sugiere un estimador Tobit para el sistema de demanda AIDS. Sin embargo, el estimador
Tobit requiere que los gastos reportados como cero o faltantes sean consecuencia de una decisién
econdmica, y no tiene en cuenta que los ceros pueden ser causados por reportes imperfectos del gas-
to en entrevista directa o por el método de recoleccién. Battistin (2003) provee evidencia en torno a
este problema. Excluimos los hogares que reportan gasto cero o faltante en cada grupo, al igual que
Ramirez (1989), Ramirez et al. (1998) y Barrientos (2009)
4Para una definicién exhaustiva del ingreso corriente, ver DANE-DIMPE (2007)
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1.847.237 pesos al mes, 385.296 pesos més que el promedio de hogares urbanos. De
estos, 383.962 pesos al mes lo gastan en alimentos (26.4 % del gasto total promedio).
La participacion en el gasto de alimentos, servicios de la vivienda y salud es mas
baja en la muestra para hacer las estimaciones que en la muestra total de hogares ur-
banos. Las diferencias de participaciones entre el promedio urbano y el promedio de
la muestra son més altas en los servicios de la vivienda y la salud, pero no superan
los 5 puntos porcentuales.

Para estimar los sistemas LES y AIDS requerimos informacién de precios. A pe-
sar de que es posible calcular valores por unidad dividiendo el gasto total entre las
cantidades adquiridas, los valores por unidad no son lo mismo que precios y refle-
jan una eleccién endégena de la calidad del bien adquirido (Deaton (1987)). Por lo
tanto, los valores por unidad no pueden ser usados como precios sin un tratamiento
especial. El uso de los valores por unidad solo seria posible para el grupo de alimen-
tos. De esta forma, en vez de usar los valores por unidad, usamos informacién de
precios para los afios 2006 y 2007, base 1998 del DANE. A cada hogar se le asigna
un indice de precios de acuerdo a su ubicacién geogréfica y su nivel de ingreso. La

heterogeneidad en precios esta dada por estas variables y el gasto total.

4., Resultados

4.1. Sistema lineal de gasto

La tabla 4 muestra los coeficientes estimados del sistema lineal de gasto. Los gas-
tos totales estdn reportados en miles. Los coeficientes f3; son el incremento marginal
del gasto en cada bien cuando se incrementa el gasto total. Estos coeficientes son
significativos y positivos, como es esperado. Los coeficientes v;, que se interpretan
como cantidades de subsistencia, son negativos en la mayoria de los casos, pero sélo

son significativos para la cultura y la educacion, y el grupo de otros bienes. Estas can-

No calculamos pruebas t de diferencia de medias porque las muestras no son independientes.
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tidades se interpretan como ausencia de un nivel minimo de gasto de subsistencia
en estos grupos. Las cantidad de subsistencia més alta se dan para el grupo de ali-
mento. Los grupos de bienes cuya participacién se incrementa mas cuando aumenta
el gasto total son los de servicios de la vivienda y alimentos.

La tabla 5 muestra las elasticidades gasto y precio de las demanda marshalliana
y hicksiana calculadas en la media de la muestra. Todas las elasticidades tienen el
signo esperado. Debido a la forma funcional del sistema lineal de gasto, todas las
elasticidades gasto son positivas pues no se permiten bienes inferiores. Los alimen-
tos (0.913) y los servicios de la vivienda (0.963), al igual que la salud (0.950), son
bienes necesarios, ya que su elasticidad gasto es menor que 1. El vestuario (1.002),
los servicios personales y otros bienes (1.005), la cultura y la educacién (1.133) y el
transporte (1.081) son bienes de lujo. La educacién tiene la mayor elasticidad gasto.
Sin embargo, para la salud, el vestuario y los otros bienes no es posible rechazar la
hipétesis de elasticidad unitaria. Los alimentos (-0.942) y los servicios de la vivienda
(-1.036) son los bienes mas ineldsticos a cambios en los precios. Los bienes mds el4sti-
cos respecto al precio son la cultura y la educacion (-1.297) y los servicios personales
y otros pagos (-1.262). No caracterizamos los bienes como inelasticos o elasticos, ni
reportamos las elasticidades cruzadas, porque el sistema lineal de gasto es muy res-

trictivo y acota los valores de estas elasticidades.

4.2. Sistema lineal de gasto extendido

La tabla 6 muestra los coeficientes estimados del sistema lineal de gasto exten-
dido. La experiencia con esta estimacién es menos satisfactoria que la del sistema
lineal, dado a que este se estima sin informacién de precio, la heterogeneidad en
los gastos no es suficiente para reflejar toda la variacién de los precios. Ademas, el
gasto de subsistencia en servicios personales y otros pagos es negativo. Puede in-
terpretarse como ausencia de un nivel minimo de gasto necesario en ese rubro. Los

demds coeficientes son significativos y tienen los signos esperados. Los coeficientes
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«; pueden interpretarse como niveles de gasto minimo. El gasto de subsistencia en
alimentos estimado es de 259.753 pesos al mes para un hogar. El siguiente gasto de
subsistencia mds alto es el de servicios de la vivienda (203.797 pesos), lo que es con-
sistente con las estimaciones del LES. Los gastos de subsistencia mas bajos son los
de la salud (14.556 pesos) y la educacion (13.039 pesos).

Ramirez et al. (1998) interpreta la suma de los niveles de gasto de subsistencia
como una estimacién de linea de pobreza. Para nuestra muestra, el gasto de subsis-
tencia es de 1.593.515 pesos al mes. La linea de pobreza per cdpita promedio mensual
para hogares urbanos en el 2008 es de 292.973 pesos. Para un hogar de 4.5 personas
y con una inflacién de 5.69 % en el 2007, esta linea equivale a 1.243.362 pesos en el
2008, siendo menor a la estimada por el ELES. La propensién marginal al consumo
se estima en 0.605.

La tabla 7 muestra las elasticidades calculadas a partir del sistema lineal de gasto
extendido. Como la estimacion se lleva a cabo sin variacion en precios, las elastici-
dades estimadas son mucho mads bajas que las obtenidas a partir del sistema lineal de
gasto. Los bienes con elasticidad gasto més baja son los alimentos (0.506) y el vestu-
ario (0.691), lo que contrasta con las estimaciones obtenidas por el LES que clasifican
al vestuario como un bien de lujo. Los grupos mds eldsticos respecto al gasto son
la cultura y educacién (1.356) y los otros bienes (1.645). Las elasticidades precio son

muy bajas y restrictivas debido a la ausencia de variacién en precios.

4.3. Sistema cuasi ideal de demanda

La tabla 8 muestra los resultados de estimacion del sistema casi ideal de deman-
da. Siguiendo a Blundell y Robin (1999), el coeficiente « se busca mediante un pro-
cedimiento iterativo para maximizar el ajuste. En este caso, se fija igual a 20.0. La
variacién en los precios explica entre el 19 % y el 67 % de la varianza en las participa-
ciones de los bienes en el gasto, dependiendo del bien considerado. El mejor ajuste

se obtiene para los servicios de la vivienda y los otros bienes.
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La tabla 9 muestra las elasticidades gasto y precio no compensadas calculadas a
partir del sistema cuasi ideal de demanda. Hay diferencias importantes respecto a las
elasticidades estimadas con el sistema lineal de gasto. La elasticidad de los alimentos
cae de 0.910 a 0.784. La salud (1.016) pasa de ser un bien necesario a un bien de lujo,
pero la hipétesis de elasticidad unitaria atin no se puede rechazar. Los otros bienes
mantienen el cardcter de bienes necesarios o de lujo que se encontraba con el sistema
lineal de gasto.

Tanto las elasticidades precio propio no compensadas, que se reportan en la tabla
9 como las elasticidades precio propio compensadas, que se reportan en la tabla 10
son negativas. Llama la atencion el cardcter de complementarios brutos y netos de los
alimentos y el vestuario, y los alimentos y la salud. Los alimentos y los servicios de la
vivienda son sustitutos brutos y netos, al igual que la salud y la cultura y educacién.

El sistema AIDS permite probar si se satisfacen las restricciones de homogenei-
dad y simetria implicadas por la teorfa del consumidor. Ambas hipétesis se rechazan
al 1% de significancia, mediante una prueba de radio de verosimilitud. El rechazo
de la simetria implica que no se satisfacen las condiciones para que las demandas
agregadas hereden las propiedades de la demanda individual. El rechazo de homo-
geneidad aboga por el uso de otra especificacion. A pesar de la flexibilidad adicional
del sistema AIDS respecto a las alternativas lineales, el sistema AIDS tiene otros
problemas: implica curvas de Engel lineales. Los trabajos de Ramirez et al. (2005)
y Barrientos (2009) muestran que la curva de Engel de alimentos y otros bienes en

Colombia puede ser no lineal.

4.4. Discusion

Las elasticidades estimadas mediante los sistemas LES y AIDS para los afios
2006-2007 son consistentes con la experiencia internacional. Nuestra elasticidad gas-
to estimada para los alimentos es de 0.784. Selvanathan y Selvanathan (2006) reporta

una elasticidad gasto de 0.893 usando datos de series de tiempo en el periodo 1992-
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2006. Ademas, una elasticidad de 0.784 es consistente con valores cercanos a 0.7 para
paises en desarrollo calculados por Regmi et al. (2001).

En la tabla , comparamos nuestras elasticidades gasto con las calculadas con
las otras Encuestas de Ingresos y Gastos en Colombia. Las elasticidades de 1984
provienen de Ramirez (1989) y las de 1994 provienen de Ramirez et al. (1998).° Las
elasticidades gasto de los alimentos calculadas mediante el sistema AIDS son muy
similares para 1984 y 2006. Las elasticidades gasto de alimentos calculadas mediante
el LES son mas altas que las calculadas con el AIDS en ambos periodos y son simi-
lares entre si; sin embargo, la elasticidad del 1994 es mucho maés baja. La elasticidad
de la educacién, los servicios de la vivienda y el transporte se han mantenido relati-
vamente estables en el tiempo. La elasticidad gasto de la salud ha caido a través del
tiempo, al igual que la elasticidad del vestuario.

Las elasticidades ingreso calculadas mediante el sistema ELES también presentan
cambios a través del tiempo, como se muestra en la tabla 12. Todas las elasticidades
ingreso estimadas para el 2006 son mds bajas, pero los alimentos y la salud no pre-

sentan gran variacion.

5. Comentarios finales

En este articulo hemos hecho nuevas estimaciones de sistemas de demanda para
Colombia utilizando datos provenientes de la encuesta de Ingresos y Gastos. Las
estimaciones de sistemas de demanda y elasticidades permiten encontrar patrones
en el gasto y ahorro de los hogares colombianos.

Estimamos elasticidades gasto de 7 grupos de bienes, y estudiamos la evolucién
de las elasticidades calculadas a través del tiempo. Encontramos que la elasticidad
gasto de los alimentos se ha mantenido relativamente estable, y que las elasticidades

de la salud y el vestuario han caido.

®No reportamos errores estandar de las elasticidades en los trabajos previos porque los autores
no los reportan, y no se pueden calcular a partir de la informacién disponible en los trabajos.
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Hemos mostrado que la data no es compatible con el supuesto de linealidad de
las curvas de Engel. Este supuesto esta implicito a los sistema de demanda estima-
dos. Estos resultados sugieren la necesidad de usar formas funcionales més flexibles,
como el QUAIDS de Banks et al. (1997) o el sistema EASI de Lewbel y Pendakur

(2009). La estimacion de estos sistemas se deja para la investigacion futura.
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Anexos

A. Tablas y graficos

Tabla 1: Agrupacién de bienes usada para estimacion de sistemas de demanda

Grupo 1 Alimentos Arroz, pan, galletas, harinas

Carne, pollo pescado y derivados

Huevos, leche y derivados

Aceites, mantequilla, margarina, manteca
Frutas, legumbres, hortalizas, granos

Yuca, platano, papa y tubérculos

Dulces, endulzantes , café, chocolate

Sal, condimentos, salsas, conservas, enlatados
Agua, gaseosas, jugos, refrescos

Comidas en restaurantes

Grupo 2 Educacién, recreacién y cultura Pensiones y Matriculas

Utiles escolares

Juegos de Azar

Entradas a cines, museos, bibliotecas, conciertos
Articulos de recreacién, articulos electrénicos
Grupo 3 Servicios de la vivienda Arriendo efectivo

Arriendo imputado

Articulos de cuidado de la vivienda
Servicios publicos

Combustible y parqueaderos

Grupo 4 Salud Medicinas

Consultas médicas

Cirugias, prétesis y otros

Grupo 5 Transporte y Comunicaciones Pasajes
Teléfono e Internet
Grupo 6 Vestuario Prendas de vestir

Accesorios personales
Grupo 7 | Servicios personales y otros pagos | Cuidado personal
Gastos financieros
Otros gastos
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Tabla 2: Definiciones y abreviaciones de las variables

Abreviacién  Variable

GALIM Gasto en alimentos

GCEDU Gasto en cultura, recreacién y educacion

GSVIV Gasto en servicios de la vivienda

GSALU Gasto en salud

GTRAN Gasto en transporte

GVEST Gasto en vestuario

GOTRO Gasto en otros bienes

GTOT Gasto total

SALIM Participacion del gasto en alimentos

SCEDU Participacion del gasto en cultura, recreacién y educacién
SSVIV Participacion del gasto en servicios de la vivienda
SSALU Participacion del gasto en salud

STRAN Participacion del gasto en transporte

SVEST Participacion del gasto en vestuario

SOTRO Participacion del gasto en otros bienes

PALIM Indice de precios de alimentos

PCEDU Indice de precios de cultura, recreaciéon y educaciéon
PSVIV Indice de precios de servicios de la vivienda
PSALU Indice de precios de salud

PTRAN Indice de precios de transporte

PVEST Indice de precios de vestuario

POTRO fndice de precios de otros bienes

ING Ingreso corriente

Ahorro Ahorro

Tabla 3: Estadistica descriptiva

Variable Hogares Urbanos Muestra
N=32533 N=7387
Media  Desv. Est Media Desv. Est
GALIM | 303962.8  243959.3 | 383962.9 284802.00
GCEDU | 150723.4  838447.0 | 169544.9 292088.00
GSVIV | 430483.1  434363.1 | 510165.6 487699.20
GSALU | 84429.75  129043.9 52546.9 99101.56
GTRAN | 1645589  243657.8 | 204212.8 275576.10
GVEST | 109806.8 1478423 | 133474.5 173119.50
GOTRO | 254691.5 975121.6 | 293020.9 633667.20
GTOT 1424670 1824052 | 1746928.0 1588966.00
SALIM 0.274 0.156 0.264 0.138
SCEDU 0.069 0.078 0.079 0.080
SSVIV 0.354 0.167 0.311 0.126
SSALU 0.056 0.059 0.030 0.042
STRAN 0.103 0.085 0.111 0.086
SVEST 0.075 0.069 0.081 0.072
SOTRO 0.109 0.117 0.125 0.111
ING 1461941 1797415 1847237 1921891.00

Nota: Estadistica descriptiva de los gastos y las participaciones. El significado de las

abreviaciones de las variables estan en la tabla 2. Los hogares urbanos se definen como
aquellos ubicados en ciudades y cabeceras municipales. La muestra para estimacién excluye
hogares con gasto 0 en alguin rubro. Fuente: DANE ENIG 2006-2007, calculos propios.

Tabla 4: Coeficientes del sistema lineal de gasto

SALIM  SCEDU  SSVIV  SSALU STRAN  SVEST SOTRO
7 14881 -35.186™* -16.393  -2.023  -1781 _ 9.798 -50.697%
9.375)  (6405)  (14.285)  (1472)  (4.076)  (6.263) (9.247)
B; 0201  0.110%*  0281%* 0.028** 0.126"* 0.077*** 0.176%**
(0.005)  (0.003) (0.005)  (0.001)  (0.003)  (0.003) (0.006)
RZ 0306 0.527 0.861 0.337 0.634 0.555 0.595

Nota: El significado de las abreviaciones de las variables estdn en la tabla 2. Errores estdndar robustos en paréntesis.
Los gastos totales se dividen entre 1000 antes de la estimacién. Fuente: DANE ENIG 2006-2007, calculos propios.
* Significativo al 10 % ** Significativo al 5 % ***Significativo al 1 %.




Tabla 5: Elasticidades estimadas del sistema lineal de gasto

Elasticidad SALIM SCEDU SSVIV ~ SSALU STRAN  SVEST SOTRO

Gasto 0.913 1.133 0.963 0.950 1.081 1.002 1.005

(0.022) (0.036) (0.017)  (0.049) (0.026) (0.036) (0.032)

Precio compensada -0.742 -1.187 -0.754 -1.048 -1.054 -1.002 -1.085
(0.035) (0.053) (0.032)  (0.055) (0.041) (0.049) (0.045)

Precio no compensada -0.942 -1.297 -1.036 -1.077 -1.180 -1.078 -1.262
(0.036) (0.054) (0.031)  (0.056) (0.041) (0.05) (0.047)

Nota: El significado de las abreviaciones de las variables estan en la tabla 2. Las elasticidades se calculan para el gasto medio de la

muestra, 1.746.928. Los errores estandar se calculan utilizando el “delta method”. Todas las elasticidades son significativas al 1 %.
Fuente: DANE ENIG 2006-2007, calculos propios.

Tabla 6: Coeficientes del sistema lineal de gasto extendido

SALIM SCEDU SSVIV SSALU STRAN SVEST SOTRO Ahorro
B 00677 0.08° 0.166 0.0217 0.073 0.032° 0.167 0395
(0.006) (0.009) (0.01) (0.004) (0.006) (0.004) (0.025) (0.04)

af  259752.4%* - 22540.11%  203797.4***  14556.67**  70114.07***  74441.27***  -15212.63  -629980.5**
(10772.81)  (13039.11)  (15987.54)  (5640.615) (9455.309) (7056.733)  (36566.47) (61521.8)

R? 0.206 0.274 0.427 0.159 0.256 0.126 0.256 0.329
© 0.605%
(0.006)
SN yr 15935154+
(0.000)

Nota: El significado de las abreviaciones de las variables estan en la tabla 2. Errores estdndar robustos en paréntesis. Fuente:
DANE ENIG 2006-2007, calculos propios.
* Significativo al 10 % ** Significativo al 5 % ***Significativo al 1 %

Tabla 7: Elasticidades estimadas a partir del sistema lineal de gasto extendido

Elasticidad SALIM  SCEDU SSVIV SSALU STRAN  SVEST SOTRO
Gasto 0.506 1.356 0.939 1.131 1.027 0.691 1.645
(0.01) (0.021) (0.011) (0.028) (0.018) (0.019) (0.023)
Ingreso 0.323 0.867 0.601 0.723 0.657 0.442 1.052
(0.007) (0.016) (0.008) (0.019) (0.013) (0.0135) (0.021)
Precio compensada -0.040 -0.103 -0.060 -0.096 -0.079 -0.057 -0.105
(0.0001)  (0.0002)  (0.0002)  (0.0001) (0.0002)  (0.0001) (0.0005)
Precio no compensada -0.041 -0.110 -0.069 -0.097 -0.084 -0.059 -0.120
(0.0001)  (0.0002) (0.0001) (0.0001) (0.0001)  (0.0001) (0.0005)

Nota: El significado de las abreviaciones de las variables estan en la tabla 2. Las elasticidades se calculan para el gasto medio de la muestra,

1.746.928, y el ingreso medio de la muestra, 1.847.237 Los errores estandar se calculan utilizando el “delta method”. Fuente: DANE ENIG
2006-2007, célculos propios.
Todas las elasticidades son significativas al 1 %.
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Tabla 8: Coeficientes del sistema cuasi-ideal de demanda

SALIM  SCEDU  SSVIV _ SSALU  SIRAN  SVEST  SOTRO
@ 05127 0406  -0.643"*  0.039% 0417 0378 0914
(0.051)  (0.027)  (0.049)  (0.017)  (0.033)  (0.028) (0.038)
Bi  -0.055%%  0.027¢*  -0.060%* 0000  0.023**  0.003* 0.062%**

(0.002)  (0.001)  (0.002)  (0.001)  (0.002)  (0.001) (0.002)
ji1 -0187*%*  0.007  0.391%**  -0.041***  0.078**  -0.285** 0.036
(0.04) 0.021)  (0.038)  (0.013)  (0.026)  (0.022) (0.03)
viz  -0.108%%*  0.041* 0.028 0.028** 0021  0.097**  -0.107***
(0.032)  (0.018)  (0.031)  (0.011)  (0.022)  (0.018) (0.024)
jiz 0275 0.065***  -0.262%*  0.028**  -0.015 -0.007 0.045%

0.027)  (0.015)  (0.027)  (0.009)  (0.018)  (0.015) (0.021)
via 01209 0.041%*  -0.051**  -0.016**  -0.046"*  -0.072*** 0.025
0.023)  (0.012)  (0.022)  (0.007)  (0.015  (0.013) (0.017)

vis 0022 0012 -0.046**  -0.014*  0.049**  -0.005 0.005
0.017)  (0.009)  (0.017)  (0.006)  (0.011) (0.01) (0.013)
vie  0.043* 0.03*  -0.047%*  -0.026** -0.087***  0.045** 0.042%*
0.022)  (0.012)  (0.021)  (0.007)  (0.014)  (0.012) (0.016)
vir  -0.051% 0020  0.171**  0.038**  -0.087** -0.125** 0.034
(0.05) 0.027)  (0.048)  (0.016)  (0.033)  (0.027) (0.037)
RZ 034 0.449 0.674 0.193 0.464 0.325 0.603

Nota:El significado de las abreviaciones de las variables estdn en la tabla 2. Errores estdndar robustos en paréntesis.

Los R? corresponden a cantidades. Fuente: DANE ENIG 2006-2007, clculos propios.
* Significativo al 10 % ** Significativo al 5 % ***Significativo al 1 %

Tabla 9: Elasticidades gasto y precio no compensadas estimadas a partir del sistema
cuasi ideal de demanda

GIOTAL PALIM _ PCEDU _ PSVIV _ PSALU PIRAN _ PVEST _ POTRO
SALIM | 07887  -16407*  -0272%  1.228%%  05057*  02697*  0.250 0.107
0.009)  (0.156) 013)  (0.111)  (0.092) 0.07)  (0.086) (0.199)
SCEDU | 1.358%*  0.607+*  -0.505** 0257 0567+ 0150  0.462*** 0.109
0.018)  (0.282) 0234)  (0.198)  (0.165)  (0.124)  (0.155) (0.357)
SSVIV | 0.808**  1361**  0234* -1.674***  -0.132* 0.027 0066  0.836**
(0.008)  (0.121) 0.1)  (0.083) 0.07)  (0.053)  (0.066) (0.153)
SSALU | 1.016%*  -1.198%*  1.046**  1.333%* -1.539*  -0395% -0.854*** 1.484%
0.029)  (0.458) 038)  (0.322)  (0.268)  (0.202) (0.25) (0.58)
STRAN | 1.200%*  1.088** 0019  0.338% -0.383*% -0516"* -0.686"*  -0.791%*
0.014)  (0.225) (0.187)  (0.158)  (0.131) 1)  (0.123) (0.284)
SVEST | 1.032%*  -3285%  1.279** 0253  -0.876** 0033  -0.356%  -1.458**
0017)  (0272) 0226)  (0.191)  (0.159) 0.12)  (0.148) (0.344)
SOTRO | 1.462%*  0.861%* -0.892* 1023 0.209 0013  -0.380%*  -0.992%
0.014)  (0.221) 0.185)  (0.156) 0.13)  (0.098)  (0.122) (0.285)

Nota: El significado de las abreviaciones de las variables estan en la tabla 2. Errores estandar en paréntesis. Fuente: DANE ENIG 2006-2007,

célculos propios.
* Significativo al 10 % ** Significativo al 5 % ***Significativo al 1 %
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Tabla 10: Elasticidades precio compensadas estimadas a partir del sistema cuasi
ideal de demanda

PALIM PCEDU  DPSVIV _ PSALU  PIRAN  PVEST POTRO
SALIM | -1.839"*  -0.332%  0981™*  0483**  0.180"* _ 0.197" 0.002
0.155)  (0.13) 0.111)  (0.092)  (0.069)  (0.086) 0.2)
SCEDU 0262  -0.609%* -0.684%*  0.528**  -0306*  0.354* -0.072
0.282)  (0234)  (0.198)  (0.165)  (0.125)  (0.154) (0.358)
SSVIV | 1.156***  0.173*  -1.928**  -0.155*  -0.065  -0.131* 0.728**
0.121) (0.1 (0.083) (0.07) (0.053)  (0.065) (0.153)
SSALU | -1.456***  0.969*  1.014** -1568%* -0.511**  -0.935** 1.348%%
(0459)  (0.38) 0321)  (0.268)  (0.202) (0.25) (0.581)
STRAN | 0.784**  0.094 20038 0417 0.654%% 0.782% -0.952+++
(0224) (0.187)  (9.157)  (0.131) 0.1) (0.123) (0.284)
SVEST | -3547+*  1201**  -0.071  -0.906**  -0.085  -0.438** -1.596*+
0.272)  (0.225) (0.19) (0.159) (0.12) (0.148) (0.344)
SOTRO | 0.489** -1.002**  0.563**  0.168 0153 0.263* -1.189%%
0.221)  (0.175)  (0.155) (0.13) 0.098)  (0.122) (0.286)

Nota: El significado de las abreviaciones de las variables estén en la tabla 2. Errores estandar en paréntesis. Fuente: DANE ENIG 2006-2007,
calculos propios.
* Significativo al 10 % ** Significativo al 5 % ***Significativo al 1 %

Tabla 11: Evolucién de elasticidades gasto

Ano 1984 1994 2006
Especificacion | AIDS  LES LES | AIDS LES
Alimentos | 0.765 0.882 | 0.432 | 0.784 0.913
Educaciéon | 1.795 1.328 | 1.397 | 1.358 1.133
Servicios Vivienda | 0.509 0.903 | 0.935 | 0.808 0.963
Salud | 1.083 1.405 | 1.035 | 1.016 0.950
Transporte | 1.269 1224 | 1.578 | 1.200 1.081
Vestuario | 1.362  0.663 | 0.955 | 1.032 1.002
Otros | 1.070 1.261 | 2.415 | 1.462 1.005

Fuente: Ramirez (1989) para las elasticidades de 1984, Ramirez et al. (1998) para las
elasticidades de 1994, y DANE ENIG 2006-2007, célculos propios para las
elasticidades de 2006.

Tabla 12: Evolucién de elasticidades ingreso

Ano | 1994 2006
Especificacion | ELES ELES
Alimentos | 0.333 0.323
Educacion | 1.004 0.867
Servicios Vivienda | 0.722 0.601
Salud | 0.799 0.723

Transporte | 1.219 0.657
Vestuario | 0.737 0.442

Otros | 1.865 1.052

Fuente: Ramirez et al. (1998) para las elasticidades de

1994, y DANE ENIG 2006-2007, célculos propios para
las elasticidades de 2006.

B. Derivacion de los sistemas de demanda

La teoria subyacente a la estimacion de sistemas de demanda se basa en la teoria

neoclasica del consumidor’. Bajo este marco, la demanda por distintos bienes en el

7Para una presentacién completa de la teorfa véase Mas-Colell et al. (1995). Una presentacion con
mas enfoque al trabajo empirico se encuentra en Deaton y Muellbauer (1980a) y Deaton (1997)
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mercado surge de una eleccién racional de cada agente, que pretende alcanzar el
nivel maximo de utilidad dados unos precios y un ingreso dado. El problema de
cada agente es

Mazx u(z) sapr <w (10)

donde u es la funcién de utilidad, que se asume monétona y cuasicéncava , = es
el vector de cantidades de N bienes y servicios consumidos, p son los precios y w
es el ingreso de cada agente, estos dos tltimos considerados exégenos. La soluciéon
de este problema es el conjunto de ecuaciones de demanda marshalliana z(p, w)que
relacionan un nivel de demanda con un vector de precios y un ingreso dados. El

problema dual al de maximizacién de utilidad:
Min pzsau(x) > u (11)

se conoce como el problema de minimizacién del gasto y da lugar a las funciones de
demanda hicksiana o compensada h (p, @)que relacionan un nivel de demanda con
un vector de precios y un nivel minimo de utilidad a alcanzar u.La linealidad de
la restriccion presupuestal y la cuasiconcavidad y monotonicidad de la funcién de
utilidad permiten que la teoria imponga ciertas restricciones sobre las funciones de

demanda. Estas son:
= Agotamiento del ingreso o Ley de Walras: px (p, w) = w

= Homogeneidad de grado 0 en precios e ingreso: x (Ap, \w) = z (p,w) VA =
AV eR

» Simetrfa: Si las funciones & (p, @) son diferenciables, para dos bienes ¢, j,

Oh;
Op;

Oh; _
8pj

= Negatividad: Para todo bien i,gZ? <0

Las funciones de demanda individual, sin embargo, no son observables. A partir

de datos de encuestas de hogares se pueden estimar funciones de demanda de hoga-
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res; a su vez, a partir de cuentas nacionales se pueden estimar funciones de demanda
de mercado, definidas como la suma de las demandas individuales. Las demandas
a nivel de hogar o de mercado solo heredan todas las propiedades de sus contra-
partes individuales bajo condiciones muy restrictivas; sin embargo, si heredan las
dos primeras propiedades, que no son consecuencia del problema de eleccién sino
de la linealidad de la restriccién presupuestal. Cualquier especificacion que se vaya

a usar para fines empiricos debe satisfacer estas dos propiedades.

B.1. Sistema Lineal de Gasto (LES)

El Sistema Lineal de Gasto (LES) proviene de una funcién de utilidad de la forma
N

u(z) = Biln(x; — %) (12)
i=1

donde ~;, 3; son pardmetros, z; > v; y ZZ]\L . Bi = 1. En este caso, las funciones de
demanda marshalliana toman la forma
N
Bi (w =D i1 Pﬂj)

Ty ="+ » (13)

En el trabajo aplicado se toma w como el gasto total del hogar de tal forma que la
restriccion de agotamiento se satisface. De esta forma el gasto en cada bien es una

funcién lineal de los precios y el gasto total

N
pixi = piYi + Bi (w - ZPM) (14)
j=1
y los v; se interpretan como niveles de consumo de subsistencia, de tal forma que

E;VZI p,7; es el nivel de gasto minimo de subsistencia. Bajo el LES, se satisfacen todas

las restricciones de las ecuaciones de demanda individual. Note que este sistema

25



puede ser reescrito en términos de la proporcion de gasto en cada bien, s; = 22

N
PiYi 1
;= 1 — - 15
si= +B< w;:lp]v) (15)

B.2. Sistema Lineal de Gasto Extendido (ELES)

Considere ahora un hogar que enfrenta el problema de maximizacién intertem-

poral

Mazx /OOO etu(z () dt saa i (t) = pw (t) +y (t) — pr (t) conw (0) = wdado (16)

donde ¢ es la tasa de descuento intertemporal, w es ingreso no laboral, y es ingre-
so laboral ex6geno, p es la tasa de reproduccion del ingreso no laboral, y u esta dada

por la ecuacion 12. En este caso, el gasto en cada uno de los bienes toma la forma

N
pizi =pivi + 0 (Z - Zpﬂj) (17)
j=1
donde * = %,z = pw + [~ e 'y (t) dt. y ~; son pardmetros iguales a los niveles

de gasto de subsistencia de cada bien. Estas ecuaciones definen el ELES; el ahorro se

define como y — w y esta dado por la ecuacién

N
w=py+(1—p)d> py (18)
j=1

B.3. Sistema Cuasi Ideal de Demanda (AIDS)

La siguiente derivaciéon se basa en Deaton y Muellbauer (1980b). Considere una

funcién de gasto e (p, u) = ph (p, u) de la forma
ne(p,a)=(1—wu)lnfa(p)] +uinfb(p)] (19)
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donde

N N N

In[a(p)] :a0+2ajlnpj+%ZZV;klnpjlnpk (20)
Jj= . J=1 k=1

b (p)] =Infa ()] + 6o [ [ ¥}’ (21)

Con estas especificaciones, las participaciones de cada bien en el gasto total toman

la forma

N
S; = a; + Z%‘j Inp; + B;1n (%) (22)

j=1
donde P es un indice de precios P = a(p) y vi; = 3 (Vi; +;;)- Las propiedades de
homogeneidad y simetria se pueden probar como restricciones sobre los pardmetros.

La homogeneidad implica 3" | 7;; = Oy la simetria implica ;; = 7;;.
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