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Resumen 

 
La dependencia entre las series financieras, es un parámetro fundamental para la estimación de 

modelos de Riesgo. El Valor en Riesgo (VaR) es una de las medidas más importantes utilizadas 

para la administración y gestión de Riesgos Financieros, en la actualidad existen diferentes métodos 

para su estimación, como el método por simulación histórica, el cual no asume ninguna distribución 

sobre los retornos de los factores de riesgo o activos, o los métodos paramétricos que asumen 

normalidad sobre las distribuciones. En este documento se introduce la teoría de cópulas, como 

medida de dependencia entre las series, se estima un modelo ARMA-GARCH-Cópula para el 

cálculo del Valor en Riesgo de un portafolio compuesto por dos series financiera, la tasa de cambio 

Dólar-Peso y Euro-Peso. Los resultados obtenidos muestran que la estimación del VaR por medio 

de copulas es más preciso en relación a los métodos tradicionales. 

 

 Palabras Clave: cópula, dependencia, Valor en Riesgo, modelos ARMA GARCH 

Clasificación JEL: C13, C14,C16, G10 

 

Abstract 
 

Dependency between the financial series is a key parameter used to estimate risk models. Value at 

Risk (VaR) is one of the most important measures used for financial risk management; currently 

there are different methods to estimate, as the historical simulation method, which assumes no 

distribution on returns risk factors or assets, or parametric methods that assumes normality on 

distributions. In this paper we propose the theory of copula as a measure of dependence between 

sets, we use a ARMA-GARCH-Copula model for estimating VaR, for the specific case we take a 

portfolio composed of two assets, daily US dollar-peso and Euro-Peso exchange rates.The results 

show that the estimate of VaR through copulas is more accurate compared to traditional methods. 

 

Keywords: copula, dependency, Value at Risk, ARMA-GARCH model 

JEL classification: C13, C14, C16, G10 
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1. Introducción 

El capital regulatorio que debe tener toda entidad financiera está determinado por el portafolio de 

activos que lo conforman,de esta manera el capital puede disminuir en caso que el riesgo del 

portafolio asociado a cada activo no sea administrado correctamente, y las perdidas excedan el valor 

de capital requerido en un tiempo determinado. Así mismo se pueden presentar perdidas en el valor 

de los activos de un portafolio, causado por movimientos adversos de los factores que determinan el 

precio de los activos, lo cual está asociado al riesgo de mercado que debe administrar una entidad 

financiera. 

Con el fin de estimar correctamente los riesgos asociados a un portafolio existen diferentes medidas 

que permiten cuantificar la exposición de este, ante perdidas inesperadas.El Valor en Riesgo (VaR) 

cuantifica la máxima pérdida que puede llegar a tener un portafolio en un horizonte de tiempo dado 

y con un nivel de confianza establecido. Esta medida de riesgo constituye una de las más 

importantes dentro de la administración de riesgos, debido a que no solo permite estimar la pérdida 

que tendrá el portafolio, sino también los niveles de capital requerido y la relación de solvencia, de 

aquí la importancia de un correcto método de estimación, dado que si no se cuenta con un método 

apropiado se puede estar subestimando o sobrestimando el VaR 

De acuerdo a lo anterior se debe establecer y analizar la función de distribución de perdidas, la cual 

es indispensable para describir el nivel de riesgo de pérdida del portafolio. Los métodos 

tradicionales para la medición del VaR son simulación histórica, simulación de Montecarlo, y los 

modelos paramétricos; estos métodos modelan la distribución conjunta de los retornos de los 

activos basándose en una aproximación de la función de distribución normal multivariada, es decir 

se asume que estos siguen un comportamiento bajo los supuestos de normalidad; lo cual no en todos 

los casos es cierto, pues esto implica que los retornos de una serie financiera tienen una estructura 

de dependencia predeterminada y lineal, con simetría y colas livianas. Sin embargo dado los 

movimientos del mercado y las variables económicas que interactúan en una economía resulta 

inapropiado asumir que el comportamiento de los activos financieros, que responden a estos 

cambios siga un comportamiento basados en supuestos de normalidad, por el contrario la mayoría 

de los activos financieros presentan altas volatilidades en los retornos de sus precios y generalmente 

colas pesadas. 

Hechos estilizados han comprobado que asumir normalidad sobre los retornos no resulta lo más 

adecuado. Dado esto se han desarrollado diferentes métodos que permiten establecer una estructura 

más flexible de la distribución conjunta, en este sentido se implementa la teoría de cópulas
1
 para 

establecer la dependencia de los retornos de los activos financieros, y de esta manera obtener una 

aproximación más precisa para la medición de Valor en Riesgo. 

Las metodologías basadas en cópulas provén una interesante herramienta para modelar 

distribuciones multivariadas conjuntas cuando se conoce únicamente la distribución marginal, de 

                                                           
1
El termino cópula proviene del Latín que significa “link”. [Fantazzini] 
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esta manera permiten descomponer la distribución conjunta en distribuciones marginales y la 

función cópula. La función cópula logra una representación de las relaciones de dependencia entre 

vectores de variables aleatorias. Las cópulas se han convertido en una herramienta para la 

modelación multivariante en muchos campos, donde la dependencia multivariada es de gran interés.  

La teoría cópulas fue desarrollada por  primera vez por Skalar (1959) para describir funciones de 

distribución multivariadas definidas sobre el cubo unidad, enlazando variables aleatorias con 

funciones de distribución de una sola dimensión. Actualmente esta teoría ha sido implementada por 

varios autores en diferentes áreas financieras, tal es el caso de Jondeau y Rockinger (2006) quienes 

proponen una nueva metodología basada en la función cópula, la cual consiste en estimar primero la 

distribución univariada y la distribución conjunta, Liu y Luger (2009), realizan una estimación de 

un modelo GARCH-Cópula y por medio de un ejemplo numérico ilustran la eficiencia ganada de la 

estimación de algoritmos en el contexto de un modelo de GARCH-cópula, Vaz y Martins (2004), 

quienes modelan la estructura de dependencia de datos financieros multivariados utilizando el 

concepto de cópulas, Embrechts, Mcneil y Straumann (2002) estudian la dependencia de la 

representación de cópulas para una variable aleatoria, Parra y Koodi (2006) realizan una aplicación 

de la teoría de Cópulas para estimar el VaR de un portafolio compuesto por los índices Nasdaq y 

S&P500, Cherubini y Luciano (2001) utilizan la cópula arquimediana para estimar el VaR, Georges 

(2001) usa la cópula normal para modelar el momento de ejercicio de las opciones y fijar el precio 

del derivado, Cherubini et al (2004) utilizan las cópulas en aplicaciones de matemáticas financieras 

y en la fijación de precios de derivados, Patton (2006), estima dos modelos de copulas, dinámicos y 

no dinámicos en su parámetros, el análisis en su paper está motivado por un modelo de distribución 

conjunta de dos series de tiempo, encontrando una evidencia significativa de la dependencia por 

medio de cópulas, Patton (2003), utiliza cópulas para modelar la dependencia condicional entre 

diferentes activos, Hosing y Juri (2003), usan cópulas para modelar valor extremo, Li(2000) analiza 

el problema de la correlación en el incumplimiento en los modelos de riesgo de crédito y muestra 

que la teoría de la correlación de activos establecida por CreditMetrrics, es equivalente a utilizar la 

función de la cópula normal, Bouyé, Durrleman, Nikeghbali,Riboulet y Roncalli (2000), usaron 

cópulas para medir el riesgo operacional y analizar escenarios de estrés multidimensional, 

Giacomini (2005) estimó el valor en riesgo de un portafolio por medio de tres clases de cópulas. 

En cuanto a la literatura nacional Becerra y Melo (2008), utiliza la función cópula en la medición de 

riesgo financiero, tomando como ejemplo un portafolio compuesto por tres activos del mercado 

colombiano, concluyendo que la estimación del VaR por medio de cópulas es contundente, dado 

que los modelos derivados de la cópula ofrecen una estructura analítica flexible en la medición de 

riesgos. 

El presente trabajo tiene como objetivo estimar una función cópula para calcular la dependencia 

entre dos series financieras, y posteriormente estimar el Valor en Riesgo (VaR) de un portafolio 

compuesto porla tasa representativa del mercado colombiano (TRM) -USD/COP, la cual revela el 

nivel diario de la tasa de cambio oficial en el mercado spot de divisas colombiano, y por otra parte 

la tasa de cambio EUR/COP.  
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Dada la volatilidad de estas tasas de cambios en la economía colombiana y en general del dólar en 

los mercados financieros, asumir normalidad de la distribución de los retornos no resulta lo más 

apropiado, por tal motivo se busca implementar la teoría de cópula para encontrar el método más 

adecuado de la distribución conjunta de los datos y posteriormente estimar el valor en Riesgo de 

estos activos. 

El documento está organizado de la siguiente manera, en la sección dos se define el concepto de 

cópula, la función de distribución de cópula, su estimación y algunas clases de cópulas que existen, 

en la sección tres se presenta la aplicación de la función cópula para estimar el Valor en Riesgo de 

un portafolio compuesto por la TRM y la tasa EUR/COP y los respectivos resultados, finalmente en 

la sección 4 se dan a conocer la conclusiones. 

2. Función Cópula 

 

2.1 Definición  

La función cópula une en una distribución de probabilidad multivariada a una colección de 

funciones marginales univariadas, de esta manera se determina la estructura de dependencia tanto 

de la función de distribución conjunta de un portafolio, como también de las marginales de cada 

uno de los activos riesgosos [Dowd, 2004b]. 

La cópula tiene las siguientes propiedades: 

i. C(𝑢1 , … 𝑢𝑑) es creciente en cada componente 𝑢𝑖  

ii. C(1, . . . , 1, ui, 1, . . . , 1)=𝑢𝑖  para todo i ∈ {1, 2, . . . , d}, 𝑢𝑖 ∈ [0, 1] 

iii. Para todo (𝑎𝑖 , … 𝑎𝑑),(𝑏𝑖 , … 𝑏𝑑)  ∈ 𝑇  0,1 𝑑con 𝑎𝑖 < 𝑏𝑖  se tiene que: 

 …

2

𝑖1=1

 …

2

𝑖𝑑=1

(−1)𝑖𝑑+…𝑖𝑑𝐶(𝑢1𝑖1 , … , 𝑢𝑑𝑖𝑑 )  ≥ 0 

 

 

Donde 𝑢𝑗1 = 𝑎𝑗  y 𝑢𝑗2 = 𝑏𝑗  para todo j ∈{1, 2, . . ,d}. 

 

iv. Para toda cópula C(𝑢1 , … 𝑢𝑑), se tienen los siguientes límites: 

 

Max   𝑢1 + 1 − 𝑑, 0𝑑
𝑖1=1

 } ≤ C (u) ≤ min{𝑢1 , … 𝑢𝑑} 

La teoría de cópulas sigue el teorema de Sklar, el cual dice que cada distribución conjunta se puede 

descomponer en sus distribuciones marginales y una cópula C, responsable de la estructura de 

dependencia. 
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Sea 𝐹  una función de distribución d-dimensional con marginales 𝐹1 ,…𝐹𝑑 , entonces existe una 

Cópula de la siguiente manera para cada 𝑥1 ,…𝑥𝑑  ∈ R. Si 𝐹1,…𝐹𝑑  son continuas, entonces C es 

única. 

𝐹(𝑥1 ,…𝑥𝑑) = 𝐶 𝐹1
 (𝑥1 ),… , 𝐹𝑑 (𝑥𝑑 )}  (1)                                                                   

 

Por otra parte si C es una cópula y 𝐹1,…𝐹𝑑 , son funciones de distribución, la función F es una 

función de distribución conjunta con marginales 𝐹1,…𝐹𝑑 . De esta manera la cópula única C para 

todo u = (𝑢1 , 𝑢2 , … 𝑢𝑑) 𝑇  0,1 𝑑  está definida  como: 

C = (𝑢1 , … 𝑢𝑑) = F 𝐹1
−1  (𝑢1 ),… , 𝐹𝑑

−1(𝑢𝑑)} (2) 

 

2.2 Estimación de la Cópula  

Una manera para estimar la cópula es el método de funciones de inferencia por marginales (IFM), la 

ventaja de este método es que simplifica la estimación conjunta de todos los parámetros, el cual fue 

desarrollado por Shih y Lois (1995) y Joe y Xu (1996). 

Sean (𝑥1 , 𝑥2) dos variables aleatorias con función de distribución conjunta, donde 𝐹𝑖(𝑥𝑖;𝛼𝑖) es la 

función de distribución acumulativa de 𝑥1  y 𝑓𝑖(𝑥𝑖 ;𝛼𝑖) su densidad, cada función de distribución 

marginal depende de parámetro 𝛼𝑖  los cuáles serán reagrupados en el vectorθ = (𝛼1 , 𝛼2), de acuerdo 

al teorema de Sklar se tiene: 

𝐹(𝑥1 ,𝑥𝑑 ;  𝜃)= C(𝐹1(𝑥1;𝛼1),𝐹2(𝑥2,𝛼2);θ) (3) 

 

𝐶 =: [0.1]2 → [0,1]  es una función de distribución cúpula con parámetro θ. 

Derivando la Función de distribución obtenemos la función de densidad: 

𝑓(𝑥1 ,𝑥𝑑 ;  𝜃)= 𝑐(𝐹1(𝑥1 ;𝛼1),𝐹2(𝑥2 ,𝛼2);θ)𝑓1(𝑥1 ;𝛼1),𝑓2(𝑥2 ,𝛼2) (4) 

 

La densidad de la cópula está dada por:  

𝑐(𝑢1 ,𝑢2; 𝜃) =
𝜕2𝑐(𝑢1 ,𝑢2)

𝜕𝑢1 𝑢1 
 (5) 

 

Donde 𝑐(𝑢1 ,𝑢2; 𝜃) es la densidad de la cópula, derivada de 𝑐(𝑢1, 𝑢2; 𝜃). 

La función de máxima verosimilitud en logaritmos está dada por: 

𝑙 𝜃 =  log 𝑐  𝐹1 𝑥1 , 𝛼1 , 𝐹2 𝑥2 , 𝛼2 ; θ) +

𝑇

𝑡=1

  𝑙𝑜𝑔

2

𝑖=1

𝑇

𝑡=1

𝑓𝑖(𝑥𝑡𝑖  ; 𝛼1) 
(6) 
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Posteriormente se debe maximizar la función de máxima verosimilitud en logaritmos respecto a 

todos los parámetros en θ. 

∂2𝑙(θ)

𝜕θ
= 𝑙 θ = 𝑙𝑚  θ1 + 𝑙𝑐 θ1 , θ2  (7) 

 

En la ecuación anterior se realizó una descomposición del score en dos partes: los parámetros de la 

de la distribución marginal 𝐹𝑖  y los parámetros de la cópula. 

De esta manera se tiene que: 

𝑙𝑚  θ1 =   𝑙𝑜𝑔

2

𝑖=1

𝑇

𝑡=1

𝑓𝑖(𝑥𝑡𝑖  ; 𝛼1) 
(8) 

 

𝑙𝑐 θ1 , θ2 =  𝑙𝑜𝑔 𝑐  𝐹1 𝑥1 , 𝛼1 , 𝐹2 𝑥2 , 𝛼2 ; θ) 

𝑇

𝑡=1

 
(9) 

 

  

 

Se obtiene dos estimadores de máxima verosimilitud desarrollado por el método IFM
2
 

𝛼𝑖 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥 𝑙𝑜𝑔

𝑇

𝑡=1

𝑓𝑖(𝑥𝑡𝑖  ; 𝛼𝑖) 
(10) 

 

  

 

θ  = arg max 𝑙𝑐 θ 1 , θ2 
 

(11) 

 

El score de la función de máxima verosimilitud está dado por: 

 

𝜕𝑙(θ)

𝜕θ
=

𝜕𝑙𝑚  θ1 

𝜕θ
+
𝜕𝑙𝑐 θ1 , θ2 

𝜕θ
 

(12) 

 

 

 

                                                           
2
El desarrollo del algoritmo de IFM y BMP por sus siglas en inglés, ”Estimador de máxima verosimilitud” se 

encuentra detallado en Liu y Luger (2009)  
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2.3 Clases de Cópulas 

Un primer grupo de cópulas se presenta en función de la dependencia de parámetros, en este sentido 

están las cópulas paramétricas donde el parámetro o parámetros cuantifican la relación de 

dependencia entre las variables, por otra parte las cópulas no paramétricas, donde no existe ningún 

parámetro, de esta manera al poseer una estructura empírica se ajustan de forma local a los datos 

En función de la relación de la dependencia existen los siguientes tipos de Cópulas: 

2.3.1. Cópulas Elípticas 

Esta clase de cópulas están asociadas a las distribuciones elípticas, su principal característica es que 

representan relaciones de dependencia simétricas sin importar que lado de la distribución de una 

serie de datos se está analizando. Dentro de este grupo se encuentran las cópulas Normales y t-

Student. 

Estás cópulas poseen la siguiente forma: 

𝐶ρ 𝑢, 𝑣 =
1

 1−𝜌2   𝑔(
𝑥2−2𝜌𝑥𝑦 +𝑦2

 1−𝜌2

ф𝑔,2
−1 (𝑣)

−∞

ф𝑔,1
−1 (𝑢)

−∞
) 𝑑𝑥. 𝑑𝑦 = (ф𝑔,1

−1 (𝑢),ф𝑔,2
−1 (𝑣)) 

 

(13) 

Donde ф𝑔,1
−1  𝑢 , ф𝑔,1

−1  𝑣 corresponden a las distribuciones conjuntas de x, y; y 𝜌 su coeficiente de 

correlación. 

- Cópula Normal: tiene la estructura de dependencia asociada a la distribución normal 

multidimensional, es decir que las distribuciones marginales normales combinadas con la 

cópula gaussiana forman distribuciones normales multivariadas. La cópula normal se define 

de la siguiente manera: 

𝐶 𝑢1 ,𝑢2 ; 𝜌 = ф𝜌(ф−1 𝑢1  , ф−1 𝑢2  ,    𝑢 𝜖 0,1 𝑑  (14) 

 

Su densidad está representada por: 

𝐶 𝑢1 ,𝑢2 ; 𝜌 =
1

 1 − 𝜌2
exp(

𝑥1
2 + 𝑥2

2 − 2𝜌𝑥1𝑥2  

2(1 − 𝜌2)
+
𝑥1

2 + 𝑥2
2

2
) 

(15) 

 

Tomando𝑥1 = ф−1 𝑢1   y haciendo uso de la densidad de la distribución normal ф  bivariada 

tenemos: 

𝜑𝜌 𝑥1 , 𝑥2 =
1

2𝜋 1 − 𝜌2
exp(

𝑥1
2 + 𝑥2

2 − 2𝜌𝑥1𝑥2  

2 1 − 𝜌2 
) 

(16) 
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Posteriormente con la propiedad relativa a la densidad de lacópula, se determina la densidad de la 

cópula normal. 

𝑓 𝑥1 , 𝑥2 = 𝐶 𝐹1 𝑥1 , 𝐹2 𝑥2  . 𝑓1 𝑥1 . 𝑓2 𝑥2  (17) 

 

Gráfico 1.Cópula Normal y Función de distribución 

 

 

Gráfico 2. Función de densidad y Función de distribución 

 

 

 

 

- Cópula t-Student: contiene  la función de dependencia t multidimensional. En el caso 

bivariado la cópula t-Student se define: 

𝐶 𝑢1 ,𝑢2 ; 𝜌, 𝑣 = 𝑡𝜌,𝑣(𝑡−1 𝑢1  , 𝑡−1 𝑢2  ,    𝑢 𝜖 0,1 𝑑  (18) 

 

La densidad de la cópula t corresponde a: 
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𝐶 𝑢1 ,𝑢2 ; 𝜌, 𝑣 =
1

 1 − 𝜌2
.
Γ(

𝑣

2
)2

Γ(
v+1

2
)2

.
 1 +

𝑥1
2+𝑥2

2−2𝜌𝑥1𝑥2  

𝑣 1−𝜌2 
 −

v+2

2

[(1 +  
𝑥1

2

v
 (1 +  

𝑥2
2

v
 ] −

v+1

2

 

(19) 

 

Tomando 𝑥1 = 𝑡𝑣
−1 𝑢1   y haciendo uso de la densidad de la distribución tbivariada tenemos: 

𝑡(𝜌,𝑣) 𝑥1, 𝑥2 =   
1

2𝜋 1 − 𝜌2
(1 +

𝑥2

−∞

𝑥1

−∞

𝑦1
2 + 𝑦2

2 − 2𝜌𝑦1𝑦2  

𝑣(1 − 𝜌2)
) −

v + 2

2
dy1 . dy2 

(20) 

 

Con la propiedad relativa a la densidad de una cópula se determina la densidad de la cópula t. 

 

𝑓 𝑥1 , 𝑥2 = 𝐶 𝐹1 𝑥1 , 𝐹2 𝑥2  . 𝑓1 𝑥1 . 𝑓2 𝑥2  (21) 

 

 

Grafico 3. Cópula t-Student y Función de distribución 
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Gráfico 4. Función de distribución 

 

Otras clases de cópulas en función de la relación de dependencia son: 

2.3.2. Cópulas Arquimedianas 

Son cópulas asímetricas y parametricas, dentro de esta familia de cópulas exiten diferentes clases, 

las más comunes y utilizadas son: la cópula de Gumbel, la cópula Clayton y la cópula Frank. 

La cópula Arquimediana se define de la siguiente manera: 

𝐶 𝑢 ,𝑣 = 𝜑−1 (𝜑 𝑢 + 𝜑 𝑣 )   0≤ 𝑢, 𝑣 ≤ 1 (22) 

 

Donde Phi es el conjunto de funciones 𝜑: [0,1] →: [0,∞]  que son continuas, estrictamente 

decrecientes y convexas y cumple 𝜑 0 = ∞ y 𝜑 1 = 0. 

La función 𝜑 es conocido como el generador de la cópula y 𝜑−1  es la pseuda inversa de 𝜑. 

Esta clase de cópulas logran capturar mayor número de estructuras de dependencia debido a que 

pueden tener más de un parametro. 

- Cópula de Gumbel: tiene la siguiente forma: 

 

𝐶 𝑢1 , … , 𝑢𝑑  =exp (-(𝑢 1
−𝜃 + ⋯+ 𝑢 𝑑

−𝜃)
1

𝜃)𝑢𝑖 =-log𝑢𝑖 , (23) 

 

- Cópula Clyton: tiene la siguiente forma 

 

𝐶 𝑢1 , … , 𝑢𝑑  = (𝑢1
−𝜃 + ⋯+ 𝑢𝑑

−𝜃 − 𝑑 + 1)
1

𝜃  
(24) 

 

 

- Cópula Frank: tiene la siguiente forma: 
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𝐶 𝑢1 , … , 𝑢𝑑  = −
1

𝜃
log[1 +

 (𝑒𝜃𝑢𝑖  − 1)𝑑
𝑖=1

(𝑒−𝜃𝑢𝑖 − 1)𝑑−1
 

(25) 

 

Las cópulas descritas anteriormente, desempeñan un papel importante dentro de las Finanzas, por 

ejemplo las cópulas de Arquimedes, según Genest y Mackay (1986) poseen características 

importantes para la simulación de series financieras, especialmente en grandes dimensiones. Al 

igual que las copulas elípticas son copulas paramétricas, debido a que poseen el parámetro Rho el 

cual refleja el grado de dependencia entre las series. 

La cópula de Gumbel es asimetrica y captura diferentes situaciones de riesgo que ocurren durante 

periodos de tension, es decir pueden captar variaciones bruscas o repentinas en los mercados 

financieros, lo cual desde el punto de vista de la medicion del valor en riesgo permite tener en 

cuenta los eventos extremos, siendo esta una importante caracteristica ya que las distribuciones de 

los rendimientos financieros poseen colas anchas. 

Por otra parte, la cópula de Clyton es adecuada para describir la dependencia negativa entre las 

series financieras, debido a que asigna mayor probabilidad a eventos ubicados en la cola izquierda 

de la distribución. 

3. Aplicación de la cópula en la estimación del VaR. 

En esta sección, se detalla la metodología utilizada para estimar la cópula que mejor se ajuste a los 

datos, y modele correctamente la estructura de dependencia entre las dos series, con el fin de 

estimar el Valor en Riesgo (VaR) de un portafolio compuesto por estos dos activos. 

El valor en Riesgo (VaR) es una medida fundamental en la administración y gestión del Riesgo de 

Mercado. El VaR se define como la máxima pérdida que puede tener un portafolio en un horizonte 

de tiempo dado, con un nivel de significancia dado. En estadística se define como 𝛼-ésimo percentil 

de la distribución futura de pérdidas y ganancias [Becerra et al., 2008]: 

𝑉𝑎𝑅𝛼 = ínf 𝑟| 𝐹𝑅 𝑟 ≥  ∝  (26) 

 

Para estimar el VaR de un portafolio es necesario conocer las distribuciones marginales y la 

distribución multivariada de los activos. El proceso a seguir para estimar la copula apropiada y 

calcular el Valor en Riesgo es el siguiente: 

- Se debe calcular los retornos de los activos y corregir los problemas de heterocedasticidad 

que tengan los datos, así mismo estandarizar dichos residuales. 

- A parir de los retornos se obtienen las distribuciones marginales univariadas, las cuales son 

necesarias para calcular el parámetro correspondiente a la cópula. 

- Una vez se tengan las marginales univariadas y el valor de la cópula se procede a simular 

variables uniformes que tengan como distribución conjunta la cópula estimada. 
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- Por medio del Método de Simulación de  Montecarlo se simulan los retornos con base en 

las variables uniformes simuladas anteriormente y la inversa de la función de distribución. 

- Después de obtener los retornos, se debe calcular la distribución de pérdidas y ganancias 

del portafolio. 

- Finalmente se ponderan los rendimientos, en este caso será del 50% para cada activo, y se 

obtiene el percentil de los rendimientos ponderados con un nivel de confianza determinado, 

que será del 99%. 

 

3.1. Caso aplicado de cópulas al Valor en Riesgo 

Con el fin de implementar las cópulas para estimar el Valor en Riesgo de un portafolio se desarrolló 

el ejercicio para un portafolio compuesto por dos activos, la tasa representativa del mercado 

colombiano (TRM) y la tasa de cambio EUR/PESO, los datos utilizados corresponden a los precios 

de cierre diarios desde el 5 de enero del 2010 hasta el 17 de junio del 2015 de cada una de las series, 

para un total de 1422 observaciones. 

El comportamiento de estos dos activos presenta una tendencia  alcista en los últimos años, lo cual 

responde a los movimientos por los que ha atravesado la economía colombiana, como lo es el 

deterioro de los precios del petróleo, lo cual afecta de manera directa el precio de las divisas. El 

siguiente gráfico muestra el comportamiento de los precios de los activos. 

 

Grafico 5. Precios Euro/Peso, Dólar/Peso 

 

Con el fin de establecer la volatilidad de estas dos series, a partir de los precios de los activos se 

calcularon los retornos logarítmicos, obteniendo los siguientes resultados. 
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Grafico 6. Retornos Portafolio 

 

 

Según los gráficos anteriores se puede evidenciar la alta volatilidad de las series, principalmente al 

final de las observaciones, siendo más profunda en los retornos de la tasa USD/COP, así mismo se 

observa presencia de heterocedasticidad, dispersión de los datos, y presencia de datos atípicos. Se 

realizó la prueba de Jarque Bera, en la cual se rechaza la hipótesis de normalidad al 5% de 

significancia, así mismo se calculó la kurtosis con el fin de identificar si los datos se distribuyen de 

manera normal, los resultados obtenidos permiten concluir que las series poseen una distribución 

leptocúrtica de colas gruesas, lo cual es común en los activos financieros. En las siguientes tablas se 

presentan algunos datos estadísticos de los retornos. 

 

Tabla 1.Estadística descriptiva de los retornos 

 
                            Cálculos propios 
 

 
Cálculos propios 

 

 

Adicionalmente se presenta el histograma de los retornos del portafolio y los gráficos Q-Q de cada 

serie. 

 Min.   :       -0.04382762  

 1st Qu.:      -0.00377122  

 Median :     -0.00005147  

 Mean   :       0.00000438  

 3rd Qu.:       0.00381106  

 Max.   :        0.02645301 

EUR/COP

 Min.   :       -0.04356387  

 1st Qu.:      -0.00277504  

 Median :      0.00005168  

 Mean   :       0.00017694  

 3rd Qu.:       0.00303039  

 Max.   :        0.02836853  

USD/COP
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Grafico 6. Histograma Portafolio 

 

 

Grafico 7. Gráficos Q-Q Euro/Peso, Dólar/Peso 

 

Los resultados anteriores permiten inferir que las series de datos analizadas no tienen un 

comportamiento que siga una distribución normal, por lo cual asumir normalidad en los retornos de 

los activos  no es lo más apropiado, lo cual puede subestimar o sobrestimar la estimación del Valor 

en Riesgo. 

Después de analizar los retornos, se realiza una filtración de la variancia por medio de un modelo 

ARMA (1,1)-GARCH (1,1) para modelar la varianza de las series, y obtener las marginales de cada 

serie, los resultados estadísticos se encuentran en el Anexo. 
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Grafico 7. Retornos estandarizados 

 

Se obtienen las distribuciones marginales a partir de los residuales estandarizados. Con estos 

residuales se obtienen los parámetros de la cópula correspondientes, se debe tener en cuenta que 

para lograr una estimación apropiada de la cópula, los valores de la pseudo muestra generada a 

partir de los residuales estandarizados, deben seguir una distribución uniforme estándar, es decir 

𝑢 𝜖 0,1 𝑑 . 

 

Grafico 8. Función de distribución estimada 

 

 

Con la pseudo muestra descrita se estimó los parámetros de dos cópulas elípticas, la cópula normal 

y la cópula t-Student con tres grados de libertad. Para seleccionar la copula más apropiada existen 

algunos criterios de selección de la cópula como son: el criterio de log verosimilitud (LR) y el 

criterio de Akaike (AIC) que se basa en la teoría de la información, la cópula que mejor representa 

el comportamiento conjunto de las dos series es la cópula t-Student, de acuerdo a los resultados el 

AIC de la copula T-Student es menor al criterio AIC de  la copula normal. La cópula T-Student no 

solo tiene en cuenta la dependencia en el centro de la distribución como lo hace la cópula 

Gaussiana, sino que también analiza las colas de la distribución, presentando una alta dependencia 

asintótica en las colas. 
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Tabla 1.Estimación Cópula 

 

 

Una vez estimada la copula se simulan variables uniformes (0,1), que tengan como distribución 

conjunta la copula estimada, es decir el parámetro rho. 

Posteriormente se deben calcular los retornos simulados a partir de las variables estimadas 

anteriormente y la función inversa de distribución, que en principio se supuso tienen los retornos. A 

las variables uniformes u simuladas que corresponden a grados se debe volver a residuales 

estandarizados, para la cual se aplica la función inversa de distribución, una vez se tengan los 

residuales estandarizados se debe des estandarizar estos residuales para lograr obtener retornos, los 

residuales estandarizados se deben multiplicar por la desviación estándar de los errores que se 

obtuvo de la varianza pronosticada. 

Con estos residuales se deben simular retornos los cuales están correlacionados por un parámetro de 

dependencia rho, que corresponde al parámetro obtenido por la cópula t-Student, que en este caso 

fue la cópula seleccionada para estimar el VaR.  

Dado que se partió de un modelo ARMA(1,1)-GARCH(1-1), los retornos simulados serán de la 

forma: 

𝑌𝑡 = 𝑚𝑢 + 𝐴𝑅 1 . 𝑌𝑡−1 + 𝑀𝐴 1 . ε𝑡−1+𝜀𝑡  (27) 

 

Donde 𝑌𝑡−1 corresponde al último retorno obtenido, ε𝑡−1 el último residual obtenido del modelo 

ARMA(1,1)-GARCH(1-1) y 𝜀𝑡  los residuales simulados. En la ecuación (27) la parte deterministica 

de los retornos corresponde a: 

𝑚𝑢 + 𝐴𝑅 1 . 𝑌𝑡−1 + 𝑀𝐴 1 . ε𝑡−1 
 (28) 

Y 𝜀𝑡   los choques aleatorios correlacionados, es decir los diferentes residuales estandarizados que 

pronostican los retornos y modelan la varianza. 

Con los retornos simulados anteriormente se deben realizar los siguientes pasos para estimar el 

Valor en Riesgo: 

- Se debe calcular una trayectoria para cada uno de los retornos para el futuro, es decir con la 

información que tengo hasta t, se estima la trayectoria de los retornos  del portafolio en t+1. 
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𝑟 𝑡+𝑘
𝑞

= 𝑤. 𝑟 𝑡+𝑘
𝑞

 

 

Donde w es el peso de cada activo en el portafolio y q=1,…, Q 

 

- Finalmente con los retornos del portafolio se calcula la distribución de pérdidas y ganancias 

del portafolio y se estima el Valor en riesgo. 

3.2. Resultados 

Se estimó el VaR para un portafolio compuesto por dos tasas de cambio, USD/COP y EUR/COP, el 

valor en dólares invertidos fue de US 97,753 que a la TRM
3
 vigente al día de estimación del VaR 

equivale a $ 250.000.000 el valor en euros invertidos fue de € 86,813 que a la tasa de cambio euro-

peso
4
 vigente equivale a $250.000.000 de esta manera se tiene un portafolio equivalente en pesos 

colombianos por valor nominal de $500.000.000. 

El valor en riesgo estimado se realizó con un nivel de confianza del 99% para un horizonte de 

tiempo de un día, obteniendo un VaR-Copula de 1,79 es decir asumiendo un portafolio de 

$500.000.000 distribuidos 50% en cada activo, la perdida máxima estimada para el siguiente día es 

de $ 8.981.625 

Con el fin de comparar este resultado con las metodologías tradicionales para calcular el Valor en 

Riesgo de un portafolio, se estimó un VaR no paramétrico por medio de simulación histórica con 

las mismas características del portafolio descrito anteriormente, el VaR no paramétrico obtenido fue 

de 1,42 es decir la perdida máxima estimada del portafolio para el día siguiente es de $7.121.635. 

De acuerdo a los resultados la estimación por medio de la teoría de copulas arrojó un VaR mayor al 

obtenido por simulación histórica, lo cual es más preciso desde el punto de vista que la cópula 

estimada en este caso la t-Student permitió simular datos de retornos correlacionados entre las dos 

series que componen el portafolio, así mismo se cuenta con más información para estimar el VaR, 

pues según lo estipulado por Basilea se deben tener mínimo 250 observaciones para estimar la 

máxima perdida de un portafolio, en este caso se contó con 1422 observaciones de precios diarios 

de los dos activos con el cual se calculó el VaR por simulación histórica al 99% de nivel de 

confianza siendo el Var la posición 50 de los retornos ordenados, sin embargo con la simulación de 

retornos por medio de la copula en este caso 5000 datos simulados, se logra tener percentiles más 

precisos dado que entre la observación 50 y la 51 hay una serie infinitesimal de números que es lo 

que se logra simular con la copula, además que como se mencionóanteriormente estos retornos 

están correlacionados, lo cual brinda un mayor precisión al estimar el VaR. 

Por otra parte al utilizar la cópula t-Student se capta mejor las colas de las series, así mismo la 

cópula fue estimada con un modelo ARMA-GARCH sobre los retornos, la selección del modelo 

GARCH (1,1) se debe principalmente a los clauster de volatilidad que se observó en los retornos de 

las series financieras utilizadas, y el modelo ARMA (1,1) dado que no se asumió media constate, 

                                                           
3
 TRM vigente al 17 de junio de 2015 fue de $2557.45 

4
EUR/COP vigente al 17 de junio de 2015 fue de $2879.75 
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por lo cual el VaR estimado por medio de las copula estimada no están subestimando las pérdidas 

del portafolio y resulta un ser más conservador. 

Así mismo observado el comportamiento que han tenido estas dos tasas de cambios en cuanto a la 

variación de sus precios y la alta volatilidad, es común observar en el mercado bursátil un mayor  

nivel de riesgo de portafolios compuesto por estos activos y mayores estrategias de coberturas por 

medio de derivados u opciones con el fin de minimizar las pérdidas ocasionadas por movimientos 

inesperados del mercado. 

4. Conclusiones 

En este documento se presentó la teoría de copulas, desarrollada en principio por Sklar para estimar 

el grado de dependencia de series financieras, es decir el comportamiento conjunto de variables 

aleatorias a partir de comportamientos individuales, lo cual es fundamental para la estimación de 

medidas de riesgo, como lo es el VaR. Se utilizó la estimación de un cópula Gaussiana para calcular 

la dependencia de dos tasas de cambio, EUR/COP y USD/COP y se calculó el VaR por medio de la 

estimación de la copula utilizando un modelo ARMA (1,1)-GARCH (1,1) y el método tradicional 

de simulación histórica. 

Los resultados obtenidos permiten concluir que las pérdidas estimadas de un portafolio calculadas 

por medio de métodos tradicionales son menores en relación al método por medio de copulas, El 

método de simulación histórica asume que los momentos condicionales de las series son constantes, 

y existe normalidad sobre los retornos,de esta manera se estaría subestimando las pérdidas del 

portafolio debido a que no se tienen en cuenta las colas de las series. 

Por su parte los modelos por medio de copulas que se alejan de los supuestos de normalidad, media 

y volatilidad constante son másconservadores para estimar las pérdidas de un portafolio compuesto 

por varios activos, pues tiene en cuenta la dependencia que tienen las series y además gracias a la 

simulación de los retornos lo percentiles sobre los cuales se estima el VaR son más precisos. 

Por otra parte al implementar la teoría de cópula para la medición del VaR, la estructura de 

dependencia del portafolio y los activos que los conforman no depende de la correlación individual, 

sino de la estructura de dependencia del parámetro “rho” arrojadopor la estimación de la cópula.La 

cópula extrae la estructura de dependencia de la función de distribución multivariada, de esta 

manera contiene mucha más información de la dependencia de los activos de un portafolio. 
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ANEXOS 

Tabla 1. Resultados estadísticos Modelo ARMA (1,1)-GARCH (1,1) 

Euro/Peso 
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Tabla 2. Resultados estadísticos Modelo ARMA (1,1)-GARCH (1,1) 

Dólar/Peso 
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