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Resumen

El problema de la compresion sin perdida consiste en implementar la codificacion (inicamente decodifi-
cable) de un alfabeto, que asigna a cada cadena de simbolos del alfabeto el cddigo de menor longitud posible.
Encontrar esta representacion de menor tamano de un conjunto de datos puede ahorrar costos en el espa-
cio de almacenamiento, tiempo en transferencia de los datos o numero de operaciones en su procesamiento,
dentro de un computador. Lo anterior hace de la compresion sin perdida un objetivo razonable dentro de
las Ciencias de la Computacion y representa un reto importante durante el desarrollo de muchas soluciones
tecnologicas.

La teoria de la informacion, por su parte, ha establecido el formalismo matemaético necesario para el es-
tudio de medidas cuantitativas de informacidn como la entropia de Shannon y ha encontrado su lugar dentro
de la implementacion de la compresion sin perdida al proveer algunas de las herramientas tedricas necesarias
para el estudio de los modelos que describen las fuentes de datos en la teoria de la codificacion.

Por otro lado, la cercana relacion que se ha encontrado entre la teoria de la informacion y la teoria de
la compresion sin perdida ha motivado a muchos autores a ingeniar formas de medir a través de la compre-
sion de archivos la informacion en ellos. Lo que ha resultado en interesantes aplicaciones de la compresion
sin perdida en el aprendizaje automdtico, particularmente, en la clasificacion de textos escritos en lenguaje
natural o cadenas de ADN.

En este escrito, se presenta una revision monografica acerca de como la teoria de la informacion se apli-
ca a la compresion sin perdida. Para esto, se presentan algunas de las implementaciones de la compresion sin
perdida en la teoria de cddigos. Las demostraciones, gréaficas, analisis y algoritmos en este escrito generalizan
algunos de los hechos més importantes acerca de codificaciones binarias, que se han enunciado en la literatura,
al caso general de un alfabeto de tamano arbitrario.

Finalmente, se presenta una aplicacion de la compresion sin perdida a la clasificacion de lenguajes naturales,
mediante la aplicacion del algoritmo de codificacion LZ77 para estimar algunas medidas de informacién bien
conocidas en la literatura, las cuales se emplean como medida de distancia para comparar los lenguajes entre
si. El resultado de la clasificacion es presentado en la forma de arboles filogenéticos de los lenguajes.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

La idea de una mdquina de Turing que retorna una secuencia infinita de 1s y 0s, luego de haber operado
sobre ella bajo reglas codificadas en otra secuencia de 1s y 0Os, lleva naturalmente a la pregunta de si, dada
una secuencia cualquiera, es posible determinar a partir de ella la secuencia de reglas codificadas que la gene-
raron: mas importante ain, como determinar la secuencia de reglas codificadas mas corta capaz de generar
la secuencia dada. Este problema ha sido formulado rigurosamente en la teoria de la computacion como la
Complejidad de Kolmogdrov; introducida independientemente en la decada de los 60’s por Solomonoff en su
articulo 18], Kolmogorov en su articulo [12] y Chaitin en su articulo [2].

Algunas aproximaciones como [15] han definido una cadena aleatoria como aquella que no se puede comprimir
y para la cual la forma méas sucinta de transmitirla es ella misma. Al mismo tiempo, resultados como los
presentados en [22| demuestran que, de manera general, la tarea de determinar la secuencia de reglas codifi-
cadas més corta (Complejidad de Kolmogdrov) es incomputable. No obstante, los esfuerzos de la comunidad
cientifica se han centrado ultimamente en idear formas de comprimir cualquier secuencia, lo mas que sea
posible. En 1948 Claude E. Shannon probarfa en 17| dos teoremas que tratan acerca de la transmision de
informacion sin perdida con la menor cantidad de datos posible a través de un canal de comunicacién:

1. En el primero de estos teoremas, el teorema de codificaciéon de la fuente de Shannon, quedaria
demostrado que, teéricamente, existe la posibilidad de comprimir sin perdida la codificacién de una
fuente de datos, en un limite asintético: Shannon demostré que existe un esquema de codificacion, que
omitiendo la codificacion de las cadenas menos frecuentes de la fuente, logra disminuir la cantidad de
mensajes a trasmitir a la cantidad minima necesaria para que la probabilidad de cometer un error de
codificacién, por emitir una secuencia sin codificacién, se desvanezca. Para esto, Shannon defini6 el
concepto de conjunto de cadenas tipicas de una fuente, el cual, cuando el tamano de la cadena tiende
a infinito, tiene una probabilidad unitaria, un tamano exponencialmente mas pequefno que el conjunto
de todas las cadenas posibles y todos sus elementos son equiprobables, a partir de lo cuél codifica
unicamente las cadenas del conjunto tipico, reduciendo el niimero total de bits necesarios para codificar
los mensajes generables por la fuente. También quedaria demostrado que la tasa de compresién sin
perdida minima es aquella del esquema de codificacién de Shannon y que alcanzar cualquier otra tasa
menor que esa significarfa asumir una probabilidad de error significativa |17 23].
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1.1. MOTIVACION CAPITULO 1. INTRODUCCION

2. En el segundo de estos teoremas, el teorema de codificacion del canal de Shannon, quedaria
demostrado que es posible codificar los datos que se transmiten a través de un canal inseguro con una
cantidad aceptable de bits fisicos, manteniendo una probabilidad de error en la decodificacién aceptable,
tal como se menciona en la referencia [23].

No en vano, el teorema de codificacion de la fuente de Shannon se aprovecha para idear maneras de com-
primir la codificaciéon de una fuente y juzgar su rendimiento, mientras que el teorema de codificacion del
canal de Shannon sirve para la transmisiéon de los datos. Por lo cual, en cuanto a este escrito tnicamente
le interesa la compresion sin perdida, solo nos enfocaremos en el primer teorema, mas adelante, en la seccion 3.

El trabajo pionero de los autores Abraham Lempel y Jacob Ziv, en su articulo [25] de 1977, demostro que
existen formatos de compresion sin perdida para los cuales el tamano 6ptimo de un archivo comprimido tiende
a estimar la entropia de la fuente generadora. Esta entropia fué una medida de informacidn propuesta por
Claude Shannon en la década de los 50s en su articulo [17]: esta medida es continua y es maxima cuando la
probabilidad de generar cualquier sfmbolo en la secuencia es la misma. Lo anterior ha permitido calcular una
aproximacion a la Complejidad de Kolmogdrov de una secuencia. Otras aproximaciones como la presentada
en [20] confirmarian mas adelante lo visto por Lempel y Ziv, y acabaria por reforzar la creencia de que la
Complejidad de Kolmogorov y la Entropia de Shannon estan més relacionadas de lo que podria parecer en
un principio.

En la literatura se han propuesto formas de medir el contenido de informacion de un mensaje (algunas
de las cuales se recogen en [14]): muchas veces, motivadas por dar respuesta a preguntas acerca de la Comple-
jidad de Kolmogorov, [12], y la compresion de cadenas. En la teoria de la informacion, lo que actualmente se
reconoce (y estudia) como contenido de informacion de un mensaje proviene de las contribuciones de Claude
Shannon, en la década de 1950 con su trabajo |17], a la idea original de Ralph Hartley en: transmision de
informacion, [7]. Antes de Shannon, el estudio de la codificacion de un mensaje para su transmision habian
llevado a Hartley a formular una primera medida cuantitativa del contenido de informacion de un mensaje,
en términos de la codificacion del mensaje (|11]).

El desarrollo de la teoria de la informacion, sobre las bases del trabajo de Shannon, han ayudado a dar
respuesta a muchas de las dudas originales acerca de la Complejidad de Kolmogorov y la compresion sin
perdida de cadenas. Mas all4 de eso, ha sido aplicada con éxito en el A&mbito académico y comercial: por
ejemplo, en la clasificacion del lenguaje natural, que han trabajado autores como los del articulo [1], y la im-
plementacion del estandar de compresion de archivos GZIP en todos los sistemas operativos comercializados
actualmente ([24]).

En este escrito, se explican algunas aplicaciones bien conocidas de la teoria de la informacion a la com-
presion sin perdida y la aplicacion de ésta, a su vez, a la clasificacion del lenguaje natural (recreando algunos
de los resultados obtenidos en [1] y [3]). Para esto, se presentan algunas de las principales medidas de infor-
macion en términos de la codificaciéon de un mensaje. Luego, se presenta el algoritmo de codificacion LZ77
y la relacion que tiene con algunas de las medidas de informacion mas conocidas, particularmente, aquellas
medidas de informacion que se han formulado en términos de la codificacién de un mensaje: contenido de
informacion de Hartley y la entropia de Shannon. Finalmente, se presentan dos procedimientos para construir
arboles filogenéticos del lenguaje natural, adaptados del trabajo de los autores de los articulo [1] y [3], repro-
duciendo y ampliando los resultados obtenidos alli, empleando el algoritmo de codificaciéon LZ77 y algunas
de las medidas de compresion presentadas: los resultados que se obtienen de llevar a cabo ese procedimiento
son presentados en la forma de arboles filogenéticos para distintos lenguajes de entrada y son comparadas
visualmente con la aproximacion puramente lingiiistica del articulo [6].
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 1.2. OBJETIVO GENERAL

1.2.

Objetivo general

Realizar una revision monografica de los fundamentos de la teoria de la informacién y su aplicacién a la

compresion de cadenas.

1.2.1. Objetivos especificos

1.

Revisar algunas de las definiciones de informacién mas estudiadas en la literatura.

Revisar en la literatura de qué manera estas definiciones de informacion se aplican a la compresion de
cadenas.

. Implementar el algoritmo de Lempel-Ziv para la compresiéon de cadenas.

. Observar los efectos del algoritmo de Lempel-ziv sobre una cadena en términos de las medidas de

informacion.

. Revisar una aplicacién del algoritmo de Lempel-ziv para clasificar lenguajes.
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Capitulo 2

Simbolos individuales

Suponga que un mensaje compuesto por simbolos de un alfabeto A se transmite a través de un medio
fisico que tinicamente puede transmitir simbolos de un alfabeto B: los simbolos del alfabeto A se codifican
con simbolos del alfabeto B.

Los cddigos, que son el resultado de la codificacion y que representan cada simbolo del alfabeto A, estan
involucrados en el siguiente proceso de cuatro fases:

1. Generacion del mensaje: en la que se asume, inicialmente, que todo simbolo del alfabeto A es generado
con una probabilidad conocida.

2. Codificacion del mensaje: en la que se requiere que a cada simbolo del alfabeto A se le asigne un codigo
compuesto inicamente por simbolos del alfabeto B.

3. Transmision del mensaje: en la que tnicamente se transmiten simbolos del alfabeto B.

4. Decodificacion del mensaje: en la que es necesario que el codigo asignado a cada simbolo del alfabeto
A sea tinico, de modo que sea posible recuperar cada simbolo a partir de su c6digo, sin ambigiiedad [H

Estos requerimientos para los codigos hacen de la codificacion de un alfabeto un tipo muy especifico de funcion
matemética, la cual se formula en la seccion En la seccion se modela matematicamente el proceso
de generacion de mensajes: restringiendo su formulacion a la de una fuente de simbolos individuales.

2.1. Modelamiento de una fuente de simbolos

Asumiendo que los mensajes son generados simbolo a simbolo, es razonable pensar que existe una fuente,
la cual emite simbolos del alfabeto A con cierta regularidad. Esta fuente puede caracterizarse por la probabi-
lidad con la que emite cada simbolo del alfabeto A. Por simplicidad, durante todo este capitulo se asume que
la probabilidad de emitir un simbolo no depende de los simbolos que se han generado antes. Esta restriccion
permite pensar una fuente de simbolos como una variable aleatoria discreta X, la cual toma valores, x, en el
alfabeto A (x € A), de acuerdo a cierta funcion de masa de probabilidad, Px(x). Definicion adaptada de [5].

11a ambigiiedad surge cuando un mismo coédigo puede interpretarse como dos simbolos distintos.
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2.2. CODIFICACION DE UNA FUENTE DE SIMBOLOS CAPITULO 2. SIMBOLOS INDIVIDUALES

Definicion 2.1.1 (Fuente de simbolos). Se define una fuente de simbolos de un alfabeto A como una variable
aleatoria X que toma valores sobre el alfabeto A de acuerdo a cierta funcion de masa de probabilidad Py ().

2.2. Codificacion de una fuente de simbolos

La formulacion de la codificacion de una fuente de simbolos, tal como se definié una fuente de simbolos en
la definicion 2.1.1] consiste en: primero, especificar la manera como se codifica el alfabeto A y luego extender
esa codificacion a la variable aleatoria X, que modela la fuente, mediante la inclusion de la informacion de
la funcién de masa de probabilidad, Px (-), en la escogencia del codigo.

2.2.1. Codificacion de un alfabeto

La manera como se formula la codificacion de un alfabeto es la siguiente:

Definicion 2.2.1 (Codificacion de un alfabeto). Dados un alfabeto A, de tamafio a: A = {aq,as, ... ,an}y
otro alfabeto B, de tamafio 8: B = {b1, bg, ... ;bg}, una codificacion de A en términos de B es una funcién C
que asigna a cada simbolo de A una tupla ordenada de simbolos de B de longitud ¢ > 0:

C:A—s B[P

Para cada a; € A, C (a;) denota la tupla ordenada asociada al simbolo a; bajo el codigo C. |5}, 21|

Las tuplas ordenadas que se asignan a los simbolos de A en la definicion 2:2.1] son llamadas palabras
codigo de longitud ¢. La eleccién de £ en la codificacion, asi como de la regla de asignaciéon en si misma,
dependen de los tamanos de los alfabetos A y B. Naturalmente, los alfabetos A y B podrian no coincidir,
particularmente, por estar compuestos por simbolos diferentes o por tener tamanos diferentes, o ambas cosas
al mismo tiempo. Cuando los alfabetos tienen tamanos diferentes, existen las siguientes dos posibilidades:

= a < f (més simbolos individuales de B que simbolos de A que codificar)
= [ < a (més simbolos de A que codificar que simbolos individuales de B)

En el caso en el que a < 3, hay maés o igual cantidad de simbolos individuales de B que simbolos de A que
codificar. En este caso, la codificacién puede consistir en una funcioén biyectiva entre A y un subconjunto S
de B, tal que a cada simbolo de A le corresponde un tnico simbolo de B. Lo anterior cumple, naturalmente,
todos los requerimientos para un cédigo, que se establecieron en la introduccion, ya que permite codificar
todos los simbolos del alfabeto A sin ambigiiedad, con longitud de la palabra codigo igual a uno: £ = 1.

Por otro lado, en el caso en el que 8 < «, hay més simbolos de A que codificar que simbolos individua-
les de B. Por lo cual, al menos, uno de los « simbolos de A debera ser codificado con dos, o mas, simbolos de
B, con el fin de posibilitar la codificacién de todos los simbolos del alfabeto A sin ambigiiedad. Ante esto, se
tienen dos opciones:

1. Asignar a todos los simbolos del alfabeto A palabras cddigo de la misma longitud, ¢, con ¢ > 2.

2. Asignar a cada simbolo del alfabeto A una palabra cédigo de longitud distinta, con, al menos, una
palabra codigo de longitud mayor o igual que dos.

2B* denota el conjunto de todas las cadenas de longitud mayor que cero compuestas por la concatenaciéon de simbolos del
alfabeto B.
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CAPITULO 2. SIMBOLOS INDIVIDUALES 2.2. CODIFICACION DE UNA FUENTE DE SIMBOLOS

Esta elecciéon define dos tipos de codigos diferentes: codigos de longitud fija, para palabras codigo de
la misma longitud, y codigos de longitud variable, para palabras cédigo de longitudes distintas. En las
siguientes dos secciones, [2.2.1.1]y [2.2.1.2] se definen y estudian estos dos tipos de codigos por separado.

2.2.1.1. Cadigos de longitud fija

Para codificar sin ambigiiedad todos los simbolos del alfabeto A con palabras codigo de la misma lon-
gitud, /4, la longitud ¢ debe garantizar que sea posible formar, al menos, « palabras cédigo diferentes con
combinaciones de los 3 simbolos del alfabeto B: ¢ > a. Es decir, en el peor de los casos, £ debe ser tal que

B =a,
de donde se sigue que la longitud ¢ minima requerida es, en teoria,

{=logg () . (2.1)

Asi que, una opcién razonable para codificar sin ambigiiedad todos los simbolos de A con palabras cédigo
de la misma longitud es con combinaciones de simbolos de B de longitud logg (). No obstante, la longitud
de las palabras cédigo de la ecuaciéon podria no ser un nimero entero, por lo que, en la préactica, para
solucionar esto, se suele aproximar mediante el nimero entero mayor mas cercano:

£ = Tlogs (a)]. (2.2)

Para la escogencia de la longitud de las palabras cédigo de la ecuacion ¢ = [logs (a)], es claro que la
longitud de las palabras c6digo aumenta con el tamano del alfabeto A, . Sin embargo, esto no quiere decir
que la longitud de la codificacién de un mensaje (pensada como la concatenacion de las palabras codigo de los
simbolos que componen el mensaje)ﬁ aumenta arbitrariamente al aumentar el tamano del alfabeto con el que
se escribe el mensaje: si bien, al cambiar el alfabeto con el que se escribi6 el mensaje originalmente, por otro
mas grande, aumenta la longitud ¢, al mismo tiempo el mensaje podria escribirse con una menor cantidad de
simbolos del alfabeto mas grande. La manera cémo se escribe un mensaje con una menor cantidad de sim-
bolos, cuando se escribe con un alfabeto de tamano maéas grande, es escribiendo directamente combinaciones
de, dos o mas, simbolos del alfabeto original como simbolos individuales del alfabeto més grande. Asi, un
mensaje originalmente escrito con simbolos de un alfabeto de cierto tamano puede escribirse con una menor
cantidad de simbolos de un alfabeto mas grande.

Por ejemplo, si se tiene un mensaje compuesto por n simbolos de un alfabeto A, de tamano «, y se considera
otro alfabeto A’, de tamafio o/ = o, se puede notar que la longitud de la codificacion del mensaje escrito con
simbolos del alfabeto A’ puede ser igual que la longitud de la codificacién del mensaje original, si el ntimero
de simbolos del alfabeto A’ con el que se escribe el mensaje se reduce aproximadamente a la mitad:

!/

n' [logs (/)] =n' [logs ()] =n' [2-logs (a)] = n [logs ()] si y solo si n' ~ (2.3)

SE

Es decir, si se reemplazan pares de simbolos del alfabeto A por simbolos individuales del alfabeto A’.

Un caso particular del ejemplo anterior es el siguiente: suponga que se tiene un mensaje compuesto por
ocho simbolos de un alfabeto binario. Se pueden escribir todas las combinaciones de pares de simbolos del
alfabeto binario como simbolos individuales de un alfabeto de cuatro simbolos, de modo que el mismo men-
saje podria escribirse con un alfabeto de cuatro simbolos, del doble de simbolos, con la mitad de simbolos:
Sea A ={0,1} y A" ={A,T,G,U}, observe que

00011011 =[00] , [01],[10], [11], = ATGU (2.4)

3La idea de codificar un mensaje como la concatenacién ordenada de las palabras codigo de los simbolos que lo componen
es la misma detras de la extension de la codificacion de un alfabeto, la cual se define formalmente méas adelante.
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En el ejemplo[2.4] puede ver graficamente como la longitud de un mensaje se reduce a la mitad, al reescribirlo
con un alfabeto con el doble de simbolos, tal como se demuestra mateméaticamente en la ecuacion [2.3

Asi que, al aumentar el tamano del alfabeto con el que se escribe un mensaje, disminuye la cantidad de
simbolos necesarios para representar el mensaje. De manera general, la longitud de la codificacién de un
mensaje (pensada como la concatenacion de las palabras codigo de los simbolos que componen el mensaje)
se puede conservar exactamente igual al cambiar el alfabeto con el que se escribe el mensaje, cuando

¢ = [logs ()] = logs (o)

y el nuevo alfabeto consiste en una potencia del alfabeto original, A’ = A* para k € Z*, con longitud o, ya
que asf la longitud fija en el nuevo alfabeto, £/, es

" =logg (ozk) =k-logg (a),

por lo cual la longitud del mensaje en el nuevo alfabeto, n’, se puede reducir como

De modo que, n’ - ¢/ = n-£. Ademas, observe que esta longitud fija se reescala bajo cambios en el tamafio del
alfabeto B, ya que

log, (@) = log,, () = logs (a) - log, (5). (2.5)

Con lo visto hasta ahora es posible formular uno de los primeros algoritmos de codificacion, basado en las
ideas de esta seccion, el algoritmo de codificacion de Hartley, llamado asi, debido a que, como se vera mas
adelante, la cantidad de la ecuacion posee su propia interpretacion dentro de la teoria de la informacion,
gracias al trabajo de Ralph Hartley{%ontemdo de informacion de Hartley. El pseudocodigo en el Apéndice
[A] implementa la codificacién de longitud fija del alfabeto A sobre palabras codigo del alfabeto B, mediante
la longitud fija de las palabras codigo de la ecuacion 2.2}

2.2.1.2. Cobdigos de longitud variable

A diferencia de lo que se entiende como codigos de longitud fija, los cddigos de longitud variable asignan
a cada simbolo del alfabeto A una palabra codigo de longitud distinta. Se extiende la notacion para denotar
longitudes distintas de las palabras codigo: se denota como £(a;) a la longitud de la palabra cédigo que se le
asigna al sfmbolo a;, para i = 1,2, ... ..

Los cddigos de longitud variable pueden pensarse como una generalizacion de los codigos de longitud fija. El
estudio de los cddigos de longitud variable y su aplicacion a la compresion de cadenas permitiré redefinir los
c6digos de longitud fija desde la perspectiva de la teoria de la informacion. Se hablard méas acerca de las
longitudes variables de las palabras cédigo en la siguientes secciones.

2.2.2. Codificacion de una variable aleatoria

Teniendo en cuenta que una variable aleatoria X, que modela una fuente de simbolos, toma valores en un
alfabeto A, es posible extender la codificacion del alfabeto a la variable aleatoria. De modo que la codificacion
depende no tnicamente de su dominio, sino también de su funcién de masa de probabilidad, Px (-). Siendo
as{ que a cada palabra codigo, compuesta por simbolos del alfabeto B, le corresponde una probabilidad. Esto
permite pensar las palabras codigo como una funcién de la probabilidad de cada simbolo. Esto permitiré
definir las palabras codigo en funcion de la probabilidad de cada simbolo, lo que permite llevar a cabo un
tipo muy especial de codificacion: la compresion, mas adelante.

La siguiente definicion de la codificacion de una variable aleatoria ha sido tomada de la referencia [5].

4Ralph V. L. Hartley fue un ingeniero estadounidense que vivié a finales del siglo diecinueve y principios del veinte.
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Definicion 2.2.2 (Cddigo de una variable aleatoria). Un cddigo C para una variable aleatoria X es un mapeo
desde A, el rango de la variable aleatoria X, en B*, el conjunto de cadenas de longitud finita compuestas por
simbolos de un alfabeto B:

C: A— B*

r€ A C(z) € B (2:6)

La codificacion de una variable aleatoria consiste en definir un c6digo para la variable aleatoria: determinar
la longitud de las palabras cédigo y la regla de asignacion en si misma para la codificaciéon del alfabeto.

2.3. Extension de un codigo

A partir de la definicion [2:2.2) se puede formalizar el concepto de extension de un cddigo, que consiste en
considerar la concatenacion de las palabras cdédigo de los simbolos que componen un mensaje como el coédigo
del mensaje en si. La anterior es la manera cémo se asumié que se codificaban los mensajes durante toda
la seccién Se le llama extension de un cddigo, simplemente, porque al concatenar las palabras codigo de
los simbolos que componen un mensaje, para codificar el mensaje, da la impresion que la codificacion del
alfabeto se esta extendiendo a los mensajes del alfabeto. Formalmente, la extension de un cddigo constituye
una codificacion de un alfabeto extendido, A™, compuesto por cadenas de longitud n de simbolos del alfabeto
A, pero no constituye una codificaciéon de una fuente por si misma: faltaria definir apropiadamente una
funcion de masa de probabilidad para el alfabeto extendido de mensajes. La definicion de extension de un
codigo presentada a continuacion ha sido adaptada de la referencia [21].

Definicion 2.3.1 (Eztension de un cédigo). La n-ésima extension C* de un codigo C' de una fuente de
simbolos X es el mapeo que va desde el conjunto de cadenas finitas de longitud n de simbolos del alfabeto
A, el rango de la fuente X, hasta el conjunto de cadenas finitas de longitud n de elementos del conjunto B*:

O A" — (B)",

definido como:
C(x12a...2n) = C(21)C(22)...C (23) (2.7)

donde x5 ...x, denota la cadena que consiste en la concatenacién de n simbolos consecutivos del alfabeto
A, mientras que C (1) C (x2) ... C (z,,) denota la concatenacion de las n palabras codigo correspondientes a
cada simbolo.

Esta definicion permite llevar a cabo la codificacion de un mensaje que consiste en una secuencia de n
simbolos del alfabeto A concatenados consecutivamente, de la siguiente manera: definiendo una codificacién,
simbolo a simbolo, del alfabeto A de la fuente X, mediante la definicion y luego concatenando las
palabras cédigos de cada simbolo en el orden de los n simbolos que componen el mensaje.

Ejemplo: suponga que C(z1) = 00 y que C(z1) = 11, entonces C(z122) = 0011.

No obstante, en la extension de un coddigo existe la posibilidad de que una misma cadena de simbolos
del alfabeto B (codigo de un mensaje) pueda ser interpretada como varios mensajes distintos: dependiendo
del procesamiento en bloques (parsing of the string) de los simbolos del alfabeto B dentro de un mensaje
codificado, se podrian extraer palabras codigo diferentes, que corresponden a combinaciones de simbolos del
alfabeto A diferentes. Es decir, la extension de un cédigo de una fuente X permite ambigiiedad en cuanto a la
interpretacion de la codificacion del alfabeto extendido. Sin embargo, esto puede ser solucionado definiendo
apropiadamente la codificacion del alfabeto y los modos de decodificacion.

Ejemplo: suponga que C(z1) = 00 y que C(z1) = 11, pero ademéas C(z4) = 0, C(z5) = 01 y C(zg) = 1,
entonces C(z1x2) = C(zgxs26) = C(x424T626) = 0011.
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2.4. Decodificacion

Para decodificar sin ambigiiedad un mensaje codificado mediante la extensién de un codigo, es decir,
que cada cadena de simbolos del alfabeto B, en el dominio de la extension del c6digo, pueda ser interpretada
como exactamente una dnica cadena de simbolos del alfabeto 4, independientemente de la implementacion
del codigo (longitud fija o longitud variable), la regla de asignacion del codigo debe cumplir con determinadas
caracteristicas que permitan una interpretacion sin ambigiiedad de los mensajes codificados.

2.4.1. Cobdigos no-singulares
La siguiente definiciéon de cddigo no-singular ha sido tomada de la referencia [21].
Definicion 2.4.1 (Cddigo no-singular). Un codigo C' de una fuente X es no-singular si cada simbolo del

alfabeto de la fuente, A, se mapea a una palabra codigo diferente en el dominio de palabras codigo, B*:

a;, #a; = C(a;) # C(a;), paratodo a;,a; €A (2.8)

Observe que la condicion de no-singularidad de un c6digo, en la definicion [2.471] es suficiente para lograr
una descripcion sin ambigiiedad de cada valor del rango de una fuente X, pero ain no garantiza la unicidad
de cualquier cadena de simbolos concatenados del alfabeto B ni tampoco su decodificabilidad sin ambigiiedad.
2.4.2. (Cobdigos tinicamente decodificables

La siguiente definicion de cddigo inicamente decodificable ha sido tomada de la referencia [21].

Definicion 2.4.2 (Cédigo unicamente decodificable). Un codigo C' de una fuente X es unicamente decodifi-
cable si su extension es un co6digo no-singular.

La condicion de decodificabilidad tnica de un codigo, en la definicion [2.4.2] garantiza que no existe
ambigiliedad en la extension de un cédigo.
2.4.3. Cobdigos libres de prefijos

Un tipo especial de codigos unicamente decodificables son los cddigos libres de prefijos. Intuitivamente,
un codigo es libre de prefijos cuando ninguna palabra codigo es prefijo E| de ninguna otra palabra coédigo. La
definicion formal, a continuacion, ha sido adaptada de la referencia [5].

Definicion 2.4.3 (Cddigo libre de prefijos). Un codigo C de una fuente X es libre de prefijos si para todo
21,29 € A, C (x1) no es un prefijo de C (x2).
Por ejemplo, para el alfabeto A = {a,b,c,d, e}, el codigo:
(a,0) (b,10) (c,110) (d,1110) (e, 1111)
es un codigo libre de prefijos, de acuerdo a la definicion Mientras que el cédigo:
(a,0)  (b,10)  (¢,101)  (d,1110) (e, 1111)

no es un codigo libre de prefijos, ya que la palabra cédigo asignada al simbolo b, 10, es prefijo de la palabra
codigo asignada al simbolo ¢, 101.

5Una palabra cédigo ¢; es un prefijo de otra palabra cédigo c2 cuando la cadena de S-bits ¢; es exactamente igual a los
primeros longitud de c¢1 (B-bits de la cadena de [3-bits ca (en el orden de izquierda a derecha).
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Usando codigos libres de prefijos todo mensaje puede transmitirse como la secuencia de palabras codigo
concatenadas de cada uno de los simbolos del alfabeto A que lo componen, en el orden en el que aparecen
dentro del mensaje, leyéndolo de izquierda a derecha.

2.4.4. Interpretaciéon de un coédigo libre de prefijos

Las palabras codigo de una codificacion del alfabeto A se pueden representar como los recorridos des-
de la raiz hasta las hojas de un arbol S-ario particular: un arbol S-ario incompleto (es decir, donde cada
nodo tiene a lo sumo 3 hijos) de profundidad méx {¢(a;)};—, (es decir, de max{¢(a;)};-, generaciones),
en el cual cada arista del arbol se etiqueta con alguno de los simbolos del alfabeto B. De este modo, los
recorridos, descritos por las secuencias ordenadas de aristas recorridas, corresponden a las palabras cédigo
de la codificaciéon del alfabeto A. En la interpretacion de un codigo libre de prefijos como un arbol S-ario,
cada nodo puede ser: o bien, un nodo interno si tiene a lo sumo B hijos y al menos uno, o bien, un nodo
hoja si no tiene ningun hijo. Observe que, de esta manera la codificacién de un simbolo siempre termina en
un nodo hoja y se puede saber cudndo termina una palabra cédigo: termina cuando avanzar por la siguien-
te arista, etiquetada con el simbolo a continuacién en el mensaje, hace que el recorrido se descuelgue del arbol.

Si cada nodo en el arbol es, o bien, una palabra clave ¢ un prefijo propio de una palabra clave, entonces
el codigo descrito por el arbol es tnicamente decodificable, ya que existe un tinico camino desde la raiz hasta
cualquier nodo del arbol y nunca pasa por méas de una palabra c6digo en el transcurso: el camino desde la
raiz del arbol hasta cualquier hoja es tinico, por lo que dada una palabra cédigo siempre se puede reconstruir
el camino desde la rafz. Observe la Figura[2.1] donde se visualiza la interpretacion de un codigo libre prefijos
como un arbol, de forma recursiva. Observe el ejemplo de la Figura

nodo interno

nodo interno

bi
by by - bg

dd b odos e @ nodo hoja

Figura 2.1: Visualizacion recursiva de un cédigo libre de prefijos como un arbol §-ario

2.4.5. Existencia de un cédigo libre de prefijos

Con la interpretacion de la seccion de un codigo libre de prefijos, se entiende que logg(a) puede
interpretarse como la longitud fija de un codigo, pero también como la altura de un arbol S-ario completo
con « nodos hoja, donde cada nodo hoja representa una palabra codigo diferente. Todo codigo de longitud
fija con palabras codigo de longitud logs(a), o mayor, es un cédigo libre de prefijos del alfabeto A, ya que
un prefijo de una cadena que tenga su misma longitud es igual a la propia cadena. De manera general, si se
quieren asignar palabras codigo de longitudes distintas (codigo de longitud variable) y seguir implementando
un codigo libre de prefijos, tales longitudes estan restringidas por el siguiente resultado, extraido de [5):

Teorema 2.4.1 (Desigualdad de Kraft (condicion necesaria)ﬂ). Para cualquier codigo libre de prefijos C,
definido sobre un alfabeto de tamaiio 3, las longitudes de las palabras codigo, {¢ (a;)};—,, cumplen que:

> pHed) <1 (2.9)
=1

SEl teoremam puede reformularse de la siguiente manera: dado un conjunto de longitudes {£(a;)}7-; que satisfacen la
desigualdad existe un codigo libre de prefijos con esas longitudes de las palabras codigo. La demostracién es por construccién.
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s p1 = 0;3}?8

=0.05
0 07 P5 = 0.05
< éz*g)g = 0.05
0 —~3-P7 = 0.05
! ,~p3 = 0.10
2<py = 0.15
3 psy = 0.10

0..-.

\%p.f)g = 0.05
g"-plo = 0.05
“"'““"““-0-.})11 = 0.05

Figura 2.2: Ejemplo de la visualizacion de un codigo libre de prefijos como un arbol S-ario (no completo): el
codigo para cada simbolo del alfabeto A en cada hoja del arbol se construye concatenando los simbolos del
alfabeto B que se encuentran en el camino hacia la hoja, partiendo desde la raiz, mientras que p; representa
la probabilidad de que la fuente produzca dicho simbolo. En este ejemplo en particular, al simbolo con
probabilidad p; se le esta asignando el codigo 00, al que tiene probabilidad ps se le asocia el codigo 12 y asi
sucesivamente. Finalmente, éste codigo asigna a los simbolos y sus respectivas probabilidades las siguiente
palabras codigo: p; — 00, po — 12, p3 — 11, py — 130, p5 — 101, pg — 102, p7 — 103, pg — 100,
P9 — 131, Pio — 132, P11 — 133.

Demostracion. sin perdida de generalidad, suponga que las longitudes de las palabras c6digo requeridas son

asignadas de tal manera que:
ar) < llag) < - <llay)-

Considere el arbol -ario completo de profundidad ¢(a,) = max {{(a;)};-,; primero, tome cualquiera de los
nodos del arbol que estén en el nivel £(a1) de profundidad en el arbol y haga que este nodo corresponda a la
primera palabra codigo de su codigo libre de prefijos. Desde ese momento, todos los nodos descendientes de
este nodo se consideran como inadecuados para su inclusiéon en el cédigo, y por tanto, no se incluyen en el
c6digo, ya que ninguna palabra codigo puede ser prefijo de ninguna otra palabra cédigo. El total de nodos
hojas que se excluyen del codigo, en esta primera iteracion, es f4@)=a1) va que el arbol es completo.

En una siguiente iteracion, tome alguno de los B%@e)—t(a1) nodos restantes, que atn no han sido descar-
tados, que esté en el nivel ¢(as) de profundidad en el drbol, como una nueva palabra codigo. Esta vez, se
excluyen los f¢(%)—£(@2) nodos hojas descendientes de este nodo. Continue de esta manera, asignando pala-
bras c6digo en los niveles de profundidad restantes: £(as), £(ay), .., £(as). Despues de codificar los a simbolos
del alfabeto A se habran excluido un total de

«
Z Btlaa)—t(as)
i=1

nodos hoja. No obstante, debe garantizarse que no se hayan excluido mas nodos hojas que los S que
posee el arbol p-ario completo, es decir, se debe cumplir que

[e3

Zﬁﬁ(aa)—f(ai) < 5[((1&)7 (2.10)

i=1

pues de lo contrario, no alcanzan los nodos hojas del arbol S-ario completo de altura ¢ (a,,) para asignar uno
a cada una de las o palabras c6digo mediante la construcciéon anterior. Es decir, no se podria implementar
un codigo libre de prefijos con las longitud de las palabras codigo dadas. O
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A continuacion, se verifica, por medio de la desigualdad de Kraft,[2.10] que siempre es posible implementar
un codigo de longitud fija logs(a) como un cddigo libre de prefijos: suponga que se quiere construir un codigo
libre de prefijos con longitudes

l(a;) =logg(a) parai=1.2,..,q.

Al contar el nimero de nodos hoja descartados del arbol, durante la construccion de este codigo libre de
prefijos, se puede observar que

« « [e3 «

Zﬂf(aa)*l(ai) - Zﬂlogﬁ(a)*logxs(a) - 250 - Zl = q = Blogs(e) = gllaa),

i=1 i=1 i=1 i=1
Por lo tanto, por la desigualdad (también llamada desigualdad de Kraft-McMillan), es posible imple-
mentar el codigo de longitud fija logg(a) como un codigo libre de prefijos, por medio de la construccion del
teorema Lo anterior garantiza que el codigo de longitud fija logs(a) es decodificable de manera tunica:
la manera cémo se llevaria a cabo la decodificacién de este cddigo es procesando bloques de simbolos del

mensaje codificado, de la misma longitud, logg(«): recuperando el simbolo del alfabeto A codificado con los
logp () simbolos de B. Observe la Figura

4 bé 6 86 & DS & b6 b bE & B

-9 .
0-+ 200
Y 1 — 201
0 2 4 202
0-*210
1 1— 211
24212
2 0-*220
1221
24222

Figura 2.3: Verificaciéon de la desigualdad de Kraft para la codificacién de un alfabeto de 13 simbolos con:
una palabra codigo de longitud 1, tres palabras coédigo de longitud 2 y nueve palabras codigo de longitud 3.
Graficamente se puede ver como se implementaria el codigo, a partir de la construccion del teorema [2.41]
También es posible comprobarlo mediante la desigualdad ya que: 372 +372 4371 = % + % + % = % < 1.

Cuando unas longitudes de las palabras codigo de entrada no satisfacen la desigualdad de Kraft,
es necesario ajustarlas para poder implementar un coédigo libre de prefijos con esas longitudes: aumentar la
profundidad del arbol, aumentando la longitud de algunas de las palabras codigo.
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2.4.6. Modos de decodificacion

La decodificacién de la extension de un coédigo, formalmente, consiste en realizar la transformacion inver-
sa desde el dominio de palabras codigo compuestas por simbolos del alfabeto B, hacia los simbolos del alfabeto
A. En este orden de ideas, la decodificacion de un mensaje consiste en recuperar un mensaje escrito con el
alfabeto A, a partir de la cadena de simbolos del alfabeto B que se obtiene al reemplazar los simbolos del alfa-
beto en el mensaje por sus respectivas palabras codigo. Para llevar a cabo la decodificacion sin ambigiiedad,
es indispensable saber distinguir correctamente las palabras coédigo dentro del mensaje codificado: identificar
dénde comienza y termina un nuevo simbolo del alfabeto A. La manera como se logra esto es conociendo
exactamente el nimero de simbolos de B que codifican un simbolo de A: las longitudes de las palabras codigo.

En ese orden de ideas, la decodificacion de un mensaje es més directa cuando todos los simbolos de A
son codificados con palabras codigo de la misma longitud ¢ (codigos de longitud fija), ya que el procesamien-
to de un texto de simbolos del alfabeto B consiste en dividirlo en bloques de longitud ¢, donde cada bloque
codifica un simbolo del alfabeto A, para luego usar el mapeo creado durante la codificacion y recuperar los
simbolos del mensaje original. Sin embargo, de manera general, las codificaciones asignan palabras codigo de
longitudes distintas a los simbolos de A (codigos de longitud variable) y esto requiere algunas restricciones
extras sobre las palabras c6digo o la implementacion del cédigo: los codigos de longitud variable se emplean
comunmente para comprimir sin perdida la codificacion de un mensaje, de modo que siempre sea posible
recuperar el mensaje original a partir del mensaje codificado (comprimido). La decodificacion de un mensaje
normalmente se realiza mediante la implementacién de la extension del cdédigo por medio de alguno de los
siguientes mecanismos que garantizan que es posible decodificar de manera tnica las palabras codigo:

1. Caracteres de escape.
2. Cadigo libre de prefijos.

Un caracter de escape es un simbolo del alfabeto B que no aparece en ninguna palabra cédigo y cuyo tnico
proposito es indicar dénde termina una palabra cédigo. Esto hace que implementar un codigo de longitud
variable por medio de caracteres de escape sea computacional-mente mas costoso, ya que requiere enviar un
caracter extra entre palabras. Ademaés, se descartan un total de 2?21 pllai) — CE 1)2(%) combinaciones,
aquellas en las que aparece el caracter de escape, las cuales no podran aprovecharse para codificar ningin
simbolo del alfabeto A. Por lo que, a veces, seré necesario aumentar la longitud de las palabras cédigo o el
tamano del alfabeto B, para codificar de manera tinica todos los simbolos del alfabeto A mediante caracteres
de escape, lo que en la practica podria ser inviable. Ahora bien, tenga en cuenta que los caracteres de escape
ayudan a decodificar un mensaje codificado tinicamente cuando el codigo fuente del alfabeto es previamente
unicamente decodificable, de lo contrario, utilizar caracteres de escape no puede garantizar la no ambigiiedad.

Los cddigos libres de prefijos pertenecen a la clase de cddigos tnicamente decodificables, que a su vez for-
man parte de la categoria de cddigos no singulares. Sin embargo, a diferencia de un coédigo tnicamente
decodificable, implementado mediante caracteres de escape, un codigo libre de prefijos permite aprovechar
la propiedad libre de prefijos para realizar la decodificaciéon del mensaje recorriéndolo una tunica vez, pues
ninguna combinaciéon de simbolos consecutivos es prefijo de dos simbolos distintos al mismo tiempo: el re-
ceptor podria decodificar un mensaje encontrando e interpretando, repetidamente, los prefijos que forman
una palabra codigo valida. De manera general, esto no es posible con cédigos tnicamente decodificables que
no son libres de prefijos, ya que el decodificador no sabria si un prefijo constituye en si mismo una palabra
codigo completa o si es simplemente el prefijo de alguna otra palabra cédigo. Observe la figura[2.4] De hecho,
siempre que un cddigo es Unicamente decodificable, aunque no sea libre de prefijos, es, en teoria, posible
decodificar los mensajes que se generan con la extension del cédigo, independientemente del modo de deco-
dificacion. Aunque, la decodificacion de un cédigo tnicamente decodificable, en general, puede requerir un
preprocesamiento extra de los mensajes codificados, para identificar las palabra cédigo que los componen.
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2.4. DECODIFICACION

Observe la figura [2.5

Mensaje codificado:

Mensaje decodificado:

010010110111

@100101101

—_
—_

b1loo101101

—_
—_

g@omﬂm

g1o11o1
go11o1

—_
—_

—_
—_

—_
—_

Figura 2.4: Decodificaciéon de un mensaje codificado con un cédigo libre de prefijos: la decodificacion se lleva a
cabo procesando la cadena de simbolos de B sobre la marcha, bajando por la arista del arbol que corresponde
al siguiente simbolo en la cadena, hasta que se llega a un nodo sin hijos, en el cual bajar por ninguna arista
hace que el flujo se desprenda del arbol. En ese momento se sabe que termina la palabra codigo actual y
comienza una nueva palabra cédigo. Esto se puede visualizar secuencialmente como los recorridos por las
ramas de un arbol S-ario.
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Codigos

Cddigos
no-singulares

Cddigos
unicamente
decodificables

Cddigos
libres de
prefijos

Figura 2.5: Clases de c6digos y su jerarquia
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CAPITULO 2. SIMBOLOS INDIVIDUALES 2.5. COMPRESION SIN PERDIDA

2.5. Compresion sin perdida

La compresion sin perdida consiste en minimizar la longitud promedio de la palabra cddigo, para todo
codigo unicamente decodificable. Es posible implementar la compresion sin perdida por medio de un cédigo
unicamente decodificable. En esta seccion, se define formalmente el concepto de compresion sin perdida bajo
conocimiento, para el caso en el que se conoce la distribucién con que una fuente X genera los simbolos,
Px (+), y se muestra como la teoria de la informacion se puede aplicar en la implementacion de la compresion
sin perdida bajo ignorancia, que es, bajo la suposicion de que se desconoce la distribuciéon Px (-).

2.5.1. Longitud promedio de la palabra cédigo

Dada una variable aleatoria X, con funciéon de masa de probabilidad Px (z), que toma valores sobre
un alfabeto A; el promedio, ponderado respecto a la probabilidad de cada simbolo, de las longitudes de las
palabras cédigo de una codificacion de A es lo que, en la literatura, se define como la longitud promedio de
la palabra cédigo. A continuacion, se presenta la definicion del concepto de longitud promedio de la palabra
cddigo, al igual que como se presenta en la referencia |21].

Definicion 2.5.1 (Longitud promedio de la palabra cédigo). La longitud promedio de la palabra cédigo, L,
de un codigo C' de una fuente X con funciéon de masa de probabilidad Py () se define como:

L(C)=E[l(a;)] = Zp(ai) ay;), con Zp(ai) =1, (2.11)

i=1 i=1
donde p(a;) denota el valor de la funciéon de masa de probabilidad, Px(x = a;), evaluada en el simbolo aj;,
para cada ¢ = 1,...,a y £(a;) denota la longitud de la palabra cédigo asociada al simbolo a; en el codigo C.

La manera razonable de asignar las longitudes de las palabras codigo, para comprimir la codificacion de
una fuente, depende de la funcion de masa de probabilidad de la variable aleatoria X que modela la fuente:
mientras mas informacion se tenga sobre la distribucion, més 6ptima puede llegar a ser la compresion.

2.5.2. Compresion bajo conocimiento de la distribucion de la fuente

Comprimir la codificacion de una fuente cuéando se conoce la funcién de masa de probabilidad de la
variable aleatoria consiste en minimizar la longitud promedio de la palabra codigo, ecuacion mediante
una escogencia apropiada de las longitudes de las palabras codigo, {¢(a;)}$, para unas probabilidades dadas,
{p(a;)}5-. En general, comprimir la codificacion de una fuente consiste en construir un codigo con longitud
promedio de la palabra cédigo minima. De ahora en adelante, se entiende que un codigo es 6ptimo si la
longitud promedio de la palabra codigo asociada a éste es minima. Definicion adaptada de [5].

Definicion 2.5.2 (Compresion sin perdida). La compresion sin perdida de una fuente, se logra codificando la
fuente con un coédigo unicamente decodificable, al tiempo que se minimiza la longitud promedio de la palabra
c6digo. De ahora en adelante, la compresion sin perdida es simplemente llamada compresion.

Note que pueden haber muchos cédigos 6ptimos: invertir todos los [-bits o intercambiar dos palabras
c6digo de la misma longitud de un c6édigo 6ptimo daré como resultado otro cédigo 6ptimo. La construccion que
se presenta en la seccion [2.5.2.1] construye uno de esos codigos 6ptimos: una forma particular de representar
todo codigo optimo libre de prefijos de una fuente. No obstante, en la seccion que le sigue, seccion [2.5.2.2
se presenta otra aproximacion, la cual construye cddigos semi-optimos. La importancia de construir estos
ultimos es que la existencia de los cddigos semi-dptimos permitiré derivar algunas cotas para la compresion,
lo que, finalmente, establecera los limites de la compresion de un alfabeto, en la seccién final de esta seccion
de compresion sin perdida, seccion 2.5.4] Las demostraciones y graficas en las siguientes secciones han sido
adaptadas de la referencia [5], pero generalizadas para un alfabeto de cardinalidad 3 arbitraria.
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2.5.2.1. Cobdigo canédnico

A continuacién, se demuestra que es posible representar todo cédigo 6ptimo libre de prefijos en una
forma candnica. Para esto no hace falta mas que intercambiar, recortar y reorganizar las palabras cédigo de
un codigo libre de prefijos 6ptimo. El teorema a continuacion, ha sido adaptado de la referencia [5],
generalizado al caso general de un (8 arbitrario.

Teorema 2.5.1 (Forma candnica de un codigo optimo libre de prefijos). Existe un codigo libre de prefijos
optimo, para una fuente X, con longitud promedio de la palabra c6digo minima, el cual satisface las siguientes

propiedades:

1. Las longitudes de las palabras codigo son ordenadas de manera inversa con las probabilidades (i.e si
p(a;) > p(ak), entonces I (a;) < (ax))

2. Las (8 palabras cddigo més largas tienen la misma longitud y estas corresponden a los 8 simbolos menos
probables.

3. Las g palabras c6digo mas largas difieren tinicamente en su tultimo S-bit.

Demostracion. Sean {{(a;)}¢, las longitudes de las palabras codigo de un cédigo libre de prefijos, de una
fuente X, con longitud promedio de la palabra codigo minima, E[¢(a;)], entonces:

1. Suponga que p(a;) > p(ar) y considere un nuevo codigo, {0(a;)}_, con longitud promedio E[¢(a;)], con
las palabras codigo de los simbolos a; y ay intercambiadas. Entonces se tiene que

E[(a;)] — E[¢(a:)] = Zp(aj)é(aj) - Zp(aj)f(aj)

= p(a;) £(ax) + plar) £(a;) — p(a;) €(a;) — plax) £(ax)
= (p(a;) — p(ak)) - (U(ar) — £(a;)).

(2.12)

Sin embargo, dado que, por hipotesis, el codigo {¢(a;)} , es optimo, entonces E[¢(a;)] — E[¢(a;)] > 0.
No en vano, dado que se asumié que p (a;) > p (ax), entonces p (a;) —p (ax) > 0. Por lo tanto, para que
el signo de la multiplicacion coincida debe ser que £(ax) > £(a;).

2. Suponga que las 8 palabras c6digo méas largas no tienen la misma longitud, entonces es posible recortar,
al menos, el ultimo (-bit de la palabra c6digo mas larga, preservando la propiedad libre de prefijos y
consiguiendo una nueva longitud promedio de la palabra c6digo minima. Sin embargo, esto es una
contradiccion, siempre que, por hipétesis, la longitud promedio de la palabra coédigo ya era minima.
Por la propiedad [1} se sabe que las palabras c6digo mas largas corresponden a los simbolos menos
probables.

3. Por la propiedad [2] se sabe que toda palabra cédigo de longitud méxima tiene 8 — 1 nodos herma-
nos. Ahora bien, se pueden intercambiar las palabras codigo més largas para que los § simbolos de
probabilidad méas baja estén asociados como hermanos en el arbol. Esto tltimo no cambiaria la lon-
gitud promedio de la palabra codigo. De esta manera, todo cédigo libre de prefijos 6éptimo se puede
transformar de modo que las palabras cédigo mas largas difieran tnicamente en el ultimo (§-bit.
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El teorema anterior, [2.5.1] demuestra que es posible transformar un codigo libre de prefijos optimo de
una fuente X, para que cumpla tres propiedades muy especificas. Esas tres propiedades caracterizan un nuevo
tipo de codigo para la fuente X: cddigo candnico. La definicion de cddigo candnico [2.5.3] que se presenta a
continuacion, ha sido adaptada de la referencia [5], para el caso general de un 8 arbitrario.

Definicién 2.5.3 (Cddigo candnico). Un codigo 6ptimo libre de prefijos de una fuente X el cual cumple las
tres propiedades del teorema 2y Bl es lamado cddigo candnico. En este sentido, un codigo canénico
es la representacion de un codigo 6ptimo libre de prefijos, en la cual las 8 palabras c6digo més largas tienen
la misma longitud, difieren tnicamente en su ultimo S-bit y corresponden a los § simbolos menos probables
del alfabeto A de la fuente X.

/—0—-}31 =0. 3}98 | /pl = 0.30 n

e e
0 ~ps = 0.05 0 ~ps = 0.05
=0.05 17%ps = 0.05
< 0 2= = 0.05 < 0 =2 e — 0.05
1 ,~p3 =0.10 ! ,~p3=0.10
2-py = 0.15 2<py = 0.15
\ py=0.10 \ pa=0.10
\%1-.;)3—005 \%1*!)9:005[_
2~p1o = 0.05 2-p1o = 0.05
(a) *>—o.p1 =0.05 (b) S~p11 =0.05

0 0
— =4
< P3=010 < P2 =015
1 1);{')2 = 010}98 —0.05 1 1/1{'}3 =0.10 , = 0.10
‘1}:;)5 = 0.05 0~ ps = 0.05
2 206 = 0.05 2 1216 =0.05
3 0=y = 0. 3 ~pg = 0.05
\-%yié = 0.05 S—iTp = 000
P10 = 0.0§ sp1o0 = 0.05
5)

(c) “p11 = 0.0 (d) “p11 = 0.05

Figura 2.6: Imagen y descripcion adaptada del libro [5]: ejemplificacion para el caso § =4 y m = 11. Dada
una fuente de simbolos, X, para la cual p; > ps > -+ > p,, = p11; un posible cédigo libre de prefijos para X
se puede ver en la figura (a). Recortando aquellas ramas en las que la hoja no tiene hermanos, el codigo libre
de prefijos se mejora (disminuye su longitud promedio de la palabra codigo) para obtener lo que se ve en la
figura (b). A continuacion, se reorganiza visualmente el arbol de tal modo que las longitudes de las palabras
codigo quedan organizadas en orden decreciente, de arriba hacia abajo, para obtener lo que se ve en la figura
(c). Finalmente, se reasignan las probabilidades a las hojas del arbol para mejorar la profundidad promedio
del arbol, tal como se ve en la figura (d). Todo codigo candnico puede ser reorganizado e intercambiado a su
forma canodnica, parecido a lo que se muestra en la figura (d), donde £y, > £yy_1 > -+ >l > U1y by = b1,
de modo que las 8 = 4 palabras cdédigo mas largas difieren tinicamente en su taltimo S-bit. En efecto, el codigo
libre de prefijos implementado como en la figura (d) es un cédigo canonico de la fuente X.
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En la figura [2.6] se ilustra como un codigo libre de prefijos 6ptimo puede ser transformado a forma
canonica, haciendo que las § palabras coédigo mas largas difieran tinicamente en el ultimo §-bit. Ingenuamente,
en el ejemplo, es facil darse cuenta cual es el codigo 6ptimo, sin embargo, en la practica, determinar el codigo
6ptimo no es tan facil, por lo que tampoco lo es determinar la forma canénica (el codigo canonico). En el
caso mas general, las propiedades [I] y [2] del teorema [2.5.1] son ttiles para identificar cudndo un codigo libre
de prefijos no es 6ptimo, ya que si un cédigo libre de prefijos no asigna las longitudes en orden opuesto a las
probabilidades o las § palabras cédigo més largas no tienen la misma longitud, entonces el cdédigo no puede
ser 6ptimo. Esto tltimo se sigue directamente del teorema Mientras que, la propiedad [3| del teorema
es lo que garantiza que todo codigo 6ptimo libre de prefijos puede transformarse a forma canénica. En
la ecuacion puede observar una comparacion de los codigos libres de prefijos de la figura [2.6] mediante
la longitud promedio de la palabra cédigo: se puede notar que, en este ejemplo, al transformar un cédigo
libre de prefijos a su forma canoénica la longitud promedio de la palabra codigo del codigo disminuye.

(a) (0)
0,30 = p1 —> 00 0,30 = p1 —> 0
0,15 = py —> 12 0,15 = py —> 12
0,10 = p3 —> 11 0,10 = p3 —> 11
0,10 = py —> 130 0,10 = py —> 130
0,05 = ps —> 101 0,05 = p5 —> 101
0,05 = pg —> 102 0,05 = pg —> 102
0,05 = py —> 103 0,05 = py —> 103
0,05 = pg — 100 0,05 = pg — 100
0,05 = pg —» 131 0,05 = pg —> 131
0,05 = p1g —> 132 0,05 = p1g — 132
0,05 = p11 — 1330 0,05 = p11 — 133
L = 2,5 3-bits L = 2,15 8-bits
(2.13)
(c) (d)
0,30 = p; —> 0 0,30 = p; —> 0
0,15 = py —> 11 0,15 = py —> 10
0,10 = p3 —> 10 0,10 = p3 —> 11
0,10 = ps — 130 0,10 = py —> 120
0,05 = ps —» 121 0,05 = p5 —> 121
0,05 = pg —> 122 0,05 = pg — 122
0,05 = py — 123 0,05 = py —> 123
0,05 = pg — 120 0,05 = ps —> 130
0,05 = pg — 131 0,05 = pg — 131
0,05 = p1g — 132 0,05 = p1g — 132
0,05 = p1; — 133 0,05 = p1; — 133
L = 2,15 B-bits L = 2,15 B-bits
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Note que, el teorema [2.5.1] no necesariamente garantiza que canonicidad implica longitud promedio de
la palabra coédigo minima. En cualquier caso, en torno al concepto de canonicidad se pueden definir dos
nuevas operaciones, sobre las palabras codigo del codigo canodnico: fusion y expansion. Estas operaciones,
como se demuestra a continuacioén, en los corolarios y conservan la 6ptimalidad de un cédigo,
al expandir o fusionar el alfabeto de la siguiente manera:

Fusién: En un cédigo candnico para un alfabeto de m simbolos, C};,, los 8 simbolos con las
menores probabilidades tienen palabras c6digo de la misma longitud y difieren tnicamente en el
altimo B-bit de sus palabras codigo. Es posible fusionar las palabras codigo de estos simbolos en
una Unica palabra codigo, eliminando el altimo [S-bit de todas sus palabras codigo. El resultado
de esta operacion seria un codigo para un alfabeto de (m — 8 + 1) simbolos, Cy,— g1, donde uno
de ellos es un super-simbolo que representa los [ simbolos que se fusionaron. De modo que, a
partir de un coédigo canénico C}, para un alfabeto de m > 0 simbolos, caracterizado por una
distribucién
P={p(a), p(@m_s1)0(am ), p(am}
es posible construir un codigo Cp,—g41, para una distribucion de (m — 8+ 1) simbolos,

B
P = {p(al) voooP (@m—p1) p (@m—p) , (Zp(amBJri)) } : (2.14)
i=1
Observe la figura 2.7

Expansién: A partir de un codigo 6ptimo, C},_ 5., para la distribucion

B
P = {p (al) y e oP (amfﬁfl) P (am*ﬁ) ) (Zp (amBJri)) }
=1

es posible expandir este codigo para los m simbolos originales: tomando la palabra cédigo que
corresponde al stper-simbolo de probabilidad Zle p(@m—p+i) vy expandiéndolo, agregando by
al final de la palabra codigo para obtener una palabra codigo para el simbolo con probabilidad
p(ag), by para el simbolo con probabilidad p(agy1) y asi sucesivamente: un b; para el simbolo
con probabilidad p (ag+;). Hasta que se hallan construido 8 nuevas palabras codigo:

P = {p (al) IERREY 4 (am—ﬁ—l) Y (am—ﬁ) y oD (am)}ﬂ (215)

La construccién de la expansion y la fusion de los codigos se ilustra de la siguiente manera:

g1 (P) Cp. (P)
p(ar) w] 4 p(a) “ h=h
p(az) wh ; P (a2) w2 L=b
P (am—p-1) Wip1 g P (@m—5-1) Wn—pt gt =l (2.16)
P (am—p) wh_g s P (am—p) Wm-p  Amp =Ly, g
p(am—p+1) Win—p+1 lm—pr1 = lp_piq + 1
Zp(amfgj%) Win—p41 m—p 41
k=1
p(am-1) Win—1 b1 =Ly _piq +1
p(am) Wy, b =l g +1
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Lemma 2.5.2. Si L*(P’) es la longitud promedio de la palabra c6digo minima para el alfabeto

P = {p(a1), .. am 5 (ZP Am—B+i )}a

de (m — B + 1) simbolos, entonces la expansion de esta codificacion 6ptima a m simbolos, para la distribucion
P={p(a1),...,p(am-p),p(@m—-p+1)--., P (am)}, tiene longitud promedio de la palabra codigo

B
L(P)=L"(P)+ Y p(am—psi)- (2.17)
i=1
Demostracion. Sean {¢' (ai)};i_lﬁ *1 las longitudes de las palabras codigo de un codigo libre de prefijos con

longitud promedio de la palabra codigo minima, L* (P'), para el alfabeto de (m — 8 4 1) simbolos,

P’:{p(al), cooy P (am—p) <ZP (m— ﬁ+z>},

entonces
L(P)=(>_p(a) é(cn))

m—p_ m

= p(a;) f(%)) + ( p(aj)f(ay))
i=1 j=m—p+1
m—p_ m

= p(ai) ¢ (%)) + ( > (@)l (am-pr1) +1]
i=1 j=m—pB+1
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=L*(P)+ Z p(aj) (Cambio de variable j =m — 8 + 1)
j=m—p+1

es, por construccion, la longitud promedio de la palabra codigo para el alfabeto expansion de m simbolos,

P = {p (al) IRERE p(am—ﬁ) ) p(am—[ﬁ—i-l) 1ot p(am)}.
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Lemma 2.5.3. Si L*(P) es la longitud promedio de la palabra cédigo minima para el alfabeto de m simbolos,
P ={p(a1),..., p(am-5)p(@m-pt1),..., plam)}, entonces la fusion de esta codificacion 6ptima a la

distribucién
P'{p(al),.. amﬁ <ZP Am— ﬁ+z>}a

de (m — 8+ 1) simbolos, tiene longitud promedio de la palabra codigo

B
L(P)=L"(P)— ZP (@m—pri) - (2.19)

Demostracion. Sean {€(a;)}™, las longitudes de las palabras codigo de un codigo libre de prefijos con longitud
promedio de la palabra codigo minima, L* (P), para el alfabeto de m simbolos,

P = {p (al) Yy p(am—ﬂ) ) p(am—,ﬁ—i-l) P p(am)}a

entonces

m—p3 m
= p(a;)l (al)> + Z p(a;) € (am—p+1)
j=m—p+1
m—p3 m
= p(ai)l' (%)) w0 > play)leley) - 1]) (2.20)
i=1 j=m—p+1

= J=m—p+1 j=m—p+1
= Zp(ak)g(ak) - Z p(a;)
k=1 j=m—pB+1
=L"(P)— Z p(a;) (Cambio de variable j =m — 8 + 1)
Jj=m—pB+1

es, por construccion, la longitud promedio de la palabra codigo para el alfabeto fusion de (m — 8 + 1) simbolos,

P,:{p(al),u am B (ZP Ay — ﬁ+z>}-
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Teorema 2.5.4. Sean L (P’) y L(P) las longitudes promedio de las palabras codigo optimas para los
alfabetos de longitudes (m — 8+ 1) y m, respectivamente. Y sean L* (P’) y L* (P) las longitudes promedio
de las palabras codigo optimas para los alfabetos fusion y expansion, respectivamente. Se cumple que:

(L(P') — L* (P")) + (L (P) — L* (P)) = 0. (2.21)

Demostracion. Sean L* (P') y L* (P) las longitudes promedio de las palabras codigo dptimas para los alfa-
betos de longitudes (m — 8+ 1) y m, respectivamente. Por los lemas y se sabe que:

L(P')= |L"(P) - > play) Y L(P)= |L*(P)+ > vl ]|,
j=m—p+1 j=m—B+1

donde L (P) denota la longitud promedio de la palabra codigo del alfabeto expansion y L (P’) denota la
longitud promedio de la palabra cédigo del alfabeto fusion. Por lo cual

L(P')+L(P)= |L*(P)— Z plag) || + |L"(P)+ Z p(ag) || =L (P)+L"(P)
j=m—B+1 j=m—p+1
(2.22)

O

Corolario 2.5.4.1. La expansion de la codificacién 6ptima para la distribucién P’ tiene longitud promedio

de la palabra codigo 6ptima:
L(P)=L"(P). (2.23)

Demostracion. Por definicién de longitud promedio de la palabra cédigo éptima, se tiene que
L(P)—L*(P)>0. (2.24)

Sin embargo, dado que la cantidad de la ecuacion [2.22] es igual a cero, cuando la tnica forma en la que la
suma de dos cantidades no negativas es cero es cuando ambas cantidades son iguales a cero, entonces

L(P)—L*(P) =0. (2.25)
O

Corolario 2.5.4.2. La fusion de la codificacién canénica para la distribucion P tiene longitud promedio de
la palabra cédigo 6ptima:
L(P")=L"(P). (2.26)

Demostracion. Por definicién de longitud promedio de la palabra cédigo éptima, se tiene que
L(P")—L*(P")>o0. (2.27)

Sin embargo, dado que la cantidad en la ecuacion es igual a cero, cuando la tnica forma en la que la
suma de dos cantidades no negativas es cero es cuando ambas cantidades son iguales a cero, entonces

L(P')—L*(P')=0. (2.28)
O
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Por lo tanto, si se parte de un codigo optimo, C7,_ 5., para un alfabeto de (m — 8 + 1) simbolos, con

probabilidades

P’={p(a1), P (am—p) (Zp U — /3—&-1)}7
entonces es posible construir un codigo 6ptimo, C,, para m simbolos, con probabilidades P = {p (a1),..., p (am)},
expandiendo la palabra codigo con probabilidad Z g1 P (a;), de modo que el nuevo codigo para P tam-

bién es 6ptimo: empezando con un coédigo para un alfabeto fusion de B simbolos, para el cual la codificaciéon
optima es obvia, entonces haciendo induccién sobre m, y expansion de la codificacion en cada paso, se puede
construir un cédigo 6ptimo para cualquier alfabeto. Esto sugiere que todo c6digo candnico para un alfabeto
de m simbolos se puede pensar como proveniente de la expansidn del codigo 6ptimo de su respectivo alfabeto
fusion de (m — 8+ 1) simbolos, ya que los 8 simbolos méas improbables tienen palabras codigo de la misma
longitud y por construccion difieren tinicamente en su altimo S-bit. Asi que, se puede alcanzar el codigo libre
prefijos con longitud promedio de la palabra c6digo minima, conservando la canonicidad del c6digo mediante
las operaciones de fusion y expansion. Para el codigo resultante, no sera necesario verificar la desigualdad de
Kraft, va que al conservar la canonicidad, también se conserva la propiedad libre de prefijos.

p1 = 0.30 L= 0.30
o/ . G/ .
o= p2 = U.1o
< 2 = 0. 10 <1 /' 010
1 Py ! p - 8%)9 D3 = 9 = 8{1}9
g = B () =
2 = 3 ——'pd = U.Uo
<§§"”"‘8-8? —
o—=pPg = U.Uo 3
%*g‘(;U::O'[?%S N ps +po + pio+ pi1 = 0.20
(a) “p11 = 0.05 (b)
p1 = 0.30
0
< P8+ P9+ pro+pu=0.20
! :}/p:} = 0.10
2o = 0':?-}”‘ LE 859
3 1__.p5 = (0.Uo
"éz*l’ﬁ = 0.05
3—p7r =0.05

(¢)

Figura 2.7: Paso inductivo por fusién y/o expansion: dados py > ps > -+ > py = p11, un codigo candnico
para los m = 11 simbolos se ilustra en la figura (a). Luego, fusionando los 8 = 4 simbolos més improbables
se obtiene el codigo 6ptimo, pero desordenado, de la figura (b). Finalmente, se pueden reordenar las proba-
bilidades en orden decreciente para obtener el cédigo canénico para m — 8+ 1 = 8 simbolos que se puede ver
en la figura (c).
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2.5.2.1.1 Codificacion de Huffman

Los resultados de los corolarios y sugieren la existencia de un algoritmo de codificacién
recursivo, basado en las operaciones de expansion y fusion: este algoritmo iterara hasta un caso base, en el
que la codificaciéon sea 6ptima, de modo que en cada paso de vuelta satisfaga las hipotesis de los lemas
y Asi se garantiza la canonicidad del codigo resultante, el cual es un llamado un cddigo de Huffman

En el Apéndice[B] se presenta detalladamente la implementacion de la codificacion de Huffman mediante una
funcion huffman_coding (P, B). Este algoritmo ha sido adaptado de la referencia [5] para un g arbitrario.
A continuacion, se enuncia el resultado principal de esta seccion, el cual fue tomado de la referencia [5].

Corolario 2.5.4.3 (Optimalidad de los codigos de Huffman). La codificacion de Huffman de una fuente X
es Optima. Es decir, si C* es una codificaciéon de Huffman para una fuente X, con alfabeto A, y C' es cualquier
otra codificacion unicamente decodificable de X, entonces L (C*) < L (C).

Demostracion. La codificacion de Huffman codifica ¢ptimamente un alfabeto de 8 simbolos en el caso base
y luego se asegura de conservar la 6ptimalidad del codigo del caso base, habiendo construido de manera
canonica la fusion del paso anterior, de modo que la extension de la 6ptimalidad del codigo para (m — 8+ 1)
simbolos a m simbolos esta garantizada por los corolarios 2.5.4.1]y[2:5.4.2] a partir de la construccion. Por esta
razoén, el arbol libre de prefijos resultante implementa el codigo canoénico del alfabeto para m simbolos. Luego
haciendo induccién sobre m se sigue que la codificacién de Huffman es 6ptima para cualquier alfabeto. [

Observe que, el algoritmo de codificacion de Huffman es vordz, en el sentido de que trata de alcan-
zar la optimalidad inmediata (local) en cada paso, ubicando los § simbolos menos probables en los niveles
mas profundos del arbol actual. Sin embargo, esta éptimalidad local es suficiente para garantizar la 6ptimali-
dad global, por medio de la canonicidad de los c6digos fusion y expansion, como demuestra el corolario

Ahora bien, sabiendo que el codigo candnico es 6ptimo, se pudo demostrar que la codificacion de Huff-
man es Optima, para cualquier distribucion de probabilidad de la fuente. Atn asi, ninguno de los resultados
presentados hasta ahora permite afirmar nada acerca de las limitaciones de la implementacion: se sabe cémo
construir la codificacion 6ptima para un alfabeto y, de ahi, la longitud promedio minima para cualquier coédigo
libre de prefijos, pero atn no se sabe qué tan global es el 6ptimo de la implementacion, en el sentido de que
no se conoce qué tan lejos del verdadero éptimo se encuentra el 6ptimo de la implementacién. En definitiva,
se conoce el 6ptimo de la implementacion, el cual es la longitud promedio del codigo de Huffman, pero no el
limite de compresiéon en si, la longitud promedio de la palabra c6digo minima.

Debido a que la codificacion de Huffman es 6ptima y que en ese sentido la longitud promedio de la pa-
labra coédigo asociada a este es menor o igual que la longitud promedio de cualquier otro cédigo libre de
prefijos, se sabe que cualquier cota superior para la longitud promedio de cualquier otra codificaciéon libre
de prefijos también acota superiormente la longitud promedio de la codificacion de Huffman. Sabiendo esto,
se puede intentar hallar la menor cota superior posible para determinar qué tan tanto es lo maximo que la
implementacion se puede llegar a alejar del limite verdadero. Con esto, luego se pueden intentar controlar
aquellos factores que ocasionan que los 6ptimos de la implementaciéon difieran de los 6ptimos teoricos: co-
dificando bloques de simbolos, para eliminar excesos por redondeo, o estimando de manera méas precisa la
distribucién a priori de los simbolos del alfabeto. Otra forma de verlo, es que la codificacion de Huffman, por
ser 6ptima, puede servir para estimar el verdadero limite de compresiéon. Una vez se deriven las cotas para
la longitud promedio de la palabra cédigo de los codigos semi-dptimos, en la seccion se sabra qué
tan buena es la estimacion y si, en efecto, se puede medir razonablemente el limite de compresién mediante
c6digos 6ptimos.

"David A. Huffman fue un ingenierio estadounidense que vivié durante el siglo veinte.
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Figura 2.8: Ejemplo de la codificacién de Huffman, para un alfabeto de cuatro simbolos no-equiprobables, en
un alfabeto de § = 2 simbolos.
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Figura 2.9: Ejemplo de la codificacién de Huffman, para un alfabeto de cuatro simbolos equiprobables, en un
alfabeto de 8 = 2 simbolos.
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0.21 049 021 0.09
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MERGE
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EXPAND

EXPAND

Figura 2.10: Ejemplo de la codificacién de Huffman, para un alfabeto de cuatro simbolos no-equiprobables,
en un alfabeto de 5 = 3 simbolos.

0.21 049 021 0.09

E SORT

EXPAND

Figura 2.11: Ejemplo de la codificaciéon de Huffman, para un alfabeto de cuatro simbolos equiprobables, en
un alfabeto de § = 4 simbolos.
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2.5.2.2. Coadigo semi-dptimo

Todo codigo libre de prefijos es un codigo inicamente decodificable. Ya se sabe que cuando se conocen la
funcién de masa de probabilidad de la fuente para cada simbolo del alfabeto A, se puede construir un c6digo
tnicamente decodificable (libre de prefijos) optimo: la codificacion de Huffman.

La optimalidad de la codificacion de Huffman esta garantizada por su construccion, lo cual se demostro
en el corolario Sin embargo, cuando se determina el minimo de la longitud promedio de la palabra
c6digo, como una funcién de las longitudes de las palabras codigo:

L[t(ay1),£(az), ... L(aq)] = (Zp(ai) -é(ai)> , (2.29)

el resultado son las longitudes de las palabras codigo para las cuales el valor de la longitud promedio de la
palabra codigo es minimo. Aun asi, aunque se conozcan las longitudes de las palabras codigo 6ptimas, la
implementacion de estas (para un codigo libre de prefijos) hace que, en promedio, la longitud promedio de
la palabra cédigo no pueda ser méas o6ptima que aquella de la codificacion de Huffman. Por esta razon, a este
tipo de coédigo se le llama codigo semi-optimo. El teorema[2.5.5] a continuacién, demuestra, precisamente, que
el proceso de minimizacion arroja valores para las longitudes 6ptimas que pueden no ser niimeros enteros, y
por tanto, que deben ser aproximados al momento de hacer una implementaciéon. Esta es la razon por la que
la longitud promedio de un mensaje codificado de esta manera es siempre mayor o igual que el obtenido por
medio de la codificacion de Huffman. Este resultado (y su demostracion) fue tomado de la referencia [5].

Teorema 2.5.5 (Longitud promedio de la palabra codigo minima). Las longitudes de las palabras codigo de
un codigo libre de prefijos de una fuente X, que minimizan la longitud promedio de la palabra cédigo son:

0* (a;) = logs ( ) . (2.30)

p(ai)

Demostracion. Para obtener unas longitudes de las palabras cédigo que implementen un codigo libre de
prefijos, se debe condicionar la solucion a solo aquellas palabras codigo que satisfagan la desigualdad de Kraft-
McMillan, La desigualdad de Kraft-McMillan establece una condicién necesaria, sobre las longitudes
de las palabras codigo del cédigo, que debe ser satisfecha para la implementacion del codigo como un cédigo
libre de prefijos: que el nimero de nodos hojas descartados durante la construccién del coédigo, para mantener
la propiedad libre de prefijos, no exceda el maximo nimero de nodos disponibles o, dicho de otra forma;

iﬂ—é(ai) <1.
i=1

El problema de optimizacién de la longitud promedio de la palabra cédigo consiste en: minimizar la longitud
promedio de la palabra codigo, en funcién de las longitudes de las palabras co6digo, sujetas a la condicion de
implementar un coédigo libre de prefijos: determinar

min  Ll[l(ay),l(asz), ... ,l(as)],
ln, [¢(a1), £(az), ... ¥(aq)]

sujeto a las siguientes restricciones sobre longitudes enteras de las palabras codigo:
«
> o pHed <1 ¢; >0 paratodo i =12,...,« (2.31)
i=1

Para abordar este problema de optimizacion se puede emplear el método KKT (Karush-Kuhn-Tucker), el
cual generaliza el método de los multiplicadores de Lagrange. El minimo factible se obtiene al desactivar las
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restricciones sobre la longitud de las palabras cédigo, manteniendo activa Gnicamente la restricciéon dada por
la ecuaciéon de Kraft (|26]). Después de aplicar lo anterior, se obtiene que la expresion a minimizar es:

JlE(ar), o faa) s N = (Zp(a» ~e<az->> + 2 (Z gt — 1) . (2.32)
=1 i=1

A continuacion, se calculan las derivadas parciales de la funciéon J, respecto a f(ay), ..., €(aq), y se igualan a
cero, para obtener el siguiente sistema de ecuaciones:
oJ
m = p(a;) — A p~ad) In(8)=0 para i=12,..,a. (2.33)
Despejando a S~ de la desigualdad para cada ¢ = 1,2,... ,a, se obtiene que
o) — ) =12 2.34
B8 Nin(B) para i 2, ..., (2.34)

Ahora bien, observe que si se reemplaza el valor de 5~/(%) de la ecuacion en la ecuacién para
cada i = 1,2,...,a, entonces se sigue que

"~ gtey _ N~ Pla) 2.35
2= 2 i) )

No obstante, se puede reemplazar el namero 1 por la suma total de las probabilidades en la ecuacion [2.35]

de modo que
> e =3 (), (2.36)

i=1

de donde se sigue que en valor de A es

(2.37)
Asi que, la igualdad se puede reescribir como

B—@(ai) — p(ai) = p(ai) :p(ai). (238)
Nn (8) (ﬁ) In (B)

Despejando las longitudes de las palabras cédigo 6ptimas de la ecuacion [2.38] se obtienen las siguientes
longitudes de las palabras c6digo como 6ptimas para minimizar la longitud promedio de la palabra cédigo:

2

0*(a;) = logg (p(l)) para 1=12,... 0. (2.39)

O

Para las longitudes de las palabras codigo optimas, ecuacion [2.39] la longitud promedio de la palabra
c6digo es la longitud promedio de la palabra cédigo minima para todo codigo libre de prefijos:

= 1
a;)lo — 2.40
> pienton (570 (2.40)
Es posible notar que, la manera c6mo se minimiza la longitud promedio de la palabra cédigo de un cédigo
de longitud variable (y, por tanto, de longitud fija), es haciendo que mientras mas probable sea un simbolo,
mas corta sea la longitud de su palabra codigo. Esto ya se veia cuando la codificacion de Huffman asignaba
a los niveles mas profundos de su arbol libre prefijos los simbolos méas improbables. Sin embargo, también se
puede notar que las longitudes de las palabras cédigo 6ptimas no necesariamente son nimeros enteros, por
lo que no siempre se podra implementar un cédigo con estas longitudes. En las secciones [2.5.2.2.1] y [2.5.2.2.2)]
se presentan dos implementaciones particulares de c6digo semi-6ptimo y se derivan dos cotas superiores para
su longitud promedio de la palabra cédigo, las cuales también se cumplen para la codificacion de Huffman.
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2.5.2.2.1 Codificacion de Shannon
Cuando se conocen las probabilidades de aparicion de los simbolos del alfabeto A, se puede minimizar
la longitud promedio de la palabra codigo, definiendo las longitudes de las palabras c6digo como:

1
l(a;) =lo — para i=12,..,a. 2.41
(@) = togi ) (2.41)

(2

Para esta escogencia particular de las longitudes de las palabras c6digo, la longitud promedio de la palabra

codigo es
- 1
p(a;) - log ( > 2.42
2 vt toos s &

el valor minimo de la longitud promedio de la palabra codigo para todo codigo libre de prefijos. Es posible
verificar que, en efecto, la escogencia de las longitudes de las palabras cddigo de la ecuacion implementa
un codigo libre de prefijos, ya que

iﬂf(aa)*l(ai)
i=1

Bl‘)gﬁ(1/p(aa))7l09[3(1/p(ai))

I

_ f: p(ai) (2.43)

)

p(a;)

1

= plaa)

= glogs(1/p(aq)) — gllaa)

Existen procedimientos capaces de construir un cédigo libre de prefijos para, aproximadamente, las longitudes
de las palabras codigo de la ecuacion Uno de estos procedimientos es conocido como el algoritmo de
codificacion de Shannowﬂ el cual se explica a continuacién.

El algoritmo de codificacion de Shannon, asi como otros, requiere longitudes de las palabras codigo nu-

meros enteros, sin embargo, note que las longitudes de las palabras cédigo de la ecuacion podrian no ser
un nimero entero, asi que se asigna el entero, mayor, mas cercano:

Ua;) = [logg <p(2)ﬂ para  i=12,...q. (2.44)

Para comprobar que estas nuevas longitudes de las palabras codigo también implementan un cédigo libre de
prefijos, basta con notar que

togs (s ) < [toos (g )| pora =120 (2.45)

5—1057/3(1/17(%)) > B_rlo.‘lﬁ(l/p(ai))] para i=12, ... (2.46)

de donde se sigue que

Asi que, por desigualdad se cumple que

Z5loga(1/p(aa))—Hogﬁ(l/p(ai)ﬂ < Zﬁlo.‘lﬂ(1/p(aa))_109ﬁ(1/19((li)) < gilea) < Bé(aa). (2.47)

i=1 i=1

8 Claude E. Shannon fue un ingeniero y criptdgrafo estadounidense que vivié durante el siglo veinte.
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Las implementaciones de la codificacién de Shannnon, por definicion, garantizan que la longitud promedio
de la palabra codigo, del codigo resultante, siempre esta, a lo sumo, a un S-bit de diferencia de la longitud
promedio de la palabra codigo 6ptima: dado que

U(a;) = [logﬁ (p(i)ﬂ < (logﬂ (pél))) +1  para i=12, ...,

entonces se sigue que

De manera general, la aproximacién de Shannon asigna las palabras cédigo en orden de los simbolos mas
probables a los menos probables, eligiendo cada palabra c6digo como la primera palabra, lexicograficamente,
de la longitud correcta que mantiene la propiedad libre de prefijos.

Por ejemplo, el siguiente algoritmo, que hace uso de frecuencias acumuladas, es una implementaciéon par-
ticular de la codificacién de Shannon, para [ = 2:

1. Ordenar los simbolos del alfabeto de acuerdo a su probabilidad, en orden decreciente, sin perdida de
generalidad, tal que:

plar) = plaz) = -+ = plaa).
2. Definir las frecuencias acumuladas como:

c1=0 Y = Zp(aj) para i=23,...,a. (2.48)

3. Asignar la palabra cédigo para el simbolo a; como los primeros

o i)

digitos binarios de la expansion binaria de la frecuencia acumulada c;. EI

El rasgo mas caracteristico de la codificacién de Shannon son las longitudes de las palabras codigo predefi-
nidas en la ecuacién Esta eleccion siempre garantiza una codificaciéon casi optima, hasta un S-bit de
diferencia respecto a la longitud promedio de la palabra cdédigo minima para todo codigo libre de prefijos,
definida en la ecuacién

9Esta implementacién del algoritmo de codificaciéon de Shannon fue propuesta por el mismo Claude E. Shannon en su
articulo |17].
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Ahora bien, dado que la codificaciéon de Shannon se implementa como un codigo libre de prefijos y la codifi-
cacion de Huffman construye el codigo libre de prefijos 6ptimo, entonces la longitud promedio de la palabra
codigo de la codificacion de Huffman es menor o igual que la longitud promedio de la palabra cédigo de la
codificacién de Shannon, para cualquier fuente de simbolos X, para la cual se conoce su funciéon de masa de
probabilidad. Por lo tanto, la longitud promedio de la palabra codigo de la codificaciéon de Huffman de una
fuente X, siempre estd a lo sumo a un $-bit del limite de compresion tedrico 6ptimo: la longitud promedio
de la palabra codigo minima para todo codigo libre de prefijos, definida en la ecuacion [2.40]

2.5.2.2.2 Codificacion de Fano

Existen algoritmos de codificacién para los cuales las longitudes de las palabras c6digo no son predefi-
nidas, y aun asi consiguen asignar las palabras c6digo de manera casi 6ptima. Uno de estos procedimientos
es la codificacion de Fano. La implementacion de la codificacion de Fano que se presenta a continuacion
fue generalizada para § simbolos, a partir de la formulacion de la referencia [13|. El algoritmo de Fano se
implementa como el siguiente procedimiento de cinco pasos:

1. Ordenar la listas de simbolos segun su frecuencia, de manera decreciente, sin perdida de generalidad,
tal que:
plar) > p(ag) > -+ > plaaq).

2. Dividir la lista en § partes diferentes, de modo que las frecuencias totales, gz = Y i, /8 p(a;) para
k=1,...,8, de cada grupo sean lo mas similares posible: de modo que la cantidad

lg; — qx| es minima.

3. Asignar el digito b; al i-ésimo grupo, para i = 1,2,...,4. De modo que, las palabras codigo de los
sfmbolos en cada grupo comiencen con un simbolo del alfabeto B diferente, que los de cualquier otro

grupo.

4. Aplicar recursivamente los pasos 2 y 3 a cada uno de los §# grupos, subdividiendo cada grupo en 3
subgrupos y agregando ($-bits a las palabras codigo hasta que cada simbolo sea el miembro tnico de su

propio grupo.

Para la construccion de Fano se ha demostrado en [13] que la cota de la longitud promedio de la palabra

codigo es

a ) < | ! ( ! ) 1 - mf (2.49)

;p(az) (a;) | < ;p(az) o5 { oy )| 1 min (pla)}: :

Es importante notar que en el paso 2 de la construcciéon del algoritmo de Fano existe cierta ambigiiedad, en el
sentido en que se pueden definir mas de una division posible, lo que da como resultado cédigos distintos: las
longitudes de las palabras c6digo no estan predefinidas, el algoritmo las elige de acuerdo al criterio del paso
2. No obstante, como se senala en la referencia |13|, cualquiera que sea el codigo resultante, siempre cumplira
la cota de la ecuacion 2:49] Ahora bien, note que la cota superior de la codificacion de Fano es ligeramente
mas ajustada que la cota para la codificaciéon de Shannon.

El rasgo mas caracteristico de la codificaciéon de Fano es que construye un arbol [S-ario que representa
un codigo libre de prefijos, dividiendo desde la raiz hasta las hojas. A esta aproximacion se le llama arriba-
abajo. A diferencia del algoritmo de codificacién de Fano, el algoritmo de codificacion de Huffman realiza la
construcciéon del arbol desde las hojas hasta su raiz, lo que se podria llamar una aproximacion abajo-arriba.
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2.5.3. Compresion bajo ignorancia de la distribucién de la fuente

En esta secciéon se generaliza todo lo visto en la seccién anterior. Y es que, en la compresion sin per-
dida bajo conocimiento se asume la fuerte suposicion de que se tiene completo conocimiento acerca de la
funcién de masa de probabilidad de la variable aleatoria que modela la fuente. Sin embargo, esto ultimo
no siempre es el caso. Como se vera mas adelante (al final de esta seccion), asumir esto para construir las
palabras codigo, cuando la distribucion verdadera es diferente, puede llevar a que el limite de compresion
estimado por la implementacion esté méas alejado de lo que se cree del verdadero limite de compresion tedrico.

Para generalizar las ideas de compresion sin perdida bajo conocimiento, al caso bajo ignorancia de la distri-
bucion de la fuente, se recurre a la teoria de la informacion.

2.5.3.1. Medidas de informacion

En esta seccion se presentan dos de las medidas de informaciéon més conocidas, luego se explica la relacion
que existe entre ellas y la manera cémo se aplican a la implementaciéon de la compresiéon bajo ignorancia.

2.5.3.1.1 Contenido de informacion de Hartley

Con lo visto hasta ahora, es posible formular una de las primeras medidas de informacion, tal como se
entiende hoy en dia: el contenido de informacion de Ralph Hartley. La intuicion detras de esta es la siguiente:

El contenido de informacion, Iy, en un mensaje que consiste de n simbolos, cada uno de los
cuales forman parte de un alfabeto de o stimbolos diferentes, debe ser proporcional a la longitud
n, del mensaje, multiplicada por alguna funcion del tamario del alfabeto, f(a), tal que

Iy =nf(a).

(Hartley. R, 1928, [7]).

La manera cémo se formaliza el contenido de informacion de Ralph Hartley por mensaje es como la longitud
de la codificacion del mensaje, por medio del codigo de longitud fija que se defini6 en el capitulo uno, 2:3}
n-logs (o). De esta manera, el contenido de informacioén se conserva bajo cambios en el tamano del alfabeto
A, como se demostro en el capitulo uno, de acuerdo a los requerimientos de informacion de Hartley.

Lo anterior posibilita definir, también, el concepto de contenido de informaciéon de Hartley por simbolo
como el contenido de informacién de Hartley por mensaje divido entre el nimero de simbolos que componen
el mensaje: logg (o), longitud fija de la palabra c6digo minima. Observe que el contenido de informacién por
simbolo se reescala bajo cambios en el tamano del alfabeto B:

log (o) = log, (ﬁlogﬂ(a)) = logs (av) - log, (B) . (2.50)

Debido a la manera cémo se formulé el contenido de informacién de Ralph Hartley: como el nimero de
simbolos del alfabeto B necesarios para codificar todos los simbolos del alfabeto A, la unidad de medida para
el contenido de informaciéon de Hartley es -bits.

Observe que para la escogencia de £(a;) = logg(e), para todo i = 1,2,...,a, independientemente de la
probabilidad de cada simbolo, la longitud promedio de la palabra cédigo es el contenido de informacién de
Hartley por simbolo:

[e3 [e3%

E [logs(a)] = ) p(as) - logs(a) = logg(a) - Y p(a;) = logs(a).

i=1 i=1
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2.5.3.1.2 Entropia de Shannon

La primera medida de informacion, el contenido de informacion Hartley, es la minima longitud de las
palabras, para un codigo de longitud fija, con la que se puede obtener un cédigo inicamente decodificable.
Recuerde que el contenido de informacion de Hartley se formuld a través de la teoria de cddigos, por medio
de la longitud fija minima de un codigo libre de prefijos del alfabeto. Aunque en ese momento no se explicito,
la formulacion del contenido de informacion de Hartley se encuentra fuertemente sujeto a requerimientos de
implementacion del codigo. No en vano, la idea fundamental detras del contenido de informaciéon de Hartley
es medir la informacion mediante las longitudes de las palabras cédigo de un codigo libre de prefijos de
la fuente. Sin embargo, el contenido de informacién de Hartley no tiene en cuenta las caracteristicas de
la fuente. Es posible generalizar el contenido de informaciéon de Hartley para incluir la funcién de masa de
probabilidad propia de la fuente, y para cualquier codigo libre de prefijos (no exclusivamente de longitud fija).

A continuacion, se presenta la formulacion teoérica de esta generalizacion. Seguido de esto, se comprueba
que, efectivamente, puede generalizarse para todo codigo libre de prefijos.

Los requerimientos para una medida de incertidumbre, o entropia, H [{p(a;)}$_;] = H [P], descritos por
Claude E. Shannon en un articulo original de 1948, [17], son los siguientes:

= H [P] es una funcion continua de las probabilidades, p (a;) para todo i = 1,2,... ,«.

= Si todas las probabilidades, p(a;), son iguales, p(a;) = 1/a, entonces H [P] es una funciéon mondtona
creciente de a.

= H [P] es una cantidad aditiva.

Estos requerimientos pretenden formalizar la idea de Shannon acerca de como se deberia comportar una
medida de informacion. Esta entropia fue propuesta como una generalizacion del contenido de informacion
de Hartley, por Claude E. Shannon, en 1948, en A mathematical Theory of Communication, |17].

Shannon demostré analiticamente, estableciendo los requerimientos anteriores como axiomas, que la siguiente
cantidad, como funcion de las probabilidades de los sfmbolos del alfabeto, es, en efecto, la tinica cantidad que
satisface todos los axiomas:

H [{p(a)}er] = 3 plas) - logs (p(l) . @51)

i=1 ai)

Esta cantidad es conocida, hoy en dia, como la entropia de Shannon.

La entropia de Shannon, es una medida de informacidn en el sentido sugerido, originalmente, por Ralph
Hartley. Ciertamente se puede pensar la entropia de Shannon como una generalizacién del contenido de
informacion de Harley: mide la informacion en términos de las mismas unidades fundamentales que el conte-
nido de informacion de Hartley, 5-bits, al tiempo que generaliza para asignar a los simbolos mas inesperados
mayor cantidad de informacion en el sentido de Harltey, es decir, palabras c6digo més largas. Actualmente,
se considera la entropia de Shannon como la medida cuantitativa de informacion mas completa que se tiene,
debido a que cumple los requerimientos de Shannon, lo cuales, como el mismo demostré en |17], son suficientes
para solucionar apropiadamente muchos de los problemas en ingenieria de comunicaciones.

Bajo la perspectiva de Hartley, se interpreta que los simbolos més probables contienen menos informacion
que los mas improbables. Esta curiosa relaciéon entre la minimizaciéon de la longitud promedio de la palabra
codigo y la manera como Hartley midi6 la informacion resulta ser bastante intuitiva: piense, por ejemplo,
que dos personas juegan a adivinar una palabra, inicamente con la siguiente informacidn; una letra en esa
palabra. Entonces, piense en la cantidad de posibilidades que habria si resulta que la informacion que se le
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dio fue que la palabra contiene la letra e, el simbolo més probable en el inglés y el espafiol. Mientras que por
otro lado, piense en cuantas posibilidades habria si en lugar de la letra e, se le hubiera dicho que la palabra
contiene la letra z. En el segundo caso, las posibilidades se reducen considerablemente, teniendo en cuenta
que la z es mucho menos probable, en el espanol y en el inglés, que la letra e, porque hay menos palabras
que contengan la letra x que palabras que contengan la letra e. Por lo cual, al asignar palabras mas largas a
simbolos menos probables se logra capturar satisfactoriamente lo que se entenderia como informacidn segin
Hartley, ya que los simbolos menos probables poseen més informacion y tendran los cédigos més largos.

2.5.3.2. Principio de mdxima entropia

Cuando la distribucién de frecuencias es desconocida, no es posible comprimir la codificaciéon de la fuente
con ninguno de los procedimientos vistos en la seccién anterior, compresion bajo conocimiento: el algoritmo
de Shannon predefine las longitudes de las palabras c6édigo en funcién de las probabilidades de los simbolos
del alfabeto, mientras que los algoritmos de Fano y Huffman construyen arboles libres de prefijos basados en
las frecuencias de los simbolos en cada iteracion.

Ahora mismo, el problema no es conocer cuél es la compresiéon 6ptima, pues se conoce la manera de ob-
tenerla, para cualquier distribucién de la fuente, ya que existen los procedimientos que la computan, dada la
distribucién de los simbolos del alfabeto. El problema, ahora mismo, dado que no se conoce la distribucion
de probabilidad de la fuente, es determinar una distribucion la cual alimentarle al algoritmo de Huffman (el
compresor 6ptimo), lo cual determinaria, hasta un S-bit de precision, el limite de compresion 6ptima que
se busca. Asi que, el problema de la compresion bajo ignorancia es equivalente al problema de determinar
una distribucién razonable la cual alimentarle al algoritmo de Huffman: la eleccion de la distribucién no
puede ser arbitraria, ya que es posible que a distintas distribuciones les correspondan compresiones distintas.
Se requiere una manera no arbitraria de determinar la distribucion de frecuencias que mejor represente la
situacion de desconocimiento actual acerca de la fuente.

La teoria de la informacion, que se ha venido presentando, es una herramienta que puede ayudar a solucionar,
razonablemente, el problema de la compresién bajo ignorancia. En este capitulo, se maneja la interpretacion
de medida de incertidumbre que se le da, dentro de la teoria de la informacion, a la longitud promedio de
la palabra codigo minima de los codigos libres de prefijos para un alfabeto. Asi mismo, se presenta un poco
de la motivacion que llevo a los pioneros de esta disciplina a otorgar ese significado particular a la ecuacion
Esto ayudara a introducir el formalismo necesario para solucionar el problema de determinar la distri-
bucién desconocida, en este capitulo: considerar la entropia de Shannon por su significado en la teoria de la
informaciéon puede dar respuesta a la cuestion acerca de como estimar de manera objetiva una distribucion
desconocida, a partir de las restricciones que en el momento se sepa que debe cumplir, por medio del principio
de mdxima entropia.

Observe que, ain cuando no se conoce exactamente la distribucién de probabilidad de los simbolos de una
fuente, es comun disponer de informacion general acerca de la distribuciéon en cuestion. Normalmente se en-
tiende que conforme menos conocimiento se tenga, menos precisa es la descripciéon que se puede hacer acerca
de la distribucién de probabilidad, por lo que, a menos que se tenga informacion total, terminan existiendo
una cantidad infinita de distribuciones diferentes las cuales caben en la descripcion. Inversamente, mientras
mas informacion o conocimiento se tenga, mas completa y restringida es la descripcion de la distribuciéon en
cuestion. En efecto, dicha informacion esta dada en forma de restricciones que la distribucion debe cumplir,
al punto que, iinicamente bajo total conocimiento, la distribucién es tnica. Para cualquier otro caso existen
una cantidad infinita de distribuciones posibles que considerar.

Dentro de la teoria de la informacién es usual que se interprete la entropia de Shannon como una medi-
da de incertidumbre, como la falta de conocimiento que se tiene, en promedio, acerca de un sistema: si la
informaciéon que contiene un simbolo es la longitud de la palabra cédigo asignada a este, en la codificacion
que comprime, entonces la longitud promedio de la plabra codigo, la entropia de Shannon de la ecuacion [2.51]
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mide la incertidumbre acerca del sistema. En este caso, el sistema estd compuesto por simbolos de un alfabeto
que aparecen con determinada probabilidad dentro de los mensajes que pueden escribirse con ese alfabeto.
La incertidumbre acerca de la distribucion hace que no se sepa qué simbolos proporcionan més informacion
que otros, lo cual debe reflejarse en una longitud promedio de la palabra c6digo minima mayor, es decir, una
mayor entropia.

Al escoger la distribucion de frecuencias es importante garantizar que la eleccion no sea sesgada, en el
sentido de que no asume mas conocimiento del que realmente se tiene acerca del sistema. Por lo que, es razo-
nable elegir, entre las distribuciones de probabilidad que son consistentes con las propiedades conocidas del
sistema, la distribuciéon que maximiza la entropia. De esta manera, la distribucién de probabilidad, segun el
conocimiento actual, se deriva mediante un proceso de maximizacién con restricciones. Este método asegura
que no se incluye mas conocimiento, en la descripcién del sistema, de lo que ya se tiene.

La idea del parrafo anterior es la idea béasica detras del principio de mdzrima entropia, también conocido
como el principio de sesgo minimo presentado en la referencia [11]. La formulacion matematica del principio
de méxima entropia a continuacion a sido tomado de la referencia [11].

Definicion 2.5.4 ( Principio de mdzima entropia). Derivar una distribucion de probabilidad, P = {p(a;)}% 4,
sujeta a restricciones de la forma:

> " p(ai) fulai) = F, (2.52)
i=1

para k = 1,2, ... 7, mediante la maximizaciéon de la funcion de entropia,

H[P] = gp(ai) logs (1> ’

p(a;)

sujeta a las reestricciones y a la condicién de normalizacion sobre los parametros, {p(a;)}% ;:

(03

> pla;) =1. (2.53)

i=1

El principio de méxima entropia establece un problema de méaximizacién bajo reestricciones. Para solu-
cionar este problema, se puede emplear el método de los multiplicadores de Lagrange, muy similar a como
se obtuvo el limite 6ptimo de compresion:

Maximizar: L[p(ai),...,p(aq)] =

= H[P]+> X\ <Fk =Y plai) fk(ai)‘F) +(p-1) (1 - ZP(%)) :

k=1 i=1

(2.54)

Se han introducido los multiplicadores de Lagrange, A, para cada una de las r restricciones, y (u — 1) para
la restriccion de normalizacion (Se elige (u — 1), en lugar de solo p, porque hace que las expresiones en la
derivacion sean un poco mas simples). Ahora bien, el problema de optimizacion se resuelve encontrando:
P = {p(a;)}%, , Ak, ¥ 1, los cuales den ceros en las correspondientes derivadas parciales de la funciéon de
Lagrange, L, en la ecuacion [2.54]

2.5.3.3. Distribucion de mdxrima entropia

A la distribucién resultante de solucionar el problema de méximizacion (|11]), se le conoce como la
distribucion de mdzima entropia. En esta seccion, solucionamos el problema de maximizacion [2.54] lo cual da
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como resultado la distribucién de frecuencias mas razonable, de acuerdo al criterio de teoria de la informacion
del principio de méxima entropia. Una vez se haya determinado la distribucién, esta serd el argumento al
algoritmo de codificacion de Huffman para determinar el limite de la compresion bajo desconocimiento.

Al derivar la ecuacion respecto a cada uno de los parametros, p(a;), se tiene que:

oL
1.
aplay) 619 a;) ZAkfkaJ Tk

Donde, la derivada de la entropia respecto al parametro p (a;) se puede calcular como:

OH[P]
o) = B le (Zp o)t (7 )))
5
SER IS

oio)
(e <Zp a;) logg (p )

(logs (v (a >>>) 7

- (zogﬁ (pla)) +p(a) 5

donde, se lleva a cabo el siguiente calculo:

(10gs (p (a.))) = =9 (10gy (D))

ap (a;) Ip (ai)
- ap?az—) (In(p (ai)) - logs (e))
0
= loggs (e) - ap (1) (In(p(ai)))
= logs (¢) p(lai)
Asi que
gf(Ef)] - (Zogg (p(ai)) +p(a;)- (logﬁ (e) - p(1az)>> = —logg (p (a;)) — logs (€) .

Por lo tanto,

oL 1
sty =10 (5 ) + oo (7) = st -

Luego, igualando a cero, 9L/9p(a;) = 0, se sigue que:

1
l l A 1=0
o (7)o () - Zkf’““J TR
es decir, que

logs <p(1m)) = —logp <i> + XT:M fela;) +p—1

k=1
y por tanto

logs (p (ai)) = log@( ) Z)\kfk aj) — p+1.
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De donde se sigue que
p(aj) :B(l logs (L) =%y Ak frlas)— #) (2.63)

Una distribucion de probabilidades de esta forma es llamada distribucidn de Mdxima entropia ([11]).

Los valores de las variables de Lagrange se pueden derivar a partir de las reestricciones, en la ecuacion
la condicion de normalizacion sobre los parametros {p(a;)}5,, ecuacion determina la variable de
Lagrange p como una funciéon de las demas variables de Lagrange, A\ (k= 1,2,...7), ya que

Z Z[ 1 lOgﬁ% Zzzlkkfk(aj)*ﬂ)}
j=1 Jj=1

(e

_ ﬁ(lflOg;a(é)*N) Z [5(7 Shei Mk fk(aj))}

j=1 (2.64)
_ g(1-togs (1)) le# { zzzlka%))}
j=1

implica que

B(lilOgﬁ(%)) . Z {5(* 22:1 Ak fk(aj))i| — BM. (265)
j=1

Por lo cual,

= logy | B0 ()3 [g=Eim defilen)] ) (2.66)
j=1

Finalmente, las variables de Langrange A estdn determinadas por las reestricciones Observe que, si
denotamos

ZO, Ny = | pi-tess(2)) Z[ kamaﬂ)} : (2.67)
j=1

entonces, las reestricciones de la ecuacion [2.52] se pueden reexpresar, utilizando la ecuacion 2.66] y la regla
de la cadena, como:

op _ 0
= B (logs (Z (M1 ---57r)))

= a% (logs (Z (A1y.. . A\))) - a;ikz(xl,...,m)
= m . Z (—fr(ay)) (1—1ogs(1)) Z { = Sho1 Ak fr(ay)) (2.68)

i=1 j=1

«
- Z fr(ai)p(a
i=1
= —F}.
para cada k = 1,2, ...,r. De donde se puede deducir el valor de cada A, integrando la ecuacion |2.68
Asi se encuentran las distribuciones de méaxima entropia. Ahora se sabe, que las distribuciones asumidas

conocidas en la secciéon anterior, compresién bajo conocimiento, deberian haber sido distribuciones de méaxi-
ma entropia, para ser consistentes con este razonamiento de la teoria de la informacion.
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Ahora bien, observe que si no se asume ningtin conocimiento a priori acerca de la distribucion, més alla
de la condicién de normalizacién, entonces las reestricciones de la ecuacion desaparecen, es decir los
multiplicadores de Langrange Ay, son todos cero para k = 1,2,...,r. Por lo que la ecuacién quedaria
expresada como:

plaj) = g9 (2) =), (2.69)

mientras que el valor del multiplicador de Langrange y, en la ecuacion [2.66] serfa

e

u = logg (ﬂ(”%@)) 3 [pl B svten)]

g=1 (2.70)

Por lo tanto,

p(aj) = ﬁ(l_l()gﬁ(%)_p‘)
— ﬁ—logg(oc)
_ Blogﬂ(i) (2.71)

1

Nl

(07

para j = 1,2, ... .

La ecuacion [2.71] puede interpretarse de la siguiente manera: «Cuando no se tiene ningin conocimiento
a priori acerca de como se comporta el sistema, entonces para comprimir, lo méas razonable es asumir que la
distribucién es la distribucién uniforme.»

Lo anterior demuestra que los codigos de longitud variable no siempre son la mejor opcién para compri-
mir la codificacion de un alfabeto y que los codigo de longitud fija pueden ser de mucha utilidad: cuando no
se conocen las frecuencias relativas de los simbolos del alfabeto A, ni tampoco se dispone de ningtn conoci-
miento a priori, lo mas razonable es no asignar palabras cédigo de longitud variable, siempre que los codigos
de longitud fija, concretamente, el contenido de informacién de Hartley, es el limite de la compresion de la
codificacion del alfabeto A, en el caso en el que se desconocen las frecuencias relativas de los simbolos del
alfabeto A. Por lo tanto, es posible notar que los codigos de longitud fija son la mejor 6pcién para comprimir,
cuando se tiene completo desconocimiento acerca de la funciéon de masa de probabilidad de la fuente.

Observe, ademas, que el contenido de informacion de Hartley se puede derivar, a partir de la entropia de
Shannon, para un tipo muy particular de distribuciéon de maxima entropia: la distribuciéon que se obtiene
al no tener ningin conocimiento a priori de la distribucion. Asi que, Ralph Hartley, en efecto, tuvo razén a
medir la informacioén de la manera en la que lo hizo, aunque no consider6 que solamente la estaba midiendo
apropiadamente para el caso en el que no se tiene ninguna informacioén a priori. Lo cual tiene sentido, ya que
al derivar su medida, Hartley no consider6 ninguna restricciéon sobre la distribucién.
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2.5.4. Limites en la implementaciéon de la compresion

En esta seccion, se derivan las cotas més generales de la estimacion del limite de compresion mediante
su implementaciéon a través de la codificacion de alfabetos.

Antes, se clasifico la codificacion de Shannon como un codigo semi-6ptimo. Esto se debe a que la codifi-
cacién de Shannon implementa un codigo libre de prefijos y se sabe que el codigo libre de prefijos 6ptimo se
construye con el algoritmo de Huffman. Por lo tanto, la codificacién de Shannon es, en el mejor de los casos
tan 6ptimo como la codificacién de Huffman. No obstante, sabemos que la codificacion de Shannon garantiza
que, a lo sumo, la longitud promedio del co6digo resultante estéd a un S-bit de diferencia respecto al minimo
tedrico alcanzable. No obstante, la codificacion de Huffman, por ser la codificacién 6ptima, también cumple
esta cota. Méas atn, como se vio en la seccion de la codificacion de Fano, la cota es un poco méas ajustada
que eso. Sin embargo, la cota de la codificacion de Shannon es suficiente para lo que interesa a este escrito.
Por lo tanto, la longitud promedio de la palabra codigo de la codificacion 6ptima libre de prefijos de una
fuente (codificacion de Huffman) siempre esté a lo sumo a un $-bit de distancia del minimo teorico alcanzable.

No en vano, lo que lo anterior sugiere es que existe una discrepancia entre los éptimos tedricos de la co-
dificacion de una fuente y los optimos realmente alcanzables en la préctica: en parte, debido a que las
longitudes de las palabras codigo deben implementarse con palabras cédigo de longitudes enteras. Como ya
se demostro, todos los procedimientos de codificacion libre de prefijos de alfabetos -simbolos individuales-
6ptimos producen, incluso en el mejor de los casos, palabras codigo para las cuales su longitud promedio de
la palabra cédigo por simbolo estd a lo sumo a un (-bit de distancia de su valor minimo 6ptimo:

H [{p(as)}i_y] < (Zp(ai) -ﬁ(ai)> < H [{pla:) i) + 1. (2.72)
i=1

Esto genera un exceso de -bits a la hora de transmitir un mensaje de longitud mayor que uno, mediante la
extension del codigo. La cota por simbolo, en la ecuacion se puede extender, linealmente, al caso de m
simbolos: observe que codificando el alfabeto A, mediante la codificaciéon de Shannon, se obtiene que para un
mensaje de longitud m, compuesto por simbolos de A, la longitud promedio del mensaje codificado 6éptimo
es

Lopt =m -E((a;)) =m - <ZP(%‘) 'f(ai)) ; (2.73)
i=1
por ser la combinacién lineal de variables aleatorias, donde
m - H [{p(ai)}ioy] < Lopt < m - H [{p(a:) ;] + m. (2.74)
De modo que el exceso de 8-bits crece a una tasa O(m), siendo m la longitud del mensaje codificado.

Sin embargo, lo anterior es unicamente cierto en el hipotético caso en el que se tiene conocimiento com-
pleto de las probabilidades de los simbolos del alfabeto. En la practica, es de esperar disponer solo de un
conocimiento parcial de las frecuencias, situacién en la cuél es razonable emplear el principio de mdzima
entropia, cdmo se hizo en la secciéon anterior. En ese caso, la distribucién resultante es la mejor estimacion
que se puede hacer de la distribuciéon verdadera desconocida, pero no ser suficiente para alcanzar el minimo
teodrico alcanzable. Esta diferencia, que se suma al exceso de (-bits debido a la aproximacion entera, es sig-
nificativa a la hora de codificar los simbolos de un mensaje suficientemente largo, mediante cualquiera de los
procedimientos de codificacion de alfabetos conocidos (codigos candnicos o codigos semi-Optimos): suponga
que la verdadera distribucion de las frecuencias es {p(a;)}$,, mientras que las palabras codigo se definen en
base a una aproximacion, {g(a;)}%,, de la distribucion verdadera:

fa) = [10g (5. (2.75)
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En este caso, la longitud promedio de la implementacién de las palabras cédigo es tal que:

— gp(ai) Pogﬂ (q(lai)ﬂ

< fjpmn (1090

p(;)) + 1) (2.76)

Mientras que,

: (2.77)
| .

Con lo cual,

- . p(ai) ( )
<;p(az)log/3 (q(m))) + H[P] < E(¢ <Zp a;)logg ( @ ))) +H[P]+1 (2.78)

Observe que lo anterior afecta la compresion por cualquier aproximacion: tanto a la construccion de los codigos
canonicos como la definicion de los codigos semi-6ptimos, es decir, afecta tanto al algoritmo de Huffman como
al algoritmo de Shannon. Pues, observe que la cantidad:

(vt (52)) - [t ()] - [ ()] o

en realidad, estd midiendo qué tan subdptima es la asignaciéon de las longitudes de las palabras codigo de la
implementacion (basadas en una distribucion de maxima entropia): al comparar el minimo implementado con
el minimo teérico, permite conocer qué tanto las longitudes escogidas se parecen a las longitudes 6ptimas. Lo
que en ultimas, sugiere que el exceso de S-bits en el que se incurre debido a desconocimiento de la verdadera
distribucién sera cero tnicamente cuando la distribucién de la implementacion sea exactamente igual a la
verdadera. Por eso, se dice que esta cantidad representa el exceso de [3-bits en el que se incurre debido al
desconocimiento de la verdadera distribuciéon de la fuente. Y por esto mismo sabemos que afecta de igual
manera la implementaciéon de la compresion mediante la codificacion de Huffman, como por la codificacion
de Shannon-Fano, ya que mas alla de la implementaciéon escogida, este fenémeno se debe directamente al
desconocimiento de la distribucién, de las cuales ambas distribuciones dependen fuertemente para definir las
longitudes de las palabras cédigo 6éptimas.
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La desigualdad formula la idea de que dos de los principales impedimentos para lograr el minimo
teodrico alcanzable para la codificacion de una fuente, por medio de la codificacion individual de simbolos del
alfabeto de la fuente, son: las aproximaciones enteras de las longitudes de las palabras codigo 6éptimas y la
ignorancia (o conocimiento) parcial que naturalmente se tiene acerca de una fuente de simbolos. El primer
impedimento, el exceso de [3-bits debido a la innevitable aproximacion entera de la implementacion, no de-
beria ser por si solo razén suficiente para descartar esta codificacion, ya que su tasa de crecimiento es del
orden lineal (O(m), siendo m la longitud del mensaje transmitido). Mientras que, el exceso producido por
la falta de conocimiento acerca de la distribucion verdadera siempre puede, y debe, ser minimizado: por lo
general, se acepta el primer tipo de exceso, por ser propio de una implementacion (aunque evitable) y no ser
computacionalmente muy costoso, mientras que se trata de minimizar esto iltimo, logrando una aproximaciéon
maés precisa de la distribucion verdadera. A continuacion, se define el exceso por desconocimiento, desde el
punto de vista de la teoria de la informacion. Lo cual dara herramientas para refinar atin mas la compresion,
minimizando el exceso de S-bits debido al desconocimiento de la verdadera distribucién. Es decir, lo que nos
dara herramientas para saber como estimar de mejor manera la verdadera distribuciéon de una fuente, para
aprovechar la capacidad de ambas implementaciones de la compresiéon bajo conocimiento.

2.5.4.1. Divergencia Kullback-Leibler

En teoria de la informacion, la cantidad [2.79] recibe el nombre de Divergencia Kullback-Leibler o In-
formacion Relativa, |5]. A partir de su formulacion, en la ecuacion la Divergencia Kullback-Leibler
puede interpretarse como la cantidad de informacion que se adquiere en el proceso de transitar desde una
distribucion a priori, {g;}$ 1, a una nueva distribucion de la fuente, {§;}$: observe que la cantidad

q(a;)logs (ZEZ;%) (2.80)

siempre es no negativa, ya que es la diferencia respecto al minimo teorico, al tiempo que es cero tnicamente
cuando ambas distribuciones son idénticas. Sin embargo, aunque implementa una distancia (como pudiera
ser una distancia cuadrética) no implementa una métrica matemaéatica, ya que no satisface la desigualdad
triangular [5]. Adn asi, su nociéon de distancia puede utilizarse para medir cuénta informacién se obtiene
a partir de una observaciéon: piense que se parte de la distribuciéon de maxima entropfa como una primera
estimacion de la distribucién verdadera, entonces si la distribucion de maxima entropia es una aproxima-
cion muy buena, se sigue que, aunque no se conozca, su divergencia respecto a la verdadera distribucion
serd pequena. Por lo cual, el margen de maximizaciéon de la divergencia Kullback-Leibler serA muy poco,
siendo el margen exactamente cero cuando la distribucién de maxima entropia sea exactamente igual a la
distribucién verdadera. Es razonable asumir que toda observacién de un sistema lleva, naturalmente, a un
estado de mayor conocimiento acerca de su comportamiento (y su distribuciéon), mas ain, que al hacer una
medicién se obtiene una restriccion adicional que permite obtener una nueva distribuciéon mas cercana a la
verdadera. La ganancia de informacion debido a la medicién se puede dar en términos de §-bits usando la
divergencia de Kullback-Leibler. Asi se podria partir de la distribucion de maxima entropia y tratar de reali-
zar una observacion que proporcione la mayor cantidad de informacion, es decir, que maximice la divergencia
Kullback-Leibler, que es, la cantidad de informacién que se puede extraer de esa observacion. De modo que,
luego de la observacion, la informacion que se habra adquirido sera, en el mejor de los casos, suficiente para
calcular una nueva distribucién de méxima entropia lo méas parecida a la distribuciéon verdadera.

(e

i=1

Por lo tanto, lo que el concepto de divergencia Kullback-Leibler sugiere es que la mejor manera de eli-
minar el exceso de §-bits debido al desconocimiento de la distribucion verdadera de una fuente es buscando
la manera de realizar una observacién precisa que maximice la divergencia, partiendo de la distribucién de
méaxima entropia, la mejor estimacién a priori que se puede lograr con el conocimiento actual. Asi se estaria
acercando lo méas posible a la verdadera distribuciéon de la fuente, ya que la observacion estaria descubrien-
do nuevas reestricciones sobre la distribucién que posibilitarian calcular una nueva distribucién de maxima
entropia més precisa.
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Capitulo 3

Bloques de simbolos

3.1. Modelamiento de una fuente de simbolos

Una fuente de simbolos se puede pensar, de manera general, como una variable aleatoria discreta X,
definida sobre un alfabeto A, cuya funcién de masa de probabilidad, Px (-), puede variar dependiendo del
momento dentro de una cadena de simbolos en el que se encuentre la fuente. Particularmente, la probabilidad
de generar un simbolo en algiin momento puede depender de la cadena de simbolos que la fuente ha generado
hasta ese momento, de modo que en el i-ésimo momento de la fuente pueden haber hasta a(i~1) funciones de
masa de probabilidad distintas, una para cada posible cadena de simbolos generada por la fuente hasta ese
momento:

PXi (xl) = P(Xl = l‘l) — P(XZ = J,‘Z|X1 = $17X2 = T2,... 7Xi—1 = xi—l) .

Por esta razén, una tnica fuente puede modelarse como una secuencia de variables aleatorias discretas dis-
tintas (proceso estocastico), {X;}:-,, no necesariamente independientes e idénticamente distribuidas, donde
el subindice se utiliza para denotar que la variable aleatoria tiene una distribucién, funciéon de masa de
probabilidad, especifica en el i-ésimo momento:

fuente:= X;Xo...X; 1X,,
para todo i € ZT.
Mediante este formalismo, la dependencia de la probabilidad de un simbolo dada la cadena de simbolos

anteriores se puede formalizar en términos de las funciones de masa de probabilidad conjunta, de las i varia-
bles aleatorias, como:

P(Xi=a1,Xo=20,.... X1 =21, X; = ;)
P(Xi=z1,Xo=29,...,Xic1 =T4_1) ’

P(X,=z|Xi =21, Xo=29,..., X1 =24_1) =

o equivalentemente, cambiando la notacién:

PX X. (.’,U x €T .’,U)
1 2...X1;_1X13 1, 2500 i—1yL7q
FXi ($1|X1 = SE],XQ =22,... 7Xi—] = xi—l) =

Px,x,..x, 1 (T1,22,...,2i—1)

Formalmente, si la probabilidad de generar un simbolo en cualquier momento solo depende de los tltimos
(n — 1) simbolos generados por la fuente, entonces se dice que la fuente tiene memoria de tamaio n:

PXi ($i|X1 =x1, X0 =29,...,Xj_1 = mi—l) = PXi (%‘\Xi—n = xi—naXi—n+1 = Ti—n+1y--- , Xic1 = %‘—1) .
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Definicion 3.1.1 (Memoria de una fuente). Se define la memoria de un fuente como la longitud de la cadena
de simbolos previos de la cual depende el resultado actual. En este sentido se dice que si

Px, (x| X1 =21, Xo =29,..., Xi1 =xi-1) = Px, (25| Xicn = Tien, Xicn1 = Ticn1s -, Xic1 = Ti1)

para todo i € Z*, entonces la fuente tiene memoria de tamano n. |21]

3.1.1. Fuente sin memoria

Una fuente sin memoria es una fuente con memoria de tamafio cero (n = 0), tal que la secuencia de
variables aleatorias que modelan la fuente son independientes e idénticamente distribuidas:

Px, (2| Xi—n = Tin, Xicnt1 = Ti—ng1,. ., Xyo1 = 251) = Px, (7;) Y Px, (v;) = Px (z:),
para alguna variable aleatoria discreta X, para todo i € Z™.
De acuerdo a la definicién, para una fuente sin memoria se cumple, dada la independencia, que

Px. o Xipin X Xo (i Ting1y -5 Tim1,) = Px, () - Pxy X Xaoy (Tiny Ting1y -+, Ti1)

= Px, (z:) - [Pxi_y (®ic1) * PX, o Xoopir o Xi—o (Timns Timng1s - -

= Px

.y CCZ‘_Q):I

i (:CZ) 'PXi—l (zi—l) e I:PXi—n+2 (xi—n+2) : PXi—nXi—n+l (zi—nvxi—n-‘rl)]

= PXi (xl) ) PXi—l (xifl) e PXi—n+2 (xi*nJrQ) : [PXi—n+l (xi*nJrl) : PXi—n ({EZ,H)]

= H PXi—k (xl—k) )
k=0

mientras que, dado que las variables estan idénticamente distribuidas, cada X; tiene la misma distribucién
que una variable aleatoria discreta X:

Px, o Xipir X Xo (Tiny Tin 1, T 1,T5) = H P(Xi k=i p)= H P(X =2;4).

Definiciéon 3.1.2 (Fuente sin memoria). Una fuente sin memoria es una fuente de simbolos con memoria
para la cual

n
PXi—nXi—n+1-~~X7',—1X7‘, (xi—na Ti—n+41y--- ax’i—lvxi) = H P (X = wi_k) . (31)
k=0
para alguna variable aleatoria discreta X, para todo i € Z* y toda cadena x; i nyi1-..7z;17; € AF. [21)

3.1.2. Modelamiento mediante una fuente sin memoria

Algunos fenémenos pueden ser considerados fuentes de informacién sin memoria, en el sentido en que se
asume que la probabilidad de observar un evento es independiente de cualquier otro evento. Algunos ejemplos
de este tipo de fend6menos podrian ser:

1. La configuraciéon de caras y sellos que se obtendrian como resultado de arrojar mil dados no sesgados
al mismo tiempo.

2. La secuencia de resultados que se obtendrian al sacar la bola del baloto de la urna, luego de ser agitada,
mil veces consecutivas (volviendo a poner la bola dentro de la urna cada vez).
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3.1.3. Cadena de Markov

El concepto de cadena de Markov formaliza la idea de una fuente con memoria para la cual su funciéon de
masa de probabilidad, en cualquier instante 7, depende tnicamente de lo qué sucedi6 en el instante anterior
(i — 1). Formalmente, una cadena de Markov se define como:

Definiciéon 3.1.3 (Cadena de Markov). Una Cadena de Markov es una fuente de simbolos con memoria
para la cual

Px, (2| Xi—p = Ti—p, Xicn41 = Timpg1, .-, Xic1 = xi—1) = Px, (2| Xim1 = 24-1) (3.2)

para todo n € N y toda cadena x5 ...z, € A*. [21]

3.1.4. Modelamiento mediante cadenas de Markov

En esta seccién se presentan algunas aplicaciones de modelos de Markov para mostrar que son muy
utiles. Esto justifica por qué es razonable detenerse en una memoria de tamafnio uno, en lugar de trabajar con
correlaciones de mayor orden, ademas de que son mateméticamente mas simples de analizar.

Las cadenas de Markov son una forma matematicamente simple de modelar la dependencia entre esta-
dos consecutivos de un sistema. No obstante su simplicidad, existen una gran variedad de fenémenos que se
comportan como cadenas de Markov. Entre los que interesan a este escrito se encuentran:

= Generacion de textos: la aplicacion de las cadenas de Markov para modelar las frecuencias de
vocales y consonantes en textos escritos en lenguaje natural es reconocida hoy en dia como la primera
aplicacion de una cadena de Markov. En su articulo original Andrei A. Markov estudié una secuencia
de més de 20,000 caracteres dentro del poema Eugeny Onegin, descubriendo que la probabilidad de una
vocal después de una letra vocal es 0,128, mientras que la probabilidad de una vocal después de una
letra consonante es 0,663. Mientras que, la probabilidad estacionaria de las vocales es p = 0,432. Lo
resultados fueron consistentes, y casi que pueden utilizarse cadenas de Markov para escribir poemas.
Esta aplicacion fue propuesta como una de las cinco aplicaciones méas importantes de las cadenas de
Markov en [9].

= Compresion de textos en inglés: En su articulo original de 1948, [17], Claude Shannon introduce
el concepto de entropia a través de un modelamiento Markoviano del lenguaje inglés. Alli, se demostrd
que tales modelos idealizados, que él propuso, capturan mucha de la regularidad estadistica del lenguaje
inglés. Incluso, aunque no se logre una descripciéon completa de la estructura del sistema, él demostré
que es posible comprimir satisfactoriamente, en base en estos modelos, textos en inglés a través de
técnicas de codificacion de entropia como la codificacion aritmética.

3.1.5. Fuente estacionaria

Ahora, formalizamos el concepto de una fuente estacionaria mediante el formalismo presentado en la
referencia |11]. La idea detras de una fuente estacionaria es que las probabilidades para una secuencia de k
simbolos dada, 125 ...z, no depende de la posicién absoluta dentro de la secuencia, sino tiinicamente de los
simbolos que han sido generados con anterioridad en la secuencia. Aqui, se consideran inicamente secuencias
de simbolos que son generadas por una fuente estacionaria, lo que implica la invariacién de translacion de las
probabilidades.

Definicién 3.1.4. Fuente estacionaria
Una fuente X,, es una fuente estacionaria, si para todo k,m € Z™:

P(Xl = $1,X2 = {L‘Q,...,Xk = (L‘k) = P(X1+m = 1‘1,X2+m = «T2>~-~7Xk+m = xk). (33)
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3.2. Teorema de codificacion de la fuente

De acuerdo al formalismo presentado, la probabilidad condicional esta definida en términos de las pro-
babilidades conjuntas:

PXi,nXi,n+1...Xi,1Xi (xifnv Li—n41y--- 7xi717xi)

PXi (xi|Xi7n = Tjn, Ximntl = Timngly- o) Ximl = xifl) = 2
XinXi—mt1-Xi1 (Ti—ns Tingy - Tio1)

No en vano, la probabilidad conjunta de toda cadena de n simbolos consecutivos generados por una fuente
con memoria sea puede formular en términos de las probabilidades condicionales como:

Px, X i1 Xioa X (Tiny Tiong 1y, Tio1,05) =
=Px, (x| Xicn = Tien, Xicng1 = Timng1, - Xic1 = %i-1) - Px, X Xomy (Tiens, Timpg1, -+ Tim1) -

3.2.1. Teorema de propiedad de equiparticién asintética

Para una fuente sin memoria la probabilidad de todo bloque de n simbolos se puede reescribir como:

n «
_ _ N(aklw'— JTimnt 1y Ti1,24)
PX, X Xoa X (@i Timngts o wio,mi) = [[ P(X = 2iok) H Px (ay)] e Y
donde o = |A|, es el tamano del alfabeto de la fuente, ya que la asumpcion de i.i.d (independencia e
idénticamente distribuida) permite permutar la cadena de simbolos, ©;—p, Zi—nt1, ..., Ti—1,T;, COMO:
TinyLi—mtly-- -y Li—1,L; — aiaj ...ay as0as ...as AoQey « -+ - Qg s
—— —— —_———
N(a1|Ti—n,Ti—nt1sesTi1,Ti) N(a2|Tin,Tint 1,0 ,@i1,T5) N(aa|Ti—n,Timnt1,HTio1,Ti)

de modo que el calculo de la probabilidad es invariante bajo esta permutacion. La cantidad N (ag|X,,) cuenta
el nimero de apariciones del simbolo a; dentro de una observacion particular de la cantidad aleatoria X,,.

Se define la entropia muestral de una fuente independiente e idénticamente distribuida X,,, al igual que
en [23|, como:

1 1 1
s tog (s ) = = oo (P, ()

= log (H [Px <ak>}N<“kX">)

k=1

tog ([P ()] )

E
I
—

I
M- 107

N (a[Xp) - log (Px (ax))

>
Il
—

N(ak|X ) - [~log (Px (ax))]

N (aZ|Xn) -log (le(ak)> .

Por la ley de los niimeros grandes, se sabe que dadas n variables aleatorias i.i.d, la distribuciéon empirica,
N (a;]X,,), converge en probabilidad a la distribucién poblacional, Px (a;), del simbolo a;:

lim_ {P { w — Py (ak)‘ > 5} } —0, (3.4)

I
MQ .

~
Il
-

|
wMQ

Il
—
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para todo § > 0. De modo que es poco probable que, dada una muestra de n variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas, la distribucién empirica sea distinta a la distribucién poblacional, conforme
n tiende a infinito. En el limite, la distribucién empirica es exactamente igual a la distribucién poblacional.

Por lo cual, la ley de los ntmeros grandes garantiza que es muy probable que la fuente X,, satisfaga lo

siguiente:

lim {P
n — oo
k=1

0 equivalentemente,

o 2 ty) =) -

para todo d > 0. De modo que, la entropia muestral es un estimador consistente de la entropia de la fuente X.

Una observacion particular de X,,, z1x5 ... x,, se dice ser una cadena tipica si su entropia muestral es cercana
a la entropia H [X]. El conjunto de las cadenas tipicas es llamado conjunto tipico.

El tamaiio del conjunto tipico es aproximadamente 2" #1X] mientras que el conjunto de todas las secuencias
posibles de longitud n de a simbolos es o™. El tamano del conjunto de todas las cadenas posibles de longitud

n se puede escribir como:
o = 2nlog(oz),

lo cual sucede cuando H [X] = log («) i.e cuando todos los simbolos del alfabeto son equiprobables.

Comparando el tamano del conjunto tipico con el tamano del conjunto de todas las posibles cadenas de
tamano n de « simbolos, el conjunto tipico es exponencialmente mas pequeno que el conjunto de todas las
posibles cadenas, siempre que la variable aleatoria que modela la fuente independiente no esté distribuida
uniformemente.

Las caracteristicas mas importantes del conjunto tipico, listadas en la referencia [23|, son las siguientes:

1. Probabilidad unitaria: la probabilidad de que una cadena emitida por la fuente sea una cadena tipica
tiende a uno conforme n se vuelve més grande. Equivalentemente, el conjunto tipico concentra toda la
probabilidad de entre todas las posibles cadenas de longitud n, conforme n tiende a infinito.

2. Cardinalidad exponencialmente mas pequefia: el tamafo del conjunto tipico, 2" #X] es expo-
nencialmente mas pequefio que 2"%09(®) = ¢ ¢l tamafio del conjunto de todas las posibles cadenas de
longitud n de « simbolos.

3. Equiparticion: la probabilidad de una cadena tipica es aproximadamente uniforme: 2~ #[X],

El punto 1 se sigue directamente del teorema de la ley de los ntimeros grandes y se interpreta como que:
« En el limite asintdtico (cuando n tiende a infinito), es muy probable que la fuente de informacion emita
una secuencia cuya entropia muestral sea cercana a la entropia verdadera de la fuente. Por el contrario, es

muy poco probable que la fuente de informacion emita una secuencia que no satisfaga esta propiedad. »

Los puntos 2 y 3 fueron demostrados originalmente por Shannon en [17]. La probabilidad del punto 3 es
facilmente deducible, si se asume que el conjunto tipico concentra toda la probabilidad de entre las cadenas
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de longitud n, su tamaifio es 2" #1X] y 1a distribucion sobre el conjunto de las cadenas tipicas es uniforme.

Estas tres caracteristicas del conjunto tipico conforman el teorema de la propiedad de equiparticion
asinto6tica.

3.2.2. Esquema tedrico de compresion de Shannon

El ntimero total de cadenas de longitud n de simbolos del alfabeto A es ™. Por lo tanto, es necesario
que la longitud de las palabras cédigo, £, sea tal que:

2¢ = a™ +— total de cadenas a codificar.

Sin embargo, no todas las posibles cadenas que puede generar la fuente son finalmente generadas con la misma
probabilidad. Esto se puede aprovechar para disminuir el nimero de cadenas a codificar, ya que a una cade-
na muy improbable no merece la pena asignarle un cédigo tnico, si casi nunca va a ser generada por la fuente.

Se puede observar que al disminuir el namero total de cadenas a codificar, disminuye el nimero de bits
necesarios para codificarlas todas de manera tnicamente decodificable (sin ambigiiedad). Hasta qué punto se
puede reducir el nimero de cadenas a codificar, sin que ninguna cadena generable por la fuente se quede por
fuera (lo que causaria un evento de error), depende de la misma fuente: no es necesario codificar exahustiva-
mente todas las cadenas posibles de longitud n, sino solo aquellas que la fuente produce con mayor frecuencia.
Observe que asignar un c6édigo tinico a una cadena que nunca es generada por la fuente no aporta en nada a
la compresion sin perdida de la fuente, y de hecho resulta en un desperdicio de bits que son reservados para
mensajes que nunca son emitidos por la fuente.

En este orden de ideas, una manera como se puede implementar la compresion sin perdida de los men-
sajes de una fuente es omitiendo la codificacién de las cadenas que son tan improbables que practicamente
nunca son emitidas por la fuente, reduciendo asi el nimero de bits reservados para codificar todas las posibles
cadenas que emite la fuente, al tiempo que minimizando la probabilidad de un evento de error. Entonces,
el problema de la compresion sin perdida de una fuente consiste en determinar el conjunto de cadenas mas
pequeno que acumula toda la probabilidad de entre el conjunto de todos los mensajes generables por la fuente.

Con la nocién de conjunto tipico, Shannon ide6 una estrategia de compresion en este sentido. La estra-
tegia es comprimir iinicamente las cadenas tipicas que la fuente emite: establecer una funcién de codificacion
invertible que mapea el conjunto de cadenas tipicas al conjunto de todas las cadenas binarias de longitud
n H [X]; mientras que las o™ — 2" H# [X] cadenas restantes son ignoradas, no porque no sean factibles, sino
porque es muy improbable que sucedan. De hecho, si la fuente emitiera una cadena atipica se declararia
un error, ya que no existe su codificacion. Asi, para un valor de n muy grande, se transmitiria la menor
cantidad de mensajes que mantienen el error de codificaciéon bajo, reduciendo el nimero de bits reservados
para codificar los mensajes de la fuente.

Este esquema de codificacion es un compresor sin perdida confiable en el limite asintotico (cuando n tiende a
infinito), porque la probabilidad de un evento de error (que la fuente emita una cadena atipica) se desvanece
conforme n se vuelve més grande, debido a la propiedad de probabilidad unitaria del conjunto tipico, en el
teorema de la propiedad de equiparticién asintotica.

Lo que el esquema de codificacién de Shannon plantea es que codificar una fuente no consiste en codifi-
car exahustivamente todos los mensajes posibles de longitud n, sino solo aquellos que la fuente emite con una
probabilidad distinta de cero. El teorema de codificacién de la fuente de Shannon demuestra que el conjunto
de cadenas de longitud n, que una fuente sin memoria emite, en el limite asintotico (cuando n tiende a
infinito), es el conjunto de cadenas tipicas, que es exponencialmente mas pequefio que el conjunto de todas
las cadenas posibles de longitud n. Observe la figura [3.1
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Conjunto de todas
las cadenas posibles

o — Qn-log(a)

Conjunto de
cadenas tipicas

2n-H X

Figura 3.1: Conjunto de cadenas tipicas como un subconjunto exponencialmente mas pequeno que el conjunto
de todas las cadenas posibles de longitud n. Existen un total de 27X cadenas tipicas, las cuales pueden
codificarse sin ambigiiedad sobre un alfabeto binario con palabras codigo de longitud n - H [X]. En el limite
asintotico, el conjunto tipico concentra todas la probabilidad de las posibles cadenas que puede generar la
fuente. Solamente codificando las cadenas del conjunto tipico se codifican la mayoria de las cadenas que
la fuente emite, y en el limite asintotico se codifican la totalidad de las cadenas que la fuente emite con
alguna probabilidad distinta de cero. De modo que, codificando el conjunto de cadenas tipicas no se codifican
exahustivamente todas las cadenas posibles de longitud n, pero si todas las cadenas de longitud n que la
fuente puede emitir. Este ahorro en los mensajes que la fuente puede transmitir genera un ahorro en el
numero de bits reservados para codificarlos todos.

3.2.3. Tasa de compresion minima

La tasa de compresién del esquema de compresion de Shannon, calculado como

nimero de [-bits (noiseless source bits)

tasa de compresidn := )

nimero de a-bits (source bits)
es igual a la entropia de la fuente:

n H [X]

— H[X].

tasa de compresidén =

La tasa de compresion puede interpretarse como el nimero de bits promedio por simbolo, y consecuente-
mente, la entropia de Shannon puede interpretarse como la medida del niimero de bits por simbolo minimos
requeridos, en promedio, para describir una fuente de informacion [21].
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3.2.4. Extension a fuentes con memoria

Uno puede preguntarse si la tasa de compresion de datos del esquema de codificaciéon de Shannon es
la mejor que se puede lograr: jesta tasa es optima? (se puede lograr una tasa de compresion mas baja si
no fuera 6ptima). Mas aun, teniendo en cuenta que se asume una fuente sin memoria para demostrar el
teorema de equiparticiéon asintotica, es logico preguntarse si, de manera general, lo mismo se aplica para
una fuente con memoria. Resulta que si. Para extender el teorema de codificaciéon de la fuente de Shannon
a una fuente con memoria es preciso formular matematicamente la manera como Shannon demostr6 la 6p-
timalidad de su esquema de codificacion. Para esto se emplea el marco tedrico presentado en la referencia [23].

Todo teorema de codificacion consiste en dos partes: derivar un esquema y su tasa de compresion (parte
directa), para finalmente demostrar si dicha tasa de compresion es 6ptima (parte reciproca) [23].

Para el caso del teorema de codificacién de la fuente de Shannon, lo que se demuestra es que:
Parte directa: « Si la tasa de compresion es mayor que la entropia de la fuente, entonces existe un es-
quema de codificacion que puede lograr una compresion de datos sin pérdidas en el sentido de que es posible

reducir arbitrariamente la probabilidad de error por una decodificacion incorrecta. »

La formulacion matematica de la intuicion anterior, presentada en la referencia 21|, es la siguiente:

Teorema 3.2.1. Teorema de codificacion de la fuente de Shannon (parte directa)
Dada una fuente sin memoria X,,, caracterizada por una variable aleatoria discreta X, definida sobre un
alfabeto A, de acuerdo a una funcién de masa de probabilidad Px (x):

S

para todo € > 0 y n suficientemente grande, existe un codigo C (X,,) invertible, tal que : < H[X]+e.

(3.5)
donde L es la longitud promedio de la palabra codigo de C' (X,,) y L/n es la tasa de compresion i.e el niimero
de bits promedio por simbolo.

Parte reciproca: « Si existe un esquema de codificacion que puede lograr una compresion de datos sin pér-
didas con una probabilidad arbitrariamente pequena de error de decodificacion, entonces la tasa de compresion
es mayor que la entropia de la fuente. »

Teorema 3.2.2. Teorema de codificacion de la fuente de Shannon (parte reciproca)

Dada una fuente sin memoria X,,, caracterizada por una variable aleatoria discreta X, definida sobre un
alfabeto A, de acuerdo a una funcion de masa de probabilidad Px (z). Para todo v > 0 y para cualquier
esquema de codificacion C (X,,), tal que para n grande se tiene que

L
—=HI[X]-wv,
n
entonces para todo § > 0, se cumple que
Plerr)=1—-6-2""7%. (3.6)

Para extender los resultados de una fuente sin memoria a una fuente con memoria de tamano n se puede
emplear el formalismo presentado en la referencia [21]. Alli, se aprovecha el hecho de una fuente estacionaria
y se muestra que la tasa de entropia, definida en |5, [21], asume el papel de la entropia en el caso de una
fuente con memoria, con algunas diferencias sutiles. Para esto se considera la fuente con memoria de tamano
n, X,,, definida sobre el alfabeto A. Luego, cada bloque de k simbolos consecutivos se piensa como un simbolo
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generado por una fuente extendida X%, sobre el alfabeto A*. De este modo, dada la fuente extendida, se define

la fuente sin memoria correspondiente X%, llamada fuente adjunta, que consiste en confinar la memoria de
la fuente a k simbolos, de modo que los bloques de longitud k generados por la fuente extendida, X son
independientes entre si, la cual constituye una fuente sin memoria en si misma, definida sobre el alfabeto A*.

3.2.5. Detalles de la implementaciéon

Algunas consideraciones se derivan del teorema de codificaciéon de la fuente de Shannon. En primer lugar,
un procedimiento de codificacion, como el utilizado en [21], para demostrar el teorema es muy poco practico,
tal como los propios autores lo mencionan. En segundo lugar, Shannon demostrd que la probabilidad de un
evento de error se desvanece siempre y cuando se tome n lo suficientemente grande, es decir, si se codifican
conjuntamente -infinitamente- largas secuencias de simbolos. Esta es otra cuestion que plantea una serie de
problemas practicos, ya que la compresion sin perdida es tnicamente posible, mediante el esquema de com-
presién de Shannon, bajo una longitud infinita del mensaje, n.

Sin embargo, desde que Shannon demostroé sus teoremas de codificacion, la comunidad cientifica se ha centra-
do en idear maneras de tratar de alcanzar el limite de compresion de Shannon, sin perdida, atn sin disponer
de la capacidad del limite asintotico. La idea original de Shannon ha inspirado muchos de los algoritmos de
compresion sin perdida actuales, que evitan depender del limite asintético y que ain asi conservan la idea
fundamental detras del teorema de codificacién de la fuente de Shannon: implementar la compresiéon mediante
la codificacién de bloques de simbolos consecutivos generados por la fuente.

A diferencia de la estrategia teorica de Shannon, en la que se introduce un pequeno error de codificacion y
éste se hace desaparecer, la estrategia practica de compresion sin perdida asume que no existe un error de
codificacién, para luego, con esta restriccion, tratar de conseguir el codigo cuya tasa de compresion sea lo
mas cercana posible al limite que establece el esquema de codificacién Shannon. En el capitulo anterior se
defini6é como codificar de manera 6éptima un alfabeto y extender esa codificaciéon 6ptima a los mensajes de la
fuente. Ahora, se compara esta aproximacion con una nueva, que adapta la idea fundamental de Shannon,
considerando una fuente que genera bloques de simbolos consecutivos, para saber cuél aproximaciéon puede
lograr aproximar de mejor manera el limite de compresién 6éptimo establecido por Shannon.
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3.3. Extension de una fuente

La codificaciéon 6ptima de una fuente (codificacion de Huffman) es capaz de comprimir, en el caso méas
general, hasta un S-bit de diferencia mas la divergencia Kullback-Leibler (entre la distribucion de méxima
entropia y la distribucion verdadera de la fuente) respecto al limite de compresion teorico 6ptimo, la entropia
de Shannon.

Cuando se tiene completo conocimiento de la funcién de masa de probabilidad, el exceso de [-bits de la
divergencia Kullback-Leibler es cero. Mientras que el exceso de -bits por simbolo, debido a la implementa-
cion del codigo, no necesariamente es cero y se acumula en la longitud final de la codificacién de un mensaje,
al codificar éste mediante la extension del codigo, creciendo a una tasa lineal respecto a la longitud del men-
saje. No obstante, es posible eliminar parte de ese exceso de (3-bits en la compresion final de un mensaje,
repartiendo el exceso a lo largo de varios simbolos. Esto se logra considerando la extension de la fuente, la
cual es una fuente de simbolos, los cuales consisten en combinaciones de simbolos del alfabeto de la fuente.

Hasta ahora, se ha llevado a cabo la compresién de los mensajes generados por una fuente X por medio
de la codificacion de los mensajes mediante la extension de los codigos 6ptimos de X. Sin embargo, utilizar
la extension de un coédigo optimo para comprimir la codificacion de un mensaje es poco eficiente, debido a
varias razones:

1. El exceso de [-bits por simbolo: la implementacién de la compresion mediante la codificaciéon de una
fuente X causa que los codigos 6ptimos de la fuente presenten un exceso de -bits por simbolo, respecto
al minimo teorico global, el cual se acumula para varios simbolos, al extender el c6digo 6ptimo.

2. No tiene en cuenta las correlaciones entre los simbolos: no se tiene en cuenta que muchas fuentes generan
los simbolos con distinta probabilidad dependiendo de los simbolos que se han generado antes, por lo
que se pierde certeza acerca de los simbolos siguientes.

En lugar de extender el codigo 6ptimo de una fuente X para codificar los mensaje generados por la fuente, se
puede extender la fuente en si misma. Esto permite extender los resultados obtenidos para fuentes de simbolos,
en el capitulo anterior, a fuentes de mensajes de longitud k. El formalismo presentado a continuacion es el
mismo que se utiliza en la referencia [21].

Definicion 3.3.1 (Extension de una fuente). Dada una fuente X, que toma valores sobre un alfabeto A, la
fuente X* que toma valores sobre el alfabeto A*, de acuerdo a una funcién de masa de probabilidad conjunta,

P:AF — B
X1ZTg ... 2k — P (z120...28)

se define como la k-ésima extension de la fuente. Donde A* denota el conjunto, de cardinalidad o, de todas
las combinaciones posibles de k& simbolos consecutivos del alfabeto A. La probabilidad conjunta sugiere que
la extension de una fuente puede pensarse como una secuencia de variables aleatorias X1 X5 ... X. |21

El concepto de extensiéon de una fuente generaliza el concepto de fuente de simbolos que se estudio
durante el primer capitulo: en ese momento no se habia dicho nada acerca de la dependencia entre simbolos,
por lo que bastaba con considerar una fuente como una tunica variable aleatoria discreta X. Al considerar la
extension de una fuente es necesario tener en cuenta las correlaciones entre simbolos, de modo que a cada
mensaje, que son los nuevos simbolos de la fuente extendida, le corresponda su propia probabilidad. Dado
que la fuente ya no se concibe como un elemento estatico, sino que puede considerarse en distintos momentos
dentro de una secuencia, la distribucién de probabilidad de la fuente cambia dependiendo del momento en el
que se encuentra la fuente dentro de la secuencia y del tamano de la memoria de la fuente.
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3.3.1. Funciéon de masa de probabilidad conjunta

Ahora bien, para especificar de manera completa la extensiéon de una fuente es necesario calcular su fun-
cion de masa de probabilidad conjunta. Dependiendo del tamano de la memoria de una fuente, la distribucion
de masa de probabilidad conjunta se calcula de diferente manera. Para esto, se aprovecha la definicién de
probabilidad condicional:

P(YX)
PX|)Y)= ———= )
(XIY) = S (37)
de donde se puede calcular la probabilidad conjunta, en base a la probabilidad condicional como:
PYX)=P(Y)-P(X[|Y). (3.8)

Esto permite modelar la funcién de masa de probabilidad conjunta para la extension de una fuente, mediante
el modelo de la fuente, haciendo uso de las probabilidades condicionales.

No en vano, para el modelamiento con Cadenas de Markov se asume que
P(X,|X1X5...Xp—1) =P (Xn|Xn-1), (3.9)

entonces, de manera general para cualquier extension de longitud k£ de una fuente, se puede calcular la
probabilidad conjunta en funcién de la probabilidades condicionales como

P(X1X3...X,) =P (X,|Xn-1) P (Xpn-1|Xn-2)... P(X3|X2) P (X2|X1) P (X1), (3.10)

si la fuente se modela como una Cadena de Markov.

Mientras que, como ya se vio, para una fuente sin memoria se tiene que
P(X,|X1Xs...X,,1)=P(X,),
de donde se sigue que
P(X1Xy...X,)=P(X,)P(Xn-1)...P(X3)P(X2) P(Xy)

Las anteriores son dos formas de extender una fuente de simbolos: observe que es posible determinar la fun-
cion de probabilidad conjunta para cadenas de cualquier longitud. De esta manera, la fuente extendida con
alfabeto A* y su probabilidad conjunta constituyen en conjunto una fuente de simbolos bien definida. Ahora
bien, considerando esta fuente como una fuente de simbolos de la vista en el capitulo uno, los resultados del
capitulo anterior aplican, que es, la codificaciéon de Huffman sigue siendo 6ptima, las cotas de compresion
aun se mantienen para el nuevo alfabeto, aunque mejoran la compresion respecto a la extensién del codigo
optimo de la fuente de simbolos sin memoria.

Estos son simplemente dos formas en las que se puede modelar una fuente de simbolos (con memoria).
Son dos maneras convenientemente practicas, ya que las probabilidades condicionales se pueden calcular de
manera suficientemente facil a partir de una colecciéon suficientemente larga de mensajes o simplemente se
puede asumir independencia o predefir las probabilidades condicionales.

Ahora bien, uno podria cuestionarse legitimamente si, efectivamente, las fuentes de simbolos se compor-
tan como procesos Markovianos y pueden modelarse siempre como una cadena de Markov, pues de no ser
asi, o de aproximar equivocadamente la distribucién de los simbolos, se sabe que se estaria incurriendo en
un exceso de [-bits en la compresion o6ptima. Mientras mejor sea el modelo de la fuente y mas acertadas
sean las probabilidades condicionales que se utilicen, mas se disminuye el exceso de $-bits de la divergencia
Kullback-Leibler, debido al desconocimiento, en la codificacion del alfabeto extendido de la fuente extendida.
Por tanto, modelar una fuente como un proceso independiente (o una cadena de Markov) cuando no lo es,
conlleva innevitablemente a un exceso de S-bits debido a que la probabilidad conjunta de los simbolos, para
la fuente extendida, posiblemente no sera una buena estimacién de la distribucién verdadera del alfabeto
extendido, asi que la divergencia Kullback-Leibler sera significativa y la cota no sera tan ajustada.
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3.4. Desempeno de la extensiéon de una fuente

La codificaciéon 6ptima de la extensién de una fuente X permite comprimir mas y mejor un mensaje que
la extension del codigo 6ptimo del alfabeto de la fuente X. Esto se debe, a que, como se demostrd antes,
la codificacion 6ptima de cualquier fuente siempre conlleva un exceso de (3-bits, debido a la implementacion
del codigo. Sin embargo, este exceso de [3-bits afecta tanto a la codificacion 6ptima de la extension de una
fuente, como a la codificacién 6ptima de la fuente en si: este exceso esté presente en ambas, pero la diferencia
radica en que, si bien, la codificaciéon 6ptima de la extensién de una fuente inevitablemente presenta dicho
exceso de (-bits, éste exceso se esta repartiendo a lo largo de multiples simbolos (el exceso de S-bits se da
por bloque de simbolos y no por simbolos individuales) y no se acumula para cada uno de los simbolos que
componen un mensaje. Es decir, es la diferencia entre tener tener un solo exceso por un bloque de tamano k
y tener k excesos diferentes, que se suman, por el mismo bloque.

Ejemplo: considere una fuente de simbolos X, definida sobre un alfabeto de dos simbolos, A = {A4, B},
que es codificado con palabras codigo compuestas por simbolos del alfabeto B = {0, 1}. El c6digo de Huffman
(v el tnico codigo libre de prefijos posible) para este alfabeto es:

C(A)=0
C(B)=1,

el cual también es 6ptimo. Sin embargo, si se tiene en cuenta la funciéon de masa de probabilidad de la fuente
X, si el simbolo A llega a ser méas probable que el simbolo B, o viceversa, es de esperar que el codigo se pueda
comprimir mas alla de un S-bit por simbolo y el codigo anterior ya no pareceria tan (globalmente) éptimo.
Por ejemplo, suponga, sin perdida de generalidad, que A tiene una probabilidad de P (A) = 0,1, mientras
que B tiene probabilidad de P (B)0,9. En esta situacion, se puede calcular el limite de compresion teérico

CcOomo:
3 T = 1 L _ 4 .
;:1 P (az) lOgB (p (az)) (O, )lOgB (0’1) + (0’9) lOgg <0’9> 0, 69

Asi que, tedricamente, es posible mejorar el resultado de la codificacion de Huffman (un S-bit por simbolo)
casi que el doble. Sin embargo, esta mejora no es factible mediante la implementacién de la compresion
por medio de la codificacién de simbolos individuales. Mas atn, si ahora, se extiende esta codificacion a
un mensaje de longitud m, mediante la extension del codigo 6ptimo (de un S-bit por simbolo), entonces la
codificacién de un mensaje consiste en la concatenacion de m (-bits:

C(A-B-A-B-A-B)=C(A)-C(B)-C(A)-C(B)-C(A)-C(B)=0-1-0-1-0-1.

Es decir, que la longitud del mensaje codificado tiene la misma longitud que el mensaje original. Por lo cual,
en este caso, ni siquiera se estaria logrando compresion alguna.

A diferencia de lo que sucede cuando primero se codifica de manera 6ptima la fuente X y luego se extiende
el codigo 6ptimo, si primero se extiende la fuente X y luego se codifica de manera 6ptima la extension de la
fuente, la longitud promedio del mensaje disminuye. Para ilustrar esta idea considere el siguiente ejemplo, el
cual ha sido adaptado de la referencia [25|:

Imagine una larga secuencia de pixeles, en donde cada pixel, individualmente, solo pueden ser
o blanco (W) 6 negro (B). Ahora, suponga que la probabilidad de que cualquier pixel dado sea
blanco es P (W) = 0,3, mientras que la probabilidad de que sea negro es P (B) = 0,7. Ademas,
suponga que cada pixel se va a codificar de manera binaria como un cero o un uno (0 6 1).

En este caso, la fuente de simbolos X consiste en la secuencia de pixeles en si, para A = {W,B} y donde
B = {0,1}. Si esta vez, en lugar de extender el codigo 6ptimo de la fuente X, primero se extiende la fuente X
y luego se codifica de manera éptima (con la codificacion de Huffman), y si se asume que la fuente no tiene
memoria (la fuente es un proceso independiente), entonces el resultado es el siguiente:
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Codificacion de Huffman de la fuente original (sin extender):

P(W)=0,7
P(B)=03

Longitud promedio de la palabra cédigo: 1 bits.

Codificacion de Huffman de la fuente extendida de bloques de dos simbolos:

P(WW) = 0,49
P(WB) =021
P(BW) =021

P (BB) = 0,09

cC(W)=1
C(B)=0 (3.11)
( W)=
B)_111 510
( W) =10 (3.12)
C (BB) =110

Longitud promedio de la palabra codigo: 1.81 bits (en lugar de los 2 -bits para la extension del codigo).

Codificaciéon de Huffman de la fuente extendida de bloques de tres simbolos:

P(WWW) = 0,343

P(WWB) = 0,147

P (WBW) = 0,147
P(BWW) = 0,147
P(WBB) = 0,063
P(BWB) = 0,063
P (BBW) = 0,063
P (BBB) = 0,027

CWWW) =11
C(WWB) = 100
(WBW) =101
(BWW) = 00 (313
(WBB) = 0101
C (BWB) = 0110
C (BBW) = 0111

C (BBB) = 0100

Longitud promedio de la palabra codigo: 2.726 bits (en lugar de los 3 S-bits para la extension del codigo).

Codificacion de Huffman de la fuente extendida de bloques de cuatro simbolos:

P(WWWW) = 0,2401

P (WBBB) = 0,0189
P (BWBB) = 0,0189
P (BBW B) = 0,0189
P (BBBW) = 0,0189
P (BBBB) = 0,0081

C(WWWW) =10

C(WWWB) = 010

C (WWBW) = 011

C (WBWW) = 000

C (BWWW) = 001

C (WWBB) = 11001
C (WBW B) = 11010
C (BWWB) = 11110

(3.14)

C (WBBW) = 11011
C (BWBW) = 11101
C (BBWW) = 11100
C (WBBB) = 1111111
C (BW BB) = 110000
C (BBW B) = 110001
C (BBBW) = 111110
C (BBBB) = 1111110

Longitud promedio de la palabra codigo: 3.56720 bits (en lugar de los 4 -bits para la extension del codigo).
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Codificacion de Huffman de la fuente extendida de bloques de cinco simbolos:

PWWWWW) = 0,16807 CWWWWW) =111
P(WWWWB) = 0,07203 C(WWWWB) = 1100
P(WWWBW) = 0,07203 C(WWWBW) = 1101
P(WWBWW) = 0,07203 C(WWBWW) = 1010
P(WBWWW) = 0,07203 C(WBWWW) = 1011
P(BWWWW) = 0,07203 C (BWWWW) = 000
P (WWW BB) = 0,03087 C (WWW BB) = 01001
P (WW BW B) = 0,03087 C (WW BW B) = 10000
P (WBWW B) = 0,03087 C (WBWW B) = 10001
P (BWWW B) = 0,03087 C(BWWW B) = 01110
P(WW BBW) = 0,03087 C (WWBBW) = 01111
P (WBWBW) = 0,03087 C (WBWBW) = 01100
P(BWWBW) = 0,03087 C (BWWBW) = 01101
P(WBBWW) = 0,03087 C (WBBWW) = 01010
P (BWBWW) = 0,03087 C (BWBWW) = 01011
P(BBWWW) = 0,03087 C (BBWWW) = 10010 (3.15)
P(BBBWW) = 0,01323 C (BBBWW) = 001001
P (BBWBW) = 0,01323 C (BBWBW) = 010000
P (BWBBW) = 0,01323 C (BWBBW) = 010001
P (WBBBW) = 0,01323 C (WBBBW) = 001110
P(BBWW B) = 0,01323 C (BBWW B) = 001111
P (BWBWB) = 0,01323 C (BWBW B) = 001100
P(WBBW B) = 0,01323 C (WBBW B) = 001101
P(BWWBB) = 0,01323 C (BWWBB) = 001010
P(WBWBB) = 0,01323 C (WBWBB) = 001011
P(WW BBB) = 0,01323 C (WW BBB) = 100110
P (WBBBB) = 0,00567 C (WBBBB) = 10011101
P (BWBBB) = 0,00567 C (BWBBB) = 0010000
P (BBWBB) = 0,00567 C (BBW BB) = 0010001
P (BBBW B) = 0,00567 C (BBBW B) = 10011110
P (BBBBW) = 0,00567 C (BBBBW) = 10011111
P (BBBBB) = 0,00243 C (BBBBB) = 10011100

Longitud promedio de la palabra codigo: 4.44498 bits (en lugar de los 5 8-bits para la extension del codigo).

Es posible notar que codificando de manera 6ptima las extensiones de la fuente X, en lugar de extender
el codigo optimo de la fuente X, la longitud promedio de la palabra codigo se reduce. De hecho, se puede ver
que conforme més se aumenta la longitud del bloque, mas significativa es la diferencia en términos de (§-bits.
Esto se debe a que el exceso de (-bits por simbolo, que se acumula en la extensiéon del codigo 6éptimo con
cada caracter que aumenta el bloque, por el contrario, se reparte a lo largo de cada vez mas simbolos en la
codificacién 6ptimo de la extension de la fuente: Se observa que la diferencia entre las longitudes promedio
optimas de la (k + 1)-ésima y la k-ésima extension de la fuente es menor que uno. Por otro lado, el cambio
observado en la extension del cdédigo 6ptimo es 1.
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Asi que, la forma razonable de comprimir un mensaje es extendiendo la fuente en lugar de extender el
codigo, al menos en el caso de una fuente sin memoria (un proceso independiente). Queda la duda de qué
sucederia si el proceso no fuera independiente, sino Markoviano. Esto es lo que se estudia a continuacion,
comparando las tasas de cambio de la longitud promedio de la palabra cédigo optima respecto a cambios en
una unidad de la longitud de la extensiéon, bajo conocimiento de la distribucién de la fuente.

Ahora se extiende la comparacién previa al caso de una fuente Markoviana. Ademaéas se considera hasta
la 10-ésima extension (extension de diez simbolos) de las fuentes, para ver lo qué sucede a méas largo plazo.
Para esto, esta vez, se construyen dos procesos artificiales: un proceso independiente (una fuente sin memoria)
y una cadena de Markov (una fuente con memoria de tamafio uno), los cuales seran comparables entre si por
medio de sus probabilidades, y, a su vez, se compararan con la extension del cédigo éptimo para esas mismas
probabilidades. Ahora bien, cada una de las dos fuentes calcula la funcién de masa de probabilidad conjunta
de la extension del alfabeto de manera distinta: la fuente sin memoria la calcula utilizando las probabilidades
marginales de los simbolos, mientras que la fuente con memoria lo hara considerando dependencias de orden
uno. Para esto se inicializan las probabilidades marginales y las probabilidades condicionales de orden uno
en algin valor por defecto. No en vano, para garantizar que las probabilidades de la cadena de Markov, el
procesos independiente y la extension del cédigo sean comparables entre si, se lleva a cabo el siguiente pro-
cedimiento: primero, se fijan las probabilidades condicionales, P(W|B) y P(B|W), de la fuente con memoria
(proceso de Markov) y a partir de estas se calculan las probabilidades marginales, P(W) y P(B), por medio
del teorema de Bayes: el teorema de Bayes establece que:
P(BW) P(B|W)-P(W)

P = Tm T e

de donde se sigue que
P(W|B)P(B) = P(B|W)-P(W).

Sin embargo, dado que P(B) =1 — P(W), lo anterior puede reescribirse como
PW|B)(1 - P(W)) = P(B|W) - P(W).

Asi que
P(W|B) — P(W|B) - P(W) = P(B|W)-P(W).

De donde se sigue que
P(W|B)
P(W) = .
W) P(W|B)+ P(B|W)

De esta manera, a partir de las probabilidades condicionales, P(W|B) y P(B|W), se pueden determinar
consistentemente las probabilidades marginales, P(W) y P(B), correspondientes, para construir el proceso
independiente y la extensién del codigo, de modo que sean comparables entre si. Observe que, en esta com-
paracion, las fuentes son construidas manualmente, asi que se tiene completo conocimiento de la distribucién
de la extension de la fuente. Por lo tanto, se descarta el exceso de B-bits debido al desconocimiento de la
distribucion de la fuente (Divergencia Kullback Leibler), es decir, la longitud promedio de la palabra codigo
del codigo de Huffman de la extension de la fuente esta a lo sumo a un S-bit del minimo teoérico 6ptimo, la
entropia de Shannon de la extensiéon de la fuente.

Ahora bien, una vez sabiendo como definir las fuentes de manera comparable, lo que resta es definir el
procedimiento mediante el cual las tres codificaciones se van a comparar: la extension del codigo 6ptimo, la
codificacién optima de la extension de la fuente sin memoria y la codificacion 6ptima de la extension de la
fuente con memoria (memoria de tamano uno). Lo que se hara es comparar como cambia la longitud promedio
de la palabra coédigo de cada una de las codificaciones, al variar el tamano del bloque.

De manera general, el proceso que se llevara a cabo es el siguiente:
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1. Fijar algunos valores de las probabilidades condicionales, P(A|B) y P(B|A).
2. Calcular las cantidades P(A), P(B), P(A|A) y P(B|B), como:
= P(A) = P(A|B)/ [P(A|B) + P(B|A)].

= P(B)=1—-P(A)=P(B|A)/[P(A|B) + P (BJA)].

P(A|A) = 1 — P(BJA).

P(B|B) =1- P(4|B).
3. Computar la extension de alfabeto A de las fuentes, A*, para k = 1,2,...,10.

4. Calcular las funciones de masa de probabilidad conjunta para los simbolos de la extension del alfabeto
como:

a) Fuente sin memoria (Proceso independiente):

P (z1x9...2y) = P(xp) P(xp-1)... P (x3) P(x2) P (21).

b) Fuente con memoria de tamafo uno (Cadena de Markov):

P (Il$2 . l’n) =P (SCn|I’n_1) P (xn—1|$n—2) .. P ($3‘$2) P (502|’I1) P (1’1) .

5. Codificar la k-ésima extension de las fuentes, mediante la codificaciéon de Huffman, para k£ = 1,2,...,10.

6. Calcular la longitud promedio de la palabra cédigo como:

Z [P(x122 ... xk) - lhuttnan (T122 . .. )],

X1T2...Tk

donde lhysfman (Z1272 . .. 1) denota la longitud de la palabra codigo asignada al bloque 125 ... 2 en el
codigo de Huffman de la extension de la fuente.

7. Graficar la longitud promedio de la palabra codigo de la codificacion de Huffman de la k-ésima extension
de la fuente, para ambas fuentes, y la k-ésima extension del coédigo de Huffman para el alfabeto A, para
cada uno de los tamanos de los bloques de la extensién: £k =1,2,...,10.

8. Graficar la tasa de cambio de la longitud promedio de la palabra cddigo, respecto al tamano del bloque,
entre la 10-ésima y 9-ésima extension de las fuente, para ambas fuentes (con memoria y sin memoria),
para distintos valores de las probabilidades, P(A|B), P(B|A) y P(A).

Observe que, aqui se lleva a cabo la comparacion para un alfabeto A de tamano o = 2. Este es el caso
mas simple en el que se puede identificar en qué casos la codificacién o6ptima de la extension de una fuente
(con memoria o sin memoria) se desempena mejor que la extension del codigo 6ptimo. Si bien, no se puede
garantizar que las conclusiones que se obtienen del analisis a continuacién se extienden a cualquier alfabeto
de tamano «, si que se puede generalizar el analisis a cualquier alfabeto, particularmente, se puede generalizar
la tasa de cambio de entropia y este concepto se puede visualizar de la misma manera como a continuacion.
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3.4.1. Tasa de cambio de la entropia

A continuacion, se presenta la comparacion entre la extension del codigo y la extension de la fuente (con
memoria y sin memoria), mediante el proceso que se describi6 antes,

La linea so6lida verde, representa, en cada Figura, la longitud de cada bloque mediante su codificacién por
medio de la extension del codigo. Las lineas s6lidas de color azul y naranja representan la longitud promedio
del bloque en la fuente extendida, para la fuente sin memoria y con memoria de tamano uno, respectivamente.

En cada una de las Figuras [3.2] B3] [3:4] y se grafica la entropia de Shannon para la extensién de la
fuente como una linea punteada con su respectivo color. Puede observar que en todos los casos la linea pun-
teada se encuentra debajo de la linea sblida, que representa la longitud promedio de la palabra cédigo de la
codificacion de Huffman de la extension de la fuente. Sin embargo, también se observa que ambas curvas del
mismo color (sdlida y punteada) aparecen muy cercanas entre si, lo cual sugiere que la longitud promedio de
la codificacién de Huffman es una buena aproximacion de la entropia de la fuente. Lo cual es de esperarse
ya que no existe exceso de S-bits debido al desconocimiento de la distribucion de la extension de la fuente,
pues las fuentes se definieron de manera artificial: solo existe exceso de -bits debido a la implementacion del
codigo (un exceso de a lo sumo un 5-bit). Sin embargo, precisamente, este exceso de 8-bits decrece conforme
la longitud de la extension de la fuente se hace mas grande. Asi, se ve que si al principio existia una diferencia
entre las curvas solidas y punteadas del mismo color, al final, la diferencia tiende a desaparecer, pues se
elimina el exceso de [-bits debido a la implementacion del cédigo, al extender la fuente para bloques cada
vez mas grandes.

De ahora en adelante, se denota como S, la aproximacién de la entropia de Shannon, por medio de la
longitud promedio de la palabra codigo de la codificacion de Huffman de la fuente extendida de bloques de
longitud m, entonces se tiene que

AS,, S —

m—1
= = —_— — = -1
Am m—(m—1) Sm = Sm-1 = ASm (3.16)

es una aproximaciéon de la tasa de cambio de la entropia con respecto al cambio en una unidad del tamano
del bloque, m. |11]

En las Figuras [3.0] y [3.7] se puede ver que el limite de la tasa de cambio de la longitud promedio opti-
ma, AS,, es uno. Es decir, que para una fuente sin memoria y una fuente con memoria de tamafnio uno, el
cambio en la longitud promedio de la palabra cédigo entre dos extensiones de las fuentes consecutivas nunca
es mayor que uno, para cualquier distribucion de las fuentes.

En la Figura [3.6] se puede comprobar algo que ya se podia notar en las Figuras [3.2] B3] B4 y -5 que
era que la linea que correspondia a la extensién de la fuente sin memoria era una linea recta, con una tasa

de cambio de la entropia, AS,,, siempre menor o igual que la del codigo extension. Aqui podemos notar que
asi es, y que en el peor de los casos, cuando los simbolos son equiprobables, ambas lineas tienen la misma
pendiente, i.e son iguales.

En la Figura la linea P(A|B) = P(B|A) corresponde al caso de equiprobabilidad para la fuente sin
memoria, ya que, sobre esa linea, P(4) = P(B) = 0,5: P(A|B) = P (B|A), sobre esta linea sucede lo
siguiente:
P(A|B) P(AlB) 1
P A — = = —. 3.17
(4) P(A|B)+ P(B|A) 2P(A|B) 2 (8:17)
Mientras que, la linea P(A|B) = 1—P(BJ|A) corresponde al caso de independencia para la fuente con memoria,
es decir, es la misma fuente sin memoria, ya que, sobre esa linea, P(A) = P(A|B) y P(B) = P(B|A):
P(A|B) P(A|B) _ P(AlB)

P = peam) + pB1A) ~ - @A+ PEA) 1 LA (319
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También se cumple que P(B) = P(B|A), en este caso.

Observe que es posible identificar las tasas de cambio exhibidas en las Figuras y en las
Figuras v mediante los valores de las probabilidades condicionales, P (A|B) y P (B|A) (y las pro-
babilidades marginales P(A)). De hecho, en las Figura [3.6|y puede identificar todas las tasas de cambio
que caracterizan todas las graficas posibles del tipo [3.2] que se pueden lograr. Con esto, usted puede hacerse
una idea de como se comparan las tasas de cambio para la fuente sin memoria y la fuente con memoria de
tamano uno.

A continuacion, se generalizan algunas observaciones: de manera general, la tasa de cambio de la entropia de
la fuente con memoria, cuando se tiene completo conocimiento, es maxima si no se tienen correlaciones. En la
figura [3.3] la entropia de la fuente con memoria es exactamente igual a la entropia de la fuente sin memoria.
[11]. Y de manera general, la tasa de cambio de la entropia siempre es no negativa [11]:

AS,, > 0.

Tal como se observa en las Figuras y para este caso particular. Se observa que, en general, la extension
de la fuente se desempena mejor que la extension del cdédigo para codificar bloques de simbolos, debido a que
la tasa de cambio de la entropia de la extension de una fuente siempre es menor que la tasa de cambio de la
extension del codigo, siempre y cuando se tiene completo conocimiento de la distribuciéon de la fuente. Sin
embargo, en el caso de la fuente sin memoria, cuando todos los simbolos son equiprobables, es mejor 6épcion
emplear la extension del coédigo que la extension de la fuente, ya que generalmente la extension de la fuente
es mas costosa.

Ahora bien, observe que si se tiene conocimiento completo de la funcion de masa de probabilidad de la
fuente, entonces el procedimiento [I] se puede generalizar para cualquier alfabeto A, de tamano « arbitrario,
para determinar cuédndo la extension del codigo se desempena mejor que la extension de la fuente, o incluso
para comparar entre si la extensién de dos fuentes, mediante el concepto de tasa de cambio de la entropia,
ASp,.
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Figura 3.2: P (A) = 0,5, P (B) = 0,5, P (A|A) = 0,05, P (B|A) = 0,95, P (A|B) = 0,95, P (B|B) = 0,05
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Figura 3.3: P (A) = 0,7, P (B) = 0,3, P(A|A) = 0,7, P(B|A) = 0,3, P (A|B) = 0,7, P(B|B) = 0,3
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Figura 3.4: P (A) = 0,329, P (B) = 0,671, P (A|A) = 0,001, P (B|A) = 0,99, P (A|B) = 0,49, P (B|B) = 0,51
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Figura 3.5: P (A) = 0,708, P (B) = 0,292, P (A|A) = 0,65, P (B|A) = 0,35, P (A|B) = 0,85, P (B|B) = 0,15
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Figura 3.6: Grafica de la diferencia ASy = Sg— Sg, aproximacion de la tasa de cambio de la longitud promedio
Optima, para la extension de una fuente sin memoria (proceso independiente) de un alfabeto de dos simbolos
A = {A,B}, para distintos valores de la probabilidad marginal, P (A). En esta Figura se consideran todas
las distribuciones de la extension de la fuente posibles, ya que solo con variar el parametro P(A), sobre todo
su dominio, se estan considerando todas las distribuciones de probabilidad conjunta de las extensiones de la
fuente, pues estas solo dependen de las probabilidades marginales, P(A) y P(B).
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Figura 3.7: Gréfica de la diferencia ASg = Sg— Sg, aproximacién de la tasa de cambio de la longitud promedio
Optima, para la extension de una fuente con memoria de tamafio uno (cadena de Markov) de un alfabeto de
dos simbolos A = {A,B}, para distintos valores de las probabilidades condicionales, P (A|B) y P (B|A). Esta
vez, para considerar todas las distribuciones de la extensiones de la fuente posibles es necesario variar los dos
parametros P(A|B) y P(B|A) en todo su dominio. Los valores de la tasa de cambio de la longitud promedio
optima se visualizan por medio del mapa de color: color més rojos representan valores de la tasa de cambio
maés cercano a cero y el color mas azul representa valores de la tasa de cambio méas cercanas a uno.
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Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo se presentan algunas aplicaciones de la compresion de cadenas al aprendizaje automético
de maquina. Para esto, se presenta un nuevo algoritmo de codificacién, el cual emplea una aproximacion
distinta a la de los algoritmos que se han presentado hasta ahora, para comprimir toda cadena de simbolos.
Luego, se definen algunas medidas de similaridad entre cadenas de simbolos, en base a algunas medidas de
informacion, que estan bien definidas en términos de los tamanos de las cadenas comprimidas. Finalmente se
ilustra la utilidad de estas medidas de compresién en el aprendizaje automatico, generando un Agrupamiento
Jerarquico del lenguaje natural. Los resultados finales son comparados con los de sus articulo originales y con
los de algunas referencias que utilizaron métodos mas tradicionales para resolver el problema de clasificacion.

4.1. Codificacidon de diccionario

La codificacién de diccionario consiste en construir un diccionario de patrones, almacenando cada patréon
junto con una direcciéon de referencia: un mapeo que asigna desde el espacio de bloques de caracteres de cierta
longitud (que son llamados patrones) a un espacio de codigos (que son llamados referencias). A este mapeo
se le denomina diccionario, y constituye un tipo de codificacion en si. Se codifica una cadena reemplazando
todas las repeticiones de un patrén por su respectiva referencia en el diccionario. De esta manera, el codigo
consiste en un conjunto de referencias concatenadas, cada una de las cuales direccionan a un patrén en
especifico. Para decodificar una cadena codificada por diccionario, se reemplaza de vuelta la referencia por
su respectivo patrén de entrada en el diccionario.

4.1.1. Codificaciéon de diccionario estatico

Un diccionario puede ser estético, es decir, predefinido y fijo. Este tipo de diccionario comtunmente
implementa estandares. Un ejemplo de esto son las codificaciones ASCII (o UNICODE), que codifican cada
simbolo del teclado como una combinacién diferente de un ntmero fijo bits: cada vez que se presiona una
tecla el caracter de la tecla es almacenado en memoria en un segmento de longitud fija de bits.

4.1.2. Codificaciéon de diccionario semi-adaptativo

Un diccionario también puede ser semi-adaptativo, es decir, hecho a mano, especificamente. para la
cadena que se codifica. Para eso, primero se procesa la cadena para extraer los patrones y construir el
diccionario. Luego, se procesa la cadena para codificarla. No obstante, para decodificar la cadena es necesario
el diccionario con el cual se codificod, por lo que, ademas del codigo, también se debe transmitir el diccionario.
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4.1.3. Codificaciéon de diccionario adaptativo

Un diccionario adaptativo se construye al tiempo que se codifica una cadena. Como tal, es tnico para
cada cadena, sin embargo, no es necesario trasmitirlo junto con el coédigo para su decodificacion, ya que
se construye con un algoritmo que se aplica sobre la cadena, de modo que el diccionario estd implicito
en la propia cadena. De esta manera, el decodificador, que consiste en un algoritmo que aplica la funcion
inversa al codificador, operando apropiadamente sobre el codigo, puede deshacer la codificacién para obtener
nuevamente la cadena original, sin necesidad de un diccionario explicito, utilizando solo la cadena de simbolos
del codigo.

4.2. Codificacion por bloques

Una codificacion del alfabeto A posibilita la codificacion de palabras, como una codificacién de bloques
de simbolos del alfabeto A. En una codificaciéon por bloques se divide una cadena de simbolos del alfabeto A
en bloques de una longitud dada, que pueden llegar a sobrelaparse, y en donde a cada uno, dependiendo de
la codificacion del alfabeto, le corresponde un bloque de simbolos del alfabeto BB, compuesto por la concate-

nacién de las palabras codigo de los simbolos que componen el bloque.

La codificacion por bloques puede formularse como un conjunto de pares (X;,Y;) con i =1,2,..., M, donde
= X; es una secuencia de simbolos del alfabeto A (palabra).
= Y; es una secuencia de simbolos del alfabeto B (palabra codificada).

En realidad, la codificacion por bloques consiste en considerar cada bloque como un simbolo. Luego, cada blo-
que se reemplaza por su respectivo codigo. Existen diferentes tipos de codificacion por bloques, dependiendo
del tamano de los bloques:

1. Codigo bloque-a-bloque: este tipo de coddigo asigna a bloques de simbolos del mensaje, del mismo
tamano, palabras cédigo del mismo tamano.

2. Coédigo bloque-a-variable: este tipo de cédigo asigna a bloques de simbolos del mensaje, del mismo
tamano, palabras cédigo de tamanos distintos.

3. Coédigo variable-a-bloque: este tipo de codigo asigna a bloques de simbolos del mensaje, de diferente
tamano, palabras cdédigo del mismo tamano.

4.2.1. Codificacion bloque-a-bloque

En la codificacion blogque-a-bloque, la longitud de los bloques es fija tanto en el alfabeto A como en el
alfabeto B.

Codificaciéon del alfabeto:
(000, AA) (111, TT) (001, GG) (011,U0U) (100, AT) (110, AG)

Ejemplo de la codificacién por bloques:

000111001011100110 =[000] , , [111].,.[001] ,, [011], [100], (110},
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4.2.2. Codificacion bloque-a-variable

En la codificacion bloque-a-variable la longitud de los bloques sobre el alfabeto A permanece fija, mien-
tras que la longitud de los bloques sobre el alfabeto B puede variar.

Codificacion del alfabeto:
(000, A) (111,7) (001, G) (011,U) (100, AA) (110, 7TT)

Ejemplo de la codificacion por bloques:

000111001011100110 =[000] , [111],,[001] , [011] [100] , ,[110],.,

4.2.3. Codificaciéon variable-a-bloque

En este caso, la longitud de los bloques pueden ser variables sobre el alfabeto A, mientras que permane-
cen fijos sobre el alfabeto B.

Codificaciéon del alfabeto:
(00011, AA) (1, TT) (001, GG) (011100,UU) (110, AT)

Ejemplo de la codificacién por bloques:

000111001011100110 = [00011] , , [1],.,. [001] .., [011100],,,,[110] ,..

4.2.4. Codificacion variable-a-variable

En la codificacion variable-a-variable la longitud de los bloques pueden ser variables en el alfabeto A
y también pueden ser variables en el alfabeto B. Una codificacion variable-a-variable se puede implementar
como la combinacién de una codificacién variable-a-blogue y luego bloque-a-variable.
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4.3. Algoritmo de codificacion LZ77

El algoritmo de codificacién LZ77 es un algoritmo de codificacién sin perdida variable-a-bloque formu-
lado originalmente por los autores Abraham Lempel y Jacob Ziv en su articulo A universal algorithm for
sequential data compression, |25], en 1977. En esta seccion se definen la funcionalidad del algoritmo y se
presenta un ejemplo de codificacion y decodificacion.

El algoritmo de codificacion LZ77 es un algoritmo de compresion sin perdida variable-to-block. Para la
codificaciéon de cadenas el algoritmo LZ77 emplea una codificacion de diccionario adaptativo.

4.3.1. Algoritmo de compresiéon universal

El algoritmo de codificacion LZ77 lleva a cabo un procesamiento de una cadena de caracteres para ex-
traer de ello las correlaciones entre simbolos. De esta manera es que el algoritmo de codificacion LZ77 logra
comprimir una cadena. En el articulo [19], se demuestra que, al menos para cadenas de Markov ocultas, si la
cadena generada por uno de esos procesos, entonces el tamano de la cadena comprimida es con alta proba-
bilidad cercana a la entropia del proceso y la probabilidad puede hacerse arbitrariamente mas grande para
distancias aiin mas cercanas, aumentando el tamano de la cadena. Esta propiedad, es la que lo autores del
articulo [19] denominan buena compresion. En ese sentido, se ha demostrado que el algoritmo de codificaciéon
LZ77 es un buen compresor.

El algoritmo de codificacion LZ77 es reconocido como un algoritmo de compresion universal, |25|, debido
a que no requiere la distribucién de la fuente de simbolos para el mensaje que esté codificando. Una de las
razones que explican que esto tenga sentido es que al procesar la cadena de simbolos del mensaje, el algoritmo
observa la distribuciéon de la fuente y sus correlaciones. Al realizar la observacion disminuye la divergencia
Kullback-Leibler respecto a la verdadera distribuciéon de la fuente y mientras mas precisa se realice la obser-
vacion, més se reduce la divergencia Kullback-Leibler. Es asi que el algoritmo de codificacion LZ77 maximiza
esta divergencia al procesar la cadena de simbolos.

4.3.2. Extensién reproducible de una cadena

La extension reproducible de una cadena S en la posiciéon j es la subcadena mas larga que empieza en
la posicion j + 1 y que ocurre antes de la posiciéon j, en S. Por ejemplo, si tomamos j = 10, para la cadena:

abbcababcecabbac,
entonces la extension reproducible seria abb, de longitud 3, comenzando en la posicion 1, como:
abbcababecabbac.

Observe que, la extension reproducible siempre tiene longitud menor que la longitud de S menos j: £(S) — 7,
ya que ninguna cadena que empiece en la posicién j + 1 puede ser mas larga que eso. Ademas, observe que
la extension reproducible puede describirse como el par: posicion déonde comienza y longitud.

No obstante, note que el computo de la extensién reproducible es perfectamente programable: sabemos que
a lo sumo es necesario procesar £(S) — j simbolos de la cadena S, para cada una de las j primeras posiciones
de la cadena, por definicion: un total de (£(S) — j) x j simbolos tienen que ser revisados, en el peor de los
casos, antes de terminar el computo. El algoritmo [§] en el Apéndice [B] ilustra el procedimiento més directo
para encontrar la extension producible de una cadena S, dado un entero j, j < £(95).

En resumen, la extension reproducible puede codificarse como un par de nimeros enteros que referencian

la posicion y el tamano de la extension reproducible. Lo anterior constituye una codificacién de diccionario
adaptativo, donde cada cadena puede expresarse como la posicion y la longitud de su extensién reproducible.
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4.3.3. Ventana movil de codificacion

Habiendo entendido lo qué es y como se codifica la extension reproducible para cualquier cadena S y
posicion j, es posible entender en qué consiste la codificacion LZ77: basicamente, emplea una ventana maévil
de tamano fijo, n, la cual se divide en dos partes: bifer diccionario y el bufer extension. El bifer diccionario
contiene aquella porciéon de la cadena, dentro de la ventana, que ya ha sido procesada por el algoritmo,
mientras que el bufer extension contiene la otra porciéon de la cadena atn sin codificar. Observe la figura
El algoritmo LZ77 codifica la extension reproducible de la subcadena que empieza en la posicién uno

Ventana mévil

00000000000|{0001010210{210212021021200...
—_

bafer dicc. bifer ext.

Figura 4.1: Ventana movil de tamano fijo y los buferes de diccionario y extension, como se defini6 en [24]

del bufer extension, respecto a la subcadena del bufer diccionario. Es decir, aplica la funcion de extension
reproducible sobre la cadena que esta dentro de la ventana en ese momento, para j igual al tamafo del bufer
diccionario. De lo anterior, se obtiene la codificacién de la extensiéon reproducible del bufer extension, respec-
to a los patrones del bufer diccionario. Luego, se desplaza la posicién de la ventana extension reproducible
simbolos a la derecha y repite el mismo proceso mientras que el tamano del bifer extensioén sea mayor que cero.

El algoritmo LZ77 genera una palabra cddigo, en cada iteracion, en la forma de una terna: longitud, posicion
y siguiente simbolo despues de la extension reproducible. Las dos primeras entradas de la terna codifican la
extension reproducible. Mientras que, el simbolo despues de la extensién reproducible almacena el estado de
la ventana (del bufer de extension) en el momento especifico en el que se llevo a cabo la codificacion. Esto
iltimo permite al decodificador reconstruir el estado de la ventana en cada iteracién de la codificacion: al
reconstruir la ventana en cada iteracion, se recupera la cadena total. Observe la figura [£.2]

while (lookAheadBuffer not empty) {
get a reference (position, length) to longest match;
if (length > 0) {
output (position, length, next symbol);
shift the window length+l positions along;
} else {
output (0, 0, first symbol in the lookahead buffer);
shift the window 1 character along;

Figura 4.2: Idea bésica de la codificacion LZ77 presentada en [24]

La principal dificultad del algoritmo radica en gestionar apropiadamente el desplazamiento de la ventana.
Para esto es necesario tener en cuenta el tamano, n, de la ventana, asi como el tamafno del bufer exten-
sion, Ls. Pero ademas debemos conocer la posicion de la ventana en cada iteracion: para esto, consideramos
la posicion de la ventana como el limite derecho y lo denotamos win_pos. Note que, en todo momento
la ventana se encuentra a la izquierda de win_pos, lo cual es conveniente ya que éste alcanzara el dltimo
caracter de la cadena antes de que lo haga la ventana, lo cual permitira definir el criterio de parada para LZ77.

Los detalles técnicos de como se desplaza la ventana puede consultarlos en el algoritmo [9} Apéndice
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4.3.4. Ejemplo de codificacion LZ77

El ejemplo que se presenta a continuacion es el ejemplo original que Abraham Lempel y Jacob Ziv uti-
lizaron en su articulo [25] para presentar por primera vez el funcionamiento de su algoritmo de codificacion.

Dados los siguiente valores de entrada:

S =001010210210212021021200...

n =18
L;=9
Llamamos la rutina (S, n, Ls) para los valores anteriores: en las lineas uno y dos del algoritmo |§| se

definen y ;

By =[000000000]
1

S[1: Lg] = |001010210|210212021021200...

En la linea tres del algoritmo |§| se lleva a cabo el comando

By =[000000000001010210 | 210212021021200...

En la linea seis del algoritmo |§| se lleva a cabo el comando (B1, n— Lyg): la extension
reproducible es 00, de longitud ¢ = 2, empezando en la posicion p = 9, por lo cual, en la linea quince,
. A continuacién, se retorna la terna

Aqui comienza una nueva iteraciéon de (S, n, Ly):

By = 000‘ 000000001010210210 ‘ 212021021200...

Linea 6: (Ba, n— Ly) ,
Linea 14: ,

Linea 15: Se retorna la terna .

Aqui comienza una nueva iteraciéon de (S, n, Ly):

B3 = 0000000‘ 000010102102102120 | 21021200...

Linea 6: (B3, n— Ly) ,
Linea 14: ,

Linea 15: Se retorna la terna .

Aqui comienza una nueva iteraciéon de (S, n, Ly):

By = 000000000001010‘ 210210212021021200 | ...

Linea 6: (Byy,n— Ly) ,
Linea 14: ,
Linea 15: Se retorna la terna

Cuando queremos codificar cada terna en algin alfabeto de « simbolos, el niimero total de a-bits necesarios
para codificar cada terna es
L. = [loga(n — Lg)] + [loga(Ls)] + 1,

[loge(n — Ls)] para codificar la posicion; [logs(Ls)] para codificar la longitud y 1 para codificar el simbolo
siguiente de la extension reproducible. Con esta codificacién todos las palabras codigo tienen la misma
longitud y sabemos exactamente cuantas posiciones de la cadena codificada representan una palabra cédigo:
cada L. simbolos de la cadena codificada son una palabra codigo. Observe el algoritmo [I1} Apéndice
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4.3.5. Ejemplo de decodificacion LZ77

Continuando con el ejemplo anterior: el proceso de decodificacién comienza con un bifer diccionario,
de tamano n — Ly = 9, con una configuracion por defecto de ceros en todas sus entradas, al igual que en
el ejemplo de codificacién. Durante este ejemplo nos saltamos las lineas 6, 7 y 8 del algoritmo 11} Apéndice [B]

Dadas la siguientes palabras cédigo:

C, =

Csy =

Cs =

Cy=
El decodificador recuperaré la cadena reconstruyendo el contenido del bufer extensiéon con base en el diccio-
nario, representado por el bufer diccionario, que se tenia en el instante 7 en el que se gener6 la palabra cédigo
C;. La palabra codigo indicaré la direccion en el diccionario y también los parametros que permitiran revertir

la extension reproducible, para extender el bufer extensién. No obstante, como el diccionario es la propia ca-
dena, conforme vayamos decodificando una palabra c6digo se ira construyendo el diccionario para la siguiente.

En un primer instante de la decodificacion, se tiene el bufer diccionario con el cual se codifico la prime-
ra palabra codigo, C7 = , el padding de ceros:

B; ={ 000000000 |

Luego, la terna nos dice que debemos ir a la direccion 9 del bufer diccionario, donde hay un 0, y leer
dos posiciones a la derecha, que seria lo mismo que leer 00, ya que lo que esté en la posicién 9 también esta
en la posicion j+ 1 = 10, en este caso: lo anterior es la extension reproducible. Ahora, a la cadena que hemos
leido, agregar un 1 despues (al final), el resultado es la cadena decodificada: 001.

By = 000000000 |

(diccionario posicion: (2. (0). 1)) By =| 0000000000 |
(leemos ((2) ) By =] 00000000000 |

(agregamos @)  Bi =] 000000000001 \

Por ultimo, desplazamos la ventana el nimero de simbolos que hallamos extendido el bufer extension, para
obtener el nuevo bufer diccionario con el que se codifico la siguiente palabra codigo.
En la siguiente iteracion, repetimos el mismo proceso, esta vez para Cy = , con el nuevo diccionario:

By = 000 000000001 _ \

(diccionario posicion: (3, (8), 2)) By = 000/ 0000000010 ‘,

(leemos ((3) ) By =000 000000001010 |
(agregamos ®)) By = 000‘ 0000000010102 ‘,

En la siguiente iteracién, tenemos C3 = , con un nuevo diccionario:

B3 = 0000000 000010102 _ ‘»

(leemos ((7) ) Bs=0000000] 0000101021021021 |,

|

(diccionario posicion: (7. (7). 2)) Bz = 0000000 0000101021 |
|
|

(agregamos ®)) B3 = 0000000 00001010210210212 ‘,
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En la dltima iteracién que veremos, tenemos Cy = , con un nuevo diccionario:

B4 = 000000000001010, 210210212_

(leemos ((3) ) B4 = 000000000001010| 21021021202102120

)

(diccionario posicion: 3, 0)) By = 000000000001010‘ 2102102120 ‘,
(agregamos 0)) By = 000000000001010‘ 210210212021021200 ‘,

Asi que, el resultado del proceso de codificacion, hasta ahora, es la cadena:
£6606660606001010210210212021021200

Por ultimo, removemos el padding con el que llenamos el primer bufer diccionario, esto es: los primeros
n — Ly =9 ceros de la cadena. Asi nos queda la cadena:

Para conocer los detalles mas técnicos del proceso de decodificacion observe el algoritmo [IT} Apéndice
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4.4. Arboles filogenéticos del lenguaje natural

Los lenguajes humanos pueden pensarse, naturalmente, como fuentes de informacién: méas alla del al-
fabeto con el que se realiza la escritura de un idioma, en los textos escritos se pueden identificar ciertas
regularidades (o estructuras) que caracterizan cada lenguaje, bien sea graméatica o seméantica, o cualquier
otro mecanismo. Estas regularidades pueden modelarse, hasta cierto punto, mediante su formulacién como
una fuente de simbolos, tal como lo sugieren en la referencia |1]. Es entonces logico pensar que para el estudio
de un idioma también aplican los conceptos de teoria de la informacion, vistos en las secciones 2 y 3. Uno
podria preguntarse qué lenguajes son mas parecidos entre si, y la pregunta seria equivalente a comparar dos
fuentes de simbolos. Tales preguntas pueden entonces ser respondidas mediante el formalismo de la teoria de
la informacién. Para esto, se puede aplicar la teoria de la compresion de cadenas a la aproximacion de algunas
de las medidas de informacién vistas anteriormente. Més atn, mediante esta aproximacion el proceso para
determinar qué lenguajes son mas parecidos entre si se puede automatizar, para construir arboles filogenéticos
del lenguaje, por ejemplo.

En esta seccion, se presenta una aplicacién bien conocida de la compresion de cadenas al aprendizaje automé-
tico de maquina no supervisado. Los resultados presentados al final de esta seccion sugieren que los métodos
de aprendizaje automético explicados aqui pueden servir para construir arboles filogenéticos del lenguaje
natural, un problema fundamental en lingiiistica y antropologia, tal como lo mencionan en la referencia |6],
el cual tradicionalmente es resuelto mediante métodos exhaustivos y costosos, dificilmente automatizables.

4.4.1. Meétodos discriminantes (estadisticos)

Los métodos discriminatorios son definidos en la referencia [10] como procesos de analisis de datos ex-
ploratorios, usados comunmente para investigar/ratificar diferencias entre objetos representados dentro de
una muestra. Lo que se busca es describir graficamente o algebraicamente las diferencias entre objetos de
distintas poblaciones muestreadas, caracterizadas por distintos pardmetros poblacionales.

En la referencia [10], cominmente, se hace distincion entre las siguientes dos aproximaciones para llevar
a cabo el analisis discriminatorio dentro de un conjunto de datos:

1. Clasificaciéon: La clasificacion es un proceso de discriminaciéon no exploratorio. En la clasificacion, se
fija el namero de grupos (o poblaciones muestreadas) y las reglas, de antemano, para clasificar nuevos
objetos en cada grupo. El problema de la clasificacién consiste en derivar una regla de clasificacion
Optima para asignar nuevos objetos a cada grupo, de modo que se minimice el costo total (promedio)
de cometer un error de clasificacion.

2. Agrupamiento: El agrupamiento es un proceso de discriminacién exploratorio. En el agrupamiento, no
se asumen suposiciones acerca de los grupos (o poblaciones muestreadas). El agrupamiento consiste en
agrupar en un mismo grupo los datos més parecidos entre si. Dependiendo de la medida de similaridad
empleada, se pueden formar diferentes grupos, previamente no conocidos. El problema del agrupamiento
consiste en definir una medida de similitud/diferencia para agrupar o desagrupar observaciones.

4.4.2. Clasificacion

A continuacion, se explica el objetivo fundamental de la clasificacion y las ideas de su implementacion:

Objetivo: el objetivo de la clasificacion es separar datos y posicionarlos en grupos diferentes, previamente
definidos.

Métodologia:
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1. Se usan reglas extraidas a partir de datos de aprendizaje (o de entrenamiento): se examinan observa-
ciones, cuya poblacién es conocida y se estudian sus diferencias.

2. Se definen regiones de clasificacion como aquellas que minimizan el costo total (promedio) de clasificar
errOneamente.

3. En base a las reglas extraidas o las regiones de clasificacion especificadas, se clasifica tal que si una
nueva observacion cae dentro de una region especifica, entonces se clasifica como de la clase a la cual
dicha regién corresponde.

La idea es: si es muy improbable que una instancia dada de los datos pertenezca a una poblaciéon, dadas las
caracteristicas observadas de la misma, entonces ésta no deberia ser clasificada como parte de esa poblacion.

La clasificacion puede llegar a ser bastante buena y tiene la ventaja de ser conceptualmente intuitiva. Ademas,
los métodos que la implementan suelen ser faciles de programar. Sin embargo, la clasificacion depende de que
se conozcan las distribuciones de cada una de las poblaciones que se clasifican, los parametros poblacionales
que caracterizan cada poblacion, asi como los costos de clasificar errébneamente y las distribuciones a priori
de cada poblacion (necesario para calcular el costo total -promedio- de clasificar erroneamente).

4.4.3. Agrupamiento

A continuacion, se explica el objetivo fundamental del agrupamiento y las ideas de su implementacion:
Objetivo: el objetivo del agrupamiento es encontrar grupos (o clusters) razonablemente buenos, en el sentido
en que los elementos de cada grupo son lo més similares posible entre si, sin necesidad de considerar todas

las combinaciones posibles de grupos que se pueden formar con las instancias del conjunto de datos.

Métodologia:
1. Clustering jerarquico: el clustering jerdrquico consiste en iniciar con un tnico cluster/grupo (o con

tantos grupos como instancias de datos) y realizar sucesivas uniones (o divisiones) entre los datos o
clusters méas cercanos entre si, hasta que ya no sea posible unir (o dividir) méas clusters.

2. Clustering no jerarquico: el clustering no jerdrquico se diferencia del clustering jerarquico en cuanto
no realiza divisiones o uniones sucesivas. El clustering no jerarquico se utiliza cominmente para agrupar
datos més que para agrupar variables. Su implementacién es menos costosa computacionalmente, que
la mayoria de los métodos de clustering jerarquico.

Quizés, el método de clustering no jerdrquico mas conocido sea k-means, el cual se explica a conti-
nuacién para ilustrar la idea del clustering no jerarquico:

a) Fijar k centroides iniciales.

b) Uno por uno, asignar cada instancia del conjunto de datos al grupo que corresponde al centroide
mas cercano.

¢) Recalcular el centroide como el nuevo centro de masa del grupo.
d) Repetir el procedimiento anterior hasta que no haya cambios en los grupos.
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Dadas las entradas que se tienen, la clase de datos con el que se trabajara, el tipo de método discriminante
que interesara a este escrito es el clustering jerarquico, el cual se explica con méas detalle a continuacion.

4.4.4. Clustering jerarquico

Un clustering jerarquico es un tipo particular de clustering que no necesita que se especifique el nimero
de clusters necesarios para poder realizar el agrupamiento: basta con asignar una medida de similaridad, en
base a la cual comparar las observaciones. A continuacion, se realiza el clustering jerarquico utilizando como
medida de similaridad una aproximacion de la entropia relativa (Divergencia Kullback-Leibler). Luego se re-
pite el proceso para una medida de similitud diferente, la distancia de compresion normalizada, y se comparan.

Existen dos aproximaciones para construir un clustering jerarquico:

1. Divisiva: Este es un enfoque de arriba hacia abajo: todas las observaciones comienzan en un grupo y
las divisiones se realizan de forma recursiva a medida que se desciende en la jerarquia.

2. Aglomerativa: Este es un enfoque de abajo hacia arriba: cada observacion comienza en su propio grupo,
y los pares de grupos se fusionan a medida que uno asciende en la jerarquia.

Para la construccion de arboles filogenéticos comunmente se emplea un tipo particular de algoritmo aglome-
rativo: Unweighted pair group method with arithmetic mean, el cual consiste en lo siguiente;

1. Construir una matriz de distancias entre todos los lenguajes.

2. Identificar las filas y columnas de la matriz de las entradas con la distancia minima: estos constutiyen
un nuevo cluster.

3. Se actualiza la matriz: se eliminan las filas y columnas que ya forman parte de algtn cluster, en lugar
de ellas se incluyen los clusters y las distancia a cualquier otra fila o columna seré la distancia promedio
respecto a cada uno de los elementos del cluster.

4. Se repiten los pasos 2 y 3 hasta que en la matriz solo existe un tnico cluster.

El resultado de un agrupamiento (o clustering) jerdrquico es lo que comtinmente se denomina dendograma.
En un dendograma es posible visualizar de manera resumida los momentos en los que suceden las uniones (o
divisiones) de los clusters, durante todo el transcurso de la construccion.

4.4.5. Entropia relativa por compresion

El algoritmo de codificacion LZ77 posibilita diferenciar las reglas (atn sin conocerlas del todo) que
generan algunas secuencias, usando los patrones que puedan presentarse en las propias secuencias para com-
primirlas, |1]. Esto se ejemplifica perfectamente para el caso de textos (secuencias) escritos en algin lenguaje
natural en diferentes idiomas: midiendo la entropia de sus fuentes mediante la compresion de las cadenas se
puede distinguir un lenguaje del otro.

La idea intuitiva de emplear la entropia de las fuentes como métrica de similaridad entre los mensajes
que generan dos fuentes distintas es la siguiente: en este contexto, la entropia relativa se interpreta como
el numero de caracteres desperdiciados para codificar una cadena generada por una fuente B mediante la
codificacion dptima para las cadenas generadas por otra fuente A |1]. No en vano, para aproximar la entropia
se pueden emplear algoritmos de compresion como lo demostraron Lempel y Ziv en [25].
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En este orden de ideas, la entropia relativa por caracter entre las fuentes A y B, Sap, puede aproximar-
se como: A A
Ab — ABp

tal como se defini6 en : Siendo Aap = Layrp — L con Ly lalongitud en bits del archivo comprimido X.

En realidad, es estos casos lo que nos interesara es estimar la entropia relativa entre las dos fuentes por
medio de algoritmos de compresion, que es lo que se describe intuitivamente en el parrafo anterior: ya que la
entropia relativa se puede utilizar como una medida de distancia entre las cadenas generadas por dos fuentes
distintas A y B. Es decir, qué tan bien funcionan las reglas que emplea la fuente A para generar mensajes
propios de la fuente B, lo que nos dird qué tan distintos son los mensajes que genera cada una.

A continuacion, se presenta un procedimiento para hacer un clustering jerarquico del lenguaje natural como
el que se puede ver en la figura[£:3] En este ejemplo, podemos ver como se agrupan algunas lenguas romances,

dendogram
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/
]
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English [UK]
Friulian [Italy]
Italian [Italy]

Hungarian [Hungary]
Breton [France]
Corsican [France]
Portuguese [Portugal]
Galician [Spain]
Asturian [Spain]
Spanish [Spain]
Occitan [France]
Sammarinese [ltaly]
Sardinian [ltaly]

OccitanAuvergnat [France]

Figura 4.3: Clustering jerarquico de lenguajes romances y algunos no romances. La matriz de distancias se
visualiza como un dendograma.

particularmente, cémo se agrupan en clusters diferentes a algunos lenguajes no romances como: OccitanAu-
vergnat|[France|, Breton|[France|, Hungarian[Hungary| o Corsian|France]. También es posible notar la cercania
que existe entre las diferentes lenguas romances.

El procedimiento descrito a continuaciéon estda basado en el que presentaron los autores Dario Bennedetto
et.al en su articulo . A diferencia de ellos, que emplearon la versién comercial del algoritmo GZIP, ins-
tancia del algoritmo Deflate (una combinacion de LZ77 y la codificacion de Huffman), aqui se emplea una
version manual del algoritmo LZ77 programada, desde cero, cien porciento en Python para el paso cinco a
continuacion.
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El procedimiento es el siguiente:

1. Construir una base de datos de la declaracién de los derechos humanos escrita en mas de
treinta idiomas de todo el mundo: el texto de la declaracion de los derechos humanos es escogido
convenientemente, ya que se ha traducido a todos los idiomas del mundo y es facil acceder a este por
medio de la pagina principal de la Organizacion de Naciones Unidas: [16]. El formato original de estos
es el “portable document format (PDF): A.pdf. Observe la figura [1.4]

Altaic Baltic Celtic

Germanic Romance Slavic

Ugrofinnic [ Albanian [Albany] [z Basque [Spain]
[ Breton [France] [ English [UK] [ Hungarian [Hungary]
[ Maltese [Malta)

Figura 4.4: Base de datos de las declaraciones de los derechos humanos en formato PDF

2. Convertimos los archivos PDF al formato de texto .txt: las declaraciones de los derechos
humanos en formato PDF, A.pdf, se convierten al formato TXT, A.txt; es necesario deshacerse del
encabezado y las referencias del formato PDF para lograr acceder a cada caracter del mensaje de
manera individual, en el cuerpo del archivo. Observe la figura [£.5] Para esto, se empled el modulo

Header

Body

'xref' Table

Trailer

Figura 4.5: Visualizacion simplificada de la estructura del formato PDF (en rojo, el mensaje)

slate3k de python, el cual convierte un archivo .pdf al formato .txt convertible a python array.

3. Construimos las secuencias de simbolos extendidas: creamos unos arreglos extendidos que equi-
valen a considerar la secuencia larga de toda la declaraciéon escrita en algin idioma, A.txt -del paso
anterior-, y agregarle al final un trozo del comienzo de la declaracion escrita en otro idioma, B.txt. En
la siguiente secciéon de codigo, las primeras cuatro lineas implementan el paso dos del procedimiento, y
las ultimas cuatro son el paso tres:

with open(file_pdf_A, ’rb’) as f:
file_txt_A = slate.PDF(f)
with open(file_pdf_B, ’rb’) as f:
file_txt_B = slate.PDF(f)

txt_A = str(file_txt_A)
txt_B = str(file_txt_B)
txt_Aa txt_A + txt_A[:m]
txt_Ab txt_A + txt_B[:m]
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4.4. ARBOLES FILOGENETICOS DEL LENGUAJE NATURAL CAPITULO 4. APLICACIONES

4. Convertir todos los arreglos al formato binario: los arreglos de caracteres se convierten al formato
binario, como un arreglo de bytes (bytearray). Cada simbolo se codifica como un paquete de ocho bits
(byte) de acuerdo al estdndar ASCIIL. Se emplea el modulo bitarray de python para convertir cada
caracter a su codificacion binaria ASCIIL.

5. Comprimir los arreglos binarios usando el algoritmo LZ77: pasamos como argumento de entrada
al algoritmo LZ77 las secuencias de bytes del paso cuatro del procedimiento. Asi se obtienen las cadenas
comprimidas y sus longitudes: Lx.

6. Calcular la entropia relativa en términos del tamano de los archivos comprimidos: cons-
truimos la matriz de distancias, midiendo la distancia entre cada par de textos A y B como

Agp— A
Sup = Abw| Bb

tal como se defini6 en [1|: Aap = Latp — La con Lx la longitud en bits del archivo comprimido X.

7. Construir el clustering jerarquico: para esto se emplean las funciones dendrogram y linkage del
modulo scipy.cluster.hierarchy de Python [4], el cual construye un arbol filogenético basado en el
método del Unweighted pair group method with arithmetic mean, descrito en la secciéon anterior.

4.4.5.1. Resultados

En las Figura[d.6] [1.7]y [.8] se observa algunos de los resultados que se obtienen siguiendo el procedimiento
que se acaba de definir. La clasificacion de los lenguajes, que se lee en la descripcion de cada una de las Figuras,
es la misma que la Organizacion de Naciones Unidas da a cada lenguaje en su base de datos [16].
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Figura 4.6: Ejemplo de clustering: 1 texto y 5 lenguajes diferentes; 2 lenguajes romances (Espanol e Italiano),
1 lenguaje baltica (Lituanio), Hangaro e Inglés.
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dendogram

0.06 - |

0.05 -

0.04 -

|

0.03 -

0.02 -

0.01 -

0.00
v = © ¥ = = 2 ) B
=2 ¢ § =2 2 £ § £ =
= =1 3 K wn = =4 - £
= = = ] et [l - = i
@ — = = = S b L [
S G = 2 U = = )

n — = T ] —
- ] = L g = = =
w !-:— M@ o — [1+]
=] = c w = £
o © = P}
] = = G
w = a
=

Figura 4.7: Ejemplo de clustering: 1 texto y 9 lenguajes diferentes; 3 lenguajes germanicos (Afrikaans, Ho-
landés y Alemén), 2 lenguajes romances (Espafiol e Italiano), 1 lenguaje altaico (Turco), 1 lenguaje baltico
(Lituano), 1 lenguaje celta (Escoces Gaélico) e Inglés.
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Figura 4.8: Ejemplo de clustering: 1 texto y 10 lenguajes diferentes; 3 lenguajes germéanicos (Sueco, Holandés
y Alemén), 2 lenguajes romances (Espafiol e Italiano), 2 lenguajes eslavicos, 2 lenguaje altaicos (Turco y
Uzbekistani), 1 lenguaje baltico (Lituano) e Inglés.
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4.4.6. Distancia de compresiéon normalizada

La distancia de compresion normalizada fue definida originalmente por los autores del articulo [3]. En
éste, los autores demostraron que un compresor C es capaz de aproximar una distancia de informacion, que
ellos definen en base a la complejidad de Kolmogorov. Aqui, se emplea el algoritmo de codificacion LZ77.

Definicion 4.4.1 (Distancia de compresion normalizada). Dado un compresor C, se define la Distancia de

compresion normalizada como

C(x+y)-min(C(x),C(y))
max (C(x),C(y)) ’

donde C(x+y) denota el tamano de la compresién de la concatenacién de x y y, C(x) denota el tamano de la
compresion de x y C(y) denota el tamafio de la compresion de y. |3|

NCD(x,y) = (4.2)

La interpretacion de la distancia de compresion normalizada, NCD(x,y), que los autores proponen es la
siguiente: Si C(y) > C(x) , entonces la distancia de compresion normalizada es

C(x+y) — C(x)
c(y) ’
de modo que la distancia NCD(x,y), entre las cadenas de caracteres x y y, es la mejora, debido a la compresién

de y usando a x como una base de datos previamente comprimida, respecto a comprimir a y desde un inicio,
expresado como el radio entre la longitud bit-a-bit de las dos versiones comprimidas.

NCD(x,y) =

Ahora, suponga que se lleva a cabo un procedimiento idéntico al de la secciéon anterior para construir un
clustering jerarquico del lenguaje natural, pero a diferencia de éste, esta vez, en lugar de utilizar la aproxi-
macién de la entropia relativa como métrica en el paso 6, se utiliza la distancia de compresion normalizada:

1. Construir una base de datos de la declaracion de los derechos humanos escrita en méas de treinta idiomas
de todo el mundo.

2. Convertir los archivos PDF al formato de texto .txt.

3. Construir las secuencias de simbolos extendidas.

4. Convertir todos los arreglos al formato binario.

5. Comprimir los arreglos binarios usando el algoritmo LZ77.

6. Calcular la entropia relativa en términos del tamano de los archivos comprimidos: construimos la matriz
de distancias, midiendo la distancia entre cada par de textos A y B como
C(A+B)-min(C(A),C(B))
max (C(A),C(B))

NCD(A, B)) =

tal como se defini6 en [3]: donde C(A+B) denota el tamaifio de la compresion de la concatenacion de A
y B, C(A) denota el tamano de la compresion de A y C(B) denota el tamano de la compresion de B.

7. Construir el clustering jerarquico.

4.4.6.1. Resultados

El resultado de este procedimiento puede verlo en la figura [£.9]
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Para esta ultima Figura, la Figura[1.9] se utilizaron colores para resaltar la cercania entre los lenguajes:
cada uno de los grupos coloreados corresponden a lenguajes de entrada que se encuentran a una cercania me-
nor a un umbral, que por defecto Python.Scipy inicializa en un porcentaje de similitud de 0,7. Es decir, todos
los grupos de colores diferentes se encuentran en un mismo nivel de cercania, los unos de los otros. Entonces,
los distintos colores en el diagrama pueden interpretarse como los distintos grupos que se encuentran bajo
un mismo umbral de cercania, lo que los hace lo més parecidos entre si. También merece la pena notar que
la longitud de las ramas indica la similaridad entre las partes agrupadas en un mismo cluster: mientras mas
pequenas sean las ramas, méas cercanas, bajo la métrica utilizada, se encuentran los elementos agrupados.
Esto es debido a que las uniones mas tempranas suceden més abajo en el dendograma. Por lo tanto, mientras
maéas pronto suceda la unién, mas corta sera la rama que los una.

En este orden de ideas, a partir de la Figura[4.9] se pueden resaltar los siguientes hechos:

1. Los dos lenguajes més cercanos entre si, y mas parecidos de todo el corpus, son Swedish [Sweden| y
Danish [Denmark]|. Ademés de ser los dos lenguajes que méas se parecen entre si, también se puede notar
que son los dos lenguajes que més se parecen de todos, pues la longitud de la rama que los une es la més
corta que une dos clusters en el dendograma. Por ejemplo, note que Portuguese [Portugal] y Spanish
[Spain] son los dos lenguajes mas cercanos entre si, pero también note que la longitud de la rama que
los une es mayor que la que une los lenguajes Swedish y Danish, por lo tanto, se concluye que Swedish
y Danish son mas parecidos entre si de lo que lo son Portuguese y Spanish.

2. Los dos lenguajes méas cercanos entre si, pero menos parecidos de todo el corpus, son Polish [Poland] y
Sorbian [Germany]|. Observe que aunque estos dos lenguajes son los méas parecidos entre si, su similitud
es menor, por ejemplo, que la que hay entre Serbian [Serbia] y Slovenian [Slovenia]. De hecho, su
similitud es casi comparable con la que existe entre el cluster de color rojo (lenguas germéanicas) y el
cluster de color verde (lenguas romances).

3. El lenguaje menos parecido a todos los demas es Welsh [UK], ya que la longitud de la rama que lo une
junto al cluster de todos los demés lenguajes es la mas larga de todo el dendograma.

4.4.7. Conclusiones del clustering para el lenguaje natural

Los procedimientos presentados aqui permiten construir arboles filogenéticos del lenguaje para cuales-
quiera lenguajes de entrada. Lo anterior también podria generalizarse a otros tipos de textos como: textos
escritos por diferentes autores o cadenas de ADN; tal como lo sugieren los autores del articulo [1].

Los resultados obtenidos son consistentes: los lenguajes conservan su distancia relativa a otro, incluso cuando
se introducen nuevos lenguajes en el arbol, tal como se puede notar para el idioma espaniol que siempre se
agrupo6 entre los lenguajes romances durante las pruebas de agrupamiento para la medida de entropia relati-
va. Utilizar la medida de compresiéon normalizada como métrica del agrupamiento demostré un rendimiento
ligeramente superior respecto a la entropia relativa, al comparar los resultados con aquellos obtenidos por los
autores del articulo [6], para los cuales se emple6 el método de inferencia historica.

La implementacion de estos procedimientos en Python permitieron obtener resultados muy similares al de los
articulos [1] y [3], aplicando el mismo método para construir la visualizacion en forma de arbol filogenético a
partir de la matriz de distancias: Unweighted pair group method. Los resultados no fueron idénticos, teniendo
en cuenta que se utilizé un compresor diferente para estimar las distancias de entropia relativa y medida de
compresion normalizada. Es posible notar la similitud con los resultados del articulo [6], que, aunque no fue-
ron iguales, claramente se observan las mismas islas de agrupamiento: lenguas Itdlicas, Célticas, Germdnicas
y Esldvicas, en la Figura con gran claridad. Cabe sefialar que los autores del articulo |6] obtuvieron sus
resultados mediante el método de inferencia historica, una aproximacion distinta a la presentada aqui.
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A continuacion, se listan algunos detalles de la implementacién que deben ser tenidos en cuenta:

1. Es recomendable utilizar textos escritos en algtun alfabeto codificable por medio de la codificacion ASCIT
o UNICODE, para facilitar la lectura desde Python.

2. Para la construccion del corpus de lenguajes es recomendable incluir solo textos que tengan aproximada-
mente la misma longitud, para evitar un sesgo durante el calculo de las distancias: durante los ensayos,
se comprobo6 que si dos textos dentro del corpus tienen longitudes muy parecidas, pero muy distintas
respecto a los demés textos, entonces estos textos seran cercanos, aun cuindo sean informativamente
mas cercanos a otros: se observo que cuando se toman bloques de la misma longitud dentro del texto, la
cercania desaparece. Ademas, se pudo comprobar que para textos de longitudes similares las distancias
son consistentes al variar el tamano de los bloques.

3. Es recomendable emplear el método de Unweighted pair group method para representar la matriz de
distancias como un arbol filogenético. Este método es un método de enlace (linkage) promedio, en el
cual la cercania se calcula con respecto al promedio de la distancia a los elementos del cluster. Otros
métodos de enlace promedio podrian funcionar igual de bien. De cualquier modo, no se recomienda
emplear métodos de enlace sencillo, ni métodos de enlace completo, ya que, como se vid, algunos
lenguajes pueden ser muy distintos, a pesar de pertenecer a un mismo cluster.

Todos los algoritmos implementados durante el desarrollo de este escrito pueden ser consultados en el reposi-
torio de GitHub: https://github.com/estebanhernandezr/Information-theory-Clustering, en la rama
testing, la version mas actualizada. También puede encontrarlo en la referencia [8].
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Apéndice A

Algoritmo de codificaciéon de Hartley

A.1. Funcién generate_combinations

La funcién generate_combinatios es un algoritmo recursivo que genera todas las combinaciones po-
sibles, de una determinada longitud, length, de simbolos de un alfabeto dado, alphabet, que tienen como
prefijo una cadena, combination. Recibe como argumentos una lista de simbolos individuales, alphabet, una
longitud, length, y una cadena de caracteres, combination. Retorna como resultado una lista de combina-
ciones.

Algorithm 1: generate_combinations

Input: 1ist alphabet, int lenght, string combination.
Output: 1list combinations.

1 if len(combination) == lenght then

2 L return [combination]

3 else

4 combinations=[]

5 for s in alphabet do

6 L combinations += generate_combinations(alphabet, lenght, combination + s)
7 return combinations

La funcién combinations es una funcidn envoltorio (wrapper) de la funciéon generate_combinations. Recibe
como argumentos una lista de simbolos individuales, alphabet y una longitud, length. Retorna como resul-
tado una lista de tamafio 1en(alphabet)'*"8*® con todas las combinaciones posibles, de longitud length, de
simbolos del alfabeto dado, alphabet. Inicializa el valor de la cadena combination como una cadena vacia.

Algorithm 2: combinations

Input: 1ist B, int lenght.

Output: 1list combinations.
1 combinations = generate_combinations(B, lenght, )
2 return (combinations)
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A.2. Funcién hartley_coding

La funcién hartley_coding genera un libro de coédigos de tamano len(A) = «, con palabras cédigo
de longitud logg (o), para § = len(B). Para esto emplea la funcion combinations(alphabet, length)
para los valores alphabet=B y length=logg (a). Luego, la correspondencia entre cada simbolo de A y cada
palabra cédigo en combinations(alphabet, length) se realiza por medio de los indices de las listas. Recibe
como argumento las listas de sfmbolos individuales, A y B. Retorna una lista de pares ordenados: (simbolo,
codigo), correspondiente al mapeo de la codificacion.

Algorithm 3: hatley_coding

Input: 1ist A, list B.

Output: 1ist hartley_codebook.

codeword_length = log(len(A)) / log(len(B))
codeword_length = ceil(codeword_length)

codewords = combinations_book(B, codeword_length)
hartley_codebook = []

for 4 in 0:len(4) do

L hartley_codebook.append ((A[i], codewords[i]))

o U W N =

return (hartley_codebook)

N

Puede acceder al codigo python que implementa estos pseudocodigos por medio de la referencia [§].
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Apéndice B
Algoritmo de codificaciéon de Huffman

La implementacion que se presenta a continuacion realiza la construccion de un arbol libre de prefijos
can6nico mediante las operaciones de extension y fusion. Para implementar préacticamente las ideas de las
demostraciones de la secciéon de Codificacion de Huffman se programan las dos operaciones que preservan la
optimalidad del codigo libre de prefijos, merge y expand, entre los alfabetos de m y m — /3 simbolos. Ademés
de esto, se define una clase node que implementa la estructura del arbol y una funcién sort_nodes que
ordena los objetos de la clase node de acuerdo a uno de sus atributos.

B.1. Clase node

La clase node formaliza la idea de un nodo dentro de un arbol libre de prefijos: un nodo se caracteriza
por el simbolo que almacena (puede almacenar uno si es un nodo hoja o ninguno si es un nodo interno), la
probabilidad de ese simbolo, el c6digo acumulado hasta ese momento y sus descendientes.

class node(self, symbol, probability, code, children):
self.symbol = symbol
self .probability = probability
self.code = code

self.children = children

Los tipos de datos de los atributos de la clase node son los siguientes: symbol:char, probability:float,
code:string y children:node_list.

B.2. Funcién sort_nodes

La funcién sort_nodes implementa un algoritmo de ordenamiento (selection sort) sobre objetos de la
clase node, ordenandolos de acuerdo a su atributo probability, de orden mayor a menor (de izquierda a
derecha). Recibe como argumento una lista de objetos de la clase node. Retorna la lista ordenada de objetos
de la clase node.
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Algorithm 4: sort_nodes

Input: 1ist nodes.
Output: 1list nodes.

1 n=len(nodes)

2 for ¢ <n 0:n do

3 k=1

4| j=i-1

5 while & >0 and nodes[k].probability >nodes[j].probability do
6 ¢ = nodes[k]

7 nodes [k] = nodes[j]

8 nodes[j] = ¢

9 k-=1

10 j = k-1

11 return nodes

B.3. Funcién expand

La funcién expand(root, B) es una funcién recursiva que implementa la codificaciéon libre de prefijos
de 8 simbolos en cada iteracién: cada descendiente del nodo raiz actual es asignado a algtno de 8 simbolos
diferentes y su codigo se extiende en ese simbolo de mas. Recibe como argumentos un objeto de la clase node,
root, y la lista de simbolos individuales que componen las palabras cédigo, B. Retorna el objeto de la clase
node, root, con el atributo children modificado: el atributo code de cada objeto de la clase node, en la lista
children de root, es extendido un caracter del alfabeto B, en cada iteracion.

Algorithm 5: expand

Input: node root, 1list B.
Output: node root.
for i, child in enumerate(root.children) do

=

2 child.code = root.code + B[i].symbol;
3 expand (child);
4 return (root)

B.4. Funcién merge

La funcién merge (P, B) es una funcién recursiva que reordena y fusiona los 8 nodos menos probables
de la lista de objetos de la clase node, P, en cada iteraciéon, hasta que solo queda un tnico nodo en la lista,
el nodo raiz del arbol, en el caso base: en cada recursion, la funcién realiza un llamado a si misma para
una nueva lista de m — 3 nodos, P_. El resultado de esta invocacién es lo que la funcién retorna en cada
paso. Al final, la funcién retornara el nodo raiz del arbol libre de prefijos canonico. En cada paso, la funcion
merge construye el alfabeto de m — [ simbolos, P_, de manera canoénica: los 8 simbolos menos probables
se fusionan en un mismo simbolo. Como detalle a tener en cuenta: debido a que el naumero de simbolos en
la lista P no necesariamente es un miultiplo de 3, es posible que cerca al caso base no se puedan fusionar
los 3 simbolos menos probables, debido a que el nimero de nodos en la lista es menor que 3. Este detalle
se maneja apropiadamente en los pasos 7 y 8, definiendo unos limites en los pasos 5 y 6 para el nimero de
nodos que se fusionan. Recibe como argumento una lista de objetos de la clase node, P, y la lista de simbolos
individuales que componen las palabras c6digo, B. Retorna un objeto de la clase node, el nodo raiz del arbol
libre de prefijos canonico.
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Algorithm 6: merge

Input: 1ist P, list B.

Output: node object.

beta = len(B);

if len(P)>1 then

P = sort_nodes(P);

merge_node = node(proba=sum([x.proba for x in P[-beta:]]), code=, children=[]);
liminf = max(0, (len(P)-beta));

limsup = min(beta, len(P));

for ¢ in range(0, limsup) do

L merge_node.children.append (P[liminf+i]);

0w N O s W N

©

P_ = P[:-beta]+[merge_node];
10 return (merge(P_));

11 else
12 L return (P[-1])

B.5. Funcién huffman_coding

La funcién huffman_coding implementa la codificacién de Hufmman en dos pasos: primero, construye el
arbol libre de prefijos canénico mediante la funcién merge, y luego, construye el cdédigo canédnico recorriendo
las aristas del arbol y extendiendo el codigo de cada nodo conforme va recorriéndolo. Recibe como argumentos
una lista de objetos de la clase node, P, y la lista de simbolos individuales que componen las palabras cédigo,
B. Retorna, el nodo raiz del arbol libre de prefijos que implementa la codificaciéon canénica del conjunto de
nodos P.

Algorithm 7: huffman_coding
Input: 1ist P, list B.
Output: node root.

1 root = merge(P, B);

2 root = expand(root, B);

3 return (root)

Puede acceder al codigo python que implementa estos pseudocodigos por medio de la referencia [§].
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Apéndice C

Algoritmo de codificacion LZ77

C.1. Funcidén reproducible_extension

La funcién reproducible_extension implementa el concepto de extension reproducible sobre una ca-
dena de caracteres, que se definio en la seccion Extension reproducible. Recibe como argumentos una cadena
de caracteres S y un entero j, que corresponde a la posicion dentro de S, en la cual realizar la extension: la
mitad del buffer mévil de codificacion.

Algorithm 8: Extension reproducible

Input: String S, int j
Output: Descripcion de la extension reproducible

1 extens = [ |;

2 1=1;

3 while i < j do

4 ext = 0;

5 while ext < len(S) — j do
6 if S[i: i+ext—1==S8[j+1: j+ext] then
7 L ext+-+;

8 else

9 L break;
10 extens.append _pair(ext,i);
11 1+

12 ext_rep = max(extens, ord = “Dictionary);
13 return ext rep;

C.2. Funcién LZ77_coding

La funcién LZ77_coding implementa una ventana moévil de codificacién de tamano n sobre una cadena
de caracteres, S, y los biferes internos por medio de la funcién reproducible_extension, para un tamano
del bufer extension Ls. Recibe como argumentos una cadena de caracteres, S, el entero n y el entero Ls.
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Retorna ternas de ntimeros enteros que corresponden a la descripcion ((position, length, next_bit)) de
la extension reproducible de la cadena dentro de la ventana movil de codificaciéon en los distintos momentos
de las iteraciones.

Algorithm 9: LZ77
Input: String S, int n, int L,
Output: Codificaciéon de la cadena

1 winpos = Ly;

2 B; = padding(n — Ly);

3 B+ =S[1: L,

4 while winpos — Ly < ¢(S) do

5 if winpos < £(S) then

6 ¢, p = Extension_reproducible(B;, n — Ly);
7 ¢ =max(1, 0);

9 B+ = S[winpos + 1 : winpos + £];
10 else
11 ¢, p = Extension_reproducible(B;[1,4(S) — 1], n — Ls);
12 ¢ =maz(l, ),
14 winpos+ = £
15 output (¢, p, B;[1]);

C.3. Funciéon decode_codeword

La funcion decode_codeword recupera la extension reproducible a partir de la descripcion ((position,
length, next_bit)), sobre una cadena de caracteres que funciona como diccionario B. Recibe como argu-
mentos: una cadena de caracteres diccionario, B, un ntimero entero p, un nimero entero 1 y un caracteres
individual, s. Retorna una cadena de caracteres que corresponde a la extensiéon reproducible que se describio
por medio de la terna.

Algorithm 10: LZ77 decoding code word
Input: String B, int p, int ¢, char s
Output: extension reproducible

1 ext rep=";

2 fori=0to/l do

3 | Bi+=DBp+i;

4 L ext_rep+ = Blp +1];

ext rep+ = s;

output(ext rep);

o o

C.4. Funcién LZ77_decoding

La funcién LZ77_decoding implementa una ventana mévil de decodificaciéon en la cual realiza la exten-
sion reproducible tomando como diccionario la cadena de caracteres que se encuentra en el primer bufer de
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la ventana moévil, y se desplaza cada vez una posiciéon fija de caracteres. Recibe como argumentos una cadena
de caracteres (codificados), C, un ntimero entero, tamafio de la ventana, n, y el tamano del bufer extension,
Ls. Como pudimos ver el algoritmo [11] hace uso de la subrutina

Algorithm 11: LZ77 decoding
Input: String C, int n, int Ly
Output: Cadena S decodificada

1 L. =L, = [logoa(n — Ls)] + [loga(Ls)] + 1;
2 B; = padding(n — Ly);
31 =1;
4 while i < ¢(C) do
5 | p=Cli: i+ [loga(n — Ls)1;
6 L=Cli+ [loga(n —Ls)] : i+ L. —1];
7 s=Cli+L.—1: i+ L.;
8 p, £, s = Radixz_to_Decimal(p, ¢, s);
9 ext rep = decode _word(B;, p, {, s);
10 B+ = ext_rep;
11 Bz—i—sz[é],
12 i+ = L¢;
13 output(S);

Puede acceder al codigo python que implementa estos pseudocodigos por medio de la referencia [§].
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