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Resumen

El objetivo de este documento es recopilar algunos resultados cldsicos sobre existencia y unicidad
de soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas (EDEs) con condicion final (en inglés Backward
stochastic differential equations) con particular énfasis en el caso de coeficientes monétonos, y su cone-
xién con soluciones de viscosidad de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) parabdlicas
y elipticas semilineales de segundo orden.

Kewywords: backward stochastic differential equation, viscosity solution, semilinear partial differential
equation

JEL: C00, C65, Y80

1. Introduccion

En contraste con las ecuaciones diferenciales de evolucion deterministicas, para las cuales no hay mucha
diferencia si se especifica una condicién inicial o una condicién final, en las ecuaciones diferenciales es-
tocdsticas (EDEs) hay una notable disimilitud si se fija una condicién final. En el caso deterministico, por
ejemplo, una ecuacién diferencial de evolucién de la forma

dy
= TY(®), te0.1] (1.1)
Y(T) =¢

con f:]0,7] xR — Ry ¢ € IR fijo, se resuelve de manera muy similar si se impone una condicién inicial
en vez de la condicion final Y (T') = €.

En el caso estocastico, debido a que las soluciones de las EDEs deben ser adaptadas a una filtracion dada,
no sucede lo mismo. Basta con considerar el caso trivial f = 0 en un espacio de probabilidad filtrado
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(Q, F,{Fi}t>0,P) y £ una variable aleatoria real 7r—medible, es decir, la EDE
{dYt =0, te[0,T]
Yr=¢

El tnico candidato para ser solucion es el proceso YV; = &, Vt € [0,7], y dado que este proceso no es
Fi—adaptado, a menos que £ sea constante, la EDE (1.2)) no posee solucién adaptada.

(1.2)

Existen dos formas de afrontar este inconveniente: la primera es modificar (o remover) el requerimiento de
adaptabilidad de la solucién, la segunda opcién es reformular el problema de valor final (I.2) en una EDE
cuya solucion si sea adaptada. El primer método requiere de técnicas como el llamado cdlculo estocdstico
anticipativo, ver por ejemplo [KUNI 90, NUAL 93])). Por esta razon, usaremos el segundo método. Ademads
serd suficiente para las aplicaciones que desarrollaremos mas adelante.

Para reformular (I.2) modificaremos la solucién de una manera adecuada y veremos qué tipo de ecua-
cién se acomoda a dicha solucién. La manera més razonable de modificar la solucién Y; = & para que sea
Fi—adaptada y satisfaga Y7 = & es definir

}/t:E[£|]:t]> tG[OaT}'

Si la filtracién {F;}+>0 es generada por un movimiento Browniano unidimensional (W;);>o y £ es una
variable aleatoria cuadrado integrable, por el teorema de representacion de martingalas existe un proceso
(Zt)tejo,r) Fr—adaptado tal que

t
Yt:E[YO]Jr/ ZydW,, Vte[0,T] cs. (1.3)
0

En forma diferencial, (Y%).¢[o,7) satisface

{dY}:thWta tel0,7] (1.4)

Yp=FE[§|Fr]=¢

De esta manera, si reformulamos ecuacién (1.2)) como la ecuacién (1.4), y buscamos un par (Y, Z) que sea
solucién de (1.4) en vez de buscar un sélo proceso adaptado que sea solucién de (1.2), encontrar ahora una
solucién que sea adaptada es posible! Adicionalmente, de la igualdad (I.3)) se tiene

T T
E[YO]—YT—/ stws—g—/ Zy dW,
0 0

Asi la ecuacién (1.4)) toma la forma integral
t T
Y;—E[Yo]+/ZSdWS—§—/ ZodW,, 0<t<T cs. (1.5)
0 t

De aqui en adelante, no distinguiremos (1.4) de (I.5)). Cada una de estas ecuaciones serd llamada una Ecua-
cion diferencial estocdstica con condicion final (en breve EDE con condicion final). Enfatizamos que la
integral estocdstica en es la integral de It6 comun y corriente con respecto al movimiento Browniano
(Wi)e>0, y como se verd mas adelante, es precisamente esa integral estocdstica el factor clave que hace
posible encontrar una solucién adaptada.

Por tltimo, observe que si aplicamos la férmula de Itd al proceso |Y;|?
valor esperado se tiene

, integramos entre ¢t y 7', y tomamos

T
Bllet) = BWP) + B | [ 1ZP ], cepT) (16)
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Por lo tanto, £ = 0 implicaque Y = 0y Z = 0 casi siempre. Dado que es lineal, de la relacién se
tiene la unicidad de los procesos adaptados que son solucién de (I.3). En consecuencia, si { es una constante
no-aleatoria, por unicidad obtenemos que Y; = £ y Z; = 0 es la tinica solucién de (I.3), tal como en el caso
deterministico.

El objetivo de este documento es recopilar algunos resultados clasicos sobre EDEs con condicién final de
la forma

T T
Yt:§+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ ZodW,, 0<t<T 17
t t

con f : Q2 x [0,T] x IR* x R**? — IR*. Este coeficiente no-lineal generaliza el que aparece en nuestra
primera ecuacion (I.1), pero ahora depende también de la segunda incégnita Z y de w € Q. En particular, se
presentaran resultados sobre existencia y unicidad de soluciones de EDEs con condicidn final en horizontes
de tiempo fijo y aleatorio, y su conexién con soluciones de viscosidad de sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales (EDPs) parabdlicas y elipticas semilineales de segundo orden.

El contenido de estas notas estd ampliamente basado en resultados obtenidos en los articulos de P. Briand
[BRIA 95| IBRIA 98], E. Pardoux [PARD1 98, [PARD2 98|], R.W.R. Darling y E. Pardoux [DA/PA 97] y el
libro de J. Ma y J. Yong [MA/YO 99]. Para la lectura de este documento se requiere conocimientos basicos de
calculo estocéstico. El lector interesado puede consultar textos como el de I. Karatzas y S. Shreve [KA/SH 91|
y Dksendal [BKSE 98]

2. EDEs con condicion final - Horizonte de tiempo deterministico

2.1. Unicidad y existencia de soluciones

Sea (W})¢>0 un movimiento Browniano d—dimensional definido sobre un espacio de probabilidad (€2, 7, P).
Denote con {F; }+>0 la filtracion generada por (;):>o aumentada con los conjuntos P—nulos de €2, es decir

ftZU({WS 1S € [O,t]}UN), t>0

donde N = {E C Q:3G € F, G D EyP(G) = 0}. Para un tiempo terminal 7' > 0 fijo, S?(IR¥) deno-
tard el espacio vectorial de procesos (m)te[oﬂ“] con valores en IR¥ progresivamente medibles con respecto a
{Ft}ieio,m) tales que

1Y 1%2 ey = E[ sup Yt\Q] < +oo, 2.1)
t€[0,T]

y S2(IR¥) el sub-espacio de los procesos en S?(IR¥) con trayectorias continuas. También trabajaremos con
el espacio vectorial M?2(IR¥*9) de los procesos (Zt)iej0,r) con valores en IR¥*4 progresivamente medibles
con respecto a {F; }¢[o,7] tales que

T
V28 gy = B [ V2P < o ©2)

donde || z|| := Tr[z2*]"/? para z € IR¥*?. Note que en S2(IR¥) dos procesos serdn ‘iguales’ si son indistingui-
bles mientras que en M?(IR¥*9) lo serdn si uno es modificacion del otro. Conservaremos la misma notacién
para los espacios cociente, que ademads son espacios de Banach con las normas (2.1)) y (2.2) respectivamente.

A lo largo de esta seccién asumiremos que la condicion final £ es una variable aleatoria Fr—medible con
valores en IR¥, y que existe un proceso (Ft)icjo,) Prog. medible, con valores en IR, , tal que el coeficiente

f:Qx[0,T] x RF x R**4 — RF



satisface las siguientes hip6tesis

(i) el proceso {f(t,y,z 11 es progresivamente medible, ¥(y, z) € IRF x IR¥*¢
P t€[0,T
(ii) f es Lipschitzen z € IR¥*%; es decir, existe K > 0 tal que c.s.
q
\f(t,y,2) — f(t,y,2)] < K|z — 2|, ¥Vt € [0,T], Vy € RF, Vz,2' € R¥*<
(iii) f es mondtona en y € IRF; es decir, existe 1 € IR tal que c.s.

(y—vy ftoy,2) — ft.y,2)) < ply — %, vt € 0,T], Vy,y' € R, ¥z € RF*

(iv) Crecimiento lineal en y € IRk,

£ (t,9,0)| < Fy + Kly|, vt € [0,T], vy € R

T
%) E[|§y2+/ Ffdt} < +00
0
(vi) y — f(t,y, z) es continua, Vt € [0, 7], Vz € R**¢ cs.

Note que si f satisface (ii) y (iv) entonces

Definicion 2.1. Diremos que un par de procesos (Y, Z) = (Y%, Zt)ic(0,1) prog. medibles, con valores en
IR* x IR**?, son solucién de la EDE con condicién final £ y coeficiente f si satisfacen

(]) 7Zc MQ(RkXd)
T T
Gi) Vi =€+ f(s,YS,Zs)ds—/ ZodW,, 0<t<T cs.
t t
Proposicion 2.2. Si (Y, Z) es solucion de la EDE con condicion final £ y coeficiente f y f satisface
[ty o) < Fo+ Kyl +2l), Y€ 0,T], ¥(y,2) € RF x R
donde (Ft)te[o,T} es un proceso con valores en IR 1 prog. medible fal que
T
E / F?dt < 400
0

entonces Y € S%(IRF).

Demostracion. Usando la desigualdad

‘/sts,Z ds Z’/fles,Z ds (Z‘/LSYQ,Z dsD



junto con la hipétesis de crecimiento lineal en y € IR* y en z € IR**¢, obtenemos

Sizk;’/otf"(s’nvzs)ds <

t t t
gk/ f(s,Y;,Zs)]dsgk/ (FS+K||ZS||)ds+k/ KI|Y;| ds.
0 0 0

‘/Otf(s,Ys,Zs) ds

k t
> /0 Fils, Yo, Z,)] ds

Dado que para todo ¢ € [0,77] se tiene

t t
Y;f:YO_/f(SaY:Squ)dS"'/stWs
0 0

por desigualdad triangular vemos que |Y;| satisface

t t t
Vil < ol +k [ (R +KIZDds+k [ KIvas+ | [
0 0 0

t
<c+ k:/ K|Yi|ds, t€[0,T] 2.3)
0

donde

T
—Y()\—i-k/ (Fs+ K| Zs|)ds + sup ’/
0 0<t<T

la cual es una variable aleatoria real cuadrado integrable, debido a que Yj es constante c.s. por ser Fyo—medible,
y a las desigualdades

oL am |
. [(/OT(FSJrK”ZSH)dS) } <T.-F [/0

T
<2T-E U (F3+K2|\Zs\\2)ds} < +o00.
0

}<4dE/ | Zs|?ds < 400

T
(P, + K1)

Aplicando el lema de Gronwall a (2.3)) obtenemos |Y;| < ¢e* * para t € [0, T]. Tomando valor esperado

E[ sup |Yt|2} < B(C?) - KT < .
t€[0,T]

Observacion 2.3. Bajo las mismas hipétesis de la proposicion anterior se tiene que
t T T
B[ zpas < [ 1 zlPas< B [ Pz
0 0

E/ sup |Y} HZSHst
t€[0,7)

| (e i / 2.
1/2 1/2
< {E( sup |Y2|2)} . {E/ ||Zs||2d8} < 400,
t€[0,T) 0
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y dado que el proceso (Y;*Z;)c(o,) es adaptado a la filtracién {F; }4¢[0,7], obtenemos

t
E/ Y- ZgdWs =0, Vit € [0,T).
0

Esto serd de mucha utilidad a lo largo de esta seccion.
Proposicion 2.4. Si (Y, Z) es solucion de la EDE con condicion final £ y coeficiente f que satisface las
hipotesis (i)-(v), entonces
T
VP < B[O 4 [ et 0R2as | 7], te o
t

donde oo = 1 + 2p + K?2. En particular, si |€| y Fy son acotados por una constante C'y o > 1, entonces

sup |V;]? < 2C%(e2T —1).
te[0,7

Demostracion. Aplicando la Férmula de 1t6 a la diferencial estocéstica
dYy = —f(t,Yy, Zy) dt + Zy AW,

con la funcién F(t,y) = e®|y|?, t > 0, y € IR¥, y teniendo en cuenta que

OF 0*F 0*F

—(t,y) = ae®y|?, V, F(t,y) = 2e*y, —(t,y) = 2, t,y) =0sii# j,

5 (1Y) yl®, VyF(ty) Y ayf( Y) ayiayj( ) #J
obtenemos

d(e“|Y;)?) = {ae®|Y;|? — 2e°U(Y;, f(t, Y3, Z)) + eV Tr(Zy - Z7)} dt + 2e°YY; - Zy dW;.

Integrando entre ¢ y T', y reorganizando
T
eat|}/t’2+/ easHZSHZ ds
t

T T
=edU£P+l/ e“{—auHQ+2<K”f@,xhzg>}ds—}/ 2e*°Y) - Zs dWs,
t t

y dado que

2y, f(t,y, 2)) = 2(y, f(t,y. 2) — f(£,0,2)) + 2{y, £(£,0,2)) < 2uly* + 2|y| | f(£,0,2)|
<2ulyl® + 2E|y| + 2K|y| |2] < 2uly® + FZ + |y|* + K>|y|* + |2|?
= aly]* + FZ + | 2|,

el proceso (Y7).e(o,7) satisface
T T
eV 2 < eoT¢)? +/ e F2ds —/ 2e*5Y ) - Zg dW. (2.4)
t t
Por la propiedad de martingala de la integral estocéstica
T
E [/ 2e°Y] - Zs dWs
t

T t
}}l:E[/ 2e°Y 7 - Z AW, ft]—E[/ 20V - Zy AW,
0 0

]:t:| :07
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y debido a que Y; es F;—medible, tomando valor esperado condicional con respecto a F; en (2.4) se obtiene

T
V[ < B[ eoT|¢f? +/ Flds | 7,
t

T
es decir V3|2 < E[ea(T*t)]ﬂQ +/ D2 g ’ Ft} , te[0,T].
t
O

Antes de probar existencia y unicidad de soluciones bajo las hipétesis (i)-(vi), es necesario considerar dos
casos particulares: el primero es cuando f también es Lipschitz en la variable y € IR¥ es decir, f satisface
la hipétesis adicional

() [f(ty,2) = f(&y 2 < K(ly — /| + |2 = 2]), ¥t € [0,T], Vy,y' € R, ¥z, 2" € R¥*4

Note que en este caso f también satisface la condicion (iii) de monotonicidad en y con ;4 = K, mientras que
el reciproco no siempre es cierto: por ejemplo, la aplicacién y — —+/y* no es Lipschitz pero si es monétona
con u = 0.

El siguiente teorema, debido a Pardoux & Peng [PA/PE 90], es al parecer el primer resultado de existencia
y unicidad de EDEs con condicién final con coeficiente no lineal y tiempo terminal fijo :

Teorema 2.5. [Pardoux, Peng (1990)] Bajo las hipotesis (i), (ii’), (iv) y (v), la EDE con condicion final £ y
coeficiente f posee una tinica solucion (Y, 7).

Demostracion. La idea es definir una contraccion sobre el espacio de Banach B2 := S2(IR¥) x M2(IR**?)
cuyo punto fijo sea precisamente la solucién de la EDE con condicién final £ y coeficiente f.

Dados (U, V) € B, definimos el proceso (M;);cjo,r] en IR¥ con componentes

A T
M} ::E[fi—i—/ fi(s,US,VS)ds‘}"t], tel0,7], 1<i<k.
0

De la desigualdad de Jensen vemos que
k ' k
P =Y R <> |
i=1 i=1

< é 9. E[,&‘u) /OT fi(s,Us,VS)ds‘Q ) ]-"t}

§i+/OTfZ'(S,US,V;)ds‘2’}}]

k T
gzz-E[léi\%T/O \ﬂ(s,US,%)Pds]ﬂ}
=1

T
ZQ.E[|§P+T/ ]f(s,Us,%)yzd(s’]-}},
0



de donde
- T
B(MP) <2-B[|¢f +T [ 17U V)P s]
- 0

- T
<2-E |§]2+T/ (FS+K1USI+KHVSH)2ds]
- 0

- T
<2-E |§]2+3T/ (F32+K2]U8]2—|—K2H%H2)ds} < 400,
- 0

por lo tanto M = (M;),c(o,) s un proceso cuadrado integrable y por definicién es una martingala con
respecto a la filtracién {F; },¢[o 7]- Por el teorema de Representacion de Martingalas, existe un dnico proceso

Z = (Zi)teo,r) en M2 (IRF*4) tal que
t
M; = E[Mo] +/ ZsdWs, t€][0,T]
0
y dado que &; y fép fi(s,Us, Vs) ds son Fp—medibles (este dltimo por el teorema de Fubini) se tiene que
) T T
My —E[&Jr/ fi(s,Us, Vi) ds ‘ ]-'T] —§z+/ Fi(s,Us, Vi) ds, 1<i<k
0 0

T T
es decir My = E[My] —i—/ ZsdWs =& + / f(s,Us, Vi) ds.
0 0

Definimos .
Y, = M, — / f(s,Us, Vs)ds, tel0,T].
0

Entonces (Y})te[oﬂ tiene trayectorias continuas, es adaptado a {ft}te[oyT] y satisface
t t
Y= B+ [ zdw,— [ f(s.0. ) ds
0 0
T T t t
_§+/ f(S7US7‘/s)dS_/ stWs+/ stWs—/ f(S,Us,V;)dS
0 0 0 0

T T
—§+/ f(s,Us,V;)ds—/ Zs dWs. (2.5)
t t

En virtud de la Proposicién Y € S?(IR¥). De esta forma, para cada (U, V) € B? definimos ®(U, V) =
(Y, Z) como el tinico par (Y, Z) € B? que satisface (3.12). La aplicacién @ : B2 — B2 estal que (Y, Z) € B?
es un punto fijo de @ siy sélo si (Y, Z) es solucién de la EDE con condicion final (&, f).
Veamos que dicho punto fijo existe : Dados (U, V), (U’, V') € B2, notemos (Y, Z) = ®(U,V), (Y',Z') =
U, V') y
U, Vy=U-0,v-V), Y,2)=(-Y,Z-27.
Con esta notacion, el proceso Y se escribe en forma diferencial

dY, = —{f(t, U, Vi) — f(t, U}, V])} dt + Z, dW.

Aplicando la Férmula de It6 al proceso e7* |§A/t |2 obtenemos

AN ?) = (v Vi = 267V, f(8, U Vi) — F(6 UL VY)Y + Tr(Z,Z5) Y dt + 20, - Zy dW.



Integrando entre ¢t y T' (note que Yr = 0) y reorganizando

T
ST + / V2P ds
t
T

T
:/ e {—Ya|* +2(Ya, f(5,Us, Vo) = f(5, UL, VI)) } ds — / 207V Zy AW
t t

T T
< [ AT 2T 5, UV — S ULV ds = [ 2008 Zoaw
t t
T N N R N N T N N
< [T 4 KT O+ 2KIT Wil ds — [ 20078 2w,
t t

Para todo & > 0, 2ab < a2 /e + ¢b?®. Usando esta desigualdad con a = K|Ys| y b = |Us| (resp. a = K|Ys| y
b= Vi),

T
ST+ [ Iz s
t

T

T T
g/ 673(—7+2K2/5)|1@]2ds+5/ eVS(|US|2+||1@||2)ds—/ 2e7°Y ) - Zg AW,
t t t

T
haciendo v = 2K? /¢ y definiendo A, := 5/ e (|U)* + | Vs]?) ds,
0

T T
Y2 + / V¥ Z|? ds < A, — / 2e7°YF - ZydWs, VYt € [0,T). (2.6)
t t
En particular, si tomamos ¢ = 0, por la Observacién [2.3]se obtiene
T —~
E/ | Zs|? ds < E[A.].
0

De (2.6) se sigue

I

t
sup e"|V;[* < A.+4- sup ’/ Y] Zs dW
0

t€[0,7) te[0,T]
~ T ~ o~ 1/2
E{ sup evtmy?} SE[A5]+12-E{(/ S ARVARS }
te[0,7) 0

~ T ~ 1/2
< E[A.] + E[ sup /2y, - 12(/ e'ys”ZS”%ls) ],
te[0,7 0

y dado que ab < a?/2 + b?/2, tomando C' = 12 se obtiene
|2 1 no 2] . € T s 2
B| sup B2 < BA)+ 2 E| swp ' Bil2| + S B [ 2,)2ds
+€[0,7] 2 t€[0,T] 2 0

T
E[ sup e“/t|yg|2] < 2E[A] + CZE/ V| Zs|2ds < (2 4+ C?)E[A.],
te[0,T) 0



luego

T
E{ sup evtmm/ evsnzsn?ds] < (3+ C)E[A]
t€[0,T] 0

T
—5(3+02)E/ (T2 + |T4)2) ds
0

T
§8(3+C2)E{T(ts%pT]e7t|Ut2) +/0 evsnvsu?ds]
€10,

T
§8(3+C2)(1\/T)E[ sup e”tUt|2+/ 678||V5||2d5].
t€[0,T) 0

Escogiendo ¢ > 0 tal que (3 + C?)(1 v T') < 1, la aplicacién ® es una contraccién estricta de B? en
si mismo, con la norma

T
(V2B = B sup it [ 1z Pas] o =2k
t€[0,T] 0

que ademas satisface

1Y, 2)lg: < IV, 2)5 < I, D), (Y, Z) € B

donde | (Y, Z)| 52 es la norma usual de 32 correspondiente al caso v = 0. Por lo tanto ® posee un tinico punto
fijo (Y, Z) € B? solucién de la EDE con condicién final ¢ y coeficiente f, lo cual prueba el teorema. O

El segundo caso particular que necesitamos considerar es cuando el coeficiente no depende de z € IR**?,
es decir, EDEs con condicién final de la forma

T T
Yt=£+/ h(s,mds—/ ZydW;, 0<t<T. @.7)
t t

En este caso también supondremos que existe un proceso (Hy),c(o,) prog. medible con valores en IR.; y que
existen u € IRy K > 0 tales que

(i) el proceso {h(t,y)}ielo,) €s prog. medible, Vy € R¥
(i") (y— v, h(t,y) — h(t,y)) < ply—y'|% Yt € [0,T], Vy,y' € RFcs.

(v)) |h(t,y)| < He + Kly|, vt € [0,T], vy € R c:s
T

) E[|§|2+/ Hfdt} < 400
0

(vi’) y — h(t,y) es continua, Vt € [0,T] c.s.

Observacion 2.6. Sea h : Q x [0, 7] x RF — IR” definida por h(t, ) := eh(t,e=*y) — Ayj. Entonces
(Y, Z) es solucién de la EDE con condicién final £ y coeficiente 4 si'y sélo si (Y, Z) definido por

(Y, Zy) == (MY, eMZy), tel0,T)

10



es solucion de la EDE con condicion final e ¢y h. En efecto, si (Y, Z) satisface 1) paracadal < < k
el proceso Y se escribe en forma diferencial

dY; = —hi(t,Y;) dt + Z aw,

(donde Zt(i) es la i-ésima fila de Z;). Aplicando Férmula de It6 a los procesos Y, con la funcién F(t,y) =
eMy, t € [0,T), y € IR, obtenemos

A(MY}) = MY — AeMhy(t, V) dt + Mz aw,, 1<i<k
ie. d(eMY;) = {AeMY; — NeMh(t, Yy} dt 4 N Z dW;.

Integrando
T T
MY, = Mg +/ {)\e)‘sh(s,Y;) — )\e)‘SYS} ds — / eMZ AW, te [0,T]
t t
ie. Y, =eM¢ +/ h(s,Ys)ds — / ZydWs, te€0,T)
t t

El reciproco se demuestra igual, tomando —\ en vez de .

La ventaja de este ‘cambio de variable’ es que si hacemos A = pu, entonces h satisface (iii’) pero con
constante de monotonicidad iz = 0. En efecto, si y,y’ € R¥

(y—y' h(t,y)—ht.y)) ={y—y, e"nt e y) — py — e n(t,e "y + ny')
= ey —y h(t,e " y) — h(t,e "y)) —puly — v,y — )
= et ey — ey h(t e My) — h(t,e My)) —ply — o[

/
|

< pettleHly — emHiy! |2 — ply — |2 = 0.

Gracias a esta observacion, para demostrar existencia y unicidad de soluciones de EDE con condicién final
bajo las hipétesis (i’) y (iii’)-(vi’) podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que v = 0, es decir, que h
satisface

(i”) (y — o/, h(t,y) = h(t,y)) <0, V€ [0,T], Yy, ¢y’ € R* cs.

Proposicion 2.7. Bajo las hipotesis (i°), (iii”), (vi’), (v’) y (vi’), existe un vinico par de procesos (Y3, Zt)te[o,T]
con valores en RF x R**? y prog. medibles, tales que Z € M2(RkXd) y

T T
Yt:§+/ h(s,Ys)ds—/ ZydW,, te0,T]
t t

Demostracién. Para probar unicidad, considere dos soluciones (Y, Z), (Y', Z') ynotemos Y =Y —Y’, Z =
Z — 7Z'. Entonces (Y, Z) satisface dY; = — {h(t,Y;) — h(t,Y/} dt + Z; dW;. Aplicando Férmula de It6 a
|Y;|? obtenemos

d(ViP) = {~2(V, h(t, Ys) — h(t, Y})) + Tr(Z.Z0)} dt + 29 - Z,dW,
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integrando entre ¢ y T, y reorganizando
R T T T
TP+ [ NEds = [ 2T V) — b V) ds 2 [ T Zoaw,
t t t
T A~ o~
< —2/ Y- Zs dWs.
t

En particular, si tomamos ¢ = 0, por la Observaci(’)nobtenemos E fOT [ Z, |2ds = 0. Por lo tanto Z,(w) =
0 para casi todo (s,w) € [0, 7] x €, la integral estocastica es 0y

E[ sup ]Y;]Q} =0.
te[0,7T

Se tiene entonces que Y y Y’ son indistinguibles, y Z es una version de Z'. La prueba de existencia se
realizard en dos pasos:

PASO 1. Asuma que existe C' > 0 tal que || + sup H; < Ccs.
te[0,7)

Sea p : R¥ — TR definida por

oly) = J'exp(w%l) si|y| <1
0 sify| >1

donde J > 0 es tal que ka p(y)dy = 1. Con base en p se define la sucesién de funciones regularizantes
(funciones suavizantes o mollifiers) dada por

pn(y) = nFp(ny), y € R*, n>1

Luego p1 = py pn € C°(IR¥), soporte (p,) € B(0,2)y Jwr on(y)dy =1, ¥n > 1.

La idea de la prueba en el paso 1 es aproximar A(t, -) mediante funciones globalmente Lipschitz usando la
sucesion (pp)n>1 : para cadan > 1 definimos f™ : 2 x [0,T] X IR* — IR* con componentes

) = (pn = mt N = [ paly =ity = [ gty =) du

B(0,3)

para 1 < ¢ < k, donde h; es la i—ésima componente de h (note que al igual que en f y h, omitimos la
variable w). Para cadan > 1, f™ satisface

(i) el proceso {f"(t,y)}iejo,r) €s prog. medible, Yy € RF c.s.
(ii”) (y— o/, [ (ty) — f(t,y)) <0, vt € [0,T], Vy,y' € RFcss.
W) |f(ty) <C+ K+ y)), vt [0,T], 1<i<k VyeRFcs

(vi’) y+— f"(t,y) es continua, V¢ € [0, 7] c.s.
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En efecto, siy,y’ € R* yt € [0,T)] entonces

k

(=o', [ (ty) = M 6Y)) =D =) - (FP () — 1Y)

i=1

(yi — ;) /]Rk pn () (hi(t,y — ) — hi(t,y' — u)) du

-

I
_.

(2

pn(“’) <y - ylv h(t7y - u) - h(t7y/ - U’)> du

k

T

pu(u) ((y —u) = (' —u), h(t,y —u) — h(t,y' —u)) du <0

k

()] < /

pu(w)lhiltyy — )] du < / pu) (e + K1y — u]) du
R* R*

< [ palu)(Wet Klyl + Klul du < Hy + Klyl + K
B(0
SC+E(I+yl), 1<i<k
lo cual prueba (iii”’) y (iv’). Las otras dos se obtienen facilmente de las propiedades de la convolucién y

de las sucesiones regularizantes (ver apéndice). Ademds, para cada 1 < i < k y para cada t € [0,7],
fr(t,-) € CX(RY) y

3f” apn apn )
—(t,y :<7*hit,~) Y —/ —(whi(t,y—u)du, 1<7<k
) = (G2 e ) = [ St )
(ver apéndice) De la definicién de p,, se tiene que soporte (%) C B(0,1) = B[0,1], luego
9pn

‘%(t’y)‘ = /mk 0y,

Opn
S/ %(u))~(C+K|y—u‘)§Jn(C+K’Z/‘+K)
lu|<1' OYj

(w)| - hi(t, y = w)| du

donde J,, = f\UI <1 %(u)‘ du (que no depende de j por la simetria de p,, con respecto a y). Entonces, para

cadape N, p>1:

off
y;

(ty)| < In(C+EQ+p), te0,T], yl <p

Por lo tanto, el gradiente
ofl ofl
() = (t,),... (¢, -
Vil = (G ) (k)

es acotado en cada bola cerrada B0, p] uniformemente con respecto a t y w. Por el teorema del valor medio
y por convexidad de B|0, p|, f™ es Lipschitz en cada B0, p| y la constante de Lipschitz depende s6lo de n y
p, es decir, f" es localmente Lipschitz (uniformemente con respecto aty w).
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Ahora, para cada p > 1, definimos f™P(t,y) := f(¢,11,(y)), donde IT,, : R¥ — B0, p] estd dada por

() = PO, Y si [yl < p,
! [yl by silyl>p.

Dado que |II,(y) — IL,(y')| < |y — ¢/|, la aplicaciéon y — f™P(t,y) es globalmente Lipschitz para todo
n > 1, p > 1. Dicha funcién también es acotada (uniformemente con respecto aty w), ya que

)] = 1T )] < C+ K1 4+p), 1<i<k
esdecir  |f™P(t,y)] < VE(C + K(1 +p)).

Entonces f™P satisface las hipétesis del Teorema [2.5] y por lo tanto, para cada n, p > 1 existe un tGnico par
(Y™P, Z™P) tal que Z™P € M?(IRF*?) y

T T
VP =€+ / FUP(s, YP) ds — / 7m0 qW, , t e [0,T]
t t

Sy 0, (5 £ (t) = £7(0,0)) =~ 0), (0T (0) ~ £1(6T,(0) <0

luego 2(y, f™P(t,y)) = 2(y, [P (t,y) — f*P(t,0)) + (y, fMP(t,0))
<20yl |f™P(¢,0)] < |y|> + k[C + K(1 +T1,(0)]* = [y|* + k(C + K).

Como en la demostracién de la Proposicion aplicando Férmula de It6 al proceso e!|Y,"*|? e integrando
entre { y T" obtenemos

T
Y 4 / | Z0P|? ds
t

T T
=Tl [ (VR 2 (s ) Y ds = [ ez aw,
T

<elC% 4 kel — e (C + K)? - / 2e5YVP - ZP dW,
t

T
entonces €!|Y;"P|?2 < eT'C? + k(e — e)(C + K)? — / 2e°YVP - ZTP dW.
t
Por la propiedad de martingala de la integral estocdstica

T
E [ / 2e5YP . 7P qW,
t

7] =0

por lo tanto, si tomamos valor esperado condicional con respecto a F;
et|}/tn,p|2 < €TC2 —|—k¢(€T _et)(C+K)2
VP12 <eT10? 4 k(e = 1)(C+ K)2 < el C? + k(e —1)(C+ K)? =C".

Sip € Nes tal que p? > C’, entonces |Y;"?

<py Ut YP) = fr(t,Y/""). Luego
T T
VP =¢ +/ (s, YP) ds — / ZMP AW, tel0,T]
t t
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para todo p € N con p? > (', y en este caso, por unicidad, (Y, Z™P) no depende de p. Asumiremos
entonces que p?> > C’ y notaremos la solucién por (Y, Z™). Es decir, (Y™, Z™) satisface

T T
Yt”—§+/ f”(s,YS”)ds—/ Zrdw,, tel(0,T], n> 1. 2.8)
t t

Veamos que la sucesion (Y™, Z"),,>1 es una sucesion de Cauchy en B% = S2(IRF) x M2(IRF*?) .

Seanm,n > 1ysean (Y, Z™), (Y™, Z") las soluciones de (&, f™)y (§, f™) respectivamente. Aplicando
Férmula de Tt al proceso |Y;™ — Y;"|? e integrando entre ¢ y 7" obtenemos

T
Yoy / |z — 7012 ds
t

T T
= [ 2y s Y < s s - [ 2 - vy -z aw
t t
como f™ es mondtona en y con constante de monotonicidad p = 0
<}/;m - stv fm(87 Ysm) - fn(37 Y?)>
= (Y =Y (Y = S8, Y) + (Y = Y (s YY) = (s YY)

< [V =P Y = s, Y < 2p S 1™ (s,y) = (s, 9);
Yyi=p

se sigue que

T T
VoY P e [ - 2P ds < R [ 20V Yy ER - 2w, @9)
t t

T
donde Ry, ,, := 4p/ sup |f™(s,y) — f"(s,y)|ds.
0 |yl<p

En particular, tomando valor esperado en (2.9) con ¢ = 0 obtenemos
T
B[ 120 - 2P ds < B
0
También de se tiene que

t
sup [V = Y7 < Root 4 sup | [ (= V) (20 = Z0) aw,
t€[0,T] tejo,r] 'Jo

T 1/2
B s 170 =] < R 12 | ([ v - vipizy - zas) |
te[0,7] 0

T 1/2
< o+ B| s vy 12( [z - zppas) ",
te[0,T] 0

usando la desigualdad ab < a?/2 + b?/2 y haciendo C = 12,

1 02 T
E[ sup [¥7" — YW] < Ry + E[ sup [Y{" — YN] + %k / |z — z7|Pds
t€[0,T) 2l 2 Jo

T
B| sup (V= ¥PR| < 2R OB [ 120 - 2P0 < @24 O R
t€[0,7] 0
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luego

T
Bl s - viP s [ 120 -z < 64 )R
te[0,7 0

Debido a que y — h(s,y) es continua, por propiedades de las sucesiones regularizantes f™ (s, -) converge a
h(s, -) uniformemente sobre compactos de IR” (ver apéndice), luego

sup | f"(s,y) — f"(s,9)| < sup [f™(s,y) — h(s,y)| + sup |h(s,y) — f"(s,y)| —— 0,
ly|<p ly|<p ly|<p n,m—00

para todo s € [0, 7. Ademds

|S1‘1<P [f™ (s, ) = [ (s,9)| < |S1‘1<p 2VE(C + K (1 +y)) = 2VK(C + K(1 + p))

Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue

T
Jrap— /0 sup |™(5,9) — ™(s,9)] ds ——> 0.

ly|<p M=o

Por lo tanto (Y™, Z™),,>1 es de Cauchy en el espacio de Banach B2 = S?(IRF) x M2(IR**9). Sea (Y, Z) el
limite de esta sucesion, y veamos que (Y, Z) es la solucién buscada. De las desigualdades

B(Y? - ¥iP) < B[ sup 37 —YtF]

te[0,T]
T T 2
E“/ ngws—/ g ]SQ-E[sup ‘/ (Zr -
t t te[0,T]

se tiene que Y, y ftT Z™ dW convergen en L?(Q, F, P; RF JaYry ftT Z s dW respectivamente, para todo
t € [0,7]. Ademas

[ revmas [ nevaf = i [ Gzt~ s o]

T
<7 / F(5,YT) — (s, Vo) ds
t

]<8 E/ 12, — Z7|2ds

4 2
<7 [ (17730 o Y2+ (s ¥ — s, Vo)) s
=2r / T, V) = Bl YR [R5, Y2) = s, Vo)) ds
0

y dado que |Y7"] < p,

|fn(37st) - h(S7st)’ < ‘Sl|1<p ’fn(svy) - h(‘g?y)‘ m 0, Vs € [OvT]
Yy|=p

y oY) = (s, Y < O+ Kp+ VE(C + K(1+p)).

Por convergencia dominada

T
E/ 1F(s, Y) = (s, Y)|2ds — 0. (2.10)
0

n—oo
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Por otro lado, la continuidad secuencial de h(s, -) implica que h(s, Y") z, h(s,Ys) paratodo s € [0,T],y
dado que E(|h(s,Y") — h(s,Ys)?) < 4(C + Kp)? también por convergencia dominada obtenemos

T T
B [ (s, ¥?) = (s, Yo Pds = [ E(h(sY7) = hs, YoP)ds 0 @.11)
0 O n o0

De (2.10) y (2.T1) se sigue que
T T
E“/ f”(s,YS")ds—/ h(s,Ys)ds
t t

2
] ——0, Vte[0,T]
n—oo

es decir
T L2 T
/f”(s,YS”)ds—> h(s,Yy)ds, Vit el[0,T].
t

n—oo t

Tomando los limites en L?(£2, F, P;IR¥) de cada término en
T T
Yt”:§-|-/ f”(s,Ys")ds—/ ZydW,, tel0,T], n>1
t t

se obtiene finalmente que (Y, Z) satisface
T T
Y, :§+/ h(s,Ys)ds—/ Z,dW,, te[0,T].
t t

PASO 2. Caso general. Para cadan € N, n > 1 se define

" =& Lye<ny,  M'(6y) =t y) - Lip<ny-

Entonces " y h™ satisfacen las hipdtesis del caso anterior, pues el proceso {h" (¢, y) }+c[o,7) €S prog. medible
para todo y € IR¥, 1a aplicacién y — h™(t,y) es continua para todo ¢ € [0, 77,

€ <n, [Pty <n+Klyl, vy (y—y h"(ty) =" (t,y)) <0.
Por el paso 1, la EDE con condicién final £ y coeficiente k" posee una tinica solucién (Y, Z™) € B2,y por

la proposicién 3.4 |Y;*|? < 2n2e®T | Wt € [0,T], con a = 1 + K?2. Veamos que la sucesién (Y™, Z"),>1 es
de Cauchy en 5% :

Sean m,n > 1ysean (Y™, Z™), (Y™, Z") las soluciones de (&, f™) y (£, f™) respectivamente. Entonces
T
Yr-ypP [ 1zp - ZoPds = g - ¢
t
T T
+ [ 2y ey ) - s v ds = [ 20 vz -z aw,
t t

Debido a que
2(Y" = YR (s, YT) = WP (s, YY)
= 2V YL (s, YY) — B (s, Y)) 20X = YR (s, V) — B (s, YY)
<AV YA (s, YY) = W, X)) SV = YT A (R (s YY) — BT (s, Y
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si tomamos valor esperado obtenemos
T
By =YeP) + B [ 120 -z ds
¢
T T
B - ¢P) B [ Y- YPPds 4B [ V) - (s )P s
t t

En particular
T

BY = ¥PP) < Aw+ [ B(¥ - ¥2P) ds
t

T

donde Ay, , = E(|€™ — &™) + E/ |W™ (s, Y') — h"(s, Y)|? ds.

0

Por el lema de Gronwall, E(|Y;" —Y;*|?) < A et < A, ne', Vi € [0,T). Luego
T
E / |Z" — Z%ds < Ap + T Amne’
0

y dado que

T
sup [V -YP? < |em - €2+ / Y - Y2 ds
t€[0,T] 0

T t
[ sy s YR ds - sup | [ - vz - 2w,
0 tefo,11'Jo

como en el paso 1, haciendo C' = 12 se obtiene

2 T 4 2 2 1/2
B| sup [¥" = YR | < An+ TApne” +CE| ([ = v72 127 - 271Pds)
te[0,T 0

y dado que

g m n|2 m n|2 1/2 1 m n|2
CB|( [ WPz - Zids) T < 3B| swp (v =Yy

02
te[0,T }

T
+ E/ |Zz™ — Z"|?ds
2 0

T
tenemos E[ sup Y™ — Yt"]ﬂ < 24 (1 4+ Tel) + C? E/ |z — Z7|ds
t€[0,T] 0

<@2+CHA+TEN)Amn

T
E{ sup |th—Yt"|2+/ ||Z§”—Z§||2ds} < C'Apyn conC' = (3+C%)(1+Te).
te[0,T7] 0

Por convergencia dominada E (|¢" —£|?) — 0 pues £ converge puntualmente a £ y [€" —&|? < 4[¢[2, Vn >
1.
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Sim > n, dado que 1{H5§m} <1l= 1{H5§n} + 1{H5>n}
W™ (s, Y5") = B (s, Y1) = [h(s, V)| (L, <my — aa<ny)
< (Hs + K[Y{) 1,50y
< Holgpgony + (KV2e" )01y o0y
< Hsl{Hs>n} + (K\/EeaT/2)Hs]-{Hs>n}
entonces
T T
B[ ) 0 Vs < (4 KVETRYE [ 1y 12 ds
0 0
y como Hg(w)1ip, ny(w) — 0 para todo (s,w) € [0,T] x Q,y H21gy »ny < HZ, ¥n > 1, por

T
convergencia dominada E/ |W™(s,Y') — h"(s, Y)|* ds — 0.
0 n—o0

En resumen A, , — 0 cuando n,m — oo (m > n), y por lo tanto (Y, Z"),,>1 es de Cauchy en B2. Si
(Y, Z) es el limite de esta sucesion, igual que en el paso 1 se demuestra

2 T 2 T
vy oy / Zraw, —— [ Z,dW,, Vte[0,T]

T T 9
y que EU/ h”(s,YS”)ds—/ h(s,Ys)ds”
t t
T T
< 2TE/ |W™(s,YV) — h(s, YV)|? ds + 2TE/ |h(s,Y™) — h(s,Ys)| ds.
0 0

Para la primera integral, dado que 1y <) — 1 = 1¢p, 50y
[h(s, YY) = W (s, Y| = [h(s, V)| (gm,<ny — 1)
= (Hs + KV ) 1m0y
< Hsl{Hs>n} + (K\@CQT/2)HI{HS>”}
< Hl(pg,sny + (KV2e* T H 1 (57 20y

n—o0

T T
se obtiene E/ |W™ (5, Y') — h(s, Y/)|*ds < (1 + K\/EeaT/QFE/ g, snyHZ ds —— 0.
0 0

2
Para la segunda integral, la continuidad de h(s, -) implica h(s, Y.") EE h(s,Ys) paratodo s € [0,T], y por
continuidad de la norma en L?(Q, F, P; IRk)

B(h(s,Y?)P) —— E(|h(s,Y,)P), Vs € [0,7]

Ademds, la convergencia de (Y™),,>1 en S2(IR¥) implica que también converge en M?(IR¥). Luego, por
continuidad de la norma en M?(IR¥)

T T
E/ \Ys"|2ds—>E/ Y, |% ds
0 n—oo 0
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El hecho de que Y converge a Y en M2 (IR¥) también nos permite escoger una subsucesion, que seguiremos
denotando por (Y™),,>1, tal que Y™ converge puntualmente a Y, es decir, Y."(w) —— Y;(w) para casi todo
= n—oo

(s,w) € [0,T] x Q. Notemos
un(s) = E(|h(s,Y)?), vn(s) =2K*E(|Y]]?), n>1
u(s) = E(|h(s,Y5)[?), v(s) =2K?E(|Y;]?)

De la condicién (iv’) se deduce que |h(s,Y)|> < 2H2 + 2K?|Y|? lo cual implica v,(s) — uy(s) >
—2E[H?], Vn > 1. Podemos entonces aplicar el Lema de Fatou a las sucesiones v,, = u,, y obtener

n—oo

T T
/ (v(s)ds £ u(s)) ds = / lim inf (vn(s) £ un(s)) ds
0 0

T
< lim imf/0 (vn(s) £un(s)) ds

n—oo

T T
—/ v(s)ds —I-h’minf/ +un(s)ds
0 0

n—oo

T
restando / v(s) ds acada lado
0

T T T T T
/ u(s)ds < lim inf/ un(s)ds <lim sup/ up(s)ds = —lim inf/ —Up(s)ds < / u(s)ds
0 0 0 0 0

n—00 n—o00 n—00

es decir

T T T T
B[ )P ds= [ E(hs Y0P ds — [ E(hsYOR)ds = B [ h(s VP ds
0 0 oo Jo 0
De nuevo, por continuidad de h(s, -), se tiene que A(s, Y (w)) — h(s,Ys(w)) para casi todo (s,w) €
n—oo
[0,T] x Q. Entonces
T
E/ |h(s,Y) — h(s,Ys)|*ds — 0.
0 n—oo
y por lo tanto
T T 9
EU/ hn(s%n)ds_/ h(s,Ys)ds‘ } ——0, Vte[0,T]
t t n—oo

es decir ftT h™(s,Y')ds BTN ftT h(s,Ys)ds, paratodo t € [0,T].

n—o0

Tomando los limites en L?(2, 7, P;IR¥) de cada término de la EDE con condicién final (£7, ™), obtene-
mos finalmente que (Y, Z) satisface

T T
Vi—er [ wsYods— [ zoaw, e
t t

lo cual termina la demostracion. O

Teorema 2.8. Bajo las hipdtesis (i)-(vi), la EDE con condicion final £ y coeficiente f posee una tinica
solucion (Y, 7).
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Demostracion. Gracias a la anterior proposicién, para cada V € M?(RF*4), existe un tnico par (Y, Z) €
B? = S2(R¥) x M?(RF*?) tal que

T T
Yt=f+/ f(s,Ys,%)ds—/ ZydW,, te[0,T] 2.12)
t t

Basta con considerar el coeficiente h(t,y) = f(t,y, Vi) que claramente satisface las hipétesis de la propo-
sicién anterior, con H; = K| V;|. Para cada (U, V) € B? definimos ®(U, V) = (Y, Z) como el dnico par
(Y, Z) € B? que satisface (2.12). La aplicaciéon ® : B2 — B2 es tal que (Y, Z) € B2 es un punto fijo de ® si
y s6lo si (Y, Z) es solucién de la EDE con condicién final (&, f).

Veamos que dicho punto fijo existe : Dados (U, V), (U’, V') € B2, notemos (Y, Z) = ®(U,V), (Y',Z') =
(U, V') y
O, V)=U-U V-V, V.2)=( -Y'Z-2.

Con esta notacidn, el proceso Y se escribe en forma diferencial
dY, = — {f(t, Vs, Vi) — f(&, Y], V)Y dt + Zy dW,
Como siempre, aplicamos Férmula de Itd al proceso e |§A/t\2 obteniendo
d(Yi?) = (e [V = 27 (Y, (1 Ye Vi) = (Y] V) + €M Tr(Z,2Z7) ) dt + 20'Y - Z, AW,

Integrando entre ¢t y 1" (note que }A/T = 0) y reorganizando
A~ T A~
SR AR
t

T T
=/ e”s{—7|%|2+2<32,f(571%,%)—f(s,Ys/,V;)>}ds—/ 2e75Y ) - Zs dW
t t

Usando 2 <§7;, f(s,Ys, Vo) = f(s, Y], V]))

= 2V, (5, Ys, Vi) = [(5, YL, V)Y + 2(Ys, f(5, Y, Vs) = f(5, Y., V]))
< 2ulYa|? +2|Yi| - K|V

y la desigualdad 2ab < a2/ + eb?, (¢ > 0) con a = K|Y;| y b = |V, obtenemos

T
ST+ [ Iz s
t

T

T T
g/ 675(—’y+2u—|—K2/5)|Y3|2d5—|—s/ 675||1/'S||2d5—/ 2e7°Y ) - Zg AW,
t t t

T

)

T T
< [ err ok K WPds e [ (0P + TP ds— [ 20077 Zoaw,
¢ ¢ ¢
T AN o~
haciendo v = 2y + K2 /e y notando A, = 5/ e (|U)* + |Vs]?) ds.,
0

T T
e”t|Yt|2+/t e“’s||Zs||2ds§A5—/t 2e7°YF - ZydWs, VYt € [0,T).
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Igual que en la demostracion del Teorema [2.5]se llega a la desigualdad
E[ sup e |Vi|? + / e'YS”ZSHst} <e(B+CHAVT) E[ sup €U |2 —i—/ V5|V ds]
t€[0,7) 0 t€[0,7] 0

Escogiendo ¢ > 0 tal que £(3 + C?)(1 vV T) < 1, la aplicacién ® resulta ser una contraccién estricta de B
en si mismo, con la norma

T
(V.2 = | sup i+ [ 1ZPas] o= K
te[0,T 0

que ademds satisface

1Y, 2) I < 1Y, 2)I5 < T I(Y, 2) e, V(Y,Z) € B?

I3

donde | (Y, Z)| 2 es la norma usual de 32 correspondiente al caso v = 0. Por lo tanto ® posee un tinico punto
fijo (Y, Z) € B? solucién de la EDE con condicién final £ y coeficiente f, lo cual prueba el teorema. O

La siguiente proposicion muestra la dependencia continua de las soluciones con respecto a los datos (&, f).

Proposicion 2.9. Sean f,f : Q x [0,T] x R* x R**? — RF satisfaciendo las hipétesis (i)-(vi), y
¢,€ € L*(Q, Fr, P;RF). Si las soluciones de las EDEs (¢, f) y (€, f) son (Y, Z), (Y, Z) respectivamente,
entonces

T
E[ sup |Y; — V)2 +/ |1 Zs — Zs||2ds}
te[0,7) 0

<0 Blle- g+ [ 1Yz~ fs v 2o s
con C' una constante dependiendo sélo de T > 0y de las constantes de Lipschitz y monotonicidad de f y f.
Demostracion. Sean (Y, 2) = (Y =Y, Z—2), E=¢— €y
h(s) = f(s,Ys, Zs) = f(s.Ys, Zs).

Entonces, Y se escribe en forma diferencial d?t = —{f(t,Ys, Z) — f(t,Ys, Zy) } dt + 2,5 dW . Aplicando
Férmula de Itd al proceso |Y;|? se tiene

AV = {=20Ys, f(t, Y2, Z0) — F(t. Y2, Z0)) + Tr(ZoZF)} dt + 2V - Z, dW,

Integrando entre ¢ y T' y reorganizando

T T
T+ [1ZPds = € 42 [ (T f(s Y 2 = Flo Ve Z)ds 2 / V- Z,dw,
Usando
Yy = Y, f(5,Ys, Zs) — f(5,Ys, Zs))
= (Ya, [ (5, Ys, Zs) — [(s,Ys, Zs) + [(s,Ys, Zs) — [(s,Ys, Zs) + f(s,Ys, Zs) — f(s
<Yl - 1A(s)] + Vil - 1£ (s, Ve, Zo) = F(s,Ye, Zo)| + (Ya, F(5,Ys, Zs) — (s,
<Yl - h(s)| + K|l - | Zs] + al Y
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y las desigualdades 2ab < a2 + b2, 2cd < 2¢% + d2/2 cona = |Ys|, b = |h(s)|, ¢ = K|Ys| y d = | Z]
obtenemos

T
TP+ [ 1ZPds
t
12 r U 12 2 U 12 21V |2 e 2 TA I
<P+ [ (TP o+ P + 20T + 2RV 4 12 ds 2 [ V- 2o,
t t
es decir
R 1 T N N T TA T,\ N
\Yt|2+2/ uzsu2dsgy§\2+/ \h(s)]2d8+5/ \Y;]st—2/ V. Z,dw, 2.13)
t 0 t t

con 3 = 1+2/1+2K?2. Tomando valor esperado, por el teorema de Fubini tenemos en particular que E( |}A’t |2)
satisface

o~ T o~
E(TP) <a+5 [ E(TP)ds, vie T
t

con A = E([¢?) + E[f]|h(s)[? ds. Por el lema de Gronwall E(|Y;[?) < Aef(T=0) < AePT |y

T
E / | Z4|2ds < 2A 4 2ATBePT. (2.14)
0
Como ya hemos visto en demostraciones anteriores

T
sup ’ / oV . Z, dW,
11t

t
<4 sup ‘/ V. Z,dW,
t€fo0,T 0

te[0,T

T - 1/2
| <vem|( [ wr1zea)”]

1 . 02 T = 1o
< Bl sup V| +— B[ |Z|%s
2 te[0,7) 2 0

T
E[ sup ‘/ o0V - Z, dW,
te[0,1] 'Jt

con C = 12. Entonces

E[ sup |17t|2} < A+TABPT + % : E[ sup |§/}t|2] + AC? 4+ ATC?BePT

te[0,7) t€[0,7]
es decir E[ sup |2]2} <24+ 24T BT + 2AC? 4+ 2ATC?BePT (2.15)
te[0,7)

Combinando (2.14) y (2.15)

T
B| s [T+ [ 12| <
te[0,77] 0

con C' = 4+ 2C? + T BT (4 4 2C?). O

Proposicion 2.10. Sea (Y, Z) solucion de la EDE con condicién final £ y coeficiente f. Sea T un tiempo de
parada con respecto a {ft}te[O,T} tal que T < T c.s. Asuma también que

(a) & es Fr—medible,
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(b) f(t,y,z)=0sit>T.
Entonces Yy = Yinr y Zy = 0 en el intervalo (1, T).

Demostracion. Parat € [0,T] se tiene que

T T
n:§+/ f(S,}/;,Zs)dS—/ ZsdWy
t t

en particular
T

T T
YT:§+/ f(s,YS,Zs)ds—/ ZSdI/VS:f—/ ZsdWs (2.16)

Usando la propiedad de martingala de la integral estocéstica y el teorema de paro de Doob obtenemos

T T T
E[/ ZsdWy fT]—E[/ ZsdWy ]—"T}—E{/ ZsdW
T 0 0

Debido a que Y, es F—medible, si tomamos valor esperado condicional con respecto a - en (2.16) obte-
nemos Y; = E[¢ | F;] = &, luego fTT ZsdWs = 0. Por isometria de It6

T 2 T
E[/ Zy dW, ]:E/ |1Zs|?ds =0

Porlotanto Z; - 155>, =0,ysit > 7

7| =0

T T
Yl:é—i_/ f(‘s?Y:‘;?Zs)dS_/ ZSdWS:YT—|—O—O
t t

es decir Y; = Yja, paratodo t € [0,T]. d

Observacion 2.11. Si £ y f son deterministicas (es decir, no dependen de w € ) claramente la solucién de
la EDO oY
—L = —f(t,V;,0), t€[0,T]
dt
Yr=¢

y Z; = 0 satisfacen la EDE con condicién final (£, f), o sea que si £ y f no son aleatorias, Y tampoco lo es.

2.17)

Por lo tanto, lo que hace que la solucién de una EDE con condicion final sea aleatoria es la aleatoriedad de

la condicién final y del coeficiente. El papel del termino estocastico ftT ZsdWj es hacer que el proceso Y
sea adaptado, es decir, reducir su aleatoriedad.

2.2. EDE:s lineales con condicion final. Teorema de comparacion

En esta seccion nos restringiremos al caso £ = 1, luego Y serd un nimero real y Z serd una matriz de
tamafio 1 X d, es decir, un vector fila d-dimensional.
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Proposicion 2.12. Sean (o, Bt)i>0 un par de procesos prog. medibles y acotados con valores en IR x RY,
yseany = (W)iepr) € M2(R), & € L*(Q, Fr, P;R). Entonces la EDE con condicion final lineal

T T
:f—i—/ (Osts—&-ZSBS—i—'ys)ds—/ ZsdWs, te€l0,T] (2.18)
t t
tiene una tinica solucion (Y, Z) € S2(R) x M?(IR'*%) dada explicitamente por
T
Y, — rt—lg[ngJr/ Tyysds | ft} . te[0,T]
t

t t t
Ft:exp{/asds—/ ]ﬁ5]2d8+/5;deS}, te[0,7]
0 0 0

En particular, si £ y v son no-negativos, el proceso Y es no-negativo.

donde

Demostracion. Dado que los procesos a'y 3 son acotados, f(t,y, z) := auy + 20 + 7 satisface las condi-
ciones (i)-(iv) de la anterior seccion. Por lo tanto, existe un dnico par de procesos (Y, Z) € B? que verifican
(2.18), 1o cual se escribe en forma diferencial

dYy = —{aYy + ZiBy + v} dt + Zy dWy, Yr = €.
Si X, = fo |Bs %) ds + fot BxdWs, por férmula de Itd, el proceso I'; = e** satisface
1 1 .
dry = {eXt (o — 5|ﬂ,f|2) + §eXtyﬁt|2}dt + X3 AW, = Tyoudt + Ty BFdW; , To =1

Aplicando la férmula de integracién por partes a los procesos I'y Y

d(ItYy) = {oul'tYy — oo Yily — ZyBily — Uy + Ty B 21} dt + {Yi Ty By + Ty Zy } dW;
= =y lydt + {YiI'y B + T4 Zy } AW

t t t
ie. rth+/ %Fsds:Yo—i—/ Ysl“sﬁdes+/ I Z,dW,, te[0,T] (2.19)
0 0 0

Por la propiedad de martingala de la integral estocdstica, el proceso en el lado izquierdo de (2.19) es una
martingala con respecto a la filtracion (F3),¢(o, 7). Por lo tanto

T t
E[YTI‘T +/ [svysds ‘ .7-}] =Y I —I—/ Divsds, t€[0,T]
0 0

y dado que fg Iy, ds es F;—medible,
T
YT, :E[gFT+/ Ty, ds ‘ ft} , te0,7T]
¢

O]

Una consecuencia inmediata de la anterior proposicidn es el siguiente teorema de comparaciéon unidimen-
sional
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Teorema 2.13 (Peng (1992)). Suponga que k = 1y que (&, f), (€, f) satisfacen las condiciones (i)-(vi), y
sean (Y, Z), (Y, Z) las soluciones de las EDEs con condicion final respectivas. Si € < € c.s., y

Ft, Y, Z) < f(t,Y4,Z;) A@Pecs. () lamedida de Lebesgue)
entonces Y; < Y;, Vt € [0,T] c.s. Si ademds Yy = Yy c.s., entonces Y; = Y; c.s. para todo t € [0,T]y
[, Y, Z) = f(t,Y4, Zs), A@Pec.s.
En particular, si se cumple alguna de las dos condiciones: P(€ < £) > 0,6
Y, Z) < f(t. Y2, Z4)

sobre un conjunto con A ® P—medida estrictamente positiva, entonces Yy < Yj.

Demostracion. SeanU =Y —Y, V=7 — Zy( = £ — £ Entonces

T T
=C+/ (f(s,YS,ZS)—f(s,YS,Zs))ds—/ VsdWs, tel0,T] (2.20)
t t

Defina el proceso

f(t,Ye, Zy) — f(t, Y, Z
Oét:f(, ts t)Uf(7 ts t) SiUt?éO, yat:OSiUtZO
t

entonces ay < pu, t € [0,7T]. Para 0 < i < d, denotemos con Zt(l) el vector d—dimensional cuyas 7 primeras
componentes son iguales a las de Z; y cuyas d — ¢ dltimas componentes son iguales a las de Z;. Asi, para

cada 1 < ¢ < d, definimos

. YL Z ft, v, 20y v
Bi = A z/tz L2 ) siVP#0, yB=0siVy =0
Dado que |2V — Z1| = \Zi — Z!| = |V}}|, de 1a definicién tenemos que |3}| < K paracada 1l < i < d.
Note que si [ := ( ,...,B )* entonces
d ) _
ViBe = Vipi= Zfs Y, ZE) = f(s,Ys, 200) = [(5,Ys, ZV) = [(s, Y, ZY)
i=1 i=1

= f(Sa}/Sa ZS) - f(sa}/sa ZS)

(asumiendo que V! # 0 para todo i, el caso V! = 0 para algtin i es andlogo). Por lo tanto
q s p s p g g

fs,Ys, Z5) = (5,5, Z)
f_( )_f_(871/;725>+.f_(871/;728>_.f_(87)/;7ZS>+f_(S7Y;7ZS>_f(svnvzs)
= as +%&+%

con s = f(s,Ys, Zs) — (s,Ys, Zs) > 0. Entonces, de 1| el par (Uy, Vi)iejo, satisface la EDE con
condicion final lineal

T T
:<+/(O‘SUS+V9/83+’73)d5—/ ‘/;dWS, tE[O,T]
t t
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Usando la proposicién [2.12) dado que ¢ y v son no-negativos, el proceso U = Y — Y resulta también
no-negativo. Para la segunda parte del teorema, si Uy = 0 c.s., por la proposicién anterior

T
OZUOZE[CFT+/ Fs%ds(fo],
0

luego( =0cs.yy=0,A®@Pcs. O

Observacion 2.14. Suponga que
T T
Vgt [ pevizyds— [ zoaw.,
t t
=g+ [ Vids- [ z.aw.
t t
y € <&, f(t,Ys, Z;) < V;. Entonces podemos aplicar el teorema definiendo

f(ta Y, Z) = f(tvyaz) + (‘/t - f(t7}7:f7 Zt))

Mas adn, si f(t, Y:, Z;) < V; sobre un conjunto con A\®@ P —medida estrictamente positiva, entonces Yy < Yj.

3. EDEs con condicion final - Horizonte de tiempo aleatorio

Algunas aplicaciones de las EDEs con condicion final requieren que la solucién (Y, Z) satisfaga la con-
dicién Y, = £ para un tiempo de parada 7 dado. Esto se puede interpretar como una condicién final en el
intervalo aleatorio [0, 7], y por eso surge la necesidad de considerar EDEs con condicién final en las que el
tiempo terminal es un tiempo de parada con respecto a la filtracion {F; }+>0.

El objetivo de esta seccidn es extender el resultado de existencia y unicidad de soluciones de EDEs con
condicioén final de la seccidn anterior al caso en que el tiempo terminal es aleatorio, es decir a ecuaciones de

la forma
T T

Yi=¢+ f(SJ’s,Zs)dS—/ ZsdWs, t20 (3.1

tAT tAT

donde f : Q x Ry x IRF x R**?Y — IR* y ¢ es una variable aleatoria k—dimensional F,—medible.
Recuerde que para un tiempo de parada 7 con respecto a { F; }+>0 se define la o —dlgebra . como

Fr={AeF:An{r <t} e F, vt >0}

Sea (W})¢>0 un movimiento Browniano d—dimensional definido sobre un espacio de probabilidad (2, 7, P),
y sea {F }+>0 la filtracion generada por (W});>0 aumentada con los conjuntos P—nulos de €2. A lo largo de
la seccién 7 serd un tiempo de parada finito con respecto a {F; }+>o.

Para un a € IR fijo, notaremos con STQ’O‘(IRk ) el espacio vectorial de procesos (Y;)¢>(o con valores en RF
prog. medibles con respecto a {F; }+>0 tales que

1Y g0 ey = [stgg e"‘(t”)lYtP} < 00, (3.2)
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y con MZ*(IRF*%) ¢] espacio vectorial de los procesos (Z4)¢>0 con valores en IR¥*? prog. medibles con

respecto a { F; }+>o tales que
2 > 2
e (33)
v 0

Conservaremos la misma notacién para los espacios cociente, que ademds son espacios de Banach con las
normas (3.2) y (3.3) respectivamente.

Asumiremos que la condicion final £ es una variable aleatoria F, —medible con valores en IR*, y que existe
un proceso (Fy)¢>o prog. medible, con valores en IR, tal que el coeficiente

f: QxR x RF x R*>*? — RF
satisface

(i) el proceso {f(t,y, z) }+>0 es progresivamente medible, V(y, z) € R* x RF*4

(ii) f es Lipschitzen z € IR¥*%; es decir, existe K > 0 tal que casi siempre

\f(t,y,2) — f(t,y,2)| < K|z— 2|, Vt >0, Vy € RF, ¥z, 2" € RF*4

(iii) f es mondtona en y € IR¥; es decir, existe 1 € IR tal que casi siempre

(y—y ftoy,2) — fty,2)) < ply — |3 vt >0, Vy,y € RF, vz € RM

(iv) Crecimiento lineal en y € IRk,

f(t,y,0)| < F, + Kly|, ¥t >0, ¥y € R*

N
(v) E[epf|£\2 +/ eP 2 dt} < 400, paraalgin p > K? + 24,
0

(vi) y — f(t,y, z) es continua, Vt > 0, Vz € RF*9 cs.

Definicién 3.1. Diremos que un par de procesos (Y, Z) = (Y, Z;)¢>0 prog. medibles, con valores en IR* x
IR**¢_ son solucién de la EDE con condicién final (7, ¢, f) si (Y, Z) € S#*(IR¥) x M2P(IR¥*%), satisfacen

T T

Vi =&+ f(s,YS,ZS)ds—/ ZsdWs, t2>0 (3.4)

tAT tAT
y Zy = 0sit > 7. Mas atin, dado que 7 es finito c.s., (3.4) implica que Y; = £ sit > 7.

3.1. Unicidad y existencia de soluciones

Proposicion 3.2 (Unicidad). Bajo las hipdtesis (i)-(vi), existe a lo mds una solucion de la EDE con condicion
final en el espacio S (RF) x MZP(IRF*?).
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Demostracién. Sean (Y, Z'), (Y2, Z2) dos soluciones de (3.4) en el espacio S2”(IR*) x M2P(IRF*9).
Note primero que V! = Y2 = ¢sit > 7y Z} = Z} = 0 sobre el conjunto {¢t > 7}. Aplicando Férmula de
It6 al proceso

AV} =Y?) = ~{f(t. Y}, Z}) = f(6. Y, ZD) Y00 (8) dt + (Z) — Z})1po 7 (t) AW,

con la funcién e”!|y|?, integrando entre ¢ A 7y 7, y reorganizando obtenemos

T

e’ AY L2 + / e |AZ,|% ds
tAT

:/ eps{—p\AYslz+2<AYS,f(s,Y81,Z§)—f(s,YS2,Z§)>}ds—/ 2eP5AYF - AZg dW
t

AT tAT

donde AY = Y!' — Y2y AZ = Z!' — Z?. Tomando valor esperado -recuerde que el valor esperado de la
integral estocdstica es cero- se obtiene

E {epmﬂmmfﬁ + / e | AZ,|? ds}
tAT

B / P {—plAY,|? +2(AY,, f(5,Y., Z2) = f(s,Y], Z0)) } ds.
t

AT

Dado que f es monétona en y 'y Lipschitz en z, usando la desigualdad 2ab < a?/c + €b?, para cada e > 0
tenemos

2<y - Z//’ f(tv Y, Z) - f(tvy/7 2/)>
=20y -y, f(t,y,2) = ft,y),2)) + 20y =, f(t, ', 2) = f(t, 9/, 2"))
<2uly —y' P+ K?/ely —y|* +el|z — 2| (3.5)

Gracias a la desigualdad p > K? + 2y, podemos escoger ¢ tal que 0 < ¢ < 1y p > K2/e + 2u. Usando la
desigualdad (3.5)) con este € se sigue entonces que

T

E ep(tAT)|AYt/\T|2 F(1— 6)/

tAT

e’ |AZ,|? ds] <0
obteniendo el resultado requerido. O

Antes de probar existencia introduzcamos una sucesioén de procesos cuya construccion es debida a R.W.R.

Darling y E. Pardoux [DA/PAO7]: sea A = K?2/2 + p y sea (}A/", 2”) la dnica solucién de la EDE con
condicion final sobre [0, n]

?t" = E[eATf\]—"n] +/ {eAsf(s, e_’\s}/}s”, e_)‘sZ\") — )\E//\'s"}l[oﬂ(s) ds — / 2? dWs.
t t

En vista de que [e”f |.7-'n] es Fran—medible y

{e)‘sf(s, 67)‘8?;”7 ef/\sgn) — /\?Sn}l[oﬂ-](S) =0, sis>TAn

por la proposicion [2.10| tenemos }A/;}\( = }A/t” y 2[‘ = 0 sobre {t > 7 A n}, es decir

TAR)

Y2 =Y y ZI'=0 sobre {t > 7}, parat € [0,n].
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Definamos la martingala (; := E[e*"¢|F;], t > 0. Dado que E(e*7|¢|?) < oo, por el Teorema de Repre-
sentacién de Martingalas existe un proceso (7;):>0 adaptado y con valores en IR**? tal que

t
B[R] = B[7¢] + / nedW,, 0.
0
Haciendo ¢ = 7 y usando que e*"¢ es F, —medible, se obtiene la siguiente representacion para "¢,

6)\7—5 — E[e)\Tg] + /T Ns dWs. (3.6)
0

Como s6lo nos interesa el proceso (7s)s>o hasta el tiempo 7, asumiremos que 7; = 0 si s > 7, lo cual no
altera la representacién (3.6) de e*"¢. Para t > n definimos

Y =Gy =

yparat > 0
Y'tn — e—)x(t/\T)?;n y ZZZ — e_A(t/\T)/Z\ZL. (3.7)
Este proceso satisface Y. = Y;* y Z}' = 0 sobre {¢ > 7}, y mds atn, dado que d¢; = 1, dW;, usando

férmula de 1t6 y un argumento andlogo al de la observaci(’)n la pareja (Y™, Z™) satisface
dY' = =1y f(s, Y, Z) ds + Z3 dWs, 0 < s <,
dYg' = =1y AYS ds + Z¢ dW, 5>,

en otras palabras, satisface la EDE con condicién final

V" =¢+ fu(s, Y, Z0) ds — / ZdWs, t>0 (3.8)
tAT tAT
con fn(tayv Z) = 1{t§n}f(t7y7 Z) + 1{t>n}Ay7 n > 1.
Lema 3.3. Para todo o > 0 tal que e\7/2tN7¢ ¢ L?(Q, F,P; IRk), los procesos ( y ) satisfacen
B[ st B [ eGP ds = B[ eR] - By
0 0

Demostracién. Por Férmula de Itd el proceso et|(;|?, ¢t > 0, satisface

t t
NG = [Gof? + / e (oGl + sl ds + 2 / 7t dW,, £ 0.
0 0

Defina la sucesi6n de tiempos de parada 7, := inf{t > 0 : ¢?*/2|¢;| > n} A 7. Dado que
nA\Tn n
E/ €75¢E - m,)? ds < n?e™” E/ Ins|? ds < +oo
0 0

el valor esperado de [;""\™ e7*C} - 1, AW, es cero y
nN\Tn
o(N/A\T; 2 gSs
E[e”0N|Gur, 7] = [ElG][" + B /0 e (|G| + Insl*) ds. (3.9)
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Para el término de la izquierda se tiene

B[ 2| BIeNE | Far, ]| < Ble"™ ) BIPTIE? | Fan, ]
— E[GU n/\Tn)+2>\T‘§|2]
< E[€UT+2)\T’£‘ ] |:|€(0'/2+)\)7'€‘2:|

y por convergencia de martingalas discretas en L? (ver [WILL 91]) se sigue que
ag T g T T L2 g T
e?AT)/2¢ = (N2 BIATE | Fong, ] —— (/2T NTe
n—oo

y por lo tanto E[e” ™™ |G nr, [2] —— E[[el?/2+V7¢|?]. Para el término de la derecha en 1| basta con
n— o0

usar convergencia mondtona para obtener

nNA\Tn
E / (G IGI + Inl?) ds —— E / (oGl + Inal?) ds

Tomando entonces el limite cuando n — oo en (3.9) se sigue el resultado. O

Teorema 3.4 (Darling, Pardoux (1997)). Bajo las hipotesis (i)-(vi), la EDE con condicion final (@) tiene
una tinica solucion (Y, Z) € S2*(IRF) x M2P(IRF*%).

Demostracion. La unicidad ya fue probada en la pr0p0s1c10n n 3.2l Veamos que la sucesién (Y, Z"),>1

definida en (3.7) es de Cauchy en Sz’p(IRk) x M ’p(IRkXd) :sim > n, el proceso AY = Y™ —Y"
satisface

tAT tAT
AY; = AY, — {fn (s, Y™, Z0) = fols, Y, Z0) } ds + AZy dW,
0 0

t t
:AYO—/ {fm(s,YSm,ZgL)—fn(s,i{g",Zg)}l[O,T](s)ds—k/ AZ 1.4 (s) AW,
0 0

donde AZ = Z™ — Z™. Aplicando férmula de Itd con la funcién F(t,7) = e”|y|? se obtiene

A | AY;[2) ={pe |AVi[2 = 26 (AYs, fn(t, Y™, Z) = fult, Y}, ZP)) 0. (1)
(3.10)
+ P AZ| g ()} dE+ 267 Ay - AZid g (1) Wi

Integrando (3.10) entre t A 7y m A 7, y usando el hecho de que

m m n
Ym/\T - Y Ym/\T

_ er — efk(m/\‘r)cm

obtenemos

mAT

(| AZ|? + peP*| AY, ) ds + 2 / A AZ AW,

tAT

mAT

6p(tAT)’A1/t/\7—‘2+/

tAT

mAT
_o / P (AYy, f(5, Y, Z1) — fuls, Y2, Z0)) ds
t

AT
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y dado que para s < m,
S (s, Y Z8) = fu(s, Y, Z)
=Lioamy (8, Y Z5) + Lo AYS" — Liany £(5, Y, Z9) — 1on) AYS
=f(s, Y Z8) = [(8, Y Z9) + Loy £ (8, Y Z8) = Lup AYY!

se sigue que

mAT
(e”*|AZS|? + per®|AY[?) ds + 2/ ePSAYF - AZy AW,

tAT

MANAT

ep(t/\T)|A}/t/\7-‘2+/

tAT

MmAT
:2/ P (AY,, f(5, YT, ZI) — f(s, YT, Z7)) ds
tAT
mAT
+ 2/ Lissnye” (AYs, f(s, Y], Z7) — Y] ) ds
tAT
mAT
<2 [ AL YY) < (YD) ds
tAT
MmAT
2 [ A (Y720 - Y | ds
tAT
Dado que p > K2 + 2u, podemos encontrar € tal que 0 < ¢ < 1y v := p— K2?/e —2u > 0.

Usando la desigualdad (3.5) con este € y la desigualdad 2ab < 6a? + b%/0 con 0 < v,a = |AYy|y
b=1(enm|f(5, Y], ZF) — AY| obtenemos

MAT
e’ |AZ > ds + 2 / ePSAYS - AZg dW

tAT

MAT

NN

tAT
mAT

eS| AY, |2 ds+8/ eP*|AZ|? ds

tAT

MAT

S(K2/8+2,u—p+9)/

tAT

1 MmAT
w3 | Y Z) - N s
AT

Haciendo 8 = min(1 — ¢,v — 6) > 0, la anterior desigualdad se reduce a

mAT

" |AYr? + 8 e’ (|AZ,|? + |AY; ) ds
tAT
L opmer mAr (3.11)
< 9/ ePs|f(s, Y, Z) — Y2 ds — 2/ ePSAYS - AZg dW.
nAT tAT

Dado que
MAT m
/ ePPAYS  AZgdWs = / 1o (s)e” AYS - AZs dWs,
tAT t
por la observacién[2.3]1a esperanza de la integral estocdstica es cero, y en particular tenemos

mANAT 1
E/ e (|AZs|? + |AY;|?) ds < — Ry
0 50
donde o
Rm,n =F 6ps|f(57Y;naZ?) _A}/sn|2ds'

nAT
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Volviendo a la desigualdad (3.11)), por un argumento ya usado varias veces en la anterior seccion se tiene

|

t
E| sup e”(t/\T)\AY}ATF < éRm7n+4E[ sup ‘/ 1[07T}($)6’08AY;*'AZS AW,
0

0<t<m 0<t<m

m 2
< b+ 12| ( [ AV PIAZ P (0 05)'|

MAT
<IRpn+ ;E[ sup ePtAYtF] +< E/ IAZ,|? ds
o<t<mAT 0

con C' = 12, y dado que E [Sup <<, """ [AY;7|?] = E[SUp g<p<pmnr €”|AY;|?], obtenemos

mAT 1 2
E[ sup eﬂtmm?] < ZRpyn+C? E/ |AZ|>ds < = (2 + C) Run
0<t<mAT 0 0 B

y en consecuencia

¢ 2 AT s 2 2 1 c?+1
E| sup e”|AY" + e (|AZ | + |AY[?) ds| < - (2+ Ry .
0<t<mAr 0 0 B

Dado que V" = Y*sit > m, Y," = Y™ = Esobre {t > 7}, Z" = Z' = m sit > myn = 0 sobre
{t > 7}, de la anterior desigualdad se deduce que

T o
E[supe”(t/\T)\AYHQ—i—/ e”5|AYS\2ds—|—/ HAZSH2 ds} < CyppgRmn < Cypl'y,
>0 0 0
T

donde Cp 5 = (2 + %) yDu=E [ eP|f(s, Y, Z") — Y2 ds. Por hipétesis
nAT

(s, YD Z0) = AP < 2(Fs+ K|YD| + K| 27])° + 20 Y22
<6(F7 + K2V PP + K2 Z0[) + 20|y
luego
T T
I, < 6E/ e”F2ds + (6K2 +2)\?) E/ e (Y2 + | Z2)?) ds. (3.12)
n nAT

AT

y dado que

T T T
/ ePS|Fy|2ds < / eP|Fy2ds, Yn>1 'y E/ eS| Fy)? ds < 400,
n 0 0

AT

por convergencia dominada el primer término de (3.12)) tiende a cero cuando n — oco. Volviendo a la defini-
cion de (Y;", Z{") parat > n tenemos

T T
B[ (VP4 |Zi) ds =B [0 (6P + ) s
NAT NAT
tomando o = p — 2\ en el lema[3.3|se tiene que

E/ e(p_2>\)s(|Cs|2+”ns”2) ds < oo
0
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y de nuevo por convergencia dominada

)
ps n|2 2
B e (vrr 1z ds 0

luego I',, — 0 cuando n — co. En particular la sucesin (Y™, Z™) es una sucesién de Cauchy en S2 (IR*) x
MZP(IRF*) y por lo tanto converge en este espacio a un limite (Y, Z).

Veamos que (Y, Z) es solucién de la EDE con condicién final (3.4} Sea o € IR tal que 2a < p 'y fijemos
t > 0. Dado que (Y, Z") satisface la EDE con condicion final (3.8)), usando el mismo argumento de la
observacion 3.6 dicha ecuacién se puede escribir de forma equivalente

T T

€ fuls, Y, Z8) — ¥} ds — / €927 W,

tAT

6cz(t/\T)}/tn — ean—i—/

tAT
Por definicién de f,, para n > t, se tiene

nAT T T

aY ds + / Y[ ds

AT

/ eas{fn(&}/;n’zg) - OCY;”} ds = /
t

AT tAT

f(s,Y:gn’Zg)dS _/
tAT

= / e {f(s, Y], Z7) — ozYS”} ds —I—/ e {NYS — f(s, Y], ZM)} ds
tAT nAT

luego

T T

e {f(s, Y], Z1) — ozYs”} ds — / e 7Y dW
, AT (3.13)
‘ﬁ/ e {ANY = f(s, Y Z7)ds, Vn>t, neN

AT

ea(t/\T)Y;n :ea75+/

tAT

Queremos pasar al limite en esta ecuacién sabiendo que

o0

E {sup eIy —v)? 4 / eS|V — Yi|? ds + /
0 0

|Zs — Z7)? ds} —— 0.

De las desigualdades
E [eQOé(t/\T) ’Y;n -Y, |2]

T 2
E ’/ S (Z0 — Z,) dW,
tAT

2 T 2
ea(t/\T)y;fn L , ea(t/\T)Y;t, y / eaSZg dW L—) €asZs dWs,
t

n—oo AT n—oo AT

[sup >0 ep(t/\T) D/tn - YHQ]

<E
gE/eﬂ%—£W®
0

se obtiene que

y por la desigualdad de Holder

EW e“(YS"—Y;)dsH SB[ ey Yilds =B [ ey oy as
tAT 0 0

T ( : 1/2 T 1/2 1 T 1/2
< E/ eQO‘_des} {E/ ePS|Y”—Y;|2dt} g{E/ ePS|Y"—Yt|2dt}
{ 0 0 t \/p—20é 0 ¢
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I'n
p—2a

gl

/ eas}/sn ds —)Ll 6045}/5 ds y / eas{)\}/sn - f(87 }/sn7 Z;L)} ds i—1> 0.
\ n n—00

AT n—00 tAT AT

/ eas{)\}/;n — f(57}/;n’Zg)}dS‘:| <

AT
luego

Por ultimo

B||[ etz - s, v 20y as

T T
<E eas|f(57Y;nvZ;L)*f(sann7ZS)|dS+E eas|f(57Y;nvZS)*f(SvY;vZS)‘dS

tAT tAT

y dado que f es Lipschitz en z,

T

)
B[ e f(s, Y2, 20 — fls, YT, Z))| ds < KE/ e\ 2n — 7, ds
0

tAT
- 1/2
<K _Ip eS| 2 — Zg|* dt ——0
T VP —2a 0 § s n—oo

Adicionalmente, usando la continuidad de y — f(s,y, z), se puede ver que

r
E eas|f(S,Y;n,Zs)—f(S,Y;,ZS)‘dS — 0.
tAT n—00

La demostracion emplea argumentos de integrabilidad uniforme y se puede encontrar en [DA/PA 97, BR/CA 00].

En conclusién, dado que la convergencia en L? implica convergencia en L', tomando el limite en L' de
cada término en (3.13) obtenemos

ea(t/\T)Y;g _ eaT£+/

tAT

T T

eas{f(s’YVS’ZS) —a}/;}ds_/ e 7. AW,

tAT

o lo que es lo mismo
T T

Yi=¢§+ f(S>Y:9>Zs)d5_/ ZsdWs.

tAT tAT

4. Soluciones de viscosidad de EDPs semilineales de segundo orden

Esta seccidn presenta algunos resultados cladsicos sobre la relacion entre EDEs con condicién final y ecua-
ciones diferenciales parciales (EDPs) parabdlicas y elipticas de segundo orden semilineales. Primero, se ex-
pone una generalizacién de la Férmula de Feynman-Kic al caso semilineal, y luego se presenta un reciproco
de dicha generalizacién en un sentido mds débil usando el concepto de solucion de viscosidad.

Consideraremos EDEs con condicién final bajo un contexto markoviano i.e. la aleatoriedad tanto de la
condicion final como del coeficiente proviene de un proceso de Markov solucién de una EDE estandar con
condicidn inicial.
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SeaT > 0fijoyseanb: [0,T]xR? — R%, o : [0, T] xR? — IR?*? funciones medibles que satisfacen la
condicion de Lipschitz global, (uniformemente con respecto a ¢ € [0,77]) con constante de Lipschitz K > 0.
Bajo estas condiciones, para cada (t, ) € [0,T] x IR¢, existe un proceso (Xé’x)se[t’ﬂ solucién de la EDE

X = g +/ b(r, X) dr +/ o(r, X" dW, , s¢c[t,T]. 4.1)
t t

Convenimos Xﬁ’x =z para 0 < s < t. Suponemos ademas que
g:R"—RF y  f:(0,7] x R x R" x R¥*? — RF
son funciones continuas y que existen ¢ € IR, K > 0y p > 1 tales que
lg(2)] < K(1+ ||")
[f @ty 2)] < K1+ |2[” + [y + [2])
[f(t,2,,2) — f(t,2,y,2)| < K[z — 7]
(y—y f(txy,2) = f(t,z.y',2)) < uly =y
paratodo t € [0,T], = € RY, (y,2),(y/, 2) € R* x IR¥*<, Entonces el coeficiente
(5,9, 2) — f(t, X%y, 2)
y la condicion final g(X;x) satisfacen las hipoétesis (i)-(vi) de la primera seccidn, pues

f(t, X%y, 2)| < K(1+] 2l)

B[ooee s [

. L, . ., t t . ez
luego existe una dnica solucién, que notaremos por (Y, Zs’x)se[oyT], de 1a EDE con condicién final

T
] gE[2K(1+|X;“ )+/ Xg’“|2pds} < 400
0

T T
Y = g(X5) + / flr, X525, Y,.0%, Z07) dr — / ZprdW, , s €[0,T]. 4.2)
S S

Observacién 4.1. Los procesos (X1™) seftr] Y (Y Zﬁ’m)se[t’ﬂ son adaptados a la filtracién
Fli=aoWNU{W, -W,:t<r<s}), scltT]
En particular se tiene que Ytt’gC es constante c.s.

Considere el siguiente sistema de EDPs parabélicas semilineales con condicién final
0
alj; (t,x) 4+ Lyui(t, ) + fi(t, z,u(t,z), (Dyu - o)(t,z)) =0, (t,x) € [0,T) x RY, 43)
w(T,z) = gi(), = €R
conl < i <k, donde
1< 9%
(L) (t,z) = 2”2:1(00*)@'(15,%)8 o (t, ) + Zb (t, ) t (t.,x), wvech*([0,T] x RY)
es el operador diferencial de segundo orden asociado al generador infinitesimal del proceso de Markov
(s, Xs o ) selt,T]s Y Dau es la diferencial de u con respecto a x, es decir, la matriz de tamafio k£ X d con

)-

componentes (Dyu);; = 6
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Teorema 4.2 (Generalizacién de la Férmula de Feynman-Kic). Sea u € C12([0, T] x R%; IR¥) solucion del
sistema tal que para algiin C > 0, ¢ > 1

|(Dyu-0)(t,2)| < C(1 4 [z[?) (4.4)
entonces para cada (t,z) € [0,T] x R, la solucion (Y2, ZL") sct,r] de la EDE con condicion final
estd dado por el par de procesos (u(s, X2"), (Dyuo)(s, Xﬁ’m))se[tﬂ. En particular, u(t, z) = Yf’z.
Demostracién. Usando la condicién de crecimiento polinomial (4.4), el proceso (Dyu - o)(s, Xi™), s €
[t, T, satisface

E/ Dyu-0)(s, X0%)|? ds < 4o0.

Aplicando férmula de Itd a X** con u; : IR — IR obtenemos

d [ui(r, Xﬁx)] = [({;;Z (r, X5%) + (L) (r, XE5) | dr + (Vous) (r, X% o (r, X5T) dW,

= —fi(r, Xﬁ"”, w;(r, X}f"”), (Dgu - o)(r, X}fz)) dr + (Vyu; - o)(r, X,’fx) dW,..

Integrando entre s y T, y usando que u;(7T, X;x) = gi(X?x), tenemos paratodo s € [t,T]yparal <i <k
que

T
u; (s, Xﬁ"’”) = gi(X%x) —|—/ fi(r, Xﬁ’xjui(r, Xﬁ””), (Dgyu - o)(r, Xﬁ’m)) dr
’ T
es decir  u(s, X1%) = g(Xp") / flr, X0 i (r, X0), (Dyw - o) (r, X207)) dre

—/ (Dyu - o)(r, XE*) dW,

s

El resultado se sigue de la unicidad de la solucién de (4.2)). 0

Observacion4.3. Sik =1y f(t,z,y,2) = c(t,z)y + h(t, z) donde c y h son continuas y acotadas, la EDE
con condicion final (4.2)) es lineal. De la proposicion[2.12]sabemos que (4.2)) tiene una solucion explicita dada
por

T
Ve = (O B[ g(OTY + [ b Xeriar| 7] t<s<T

s

con T4% = elo crXr)dr pado que (")~ es Fy-medible,
T
ut,z) =Y = E {gom L ()™ + / Alr, XE5)TEE (") L dr | ] ‘

t

Tomando valor esperado obtenemos
t.ox T Xt,z d T s Xt,:l: d
ult,z) = E[g(XT’ ol elr Xt dr / (s, Xbo)eli clrXr™) rds]
t

que es precisamente la Formula de Feynman-Kdc.
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El enfoque usado en el teorema[4.2]es, sin embargo, no del todo satisfactorio, pues es inevitable asumir la
existencia a priori de una solucién u € C'? ( [0,T] x RY; ]Rk) del sistema . Es por esto que surge la
necesidad de introducir la nocién de solucion de viscosidad como una herramienta que nos permitira conectar
#@.1)-@.2) con en la otra direccion, es decir, probar que (4.I)-{@.2) proveen una solucién en cierto
sentido de (4.3)).

La nocién de solucién de viscosidad es mas débil que la nocién de solucidn clasica de EDPs no-lineales,
pues se refiere a soluciones que no son lo suficientemente diferenciables para satisfacer la ecuacion en el
sentido clasico. Fue introducida en 1981 por Crandall y Lions [[CR/LI 83] (ver también [[C/E/L 84]) con el fin
de resolver ecuaciones de Hamilton-Jacobi de primer orden, y luego fue extendida a ecuaciones de segundo
orden en [LIONSI 83| [LIONS2 83| LIONS 83|

La siguiente es una motivacién del concepto de solucién de viscosidad para EDPs de primer orden usando
precisamente ecuaciones de Hamilton-Jacobi: considere el problema valor inicial dado por la ecuacion de
Hamilton-Jacobi

0
2y H(x,Dyu) =0, en [0,00) x IR%,

ot 4.5)

u(0,-) =g, sobre IRY,

donde el Hamiltoniano H : IR? x IR — IR y la funcién inicial g : IR — IR son continuas, y la solucién
u : IR? — TR debe ser por lo menos de clase C'([0,00) x IR?). Para cada ¢ > 0 considere el problema de
aproximacion

ou’

—— + H(z, Dyuf) — eAu =0, en [0,00) x RY,

ot (4.6)

u‘(0,-) =g, sobre IRY

Se puede ver que el término €A en (4.6) regulariza la ecuacién de Hamilton-Jacobi, y asi (4.6)) resulta ser una
EDP parabdlica cuasilineal con solucién suave, mientras que la ecuacién es enteramente no-lineal y no
necesariamente tiene solucién. Por supuesto lo que se espera es que cuando € — 0 la solucion u€ de
converja en cierto modo a una solucion débil de (4.5)). Esta técnica es llamada el método de viscosidad.

Sin embargo, cuando ¢ — 0 podriamos perder el control sobre diversas estimaciones de la funcién u°
y de sus derivadas: estas estimaciones dependen fuertemente del efecto regularizante de ¢A y “explotan”
cuando ¢ — 0. No obstante, muchas veces en la practica se puede garantizar que la familia {u}.~o sea
acotada y equicontinua sobre subconjuntos compactos de [0, c0) X IR?. En consecuencia, usando el criterio
de compacidad de Arzela-Ascoli

u“ —— wu, uniformemente sobre compactos de [0, c0) X RY, 4.7
j—o0

para alguna subsucesién {u“ }22, y para alguna funcién limite u : [0, 00) x IR? — IR continua. Lo més
razonable es esperar a que u sea alguna clase de solucién del problema de valor inicial , pero como solo
sabemos que u es continua, y no tenemos informacidn que pueda garantizar que tanto (a—ff como D, u existan
en algin sentido, tal interpretacién es dificil.

Tratemos entonces de encontrar alguna caracterizacion intrinseca de dicha “solucién”para motivar la defi-
nicién de solucién de viscosidad: fijemos una funcién test ¢ en C* ([0, 00) X ]Rd) y supongamos que

u —  toma un maximo local estricto en algiin punto (,z) € [0, 00) x IR%. (4.8)

Esto significa que (u — ¢)(t,z) > (u — v)(t,2’) para todos los puntos (¢, z’) suficientemente cercanos a
(t,x),con (t',a') # (t,x).
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En virtud de (4.7), podemos afirmar que para cada ¢; > 0 suficientemente pequefio, existe un punto
(te;, 7e;) tal que

u® — o toma un méximo local en (Z,, x;) 4.9
y que
(t€j7$€j) . (t7$) (410)
j—o0

En efecto, note que para un r > 0 suficientemente pequefio, (4.8)) implica que
A - < - t) )
méx(u — ¢) < (u = p)(t,z)

donde B es la bola cerrada en IR™* con centro en (t,z) y radio r. En vista de (4.7) se tiene que u% — u
uniformemente en B, luego

méx(u” — ) < (u9 = ¢)(t,2)

para un ¢; suficientemente pequefio. En consecuencia, u¢ — ¢ alcanza un maximo local en algtin punto en el
interior de B. Podemos entonces reemplazar  por una sucesion de radios tendiendo a cero y obtener (£.9),

E.10).

Debido a {#.9) se tiene que

Dy (u“ — @)(te;, xe;) = 0, 4.11)
o(us — ¢
(&)(tej,xq)zo, (4.12)
A(u —p)(te;, ;) <0, (4.13)
luego
dp
E(tq ) xEj) + H(xEj ) D$g0<tej ) xE]‘))
oui ..
= W@j’xq) + H(we;, Dyu(te;,xc;)), por(5.11),(5.12)

= ¢;Au (te;, we;), por(5.6)
< €jAp(te;, xe;), por(5.13).

Haciendo € — 0 y usando (4.10) junto con el hecho de que ¢ es de clase C! y H es continua se obtiene

%—f(t,x) + H(z,D,p(t,z)) < 0. (4.14)

Supongamos ahora que en vez de (4.8)) tenemos
u — ¢ toma un maximo local en (¢, z) € [0, 00) x IR? (4.15)

no necesariamente estricto. Entonces u — ¢ alcanza un méximo local estricto en (¢, ), donde @(t/, z") :=
o(t,x) + (2" — x> + (¢ — t)?), 6 > 0. Igual que arriba se concluye
dp

E(tax) + H(x,Dzw(t,x)) < 05

obteniendo de nuevo (4.14), pues ¢ y ¢ coinciden en (¢,x). En consecuencia (4.15) implica (4.14). De
manera similar se deduce la desigualdad

Oy

E(t’ x) 4+ H(x,Dyp(t,x)) >0 (4.16)
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siempre y cuando
u — ¢ alcanze un minimo local en (¢, z) € [0, 00) x IRY. (4.17)

Una solucion de viscosidad para la ecuacion (4.3) se define justamente como una funcién continua u que
satisfaga (4.14) y {@.16) siempre y cuando se cumplan @.15) y @.17).

Para sistemas de EDPs parabdlicas semilineales de segundo orden de la forma

%(t,x) + Liui(t, x) + fi(t, z,u(t,x), (Dyu-o)(t,x)) =0, (t,x) €[0,T) x RY,

ot (4.18)

ui(T,z) =gi(x), =€ R

la definicion de solucidn de viscosidad es andloga, salvo la siguiente restriccion: paracadal < ¢ < k, la
i—ésima coordenada de f debe sélo depender de la i—ésima fila de z, es decir

fi(tvxvyaz):fi(ta'r?yaz(i))a 1<e<k
donde 2 es la i—ésima fila de z. Asi entonces la primera linea de (4.18]) se escribe

O
S (6) + Lai(t,2) + filt,@,ult, @), (Vou; - o) (t,2)) = 0.
Definicién 4.4. Sea u € C([0,7] x R% IR¥) tal que u(T,-) = g. Diremos que u es sub-solucion (resp.
super-solucion) de viscosidad de li si para cada 1 < 4 < k, para toda funcién ¢ € C172([O, T] x IRd) y
para todo (¢, z) € [0,T) x IR? tal que u; — ¢ tiene un maximo local (resp. minimo local) en (t, x) se verifica
Iy

E(tvx) + Lt@(tvx) + fi(taxa u(t,x), (VISOZ ’ O')(t,.ilf)) >0, (resp. < 0)

w es llamada solucion de viscosidad de (A.18) si es a la vez sub-solucién y super-solucion de viscosidad de
(4.18).

Observacion 4.5. Se puede ver que toda solucién en el sentido cldsico es también solucién de viscosidad,
y que si u es solucion de viscosidad y es de clase C 1’2([0, T] x RY; IRk) entonces satisface ll Para una
completa presentacion sobre soluciones de viscosidad y sus aplicaciones ver [[C/I/L 92| [FL/SO 93].

Teorema 4.6. La funcion u(t,z) := Y, es solucion de viscosidad de .

Demostracion. Es bien sabido que el proceso X ¥ es continuo con respecto a (¢, x), i.e. si {(tn, Tn) }n>1 €5
una sucesién en [0,7] x IR? tal que (¢,,, x,,) — (t,2) entonces

2
sup |XL* — xtmen| Ly, (4.19)
0<s<T n—00

y por la continuidad de g,
nsytn L2 k)
g(XF) —=— g(X7").

n—oo

También usando (4.19) y la continuidad de x — f(s,x,y, z) se puede ver que

T
E/ |f(S7X§n7xnv szt,ac’ Zﬁ’x) - f(S7X§’x’Y:9t7w7 Z?:B)P ds » 0.
0

n—o0
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En virtud de la proposicion [2.9]se tiene que
ult, ) = ultn, ) = [V = Y™ = B[[YS =¥

T
< E[lg(X") — g(X50)*] + B /O (s, XImmn YE2 Z07) — f(s, X0", Y, Z57) 2 ds

lo cual tiende a cero cuando n — oo, obteniendo asi la continuidad de w. Veamos ahora que u es sub-solucién
de viscosidad de (4.3) (la prueba de que u es supersolucion es idéntica):

Seal < i < kysean ¢ € CH([0,T] x ]Rd) y (t,z) € [0,T] x IR? fijo tal que u; — ¢ posee un
maximo local en (¢, x). Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que w;(t,z) = ¢(t, x) (basta con tomar
© — (t,z) + u;(t, z) en vez de ¢, lo cual no afecta las derivadas de ¢). Supongamos que

%’:(t, x) + Lip(t,x) + fi(t,x,u(t,z), (Ve - o)(t,z)) <0

y veamos que esto conduce a una contradiccién. Como u; — ¢ posee un maximo local en (¢, x), que es nulo,
por continuidad existe 0 < a < T —ttalquesis € [t,T]+ay|r' —z| < «

ui(s,2') < (s, '),

(g(’: + LSQD) (S,ﬂf/) + fi(5,$/7u(87x/)’ (VCEQO : O')(S,SU/)) < O’

Defina el tiempo de parada
ri=1nf{s >t: | X" —z| > a} A (t+ a).

Entonces, para s € [t,T] + « se tiene que

T T
Yii = g(Xg") + / o, Xpm Y00, Zp%) dr — / Zp* AW,
T

T

+ [ fe xte v, 2ty dr — / Zt% aw,
S

AT AT
’ t+ao t+a
=Y'" + / flr, X2 Y5 ZE0 g () dr — / Zy 1y 7 (r) AW, (4.20)
S S
t,z t,x
Sea r € [t,T] fijo y notemos por (YST’XT ,ZQXT )r <5< 1a solucion de la EDE con condicion final con

coeficiente .
(w,y,2) — flu, X0% y,2),  (u,y,2) € [r,T] x RF x RF*4

t,x t,x
y condicién final g(X7*"" ). Dado que (X4™)s>, y (X3 . satisfacen la misma EDE

s>
S S
X :Xﬁ@—i—/ b(u, Xy,) d7‘+/ o(u,Xy)dBy, s>

t
[ Xr,Xr’x
— Ag

resulta por unicidad que X c.s. para s > r. Entonces

Flu, X057y 2) = f(u, X5% y,2), parar <u<T
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t,x t,x
y g(X:TF’X”" )=g (erpm) Por unicidad en las soluciones de EDEs con condicién final se tiene que Y."*" =

Y parar < s < T. En particular para s = r,
t,x
'LL(?", X7€7x) — K‘T,XT — Knt7x'
Usando esto en (4.20) junto con la restriccion sobre f se obtiene entonces que el par de procesos

V= (Yor), Zs=(20")910,(s),  seltT]+a,

SAT

satisfacen la EDE con condicién final

t+a t+a
Y, = ui(r, X5%) + / fi(ry X5% Xﬁ@),fr)l[oﬁ] (r)dr — / ZpdW,, t<s<t+a.
S

S

De otro lado, aplicando férmula de It6 a X** con ¢ tenemos

alor, X)) = (32 4 Lug) (r, XEP) dr + (Vo o), XE7) W,

integrando entre s A7y (t + a) AT =T, cont < s < t + a, obtenemos

SD(T7 X;t'yx) - 90(8 A T, X?/%’r)
-

T 0
— [ (G L)X+ [ (Vap- o)l x0%) W,
SAT 87'

SAT

t+a o t+a
_ / (55 + Lee) X[V L0 () dr + / (Vap - 0)(r, Xp")1po 7 (r) AW,

Es decir, el par de procesos

~

Vo= @(s AT X)) Zs = (Vap - 0)(s, X0)1p4(s), se[tT]+a

verifican la EDE con condicion final

~ t+a ) t+o
Y, = o(r, X7%) - / (5 + LM) (r, Xp) 1o, (r) dr — / ZpdW,, t<s<t+a
S S

De la definicién de 7 y la eleccién de «, se tiene que las condiciones finales u; (T, X2%) y ¢(7, X" satisfa-
cen
Usg (7_7 X}?x) < 90(7_7 X7t'7x)7

y ademds
s, X%, s, XE7), Zo) 1o (5) = fils, X2, (s, XE2), (Vg 0) (5, X010 11 (5)) Lo 5)
< - (gf + L) (5, X17),
para s € [t,T] + «. Con ayuda del teorema de comparaci(’)n (ver observacién se deduce que

wit,z) = (Y =Y, < Yy = p(t,x),

lo cual contradice nuestras hipdtesis. O
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Podemos establecer un resultado similar para un sistema de EDPs elipticas semilineales sobre un dominio
en IR?, pero usando esta vez EDEs con condicién final y tiempo terminal aleatorio: sea G’ un abierto acotado
de R¢y sea (X[)>0 la solucién de 1a EDE

¢ t
X[ = / b(X;”)ds—i—/ o(X7)dW,, t>0
0 0

con condicién inicial X§ = x, donde b : R? — R?, o : R? — IR no dependen de ¢ y satisfacen la
condicién de Lipschitz global con constante de Lipschitz K > 0. Suponga ademads que

g: R —R' y f:R!xRFxR>* — R
son funciones continuas y que existe u € IRy p > 1 tales que
[f(@,y,2)| < K(L+ [ + [y] + [ 2])
|f(z,y.2) = f(z,y,2")| < K|z = 2|
(y=o f(@,y,2) = fx.y,2)) < ply =y
para todo z € IR?, (y,2),(¢/,2') € R¥ x IR¥*?. Para cada = € G, definimos el tiempo de parada
T, =mf{t >0: X/ ¢ G} (tiempo de salida de G),

y asumiremos que P (7, < 00) = 1y que existe p > 2u + K? tal que E[e’™*] < +o00, Vz € G. Bajo estas
hipdtesis, el coeficiente
(s,y,2) — f(X{,y,2)

y la condicién final g(X ) satisfacen las condiciones (i)-(vi) de la anterior seccidn, pues

[F(XS,y2)| < K (14 XTI+ [yl + |2])

Bllaxe)P+ [ erlxzpras| < o
0

luego existe una tnica solucién, que notaremos por (Y;*, Z);>0, de la EDE con condicién final

e —g(xz)+ [ fXEYE, 27 ds /Tw ZTdW,, t>0. @21)
ATy AT
Dado que Y’ es Fo—medible, es constante c.s.
Considere el siguiente sistema de EDPs elipticas semilineales
Lui(x) + fi(z,u(x),(Dyu-o)(z)) =0, x€Gq, 422)
ui(x) = gi(x), x€IG,

conl < i <k, donde

1
(Lv)(x):§Z(oa) ()8%8% Zb 8% ), veClC@)

es el generador infinitesimal del proceso de Markov (X[);>¢. Primero damos un resultado anilogo a la
generalizacién dada en el teorema[4.2|para el problema de Dirichlet y luego establecemos el reciproco usando
solucidn de viscosidad:
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Teorema 4.7. Sea u € C%(G; RY) solucion del sistema tal que para algiin C > 0,q > 1
|(Dyu-o)(x)] < C(1+ |z|?) (4.23)

entonces, para cada x € G, la solucion (Y*, Z¥)>o de la EDE con condicién final estd dado por el
par de procesos (w(X{r,, ), (Dzu - 0)(X{))s>0. En particular, u(z) = Y.

Demostracion. La prueba es exactamente la misma que en el teorema .2} aplicar Férmula de Itd al proceso
X7 con cada u; : IR — IR, integrar entre ¢ A 7, y 7, usar la condicién de frontera u‘ s = gy por ultimo
aplicar unicidad de soluciones de EDEs con condicién final y tiempo terminal aleatorio. O

De nuevo, para que la nocién de solucién de viscosidad de (4.22) tenga sentido, se hace la siguiente res-
triccion: para cada 1 < ¢ < k, la i—ésima coordenada de f depende solo de la i—ésima fila de z, es decir

fi(’ma Y, Z) = fl(xa Y, z(i))a
donde () es la i—ésima fila de z. Asi entonces la primera linea de 1| se escribe
Lu;i(z) + fi(z,u(x),(Vau; - 0)(x)) =0, 1<i<k.

Definicién 4.8. (a) Una funcién u € C(G; IR¥) es llamada sub-solucion de viscosidad de (4.22) si para cada
1 <i <k, paratodo ¢ € C*(G) y paratodo x € G tal que u; — o toma un maximo local en z, se verifica

—(Le)(z) — filz,u(z), (Vap)(x)) <0, sized,
min{—(Le¢)(z) — fi(z, u(x), (Vaip)(2)), ui(z) — gi(x)} <0, size€dG

(b) Una funcién u € C(G;IRF) es llamada super-solucion de viscosidad de (4.22) si para cada 1 < i < k,
para todo ¢ € C%(G) y para todo = € G tal que u; — ¢ toma un minimo local en z, se verifica

—(Le)(x) = filz,u(z), (Vop)(x)) =2 0, siz e,
max{—(Ly)(x) = fi(z, u(x), (Vo) (@), ui(x) — gi(x)} = 0, si z € G

w es llamada solucion de viscosidad de (#.22)) si es a la vez sub-solucién y super-solucion de viscosidad de
(4.22)).

Teorema 4.9 (Darling, Pardoux (1997)). La funcion u(z) := Y* es solucién de viscosidad de .

Demostracion. Para ver que v asi definida es continua se necesita que el conjunto
':={x€0G:P(r, >0)=0}

sea cerrado (la demostracién se puede encontrar en [DA/PA 97]). Veamos que u es sub-solucién de viscosidad
(la prueba de que es supersolucion es idéntica): seal < i < kysean ¢ € C 2(]Rd) y x € G maximo local de
u; — . Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que u;(x) = ¢(x) (basta con tomar ¢ —¢(x) +u;(z) en
vez de ¢, lo cual no afecta las derivadas de ¢). Si z € T', entonces 7, = 0 c.s., y u(z) = g(x). Consideremos
ahora el caso en que x ¢ I". Entonces 7,, > 0 c.s. Supongamos que

(Lo)(x) + fi(z,u(x), (Vep - 0)(x)) <O
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y veamos que esto conduce a una contradicciéon. Como u; — ¢ posee un maximo local en x, que es nulo, por
continuidad existe o > 0 tal que si |2/ — z| < a,

(L) (@) + file! u(@), (Vag - 0)(a')) <0,

Defina el tiempo de parada
=mf{t >0:|X} —z|>a} A1 AT,

paraun 7' > 0 fijo. Entonces, para t € [0, 7] se tiene que
Tx Tx
Vo, —o(xt)+ [ sy znas— [ zzaw,
7 7

+ f(X;C,Yf,Z;”)ds—/ 77 dw,

tNT tAT

T
—vi o+ [t as - [z an. @24)
t

Igual que en la demostracién del teorema se puede ver que u(X}) = Y;* para todo ¢ > 0. Usando esto
en (4.24) junto con la restriccion sobre f se obtiene que el par de procesos

Y= (YE:),  Zo=(Z8)D104(1), tel0,T],

satisfacen la EDE con condicién final

T T
Y = ui(X2) +/ fi(Xf,u(Xf),fs)l[oﬂ(s) ds / ZsdWs, te[0,T].
t t

De otro lado, aplicando férmula de Ité a X* con ¢ e integrando entre t ATy T AT = 7, cont € [0,T],
obtenemos

P(X7) — o(X{hs)

- [ woxas+ [ (Tup-opxnaw.,

AT 7%
T T
— [ @D dst [ (Vag )X 10 (5) AW
t t
Es decir, el par de procesos

Vii=o(Xho),  Zi=(Vap-0)(XP)1pa(t), te€[0,T]

verifican la EDE con condicion final

T T
¥ = p(X2) - / (L) (XZ) L0, (s) ds — / Z.dW,, te0,T).
t t

De la definicién de 7 y la eleccion de «, se tiene que las condiciones finales u;(XZ) y o(XZ) satisfacen



y ademads

FilXE u(XT), Ze) 10 7(8) = fil X7, u(XT), (Vg - 0)(XT) 10,7 (D) L0 7 (1)
< —(Le)(X{),

parat € [0, 7]. Con ayuda del teorema de comparacion (ver observacion [2.14) se deduce que

ui(w) = (V) = Yo < Yo = (),

lo cual contradice nuestras hipdtesis. O
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