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Resumen

El presente documento propone el modelo HW1-BSFX para simular la TRM
contemplando estocasticidad en las tasas de interés para la valoracién de derivados.
El modelo HW1-BSFX consta de emplear el modelo de Black-Sholes FX, cuyo spot
corresponde a la TRM, incorporando el modelo de Hull-White de un factor para el
célculo de la tasa de interés doméstica (COP) y foranea (USD). La calibracion del
modelo HW1-BSFX se realiza con informacién histérica del mercado colombiano y
estadounidense de instrumentos derivados swaps y opciones sobre la tasa de cambio
USDCOP. Finalmente se emplea el método de Monte Carlo, con el cual se compa-
ran resultados sobre la TRM simulada del modelo propuesto HW1-BSFX contra el
modelo de Black-Sholes FX de tasas de interés constantes, evidenciando similitud en

las simulaciones de los dos modelos.

Palabras clave: Black-Scholes, Calibracién, Cambio de numerario, Hull-White

de un factor, Monte Carlo, Tasa de interés estocastica, TRM, Volatilidad.
Abstract

The following document proposes the HW1-BSFX model to simulate TRM consi-
dering the stochasticity of FX rates used in derivatives valuation. The HW1-BSFX
model is constructed using the Black-Scholes FX model with spot rate TRM and
domestic (COP) and foreign (USD) interest rates as the results of the one factor
Hull-White estimates. The calibration of the model is done using historic data from
Colombian and American swap derivatives markets and USDCOP exchange rate op-
tions. To conclude, a Monte Carlo simulation is used to generate values of TRM with
the proposed HW1-BSFX model vs the Black-Scholes FX with constant interest ra-

tes, noticing great similarities between the results for both models.

Key words: Black-Scholes, Calibration, Change of Numerarie, Hull-White one
factor, Monte Carlo, Stocastic interest rates, TRM, Volatility.
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Capitulo 1

Introduccion

Ante la necesidad de realizar mecanismos de cobertura para mitigar el riesgo
sobre el alza de las diversas tasas de interés, tanto locales como extranjeras, y ta-
sas de cambio de pesos colombianos contra una moneda extranjera, el mercado de
derivados en Colombia ha crecido considerablemente en los ltimos anos. En este se
encuentran negociaciones de instrumentos derivados tales como forwards, opciones,
swaps, y productos estructurados. Este 1ltimo hace referencia a un contrato en el
que ¢l emisor del producto pacta, en general, pero no siempre tiene esta modalidad,
pagar un componente fijo y vender un componente derivado a cambio de un precio
determinado’. Las negociaciones de productos estructurados, forwards y opciones so-
bre divisas peso-dolar en el mercado colombiano en general utiliza como subyacente
de valoracién la TRM?. Dénde, la adecuada valoracién de este tipo de instrumen-
tos financieros implica utilizar modelos que permitan simular el comportamiento del
subyacente y particularmente la TRM.

Adicionalmente, las negociaciones de los derivados en el mercado OTC (Over
The Counter)® permiten que se presenten riesgo de incumplimiento al momento de
liquidar el contrato, incentivando de esta manera incorporar el riesgo en la valoracién

del contrato. Asi mismo al realizar un ajuste por riesgo de crédito CVA (Credit

'En general el derivado corresponde a la opcién de compra o veta de uno o més subyacentes.

2La Tasa Representativa del mercado TRM es un indicador econémico que expresa el valor
promedio diario de la tasa de cambio entre el peso colombiano y el délar norteamericano

3El mercado OTC se caracteriza por realizar negociaciones fuera de la BVC (Bolsa de Valores
de Colombia).
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Valuation Adjustment) al valor razonable del contrato en un marco libre de riesgo,
se debe simular con la mayor precision posible el comportamiento del subyacente.

El mercado colombiano utiliza como mecanismo de simulacién el modelo de (Black
y Scholes, 1973). En este se considera que el cambio de la tasa de cambio futura se
distribuye en un componente estocastico y una tendencia deterministica dependientes
del tiempo.Asi mismo se considera que la tasa de interés del pais doméstico y la tasa
de interés del pais foraneo que conforman la tendencia del proceso son constantes en el
tiempo. Sin embargo las tasas de interés también fluctiian en el tiempo y su respectiva
simulacion futura se podria realizar utilizando modelos de tasa de interés cortas tales
como el modelo de Vasicek (1977), CIR (1985), Hull-White (1990), Dothan (1978),
entre otros.

Por estas razones el objetivo del presente documento es proponer un modelo en el
que se estime la TRM, de manera similar a como lo presenta (Black y Scholes, 1973),
pero considerando estocasticidad en las tasas de interés tales que permitan simular
el modelo con mayor precision. Asi mismo, el modelo consta de combinar el modelo
de Black para la simulacién de la TRM con el modelo de (Hull y White, 1990) de
un factor, para la simulaciéon de la tasa de interés cero cupon que capte los pesos y
la tasa de interés cero cupén que capte los doélares. El nombre y la notacién de este
modelo correspondera a Hull-White one factor whith Black Sholes Foreing exchange,
HW1-BSFX. El documento estd compuesto por: 1) La Presente Introduccién en la
que se comento la motivacién de calibrar y simular el la TRM, 2) Especificacién del
modelo en el que se describird la construcciéon del modelo, 3) Calibracion del modelo
y descripcién de los datos que se utilizaran, 4) Simulacién del modelo por método el

de Monte Carlo y finalmente 5) Resultados y conclusiones.



Capitulo 2
Especificaciéon del modelo

El presente capitulo describird las ecuaciones diferenciales parciales que se uti-
lizaran el el modelo propuesto, el cual, como se expresé anteriormente, consta de
emplear el modelo de (Hull y White, 1990) para la tasa de iteres doméstica y fordnea
en el modelo de (Black y Scholes, 1973) para tasa de cambio modelo (HW1-BSF).
Este apartado consta de dos secciones, en la primera se describird cémo se componen
los procesos de tasa de cambio, la tasa de interés doméstica y foranea. En la segunda
seccion se describira el cambio de numerario que se debe realizar con el objetivo que

los tres procesos se encuentren sobre la misma medida neutral al riesgo.

2.1. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas (SDE)

Para la modelacion de la tasa de la TRM denominada Z; se propone usar el
modelo de Black — Scholes FX, el cual sigue un proceso exponencial. Asi mismo se
asume que en la ecuacién (2.1) el coeficiente del dt, Z;u, corresponde a la tenden-
cia del proceso, siendo esta la tasa media de retorno y o; la varianza. Estas son

dependientes del tiempo ¢ y W; es un movimiento Browniano estandar.
dZt = Zt(,utdt + O'tth> (21)

Para simplificar el modelo se realiza el cambio de variable de y; := In Z; y ob-

tenemos un modelo en términos logaritmicos. En este modelo se incorporaran los

6



Capitulo 2. Fspecificacion del modelo 7

subindices d y f, los cuales denotaran la variable o el pardametro en el pais doméstico
y foraneo respectivamente. Adicionalmente, se incorpora la medida neutral al ries-
go (g, la cual utiliza como numerario la tasa de interés doméstica, de modo que

N, = [efg ’"d(s)ds} , teniendo de esta manera:

Ay(t) = (ralt) = () = 5030 + 0, ()N (1) (2.2

En la ecuacién (2.2) el drift, componente que acompana a dt, estd compuesto
por la tasa de interés del pais doméstico r4(t) (Colombia), la tasa de interés del pais
foraneo r;(t) (Estados Unidos) y o,(t) la volatilidad de Black-Scholes de la tasa de
cambio, donde este tltimo hace referencia la volatilidad de la misma volatilidad en la
ecuacion (2.1). El componente dWW24(t) corresponde al diferencial de un movimiento

Browniano estandar asociado a la variable y sobre la medida neutral al riesgo Q).

Al considerar que el proceso de la tasa de cambio es dependiente de las tasa de
interés variable en el tiempo, se debe simular también la tasa de interés corta de
Colombia y de Estados Unidos. Por consecuente se propone utilizar el modelo HW
de un factor propuesto en (Hull y White, 1990) para simular las tasas de interés r4(t)
y rf(t). En (Brigo y Mercurio, 2006) se especifica que el modelo de HW de un factor

propone que el diferencial de la tasa de interés sigue el proceso:

d?“t = (@t - krt)dt + O'tth (23)

Donde el pardmetro constante k hace referencia a la velocidad con la cual la tasa
de interés corta se revierte a su valor de largo plazo. El componente o, corresponde
a la volatilidad dependiente del tiempo de corto plazo de la tasa de interés, diferente
al de la ecuacién (2.1). El componente deterministico ©; determina la trayectoria
media de largo plazo. Este permite que el modelo se ajuste a la estructura temporal
de las tasas de interés y a la estructura temporal de las volatilidades de esta misma.
Finalmente W, es un movimiento Browniano estandar. Asi mismo aplicando el lema

de Ito a la ecuacion (2.3) se obtiene que la tasa de interes es:
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t t
T4 —roekt—l—/ ek(ts)@sds+/ ose FImqyy, (2.4)
0 0
o Pe
Donde,
t
Qt = Toe_kt + / ®se_k<t_8)d87 (25)
0
t
Ty = / ose K= g, (2.6)
0

Por otra parte, consideraremos el proceso de Ornstein-Uhlenbck (OU)! el cual se
caracteriza por ser un proceso de Markov con incrementos normalmente distribuidos
y tener una distribucién aleatoria estacionaria, es decir que a medida que aumenta
el tiempo el proceso tiende a inclinarse a su media de largo plazo con mayor fuerza
cuando los valores se encuentran lejos de esta misma. En cambio, el proceso de un
camino aleatorio en tiempo continuo (Proceso de Wiener), es un proceso inestable

donde los valores divergen a infinito (Vasicek, 1977). Asi mismo se tiene que el proceso

g; sigue:

dgt = —k?gtdt + O'tth, go = 0

Aplicando el lema de It6 se tiene que:

t
g = /O ose A, (2.7)

Tomando las ecuaciones (2.6) y (2.7) se puede afirmar que g; = x4, lo cual per-
mite afirmar de la ecuacién (2.4) que r, = 6; + x;. No obstante el componente
deterministico ; es dependiente del parametro dependiente del tiempo ©; descrito
por (Hull y White, 1990), el cual se definird a continuacién. Para esto se supo-
ne el modelo G144+ propuesto por (Francesco, 2012), el cual plantea que la tasa

de interés sigue r(t) = 6(t) + x(t) donde el diferencial x(t) sigue un proceso OU

17



Capitulo 2. Fspecificacion del modelo 9

dx(t) = —kx(t)dt + o,dW;. Asi mismo, aplicando el lema de Ito se tiene que:
T
z(T) = z(t)e FT—Y +/ o(s)e M Ddw(s) ; x(0)=0 (2.8)
t
T
r(T) = 6(T) + z(t)e M7 4 / o(s)e FT=Ddw (s) (2.9)
t

en el cual se tiene que la media y la varianza del componente Gaussiano toman el

valor de:

E{r(T)|F} = 0(t) + z(t)e "= . Var{r(T)|F} = /t 02 (s)e2HT=) g

Segun (Brigo y Mercurio, 2006) se tiene que un bono cero cupén con maduracién

T sigue la ecuacién P(0,7) =E {e‘ I T(S)ds}, donde en nuestro caso:

P(0,T) =B {e o -
- E {6_ fOT(O(s)—i-a:(s))ds} (21())

— e~ fOT G(S)dsE {6_ fOT x(s)ds}

Ante una variable z que sigue una distribuciéon normal se tiene que E {ez} =

2 . . ., .
etz059Z  Por lo tanto, con el objetivo de resolver la ecuacién (2.10), en primera
. . T , .
instancia se debe calcular [ x(s)ds para el cual se usard el teorema de Fubini,

donde se tiene que integrando la ecuacion (2.8):

/ eyt = OT / ols)e MW ()it
:/OTU(S)B’% /STe"“dtdW(s) (2.11)

La ecuacién (2.11) sigue también una distribucién Normal con media cero y
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varianza:

g g a(s) —k(T—5)\2
Var i x(t)dt|Fo p = T (1—e )°ds =V (0,7T) (2.12)
Continuando con la solucién de la ecuacién (2.10) tenemos que:

P(0,T)=¢" S 6(s)ds ,0+0,5V (0,T) (2.13)
Separando el componente 6(s) a la izquierda,
o foT O(s)ds _ P(O, T)e—O,SV(O,T) (2'14>

No obstante en (Brigo y Mercurio, 2006) se define que la tasa instantanea forward
M(0,t) es igual a:
P(0,T) = e~ Jo SO0

por lo tanto al remplazar este resultado en la ecuacién (2.14) tenemos que:

o Sl o(s)ds _ o s FM0,8)dt ,—0,5V (0.T)

Finalmente eliminando el exponencial, remplazando el termino de ecuacién (2.12) y

derivando la ecuacion a ambos lados se tiene que:
T 2
o(T) = fM(0,T) + / OT(S)(l — e HT=))ehT=9) g (2.15)
0

Definiendo de esta manera un proceso estacionario para la tasa de interés de cada
pais, en la cual se tiene un proceso deterministico 6(¢) y un proceso estocéastico OU
x(t) de la siguiente forma:

para el pais domestico

ra(t) == 04(t) + za(t), (2.16a)

' 03(3) —kg(t—s)\ ,—kq(t—s)
04(t) = f4(0,t) + k (1 — e Fallms))emRali=8) d g (2.16D)
0 d

drg(t) = —kgxq(t)dt + og(t)dW(t), donde z4(0) =0 (2.16¢)
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para el pais foraneo,

r(t) == 0s(t) + x4(1) (2.17a)
0r(t) = fr(0,t) + /Ot a]];(fs) (1 — e Frlt=9)yehrlt=s) gy (2.17b)
drg(t) = —kgay(t)dt + oy ()dW ' (t), donde w4(0) =0 (2.17¢)

Cada proceso se encuentra sobre las medidas Qg y 5 neutrales al riesgo res-

pectivas a cada pafs, cuyo numerarios corresponden a Ng, := [efot Td(s)ds] y ./\/'Qf =

[efot Td(s)ds] Los pardmetros k; y ky hacen referencia a la velocidad con la cual la
tasa de interés corta se revierte a su valor de largo plazo respectiva a cada palis.
Las variables dependientes del tiempo o,4(t) y o(t) corresponden a la volatilidad de
corto plazo respectiva de cada pafs. Los componentes deterministicos ,4(t) y 6f(t)

determina la trayectoria media de largo plazo de cada tasa de interes respectiva a

91n Py(t,T d1n Py (t,T)
- OBty (1, T) = TR

representan la tasa instantanea forward de su respectivo mercarcado. Aplicando el

su pafs. Adicionalmente, las funciones fy(t,7) =

lema de Ito bajo su respectiva medida neutral al riesgo y utilizando el subindice
u = d, f para denotar el pais al cual pertenece la variable o el pardmetro se tiene

que:

T
Lo (T) = xy(t)e FT=D —i—/ e T g (8)dW 3 (s) (2.18)

t

utilizando ecuacién (2.16a) y ecuacién (2.18),

T
Tu(T) = 0,(T) + 2, (t)e =0 +/ e T=9g (5)dW I (s) (2.19)
t

2.2. Cambio de numerario

Aunque cada proceso estocastico se encuentra bajo su propia medida neutral al
riesgo ()., cuando se unen los tres procesos para construir el modelo HW1-BSFX,
el cual modele la TRM, se desea correlacionar los tres proceso de tal manera que
contemplen los mismos factores de riesgo y no se presenten oportunidades de arbi-

traje. Por lo tanto, se procede a aplicar una medida y numerario en comun tal que
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al correlacionar los tres procesos de Wiener el modelo HW1-BSFX sea (Q martingala

libre de arbitraje.

Asi mismo se supone que la correlacién de los movimientos Brownianos entre

cada tasa de interés y la tasa de cambio son:

AW - AW = pyedt, (2.20a)
AW dW 24 = pyydt, (2.20b)
AW - dW & = pydt, (2.20c)

Existen varios numerarios que permiten que el modelo HW1-BSFX no tenga
oportunidades de arbitraje, sin embargo en el presente documento se utilizara el
numerario que (Brigo y Mercurio, 2006) proponen en los modelos de tasa corta de
un factor, tales como (Vasicek, 1977) y (Hull y White, 1990). Se utiliza la medida T —
forward Q' , cuyo numerario es un bono cero cupén P,(0,T) con vencimiento T', esta
medida permite que el valor esperado de la tasa de interés spot instantanea sea igual
a su tasa de interés forward (Brigo y Mercurio, 2006). Como consecuente el numerario
en el modelo HW1-BSFX (para cada uno de los tres procesos) corresponderd al bono
cero cup6n del pais doméstico Py(0,T'), es decir que la medida libre de riesgo utilizard

la nomenclatura Q7.

De esta manera, aplicando el teorema de Girsanov, el cual halla una medida
de probabilidad equivalente a la del proceso estocéstico, se tienen los dos siguientes
ajustes. Primero se debe unificar la medida de los tres procesos el mercado doméstico
libre de riesgo en el cual se establecera el numerario, para lo cual se debe realizar el
siguiente cambio de medida del proceso estocastico del mercado extranjero (ecuacién
(2.17¢)).

AW = dW P (1) + pgyo, (1),
teniendo asi como resultado:
dr(t) = [=ksrs(t) — of(t)ppyoy(t)]dt + o p(t)dW 4 (t) (2.21)

En este, WJ?”‘ representa el movimiento Browniano-Q)g.
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En segunda instancia se deben ajustar los tres movimientos Brownianos W4(t), VVJ(Z2 4(t)
y Wde(t)] que se encuentran sobre la medida ()4, con el objetivo de incorporar la
medida T — forward QT descrita anteriormente. Por ende se utilizara el modelo
G114+, expuesto en el capitulo 2, con el cual se calculara el nuevo drift que permita
que el modelo sea QT martingala. Para esto se utilizara el teorema de Fubini utili-
zado en la ecuacion (2.11) y se tendrd en cuenta que P(0,7) = elo =10OHds Por 1o
tanto similar a Brigo se obtiene que la probabilidad de medida sobre la derivada de

Radon-Nikodym corresponde a:

QT P {—fOTr(s)ds} - exp{ fo s)ds — fo }

dQ P(0,T) B P(O T)
eXp{ JT [Lo(s)e ™ =dw (s)dt — [ £(0,8)dt + [ [i =1 — e_k(t_s))e_k(t_s)dgdt}
a P(0,7)
_exp {— Jo TR (L= enh — [V 0, 0dt — f;F T8 - e*k(T*S))st}
a P(O,T)

= exp {— /0 ' %(1 T\ gy () — /0 ' "Zj) (1- e—k(T—s))2ds}
(2.22)

Por otro lado la derivada de Radon-Nikodym infiere que el proceso es (Q martin-

e (—% /0 t A2(s)ds — /0 t)\(s)dWO(s))

gala cuando:

aQ
dQo

donde por el teorema de Girsanov se tiene que el cambio de drift corresponde a,

dW = dW° + \(t)dt



Capitulo 2. Fspecificacion del modelo 14

de la ecuacién (2.22) se evidencia que.

At) = %(1 — e FI=) (2.23)

teniendo asi como resultado el cambio de medida para el pais doméstico:

t
AW (1) = W24 (1) + —022 L1 — ettty

Finalmente hallando el cambio de medida para cada uno de los procesos descritos

anteriormente obtenemos que:

AW () = AW (t) + op,dt (2.24a)
AWE(t) = AW () + pyop,dt (2.24b)
AW (1) = AW (t) + payop,dt (2.24¢)

Donde la varble op, corresponde a la volatilidad de un bono en el pais doméstico
Py(t,T) con vencimiento T'. Siendo este equivalente a A(¢) obtenido en la ecua-

cién (2.23): .
1 — e MlE—

op, = o4t i

Por consiguiente se tiene que las ecuaciones diferenciales parciales (2.16¢), (2.21)
v (2.2) para las variables dz4, dz; y dy respectivamente sobre la misma medida Q7

corresponden a,

[~ kawa(t) — oa(t)op, (B)]dt + oa(t)dW S (1) (2.25a)
[—kpas(t) = pryop(t)o,(t) — paos(t)op,(t)]dt + op(t)dW “(t) (2.25D)

Ay() = [ra(t) — r5(0) ~ 50,0  puoy (Do, ()t + oy (W (1) (2:250)

d&?d<t)
dxy(t)

Finalmente se aplica el lema de Ito a las ecuaciones diferenciales estocéasticas para
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15

obtener como resultado:
T or
xq(T) = e‘kd(T_t)xd(t) + / e‘kd(T_s)ad(s)de 4 (s)
t
T
—/ e M Ty (s)ap(s)ds,
t
T or
w2 (T) = e FrT =Dy (1) +/ e*kf(T*S)af(s)de 4 (s)
t

= [ T (90,0 + s o, ()]s,

y(T) = y(t) —i—/t Uy(s)dW;ng(s)
1

n / rals) — 11(3) — S0y(5)? — payoy(s)opa(s))ds.

2

(2.26a)

(2.26D)

(2.26¢)
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Calibracién y Datos

3.1. Calibracion

La calibracién consta de tres etapas: primero se calibraran los parametros asocia-
dos a cada mercado local independientemente. Los pardmetros kq y 04(t) se calibraran
utilizando el modelo HW1 con insumos del mercado colombiano y los pardmetros k;
y 0¢(t) se calibraran utilizando el mercado estadounidense. Segundo se hallaran las
correlaciones pgr, pay y pry con datos histéricos. Tercero y tltimo se calibrard la vo-
latilidad o, (y) FX del modelo HW1-BSFX utilizando informacién de mercado sobre
las opciones USDCOP.

3.1.1. Parametros k, y o,(t)

El documento de (Bloomberg, 2016) y la mayoria de literatura argumenta que la
mejor manera de calibrar los pardmetros o; v k , los cuales representan la volatilidad
de las tasas de interés en el corto plazo y la velocidad con la cual la tasa se revierte
a su media de largo plazo, es utilizando la informacién que provenga del mercado de
Swaptions, cuyo subyacente es una tasa de interés. Sin embargo, en el mercado co-
lombiano no existen este tipo de instrumentos a diferencia de los paises desarrollados.
Esto nos conduce a abordar métodos alternativos de calibracién (Restrepo y Botero,
2007) . Por ende siguiendo a (Brigo y Mercurio, 2006) donde se argumenta que el
modelo de (Hull y White, 1990) es una extensién del modelo de (Vasicek, 1977) en

16
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el cual el diferencial de las tasas de interés de estos dos modelos esta definido por:

Vasicek, dr(t) = k[© — r(t)]dt + odW (t) (3.1)
Hull-White, dr(t) = [O(t) — kr(t)]|dt + ocdW (t) (3.2)

Estos dos modelos dependen de tres parametros, el parametro de reversion a
la media ©, la volatilidad de corto plazo o y la velocidad con la cual se revierte
la tasa a su media k. Se evidencia que en el modelo de Vasicek, ecuacién (3.1), el
parametro de reversion a la media © es constante en el tiempo, mientras que Hull-
White, ecuacién (3.2), considera que el pardmetro de reversion a la media ©(¢) es
variable en el tiempo y deterministico, donde este es el mismo parametro descrito
en apartado 2.1. Asi mismo, se puede inferir que los parametros ¢ y k del modelo
Vasicek son los mismos que los del modelo Hull-White. Por lo tanto, se supone
que el resultado de cualquier método de estimacién sobre los parametros o y k en
el modelo de Vasicek es equivalente a la estimacion de estos dos pardmetros en el
modelo de Hull-White. De modo que, se procedera a emplear el método de Méxima
Verosimilitud (MV) en el modelo de Vasicek para calcular los pardmetros o y k

utilizando informaciéon histdérica sobre las tasas de interés.

El proceso de calibracion mediante el método de MV, considera que la ecua-
cién (3.1) no contempla un escenario libre de riesgo, permitiendo una estimacién
adecuada de los parametros o y k, pues al no incorporar una medida neutral al ries-
go, cuando se realice el proceso de estimacién de la tasa, los parametros permitiran
modelar el verdadero comportamiento de las tasas de interés. Esto indica que no se
realizard un cambio de medida a la ecuacién (3.1) (Brigo y Mercurio, 2006). Siguien-
do a Brigo, se aplica el lema de It6 a la ecuacién diferencial del modelo de Vasicek

ecuacion (3.1), teniendo asi que la tasa de interés esta definida por,

t
r(t) = r(s)e F=9) £ O(1 — e F=9)) 4 J/ e M= AW (), (3.3)
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Donde r(t) es normalmente distribuida con media y varianza,
E{r(t)|F,} = r(s)e ") @(1 - e_k(t_5)> (3.4)

Var{r(t)|F.} = 2 [1— ek (3.5)

Por lo tanto las ecuaciones de los pardmetros corresponden a o := e ™% vy V2 =
a?
2k

en el cual se tiene informacion histérica de la tasa de interés corta observable.

(1 — e~2%). El pardmetro § denota los dfas analizados para un marco de tiempo

Aplicando el método de MV a la ecuacién (3.3) se tiene al igual que en (Brigo y

Mercurio, 2006) que los pardmetros de maxima verosimilitud V', © y « son,

MY Tl = Y e Ti Y g Ti
n Z?:l r?—l - (Z?:l 7i-1)? ’

A Doyl — dri]

Q

n(l—a&) 7
. 1 & .
V2 = E Z[’I"Z — dri_l — @(1 — @)]2
=1

Despejando se tienen los valores éptimos de 6 y k tales que,

~  —log(&
i — % (3.6)
2
g2 2RV (3.7)
(1 _ 6—21«5)

Este resultado hace referencia al valor constante de los pardametros o y k que
modelan el comportamiento de la tasa de interés corta. Sin embargo, el modelo
HWI1-BSFX planteado anteriormente considera una volatilidad o(¢) dependiente del
tiempo, lo cual implica, que dada la inexistencia del mercado de swaptions, se asume
una volatilidad constante en el modelo HW1-BSFX para cada tasa de intres, r4(t) y
r¢(t). Adicionalmente, utilizando estos parametros se grafica el modelo Hull-White
para cada tasa de interés sobre su respectiva medida neutral al riesgo (), teniendo

como resultado las siguientes curvas.
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Figura 3.1: Modelo Hull-White sobre la tasa IBR y USD.

3.1.2. Correlaciones Histdricas

Para €l calculo de las correlaciones pgf, pay ¥ pfy se considerard una serie de datos
histéricos sobre cada tasa de interés corta observable (doméstica y foranea). De esta
manera se calculard una correlacion pgr, pay y Py que haga referencia a, la correlacién
promedio de la curva de la tasa de interés doméstica respecto a la fordnea, la curva
de la tasa de interés doméstica respecto a la tasa de cambio y la tasa de interés

foranea respecto a la tasa de cambio.

3.1.3. Volatilidad FX

En el ultimo paso se calibrard la volatilidad del modelo de (Black y Scholes,
1973) o,(t) utilizando el mercado de opciones ATM de USDCOP a diferentes pazos
(Bloomberg, 2016). En el modelo de Black al considerarse que las tasas de interés
son constantes, la volatilidad del proceso o, es equivalente a la volatilidad implicita
del mercado FX. Sin embargo en el modelo propuesto HW1-BSFX la volatilidad del

proceso FX difiere a la de Black, ya que en este se consideran la volatilidad de las
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tasas de interés. Por consiguiente, el objetivo de este paso de calibracién corresponde
a encontrar el valor éptimo de o, tal que minimice la diferencia entre la volatilidad
implicita de la tasa de cambio, observable en el mercado, con la volatilidad estimada
del proceso forward de la tasa de cambio, en la cual se contempla estocastisidad en
las tasas de interés. Para esto, en primera instancia se empleara el proceso forward
de la tasa de cambio, para que luego se calcule la variacion cuadratica del proceso.
En segunda instancia se realizard el paso de optimizacién. La tasa de cambio forward
FX esta definido por,
Ps(t,T)

Z(t) = Z(t)m

Sobre la medida Q% en la cual el proceso tiene cero drift, se tiene que la ecuaciéon

diferencial de la tasa de cambio corresponde a,

. 1— e—k‘d(T—t)

dZ(t) = Z(t)|o

(t) = 2() [oa=—

1 _ e—k‘f(T—t)
ky

+ oy (AW (1)

AW (1)

— oy AW (1)

Para este proceso se tiene que la volatilidad depende de,

04q

b (T—t)\ Of ke (T—
P = e T0), 2L = M) (1)

o(t,T) = { ¥

Se evidencia que similar a (Bloomberg, 2016) la volatilidad de este proceso depende
de las volatilidades de los procesos de las tasas de interés, de esta manera se tiene

que la variacion cuadratica del proceso FX es igual a,

t;
s = [ ot t)pyoltt) i i=12,..
0

t es variable

En esta ecuacion se puede identificar que la volatilidad estimada ¢
en el tiempo t;. Donde i denota el tenor o plazo al vencimiento de la superficie de
volatilidad observada en el mercado y t; hace referencia al plazo de dias del tenor, por

ejemplo si ¢ = 3M entonces t3y; = 90. Adicionalmente, se supone que la volatilidad
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de Black o,(t) es constante para cada intervalo del tiempo ¢;.
Resolviendo la variacién cuadritica de manera similar que en articulo de (Zeng)'
y utilizando la misma notacién de Brigo para simplificar el algebra H, (T —t) =

k—ld[l — e R(T=1] "se tiene que,

o ()t = (ti — tim)oy (t:)?

t; t;
+ 20, (t;) [pdy/ oqHy(t; — s)ds — pfy/ orHs(t; — s)ds

ti—1 ti—1

ti t;
+ / o2H2(t; — s)ds + / O?H]%(ti — s)ds (3.8)
ti—1

ti—1
ti
- 2/ PdfO'deHd(ti — S)Hf(lfi — S)dS
ti—1

+ O'eSt (tl‘_l)Qti_l

El proceso de optimizacién constara de hallar el valor optimo de la volatilidad
o,(t) tal que minimice la sumatoria de las diferencias al cuadrado, para cada plazo al
vencimiento o tenor, de la volatilidad implicita del mercado sobre opciones ATM de
la tasa de cambio USDCOP y la volatilidad estimada en la ecuacién (3.8), resultado
de la variacién cuadratica del proceso de la tasa forward FX. Por consiguiente la

ecuacion a optimizar corresponde a,

n=2Y

Yl - ) i WML sMY) ()
i=1W

3.2. Datos

Se utilizardn dos grupos de datos provenientes de Precia?. El primer grupo de
datos se empleard en la estimacion de los parametros de Hull-White. El segundo
conjunto de datos se realiza con el objetivo de calibrar la volatilidad de Black sigma,

en la anterior seccién, por la cual se acudira al mercado de las Opciones.

IE] célculo se encuentra detallado en el apartado Pricing cross-currency European contingent
claims under HWIF.
2Entidad colombiana proveedora de precios para la valoracién de instrumentos financieros
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3.2.1. Tasas de Interés

Los modelos de (Vasicek, 1977) y (Hull y White, 1990) son instrumentos para
simular la tasa de interés, por lo tanto al calibrar sus respectivos parametros con una
serie historica, se requiere usar series sobre las tasas de interés corta observable del
mercado. De esta manera se tomara para un marco de tiempo de dos anos el IBR,
Indicador Bancario de Referencia, para calibrar los los parametros k; y 04 asociados
al pais doméstico, Colombia y la FEER Federal Founds Efective Rate para calibrar
los los pardmetros k; y oy asociados al pais foraneo, Estados Unidos. Los datos

histéricos obtenidos se observan en la siguiente figura 3.2:

IBR history 2 years USD history 2 years

0.07 - l_

L 0.020 -

L I
006 - ;
0.015~- |
i T

& : 2
0.05- L| M ll [ ] [
.-] 0.010 -
] —[_r
. T
0.04- ¥
I | | | 0.005 - 1 I T T
v} 200 400 600 a 200 400 E00
Days Days
(a) IBR rate. (b) USD rate

Figura 3.2: Histérico sobre la tasa IBRON y USDON.

3.2.2. Volatilidad de opciones USDCOP

Para calibrar la volatilidad o, (¢;) descrita en apartado 3.1.3, se tomara la superfi-
cie de volatilidad implicita sobre opciones USDCOP publicada por Precia, donde esta
recoge negociaciones del mercado OTC. La volatilidad ¢™*(¢;) en la ecuacién (3.9)
corresponde a la volatilidad implicita que se utiliza en las negociaciones de primas

sobre opciones C'all Europeas Play Vanilla, cuyo subyacente es la tasa de cambio
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USDCOP, adicionalmente el método de valoracion de la prima es la formula de Black

Scholes FX. En la presente superficie, solo se tendrd en cuenta las opciones ATM a

diferentes plazos al vencimiento o tenor.



Capitulo 4

Simulacion de la TRM

El proceso de simulacién de la TRM se realizara utilizando el método de Monte
Carlo. Este método consta de simular un activo financiero en una o varias fechas
futuras determinadas (Brigo y Mercurio, 2006). El proceso de simulacién consiste en
crear diversos destinos del activo financiero mediante la simulacion de trayectorias
aleatorias dependientes de una tendencia y volatilidad establecida, donde seguido
a esto se calcula el promedio aritmético de todas las trayectorias. Con el objetivo
de simular resultados favorables, cada uno de los escenarios simulados dependen del
punto de partida (spot) y la funcién de propagacién del activo financiero.

En el presente documento se simulara la tasa de cambio a diferentes fechas futu-
ras, en las cuales la tasa de cambio simulada a mayor vencimiento es dependiente en
cada una de sus trayectorias simuladas a menores vencimientos; de este modo se pue-
de observar como se comportan los caminos o trayectorias a medida que transcurre
el tiempo.

La funcién a simular es la funcién y(7') 2.26¢, la cual se evidencia que es depen-
diente de r4(s) y 7¢(s), unificando las ecuaciones (2.16a) y (2.17a) sobre el indicador
u, ry(t) = 0,(t) + x,(t) y se supone que la volatilidad de cada tasa de interés o4 y

os son constantes, por lo tanto se tiene que,

y(T) = y(t) + / oy (5)AWH (5)

b [0 4 u0) = 6500+ 210) = 0,05 = pJon9) ds

24
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Seguido a esto se utilizan las ecuaciones (2.26a) y (2.26b), adicionalmente se

ku(T—s)

utiliza la notacién h, (T — s) = e~ para simplificar el algebra, obteniendo de

esta manera y similar a (Bloomberg, 2016), se tiene como gran resultado que,

o) =00+ [ oy (o)iw
#6100 = 36 = puls1on )] s
+/T AT = s)zals )ds—i—/Thf(T—s)xf(s)ds

/ /hdz—saddW dz+/ /hfz—sade (s)dz)
—/t /thd(T—s)adapd(s)dsdz

T z
= [ [ st = ) lonagas) + pagon(s) sz
t t

Donde aplicando el teorema de Fubini tal como se realizé en la ecuacién (2.11) se

: 1
tiene que-,

/ / $) AW (5)dz :/tT /sThu(z—s)au(s)dzdwﬁg(s)

_ / ou(s) / Th (= syt ) = [ " u(5) (= — )W (s)
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WD) =)+ [ o aw ()
b [ [0~ 6500 = o7 = o Ion )] s

+ Hy(T — t)zq(t) + Hf(T —t)xs(t)
/ Hd — S)O'ddW / Hf — S)O’de ( )

t

- / Hy(T — s)oqop,(s)ds
tT

—/ Hy(t = s) [pry050y(s) + paroror,(s)] ds
t

Donde la media y la varianza son,

E{y(T)|F:} = y(t)

T 1
+[[%@—@@—5%@%wWM@@mﬂ@
+ Hy(T — t)xq(t) + Hp (T — t)zp(t / Hy(T — s)oqop,(s)ds
T
—/ Hy(t = s) [ppyopoy(s) + paroror,(s)] ds
Var{y(T)|F:} = / oy,(s)ds +/ Hi(T — s)o3ds +/ H}(T — s)osds
T T
- / pyaHa(T — s)oy,(s)oqds + / pyrHi(T — s)o,(s)osds
tT t
+ / Hy(t — s)H(t — 5)payoqords
t

Finalmente en el proceso de simulacion consta de hallar trayectorias aleatorias
con la media y varianza calculadas, en el cual se estimara la TRM al vencimiento ¢

y asi sucesivamente hasta llegar al mayor plazo al vencimiento 7.
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Resultados y conclusiones

5.1. Resultados

A continuacion se ilustra los resultados obtenidos de la calibraciéon y simulacion
descrita en los capitulos 3 y 4. Una vez realizados los procesos de calibracién sobre
las correlaciones descritas en la seccién 3.1.2 y los parametros o, y k, en la seccién

3.1.1 tenemos que:

Cuadro 5.1: Resultados de correlaciones, velocidad de reversién y volatilidad

Parametro Valor
Py -0.1017906
Paf -0.8866104
Pyf 0.2722641
kg 0.9917077
k¢ 0.5003195
04 0.006870005
of 0.005428643

Luego utilizando estos pardmetros se calibra la volatilidad FX descrita en el

apartado 3.1.3, ilustrando de esta manera,

27
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Vol-FX Estim Vs Vol Market
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Figura 5.1: Los indicadores MTM y Optim hacen referencia a la volatilidad del
mercado estimada respectivamente.

En esta se puede evidenciar que la volatilidad estimada es mayor a la del merca-
do, esto se puede presentar porque la volatilidad del mercado implicita es valorada
con (Black y Scholes, 1973) utilizando tasas de interés constantes, mientras que la
volatilidad optima considera la volatilidad de cada tasa de interés causando asi una
mayor volatilidad.

En el proceso de simulacién se calculan 10000 caminos proyectados por el método
de Monte Carlo para un marco de tiempo de los préximos 365 dias, tomando como

fecha de inicio el 2 de diciembre de 2018. En el siguiente grafico se observa una

tendencia alcista en la TRM.
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Monte Carlo HW1-BSFX
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A continuacién se compara el método de Monte Carlo del modelo HW1-BSFX
con el modelo BSFX| calculando la media aritmética de diez mil simulaciones para

cada uno. Donde en la figura 5.2 se muestra el resultado de la comparacion realizada.
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HW1-BSFX Vs BSFX
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Figura 5.2: Comparaciéon de modelos

En esta se evidencia que el camino de la TRM simulado por el modelo de HW1-

BSFX es similar al de BSFX, lo cual puede ser causado por la baja volatilidad

de las tasas de interés, cuyos valores son muy cercanos a cero. Céomo se ilustro en

la figura 3.2, en el marco de la calibraciéon de dos anos la tasa IBR (FEER) ha

estado bajando (subiendo) sus niveles con una tendencia clara, pero con niveles de

volatilidad bajos, disminuyendo de esta manera el efecto estocastico sobre las tasas

de interés.

Finalmente se realizé un choque en la volatilidad de las tasas de interes con el

objetivo de identificar si el modelo HW1-BSFX replica adecuadamente movimientos

estocasticos en la tasas de interes teniendo de esta manera los siguientes resultados,
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Vol-FX Estim Vs Vol Market HW1-BSFX Vs BSFX
Choque o_f

Choque o_f
0.30-

peee
f
|

3325~
025-

3300~

Volatility
o
[
(=]

TRM

)5

3275~

' \ ' '
0 200 400 600
days

o=

' ' '
100 200 300
Dias simulados

Sigma —* Estim —* Market Modelo — BS — HW1BS

(a) Vol-FX ¢ * 100.

(b) TRM o % 100
Vol-FX Estim Vs Vol Market

HW1-BSFX Vs BSFX

Choque o_d Chogue o_d
/ R
0.125-
3300-
£ =
3 0-100- E
5] 5-
S 3275
0.075-
s
0050000 3250- / -
|
1
' ' . . ' ] ' '
0 200 400 600 0 100 200 300
days

Dias simulados

Sigma —* Estim - Market Modelo — BS — HWI1BS

(¢) Vol-FX a4 % 100. (d) TRM o4 * 100

Figura 5.3: Resultado sobre la volatilidad FX y la TRM ante choques en la volatilidad
de las tasas de interés.

Se puede identificar que incrementos en la volatilidad de las tasas de interés

aumentan la TRM simulada, evidenciando diferencias con el modelo de BSFX con
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tasas de interés constantes y siendo estas mayores al ante un choque en la volatilidad
de la tasa de interés del pais foraneo. No obstante la calibracion y las condiciones
actuales del mercado no permiten que el modelo tenga este tipo de volatilidades

causando asi una similitud entre los dos modelos.

5.2. Conclusiones

Se tienen resultados consistentes con el modelo de (Black y Scholes, 1973), don-
de el nivel de la curva y su comportamiento es semejante al modelo HW1-BSFX.
Sin embargo los bajos niveles en la volatilidad, dadas las condiciones de mercado,
de las tasas de interés puede que estén neutralizando o suavizando el componente
estocéastico que le daria una mayor precision al modelo. No obstante, si alguno de
los dos mercados se encuentra en crisis econémica y hay incertidumbre sobre el alza
de las tasas de interés el modelo BSFX con tasas de interés constantes no captaria
adecuadamente los movimientos de la TRM en el futuro, a diferencia del modelo
HW1-BSFX.

El presente modelo, es sensible a los datos historicos que este utiliza para calibrar,
incentivando de esta manera tomar una muestra mas grande siempre y cuando se
presente liquidez en el mercado colombiano de derivados; o por otra parte se puede
utilizar el mercado de swaptions cuando el mercado colombiano sea mas desarrollado.

Una extension del modelo puede ser incorporar el modelo de Heston al modelo
HW1-BSFX expuesto, en cual se considera que, ademas de contemplar estocasticidad
en las tasas de interés, se asume que la volatilidad de la tasa de cambio sigue también

un comportamiento estocastico.
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