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Resumen

El presente documento propone el modelo HW1-BSFX para simular la TRM

contemplando estocasticidad en las tasas de interés para la valoración de derivados.

El modelo HW1-BSFX consta de emplear el modelo de Black-Sholes FX, cuyo spot

corresponde a la TRM, incorporando el modelo de Hull-White de un factor para el

cálculo de la tasa de interés doméstica (COP) y foránea (USD). La calibración del

modelo HW1-BSFX se realiza con información histórica del mercado colombiano y

estadounidense de instrumentos derivados swaps y opciones sobre la tasa de cambio

USDCOP. Finalmente se emplea el método de Monte Carlo, con el cual se compa-

ran resultados sobre la TRM simulada del modelo propuesto HW1-BSFX contra el

modelo de Black-Sholes FX de tasas de interés constantes, evidenciando similitud en

las simulaciones de los dos modelos.

Palabras clave: Black-Scholes, Calibración, Cambio de numerario, Hull-White

de un factor, Monte Carlo, Tasa de interés estocástica, TRM, Volatilidad.

Abstract

The following document proposes the HW1-BSFX model to simulate TRM consi-

dering the stochasticity of FX rates used in derivatives valuation. The HW1-BSFX

model is constructed using the Black-Scholes FX model with spot rate TRM and

domestic (COP) and foreign (USD) interest rates as the results of the one factor

Hull-White estimates. The calibration of the model is done using historic data from

Colombian and American swap derivatives markets and USDCOP exchange rate op-

tions. To conclude, a Monte Carlo simulation is used to generate values of TRM with

the proposed HW1-BSFX model vs the Black-Scholes FX with constant interest ra-

tes, noticing great similarities between the results for both models.

Key words: Black-Scholes, Calibration, Change of Numerarie, Hull-White one

factor, Monte Carlo, Stocastic interest rates, TRM, Volatility.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Ante la necesidad de realizar mecanismos de cobertura para mitigar el riesgo

sobre el alza de las diversas tasas de interés, tanto locales como extranjeras, y ta-

sas de cambio de pesos colombianos contra una moneda extranjera, el mercado de

derivados en Colombia ha crecido considerablemente en los últimos años. En este se

encuentran negociaciones de instrumentos derivados tales como forwards, opciones,

swaps, y productos estructurados. Este último hace referencia a un contrato en el

que él emisor del producto pacta, en general, pero no siempre tiene esta modalidad,

pagar un componente fijo y vender un componente derivado a cambio de un precio

determinado1. Las negociaciones de productos estructurados, forwards y opciones so-

bre divisas peso-dolar en el mercado colombiano en general utiliza como subyacente

de valoración la TRM2. Dónde, la adecuada valoración de este tipo de instrumen-

tos financieros implica utilizar modelos que permitan simular el comportamiento del

subyacente y particularmente la TRM.

Adicionalmente, las negociaciones de los derivados en el mercado OTC (Over

The Counter)3 permiten que se presenten riesgo de incumplimiento al momento de

liquidar el contrato, incentivando de esta manera incorporar el riesgo en la valoración

del contrato. Aśı mismo al realizar un ajuste por riesgo de crédito CVA (Credit

1En general el derivado corresponde a la opción de compra o veta de uno o más subyacentes.
2La Tasa Representativa del mercado TRM es un indicador económico que expresa el valor

promedio diario de la tasa de cambio entre el peso colombiano y el dólar norteamericano
3El mercado OTC se caracteriza por realizar negociaciones fuera de la BVC (Bolsa de Valores

de Colombia).
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Caṕıtulo 1. Introducción 5

Valuation Adjustment) al valor razonable del contrato en un marco libre de riesgo,

se debe simular con la mayor precisión posible el comportamiento del subyacente.

El mercado colombiano utiliza como mecanismo de simulación el modelo de (Black

y Scholes, 1973). En este se considera que el cambio de la tasa de cambio futura se

distribuye en un componente estocástico y una tendencia determińıstica dependientes

del tiempo.Aśı mismo se considera que la tasa de interés del páıs doméstico y la tasa

de interés del páıs foráneo que conforman la tendencia del proceso son constantes en el

tiempo. Sin embargo las tasas de interés también fluctúan en el tiempo y su respectiva

simulación futura se podŕıa realizar utilizando modelos de tasa de interés cortas tales

como el modelo de Vasicek (1977), CIR (1985), Hull-White (1990), Dothan (1978),

entre otros.

Por estas razones el objetivo del presente documento es proponer un modelo en el

que se estime la TRM, de manera similar a como lo presenta (Black y Scholes, 1973),

pero considerando estocasticidad en las tasas de interés tales que permitan simular

el modelo con mayor precisión. Aśı mismo, el modelo consta de combinar el modelo

de Black para la simulación de la TRM con el modelo de (Hull y White, 1990) de

un factor, para la simulación de la tasa de interés cero cupón que capte los pesos y

la tasa de interés cero cupón que capte los dólares. El nombre y la notación de este

modelo corresponderá a Hull-White one factor whith Black Sholes Foreing exchange,

HW1-BSFX. El documento está compuesto por: 1) La Presente Introducción en la

que se comento la motivación de calibrar y simular el la TRM, 2) Especificación del

modelo en el que se describirá la construcción del modelo, 3) Calibración del modelo

y descripción de los datos que se utilizarán, 4) Simulación del modelo por método el

de Monte Carlo y finalmente 5) Resultados y conclusiones.



Caṕıtulo 2

Especificación del modelo

El presente caṕıtulo describirá las ecuaciones diferenciales parciales que se uti-

lizarán el el modelo propuesto, el cual, como se expresó anteriormente, consta de

emplear el modelo de (Hull y White, 1990) para la tasa de iteres doméstica y foránea

en el modelo de (Black y Scholes, 1973) para tasa de cambio modelo (HW1-BSF).

Este apartado consta de dos secciones, en la primera se describirá cómo se componen

los procesos de tasa de cambio, la tasa de interés doméstica y foránea. En la segunda

sección se describirá el cambio de numerario que se debe realizar con el objetivo que

los tres procesos se encuentren sobre la misma medida neutral al riesgo.

2.1. Ecuaciones Diferenciales Estocásticas (SDE)

Para la modelación de la tasa de la TRM denominada Zt se propone usar el

modelo de Black – Scholes FX, el cual sigue un proceso exponencial. Aśı mismo se

asume que en la ecuación (2.1) el coeficiente del dt, Ztµt corresponde a la tenden-

cia del proceso, siendo esta la tasa media de retorno y σt la varianza. Estas son

dependientes del tiempo t y Wt es un movimiento Browniano estandar.

dZt = Zt(µtdt+ σtdWt) (2.1)

Para simplificar el modelo se realiza el cambio de variable de yt := lnZt y ob-

tenemos un modelo en términos logaŕıtmicos. En este modelo se incorporarán los
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Caṕıtulo 2. Especificación del modelo 7

sub́ındices d y f , los cuales denotarán la variable o el parámetro en el páıs doméstico

y foráneo respectivamente. Adicionalmente, se incorpora la medida neutral al ries-

go Qd, la cual utiliza como numerario la tasa de interés doméstica, de modo que

NQd
:=
[
e
∫ t
0 rd(s)ds

]
, teniendo de esta manera:

dy(t) = (rd(t)− rf (t)−
1

2
σ2
y(t))dt+ σy(t)dW

Qd
y (t) (2.2)

En la ecuación (2.2) el drift, componente que acompaña a dt, está compuesto

por la tasa de interés del páıs doméstico rd(t) (Colombia), la tasa de interés del páıs

foráneo rf (t) (Estados Unidos) y σy(t) la volatilidad de Black-Scholes de la tasa de

cambio, donde este último hace referencia la volatilidad de la misma volatilidad en la

ecuación (2.1). El componente dWQd
y (t) corresponde al diferencial de un movimiento

Browniano estándar asociado a la variable y sobre la medida neutral al riesgo Qd.

Al considerar que el proceso de la tasa de cambio es dependiente de las tasa de

interés variable en el tiempo, se debe simular también la tasa de interés corta de

Colombia y de Estados Unidos. Por consecuente se propone utilizar el modelo HW

de un factor propuesto en (Hull y White, 1990) para simular las tasas de interés rd(t)

y rf (t). En (Brigo y Mercurio, 2006) se especifica que el modelo de HW de un factor

propone que el diferencial de la tasa de interés sigue el proceso:

drt = (Θt − krt)dt+ σtdWt (2.3)

Donde el parámetro constante k hace referencia a la velocidad con la cual la tasa

de interés corta se revierte a su valor de largo plazo. El componente σt corresponde

a la volatilidad dependiente del tiempo de corto plazo de la tasa de interés, diferente

al de la ecuación (2.1). El componente determińıstico Θt determina la trayectoria

media de largo plazo. Este permite que el modelo se ajuste a la estructura temporal

de las tasas de interés y a la estructura temporal de las volatilidades de esta misma.

Finalmente Wt es un movimiento Browniano estándar. Aśı mismo aplicando el lema

de Ito a la ecuación (2.3) se obtiene que la tasa de interes es:
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rt = r0e
−kt +

∫ t

0

e−k(t−s)Θsds︸ ︷︷ ︸
θt

+

∫ t

0

σse
−k(t−s)dWs︸ ︷︷ ︸
xt

(2.4)

Donde,

θt = r0e
−kt +

∫ t

0

Θse
−k(t−s)ds, (2.5)

xt =

∫ t

0

σse
−k(t−s)dWs (2.6)

Por otra parte, consideraremos el proceso de Ornstein-Uhlenbck (OU)1 el cual se

caracteriza por ser un proceso de Markov con incrementos normalmente distribuidos

y tener una distribución aleatoria estacionaria, es decir que a medida que aumenta

el tiempo el proceso tiende a inclinarse a su media de largo plazo con mayor fuerza

cuando los valores se encuentran lejos de esta misma. En cambio, el proceso de un

camino aleatorio en tiempo continuo (Proceso de Wiener), es un proceso inestable

donde los valores divergen a infinito (Vasicek, 1977). Aśı mismo se tiene que el proceso

gt sigue:

dgt = −kgtdt+ σtdWt, g0 = 0

Aplicando el lema de Itö se tiene que:

gt =

∫ t

0

σse
−k(t−s)dWs (2.7)

Tomando las ecuaciones (2.6) y (2.7) se puede afirmar que gt = xt, lo cual per-

mite afirmar de la ecuación (2.4) que rt = θt + xt. No obstante el componente

determińıstico θt es dependiente del parámetro dependiente del tiempo Θt descrito

por (Hull y White, 1990), el cual se definirá a continuación. Para esto se supo-

ne el modelo G1++ propuesto por (Francesco, 2012), el cual plantea que la tasa

de interés sigue r(t) = θ(t) + x(t) donde el diferencial x(t) sigue un proceso OU

1(?)
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dx(t) = −kx(t)dt+ σtdWt. Aśı mismo, aplicando el lema de Ito se tiene que:

x(T ) = x(t)e−k(T−t) +

∫ T

t

σ(s)e−k(T−t)dW (s) ; x(0) = 0 (2.8)

r(T ) = θ(T ) + x(t)e−k(T−t) +

∫ T

t

σ(s)e−k(T−t)dW (s) (2.9)

en el cual se tiene que la media y la varianza del componente Gaussiano toman el

valor de:

E{r(T )|Ft} = θ(t) + x(t)e−k(T−t) ; Var{r(T )|Ft} =

∫ T

t

σ2(s)e−2k(T−s)ds

Según (Brigo y Mercurio, 2006) se tiene que un bono cero cupón con maduración

T sigue la ecuación P (0, T ) = E
{
e−

∫ T
0 r(s)ds

}
, donde en nuestro caso:

P (0, T ) = E
{
e−

∫ T
0 r(s)ds

}
= E

{
e−

∫ T
0 (θ(s)+x(s))ds

}
= e−

∫ T
0 θ(s)dsE

{
e−

∫ T
0 x(s)ds

} (2.10)

Ante una variable z que sigue una distribución normal se tiene que E
{
eZ
}

=

eµZ+0,5σ2
Z . Por lo tanto, con el objetivo de resolver la ecuación (2.10), en primera

instancia se debe calcular
∫ T
0
x(s)ds para el cual se usará el teorema de Fubini,

donde se tiene que integrando la ecuación (2.8):

∫ T

0

x(t)dt =

∫ T

0

∫ t

0

σ(s)e−k(t−s)dW (s)dt

=

∫ T

0

σ(s)eks
∫ T

s

e−ktdtdW (s)

=

∫ T

0

σ(s)

k
(1− e−k(T−s))dW (s).

(2.11)

La ecuación (2.11) sigue también una distribución Normal con media cero y
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varianza:

Var

{∫ T

0

x(t)dt|F0

}
=

∫ T

0

σ2(s)

k2
(1− e−k(T−s))2ds = V (0, T ) (2.12)

Continuando con la solución de la ecuación (2.10) tenemos que:

P (0, T ) = e−
∫ T
0 θ(s)dse0+0,5V (0,T ) (2.13)

Separando el componente θ(s) a la izquierda,

e−
∫ T
0 θ(s)ds = P (0, T )e−0,5V (0,T ) (2.14)

No obstante en (Brigo y Mercurio, 2006) se define que la tasa instantanea forward

fM(0, t) es igual a:

P (0, T ) = e−
∫ T
0 fM (0,t)dt

por lo tanto al remplazar este resultado en la ecuación (2.14) tenemos que:

e−
∫ T
0 θ(s)ds = e−

∫ T
0 fM (0,t)dte−0,5V (0,T )

Finalmente eliminando el exponencial, remplazando el termino de ecuación (2.12) y

derivando la ecuación a ambos lados se tiene que:

θ(T ) = fM(0, T ) +

∫ T

0

σ2(s)

k
(1− e−k(T−s))e−k(T−s)ds (2.15)

Definiendo de esta manera un proceso estacionario para la tasa de interés de cada

páıs, en la cual se tiene un proceso determińıstico θ(t) y un proceso estocástico OU

x(t) de la siguiente forma:

para el pais domestico

rd(t) := θd(t) + xd(t), (2.16a)

θd(t) = fd(0, t) +

∫ t

0

σ2
d(s)

kd
(1− e−kd(t−s))e−kd(t−s)ds (2.16b)

dxd(t) = −kdxd(t)dt+ σd(t)dW
Qd

d (t), donde xd(0) = 0 (2.16c)
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para el pais foraneo,

rf (t) := θf (t) + xf (t) (2.17a)

θf (t) = ff (0, t) +

∫ t

0

σ2
f (s)

kf
(1− e−kf (t−s))e−kf (t−s)ds (2.17b)

dxf (t) = −kfxf (t)dt+ σf (t)dW
Qf

f (t), donde xf (0) = 0 (2.17c)

Cada proceso se encuentra sobre las medidas Qd y Qf neutrales al riesgo res-

pectivas a cada páıs, cuyo numerarios corresponden a NQd
:=
[
e
∫ t
0 rd(s)ds

]
y NQf

:=[
e
∫ t
0 rd(s)ds

]
. Los parámetros kd y kf hacen referencia a la velocidad con la cual la

tasa de interés corta se revierte a su valor de largo plazo respectiva a cada páıs.

Las variables dependientes del tiempo σd(t) y σf (t) corresponden a la volatilidad de

corto plazo respectiva de cada páıs. Los componentes determińısticos θd(t) y θf (t)

determina la trayectoria media de largo plazo de cada tasa de interes respectiva a

su páıs. Adicionalmente, las funciones fd(t, T ) = −∂ lnPd(t,T )
∂T

y ff (t, T ) = −∂ lnPf (t,T )

∂T

representan la tasa instantánea forward de su respectivo mercarcado. Aplicando el

lema de Ito bajo su respectiva medida neutral al riesgo y utilizando el sub́ındice

u = d, f para denotar el páıs al cual pertenece la variable o el parámetro se tiene

que:

xu(T ) = xu(t)e
−ku(T−t) +

∫ T

t

e−ku(T−s)σu(s)dW
Qu
u (s) (2.18)

utilizando ecuación (2.16a) y ecuación (2.18),

ru(T ) = θu(T ) + xu(t)e
−ku(T−t) +

∫ T

t

e−ku(T−s)σu(s)dW
Qu
u (s) (2.19)

2.2. Cambio de numerario

Aunque cada proceso estocástico se encuentra bajo su propia medida neutral al

riesgo Qu, cuando se unen los tres procesos para construir el modelo HW1-BSFX,

el cual modele la TRM, se desea correlacionar los tres proceso de tal manera que

contemplen los mismos factores de riesgo y no se presenten oportunidades de arbi-

traje. Por lo tanto, se procede a aplicar una medida y numerario en común tal que
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al correlacionar los tres procesos de Wiener el modelo HW1-BSFX sea Q martingala

libre de arbitraje.

Aśı mismo se supone que la correlación de los movimientos Brownianos entre

cada tasa de interés y la tasa de cambio son:

dWQd

d · dW
Qf

f = ρdfdt, (2.20a)

dWQd

d · dW
Qd
y = ρdydt, (2.20b)

dW
Qf

f · dW
Qd
y = ρfydt, (2.20c)

Existen varios numerarios que permiten que el modelo HW1-BSFX no tenga

oportunidades de arbitraje, sin embargo en el presente documento se utilizará el

numerario que (Brigo y Mercurio, 2006) proponen en los modelos de tasa corta de

un factor, tales como (Vasicek, 1977) y (Hull y White, 1990). Se utiliza la medida T−
forward QT , cuyo numerario es un bono cero cupón Pu(0, T ) con vencimiento T , esta

medida permite que el valor esperado de la tasa de interés spot instantánea sea igual

a su tasa de interés forward (Brigo y Mercurio, 2006). Como consecuente el numerario

en el modelo HW1-BSFX (para cada uno de los tres procesos) corresponderá al bono

cero cupón del páıs doméstico Pd(0, T ), es decir que la medida libre de riesgo utilizará

la nomenclatura QT
d .

De esta manera, aplicando el teorema de Girsanov, el cual halla una medida

de probabilidad equivalente a la del proceso estocástico, se tienen los dos siguientes

ajustes. Primero se debe unificar la medida de los tres procesos el mercado doméstico

libre de riesgo en el cual se establecerá el numerario, para lo cual se debe realizar el

siguiente cambio de medida del proceso estocástico del mercado extranjero (ecuación

(2.17c)).

dWQd

f = dW
Qf

f (t) + ρfyσy(t)dt,

teniendo aśı como resultado:

dxf (t) = [−kfxf (t)− σf (t)ρfyσy(t)]dt+ σf (t)dW
Qd

f (t) (2.21)

En este, WQd

f representa el movimiento Browniano-Qd.
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En segunda instancia se deben ajustar los tres movimientos BrownianosWQd

d (t),WQd

f (t)

y WQd
y (t)] que se encuentran sobre la medida Qd, con el objetivo de incorporar la

medida T − forward QT
d descrita anteriormente. Por ende se utilizará el modelo

G1++, expuesto en el caṕıtulo 2, con el cual se calculará el nuevo drift que permita

que el modelo sea QT martingala. Para esto se utilizará el teorema de Fubini utili-

zado en la ecuación (2.11) y se tendrá en cuenta que P (0, T ) = e
∫ T
0 −f(0,t)ds. Por lo

tanto similar a Brigo se obtiene que la probabilidad de medida sobre la derivada de

Radon-Nikodym corresponde a:

dQT

dQ
=

exp
{
−
∫ T
0
r(s)ds

}
P (0, T )

=
exp

{
−
∫ T
0
x(s)ds−

∫ T
0
θ(s)ds

}
P (0, T )

=
exp

{
−
∫ T
0

∫ t
0
σ(s)e−k(t−s)dW (s)dt−

∫ T
0
f(0, t)dt+

∫ T
0

∫ t
0
σ2(s)
k

(1− e−k(t−s))e−k(t−s)dsdt
}

P (0, T )

=
exp

{
−
∫ T
0

σ(s)
k

(1− e−k(T−s))dW (s)−
∫ T
0
f(0, t)dt−

∫ T
0

σ2(s)
k2

(1− e−k(T−s))2ds
}

P (0, T )

= exp

{
−
∫ T

0

σ(s)

k
(1− e−k(T−s))dW (s)−

∫ T

0

σ2(s)

k2
(1− e−k(T−s))2ds

}
(2.22)

Por otro lado la derivada de Radon-Nikodym infiere que el proceso es Q martin-

gala cuando:

dQ

dQ0

∣∣∣∣
Ft

= exp

(
−1

2

∫ t

0

λ2(s)ds−
∫ t

0

λ(s)dW 0(s)

)

donde por el teorema de Girsanov se tiene que el cambio de drift corresponde a,

dW = dW 0 + λ(t)dt
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de la ecuación (2.22) se evidencia que.

λ(t) =
σ(t)

k
(1− e−k(T−t))dt (2.23)

teniendo aśı como resultado el cambio de medida para el páıs doméstico:

dW
QT

d
d (t) = dWQd

d (t) +
σd(t)

kd
(1− e−kd(T−s))dt

Finalmente hallando el cambio de medida para cada uno de los procesos descritos

anteriormente obtenemos que:

dW
QT

d
d (t) = dWQd

d (t) + σPd
dt (2.24a)

dW
QT

d
f (t) = dWQd

f (t) + ρdfσPd
dt (2.24b)

dW
QT

d
y (t) = dWQd

y (t) + ρdyσPd
dt (2.24c)

Donde la varble σPd
corresponde a la volatilidad de un bono en el páıs doméstico

Pd(t, T ) con vencimiento T . Siendo este equivalente a λ(t) obtenido en la ecua-

ción (2.23):

σPd
:= σd(t)

1− e−kd(T−t)

kd

Por consiguiente se tiene que las ecuaciones diferenciales parciales (2.16c), (2.21)

y (2.2) para las variables dxd, dxf y dy respectivamente sobre la misma medida QT
d

corresponden a,

dxd(t) = [−kdxd(t)− σd(t)σPd
(t)]dt+ σd(t)dW

QT
d

d (t) (2.25a)

dxf (t) = [−kfxf (t)− ρfyσf (t)σy(t)− ρdfσf (t)σPd
(t)]dt+ σf (t)dW

QT
d

f (t) (2.25b)

dy(t) = [rd(t)− rf (t)−
1

2
σy(t)

2 − ρdyσy(t)σPd
(t)]dt+ σy(t)dW

QT
d

y (t) (2.25c)

Finalmente se aplica el lema de Itô a las ecuaciones diferenciales estocásticas para
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obtener como resultado:

xd(T ) = e−kd(T−t)xd(t) +

∫ T

t

e−kd(T−s)σd(s)dW
QT

d
d (s)

−
∫ T

t

e−kd(T−s)σd(s)σP (s)ds,

(2.26a)

xf (T ) = e−kf (T−t)xf (t) +

∫ T

t

e−kf (T−s)σf (s)dW
QT

d
f (s)

−
∫ T

t

e−kf (T−s)[ρfyσf (s)σy(s) + ρdfσf (s)σPd
(s)]ds,

(2.26b)

y(T ) = y(t) +

∫ T

t

σy(s)dW
QT

d
y (s)

+

∫ T

t

[rd(s)− rf (s)−
1

2
σy(s)

2 − ρdyσy(s)σPd
(s)]ds.

(2.26c)



Caṕıtulo 3

Calibración y Datos

3.1. Calibración

La calibración consta de tres etapas: primero se calibrarán los parámetros asocia-

dos a cada mercado local independientemente. Los parámetros kd y σd(t) se calibrarán

utilizando el modelo HW1 con insumos del mercado colombiano y los parámetros kf

y σf (t) se calibraran utilizando el mercado estadounidense. Segundo se hallaran las

correlaciones ρdf , ρdy y ρfy con datos históricos. Tercero y último se calibrará la vo-

latilidad σy(y) FX del modelo HW1-BSFX utilizando información de mercado sobre

las opciones USDCOP.

3.1.1. Parámetros ku y σu(t)

El documento de (Bloomberg, 2016) y la mayoŕıa de literatura argumenta que la

mejor manera de calibrar los parámetros σt y k , los cuales representan la volatilidad

de las tasas de interés en el corto plazo y la velocidad con la cual la tasa se revierte

a su media de largo plazo, es utilizando la información que provenga del mercado de

Swaptions, cuyo subyacente es una tasa de interés. Sin embargo, en el mercado co-

lombiano no existen este tipo de instrumentos a diferencia de los páıses desarrollados.

Esto nos conduce a abordar métodos alternativos de calibración (Restrepo y Botero,

2007) . Por ende siguiendo a (Brigo y Mercurio, 2006) donde se argumenta que el

modelo de (Hull y White, 1990) es una extensión del modelo de (Vasicek, 1977) en

16
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el cual el diferencial de las tasas de interés de estos dos modelos está definido por:

Vasicek, dr(t) = k[Θ− r(t)]dt+ σdW (t) (3.1)

Hull-White, dr(t) = [Θ(t)− kr(t)]dt+ σdW (t) (3.2)

Estos dos modelos dependen de tres parámetros, el parámetro de reversión a

la media Θ, la volatilidad de corto plazo σ y la velocidad con la cual se revierte

la tasa a su media k. Se evidencia que en el modelo de Vasicek, ecuación (3.1), el

parámetro de reversión a la media Θ es constante en el tiempo, mientras que Hull-

White, ecuación (3.2), considera que el parámetro de reversión a la media Θ(t) es

variable en el tiempo y determińıstico, donde este es el mismo parámetro descrito

en apartado 2.1. Aśı mismo, se puede inferir que los parámetros σ y k del modelo

Vasicek son los mismos que los del modelo Hull-White. Por lo tanto, se supone

que el resultado de cualquier método de estimación sobre los parámetros σ y k en

el modelo de Vasicek es equivalente a la estimación de estos dos parámetros en el

modelo de Hull-White. De modo que, se procederá a emplear el método de Máxima

Verosimilitud (MV) en el modelo de Vasicek para calcular los parámetros σ y k

utilizando información histórica sobre las tasas de interés.

El proceso de calibración mediante el método de MV, considera que la ecua-

ción (3.1) no contempla un escenario libre de riesgo, permitiendo una estimación

adecuada de los parámetros σ y k, pues al no incorporar una medida neutral al ries-

go, cuando se realice el proceso de estimación de la tasa, los parámetros permitirán

modelar el verdadero comportamiento de las tasas de interés. Esto indica que no se

realizará un cambio de medida a la ecuación (3.1) (Brigo y Mercurio, 2006). Siguien-

do a Brigo, se aplica el lema de Itô a la ecuación diferencial del modelo de Vasicek

ecuación (3.1), teniendo aśı que la tasa de interés esta definida por,

r(t) = r(s)e−k(t−s) + Θ(1− e−k(t−s)) + σ

∫ t

s

e−k(t−u)dW (u), (3.3)



Caṕıtulo 3. Calibración y Datos 18

Donde r(t) es normalmente distribuida con media y varianza,

E{r(t)|Fs} = r(s)e−k(t−s) + Θ
(

1− e−k(t−s)
)

(3.4)

Var{r(t)|Fs} =
σ2

2k

[
1− e−2k(t−s)

]
(3.5)

Por lo tanto las ecuaciones de los parámetros corresponden a α := e−kδ, y V 2 =
σ2

2k
(1 − e−2kδ). El parámetro δ denota los d́ıas analizados para un marco de tiempo

en el cual se tiene información histórica de la tasa de interés corta observable.

Aplicando el método de MV a la ecuación (3.3) se tiene al igual que en (Brigo y

Mercurio, 2006) que los parámetros de máxima verosimilitud V , Θ y α son,

α̂ =
n
∑n

i=1 riri−1 −
∑n

i=1 ri
∑n

i=1 ri−1
n
∑n

i=1 r
2
i−1 − (

∑n
i=1 ri−1)

2
,

Θ̂ =

∑n
i=1[ri − α̂ri−1]
n(1− α̂)

,

V̂ 2 =
1

n

n∑
i=1

[ri − α̂ri−1 − Θ̂(1− α̂)]2

Despejando se tienen los valores óptimos de σ̂ y k̂ tales que,

k̂ =
− log(α̂)

dt
(3.6)

σ̂2 =
2kV 2

(1− e−2k̂δ)
(3.7)

Este resultado hace referencia al valor constante de los parámetros σ y k que

modelan el comportamiento de la tasa de interés corta. Sin embargo, el modelo

HW1-BSFX planteado anteriormente considera una volatilidad σ(t) dependiente del

tiempo, lo cual implica, que dada la inexistencia del mercado de swaptions, se asume

una volatilidad constante en el modelo HW1-BSFX para cada tasa de intres, rd(t) y

rf (t). Adicionalmente, utilizando estos parámetros se grafica el modelo Hull-White

para cada tasa de interés sobre su respectiva medida neutral al riesgo Qu teniendo

como resultado las siguientes curvas.
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(a) IBR rate. (b) USD rate

Figura 3.1: Modelo Hull-White sobre la tasa IBR y USD.

3.1.2. Correlaciones Históricas

Para él calculo de las correlaciones ρdf , ρdy y ρfy se considerará una serie de datos

históricos sobre cada tasa de interés corta observable (doméstica y foránea). De esta

manera se calculará una correlación ρdf , ρdy y ρfy que haga referencia a, la correlación

promedio de la curva de la tasa de interés doméstica respecto a la foránea, la curva

de la tasa de interés doméstica respecto a la tasa de cambio y la tasa de interés

foránea respecto a la tasa de cambio.

3.1.3. Volatilidad FX

En el ultimo paso se calibrará la volatilidad del modelo de (Black y Scholes,

1973) σy(t) utilizando el mercado de opciones ATM de USDCOP a diferentes pazos

(Bloomberg, 2016). En el modelo de Black al considerarse que las tasas de interés

son constantes, la volatilidad del proceso σy es equivalente a la volatilidad impĺıcita

del mercado FX. Sin embargo en el modelo propuesto HW1-BSFX la volatilidad del

proceso FX difiere a la de Black, ya que en este se consideran la volatilidad de las
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tasas de interés. Por consiguiente, el objetivo de este paso de calibración corresponde

a encontrar el valor óptimo de σy tal que minimice la diferencia entre la volatilidad

impĺıcita de la tasa de cambio, observable en el mercado, con la volatilidad estimada

del proceso forward de la tasa de cambio, en la cual se contempla estocastisidad en

las tasas de interés. Para esto, en primera instancia se empleará el proceso forward

de la tasa de cambio, para que luego se calcule la variación cuadrática del proceso.

En segunda instancia se realizará el paso de optimización. La tasa de cambio forward

FX esta definido por,

Ẑ(t) = Z(t)
Pf (t, T )

Pd(t, T )

Sobre la medida QT
d en la cual el proceso tiene cero drift, se tiene que la ecuación

diferencial de la tasa de cambio corresponde a,

dẐ(t) = Ẑ(t)
[
σd

1− e−kd(T−t)

kd
dW

QT
d

d (t)

− σf
1− e−kf (T−t)

kf
dW

QT
d

f (t)

+ σy(t)dW
QT

d
y (t)

]
Para este proceso se tiene que la volatilidad depende de,

σ(t, T ) :=

[
σd
kd

(1− e−kd(T−t)), σf
kf

(1− e−kf (T−t)), σy(t)
]

Se evidencia que similar a (Bloomberg, 2016) la volatilidad de este proceso depende

de las volatilidades de los procesos de las tasas de interés, de esta manera se tiene

que la variación cuadrática del proceso FX es igual a,

σest(ti)
2ti =

∫ ti

0

〈σ(t, ti),ρMσ(t, ti)〉 dt, i = 1, 2, ...

En esta ecuación se puede identificar que la volatilidad estimada σest es variable

en el tiempo ti. Donde i denota el tenor o plazo al vencimiento de la superficie de

volatilidad observada en el mercado y ti hace referencia al plazo de d́ıas del tenor, por

ejemplo si i = 3M entonces t3M = 90. Adicionalmente, se supone que la volatilidad
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de Black σy(t) es constante para cada intervalo del tiempo ti.

Resolviendo la variación cuadrática de manera similar que en articulo de (Zeng)1

y utilizando la misma notación de Brigo para simplificar el álgebra Hu(T − t) =
1
kd

[1− e−ku(T−t)], se tiene que,

σest(ti)
2ti = (ti − ti−1)σy(ti)2

+ 2σy(ti)

[
ρdy

∫ ti

ti−1

σdHd(ti − s)ds− ρfy
∫ ti

ti−1

σfHf (ti − s)ds
]

+

∫ ti

ti−1

σ2
dH

2
d(ti − s)ds+

∫ ti

ti−1

σ2
fH

2
f (ti − s)ds

− 2

∫ ti

ti−1

ρdfσdσfHd(ti − s)Hf (ti − s)ds

+ σest(ti−1)
2ti−1

(3.8)

El proceso de optimización constará de hallar el valor optimo de la volatilidad

σy(t) tal que minimice la sumatoria de las diferencias al cuadrado, para cada plazo al

vencimiento o tenor, de la volatilidad impĺıcita del mercado sobre opciones ATM de

la tasa de cambio USDCOP y la volatilidad estimada en la ecuación (3.8), resultado

de la variación cuadrática del proceso de la tasa forward FX. Por consiguiente la

ecuación a optimizar corresponde a,

n=2Y∑
i=1W

[
σest(ti)− σmkt(ti)

]2
; i = {1W, 1M, ..., 18M, 2Y } (3.9)

3.2. Datos

Se utilizarán dos grupos de datos provenientes de Precia2. El primer grupo de

datos se empleará en la estimación de los parámetros de Hull-White. El segundo

conjunto de datos se realiza con el objetivo de calibrar la volatilidad de Black sigmay

en la anterior sección, por la cual se acudirá al mercado de las Opciones.

1El cálculo se encuentra detallado en el apartado Pricing cross-currency European contingent
claims under HW1F.

2Entidad colombiana proveedora de precios para la valoración de instrumentos financieros
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3.2.1. Tasas de Interés

Los modelos de (Vasicek, 1977) y (Hull y White, 1990) son instrumentos para

simular la tasa de interés, por lo tanto al calibrar sus respectivos parámetros con una

serie histórica, se requiere usar series sobre las tasas de interés corta observable del

mercado. De esta manera se tomará para un marco de tiempo de dos años el IBR,

Indicador Bancario de Referencia, para calibrar los los parámetros kd y σd asociados

al páıs doméstico, Colombia y la FEER Federal Founds Efective Rate para calibrar

los los parámetros kf y σf asociados al páıs foraneo, Estados Unidos. Los datos

históricos obtenidos se observan en la siguiente figura 3.2:

(a) IBR rate. (b) USD rate

Figura 3.2: Histórico sobre la tasa IBRON y USDON.

3.2.2. Volatilidad de opciones USDCOP

Para calibrar la volatilidad σy(ti) descrita en apartado 3.1.3, se tomará la superfi-

cie de volatilidad impĺıcita sobre opciones USDCOP publicada por Precia, donde esta

recoge negociaciones del mercado OTC. La volatilidad σmkt(ti) en la ecuación (3.9)

corresponde a la volatilidad impĺıcita que se utiliza en las negociaciones de primas

sobre opciones Call Europeas Play V anilla, cuyo subyacente es la tasa de cambio
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USDCOP, adicionalmente el método de valoración de la prima es la formula de Black

Scholes FX. En la presente superficie, solo se tendrá en cuenta las opciones ATM a

diferentes plazos al vencimiento o tenor.
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Simulación de la TRM

El proceso de simulación de la TRM se realizará utilizando el método de Monte

Carlo. Este método consta de simular un activo financiero en una o varias fechas

futuras determinadas (Brigo y Mercurio, 2006). El proceso de simulación consiste en

crear diversos destinos del activo financiero mediante la simulación de trayectorias

aleatorias dependientes de una tendencia y volatilidad establecida, donde seguido

a esto se calcula el promedio aritmético de todas las trayectorias. Con el objetivo

de simular resultados favorables, cada uno de los escenarios simulados dependen del

punto de partida (spot) y la función de propagación del activo financiero.

En el presente documento se simulará la tasa de cambio a diferentes fechas futu-

ras, en las cuales la tasa de cambio simulada a mayor vencimiento es dependiente en

cada una de sus trayectorias simuladas a menores vencimientos; de este modo se pue-

de observar como se comportan los caminos o trayectorias a medida que transcurre

el tiempo.

La función a simular es la función y(T ) 2.26c, la cual se evidencia que es depen-

diente de rd(s) y rf (s), unificando las ecuaciones (2.16a) y (2.17a) sobre el indicador

u, ru(t) = θu(t) + xu(t) y se supone que la volatilidad de cada tasa de interés σd y

σf son constantes, por lo tanto se tiene que,

y(T ) = y(t) +

∫ T

t

σy(s)dW
QT

d
y (s)

+

∫ T

t

[
(θd(t) + xd(t))− (θf (t) + xf (t))−

1

2
σy(s)

2 − ρdyσy(s)σPd
(s)

]
ds.

24
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Seguido a esto se utilizan las ecuaciones (2.26a) y (2.26b), adicionalmente se

utiliza la notación hu(T − s) = e−ku(T−s) para simplificar el álgebra, obteniendo de

esta manera y similar a (Bloomberg, 2016), se tiene como gran resultado que,

y(T ) = y(t) +

∫ T

t

σy(s)dW
QT

d
y (s)

+

∫ T

t

[
θd(t)− θf (t)−

1

2
σy(s)

2 − ρdyσy(s)σPd
(s)

]
ds

+

∫ T

t

hd(T − s)xd(s)ds+

∫ T

t

hf (T − s)xf (s)ds

+

∫ T

t

∫ z

t

hd(z − s)σddW
QT

d
d (s)dz +

∫ T

t

∫ z

t

hf (z − s)σfdW
QT

d
f (s)dz)

−
∫ T

t

∫ z

t

hd(T − s)σdσPd
(s)dsdz

−
∫ T

t

∫ z

t

hf (t− s) [ρfyσfσy(s) + ρdfσfσPd
(s)] dsdz

Donde aplicando el teorema de Fubini tal como se realizó en la ecuación (2.11) se

tiene que1,

1 ∫ T

t

∫ z

t

hu(z − s)σu(s)dW
QT

d
u (s)dz =

∫ T

t

∫ T

s

hu(z − s)σu(s)dzdW
QT

d
u (s)

=

∫ T

t

σu(s)

∫ T

s

hu(z − s)dzdWQT
d

u (s) =

∫ T

t

σu(s)Hu(z − s)dWQT
d

u (s)
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y(T ) = y(t) +

∫ T

t

σy(s)dW
QT

d
y (s)

+

∫ T

t

[
θd(t)− θf (t)−

1

2
σy(s)

2 − ρdyσy(s)σPd
(s)

]
ds

+Hd(T − t)xd(t) +Hf (T − t)xf (t)

+

∫ T

t

Hd(T − s)σddW
QT

d
d (s) +

∫ T

t

Hf (T − s)σfdW
QT

d
f (s)

−
∫ T

t

Hd(T − s)σdσPd
(s)ds

−
∫ T

t

Hf (t− s) [ρfyσfσy(s) + ρdfσfσPd
(s)] ds

Donde la media y la varianza son,

E{y(T )|Ft} = y(t)

+

∫ T

t

[
θd(t)− θf (t)−

1

2
σy(s)

2 − ρdyσy(s)σPd
(s)

]
ds

+Hd(T − t)xd(t) +Hf (T − t)xf (t)−
∫ T

t

Hd(T − s)σdσPd
(s)ds

−
∫ T

t

Hf (t− s) [ρfyσfσy(s) + ρdfσfσPd
(s)] ds

Var{y(T )|Ft} =

∫ T

t

σy(s)ds+

∫ T

t

H2
d(T − s)σ2

dds+

∫ T

t

H2
f (T − s)σ2

fds

+

∫ T

t

ρydHd(T − s)σy(s)σdds+

∫ T

t

ρyfHf (T − s)σy(s)σfds

+

∫ T

t

Hd(t− s)Hf (t− s)ρdyσdσfds

Finalmente en el proceso de simulación consta de hallar trayectorias aleatorias

con la media y varianza calculadas, en el cual se estimara la TRM al vencimiento t

y aśı sucesivamente hasta llegar al mayor plazo al vencimiento T .
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Resultados y conclusiones

5.1. Resultados

A continuación se ilustra los resultados obtenidos de la calibración y simulación

descrita en los caṕıtulos 3 y 4. Una vez realizados los procesos de calibración sobre

las correlaciones descritas en la sección 3.1.2 y los parámetros σu y ku en la sección

3.1.1 tenemos que:

Cuadro 5.1: Resultados de correlaciones, velocidad de reversión y volatilidad

Parámetro Valor

ρdy -0.1017906
ρdf -0.8866104
ρyf 0.2722641

kd 0.9917077
kf 0.5003195

σd 0.006870005
σf 0.005428643

Luego utilizando estos parámetros se calibra la volatilidad FX descrita en el

apartado 3.1.3, ilustrando de esta manera,

27
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Figura 5.1: Los indicadores MTM y Optim hacen referencia a la volatilidad del
mercado estimada respectivamente.

En esta se puede evidenciar que la volatilidad estimada es mayor a la del merca-

do, esto se puede presentar porque la volatilidad del mercado impĺıcita es valorada

con (Black y Scholes, 1973) utilizando tasas de interés constantes, mientras que la

volatilidad optima considera la volatilidad de cada tasa de interés causando aśı una

mayor volatilidad.

En el proceso de simulación se calculan 10000 caminos proyectados por el método

de Monte Carlo para un marco de tiempo de los próximos 365 d́ıas, tomando como

fecha de inicio el 2 de diciembre de 2018. En el siguiente gráfico se observa una

tendencia alcista en la TRM.
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A continuación se compara el método de Monte Carlo del modelo HW1-BSFX

con el modelo BSFX, calculando la media aritmética de diez mil simulaciones para

cada uno. Donde en la figura 5.2 se muestra el resultado de la comparación realizada.
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Figura 5.2: Comparación de modelos

En esta se evidencia que el camino de la TRM simulado por el modelo de HW1-

BSFX es similar al de BSFX, lo cual puede ser causado por la baja volatilidad

de las tasas de interés, cuyos valores son muy cercanos a cero. Cómo se ilustro en

la figura 3.2, en el marco de la calibración de dos años la tasa IBR (FEER) ha

estado bajando (subiendo) sus niveles con una tendencia clara, pero con niveles de

volatilidad bajos, disminuyendo de esta manera el efecto estocástico sobre las tasas

de interés.

Finalmente se realizó un choque en la volatilidad de las tasas de interes con el

objetivo de identificar si el modelo HW1-BSFX replica adecuadamente movimientos

estócasticos en la tasas de interes teniendo de esta manera los siguientes resultados,
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(a) Vol-FX σf ∗ 100. (b) TRM σf ∗ 100

(c) Vol-FX σd ∗ 100. (d) TRM σd ∗ 100

Figura 5.3: Resultado sobre la volatilidad FX y la TRM ante choques en la volatilidad
de las tasas de interés.

Se puede identificar que incrementos en la volatilidad de las tasas de interés

aumentan la TRM simulada, evidenciando diferencias con el modelo de BSFX con
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tasas de interés constantes y siendo estas mayores al ante un choque en la volatilidad

de la tasa de interés del páıs foraneo. No obstante la calibración y las condiciones

actuales del mercado no permiten que el modelo tenga este tipo de volatilidades

causando aśı una similitud entre los dos modelos.

5.2. Conclusiones

Se tienen resultados consistentes con el modelo de (Black y Scholes, 1973), don-

de el nivel de la curva y su comportamiento es semejante al modelo HW1-BSFX.

Sin embargo los bajos niveles en la volatilidad, dadas las condiciones de mercado,

de las tasas de interés puede que estén neutralizando o suavizando el componente

estocástico que le daŕıa una mayor precisión al modelo. No obstante, si alguno de

los dos mercados se encuentra en crisis económica y hay incertidumbre sobre el alza

de las tasas de interés el modelo BSFX con tasas de interés constantes no captaŕıa

adecuadamente los movimientos de la TRM en el futuro, a diferencia del modelo

HW1-BSFX.

El presente modelo, es sensible a los datos históricos que este utiliza para calibrar,

incentivando de esta manera tomar una muestra más grande siempre y cuando se

presente liquidez en el mercado colombiano de derivados; o por otra parte se puede

utilizar el mercado de swaptions cuando el mercado colombiano sea más desarrollado.

Una extensión del modelo puede ser incorporar el modelo de Heston al modelo

HW1-BSFX expuesto, en cual se considera que, además de contemplar estocasticidad

en las tasas de interés, se asume que la volatilidad de la tasa de cambio sigue también

un comportamiento estocástico.
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