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Resumen

El interés por analizar el papel del sector financiero en el ciclo econémico ha resurgido
a partir de las ultimas crisis financieras, dado que, cuando las disrupciones se originan
en este mercado, pueden generar mayor volatilidad y persistencia de las variables
macroeconémicas (Queralto| (2020)). En este sentido, la modelacién macroeconémica
de los ciclos econémicos reales ha tenido el reto de emular la volatilidad y persistencia

observadas en estas variables, especialmente el producto.

A partir de la dificultad que presentan los modelos de ciclos de negocios reales
estandar para generar el comportamiento observado del producto sin tener que recurrir
a choques exdgenos de tecnologia (Eichenbaum and Singleton (1986); Milani (2007);
Gali and Rabanal (2004))), la modelacién macroeconémica ha presentado importantes
avances metodologicos como los hédbitos de consumo y fricciones financieras, entre
otros. En estos, el supuesto ampliamente dominante ha sido la racionalidad de
expectativas, el cual implica que los agentes conocen la estructura y los parametros

del modelo macroeconémico subyacente a su realidad.

Sin embargo, la dominancia en el uso de la hipdtesis de expectativas racionales
contrasta con la evidencia empirica que presenta resultados mixtos sobre el
cumplimiento de esta hipétesis. Por ejemplo, [Friedman/ (1980), [Jongen and Willem
(2008), Miah et al. (2016) y Prat and Uctum| (2018]) no encuentran evidencia a favor de
la racionalidad en las encuestas de tasas de interés para los EE.UU. Esto ha motivado
el andlisis de la racionalidad limitada de los agentes y sus efectos en la modelacion

macroeconémica (Kozlowski et al.| (2020)).

Esta tematica general enmarca el presente trabajo, el cual estd desarrollado en tres
capitulos que no estan necesariamente conectados o presentan causalidad entre ellos,

puesto que cada uno esta motivado de forma individual y estd autocontenido.

El primer capitulo evalia la hipotesis del cumplimiento de las expectativas
racionales para las encuestas de tasas de interés de los bancos centrales de Brasil, Chile
y Colombia. Con base en un analisis cuantitativo, concluye que no hay evidencia que

sustente el cumplimiento de la hipotesis de expectativas racionales en las encuestas.
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Este resultado aporta evidencia a la escasa literatura sobre el tema en América
Latina, a partir del uso de un conjunto de métricas para garantizar la robustez de
los resultados para medidas de consenso como la media y la mediana. Asimismo,
contribuye a la evidencia existente en el ambito global que sustenta la importancia de

la racionalidad limitada para el analisis y la modelacion macroeconémica.

El segundo capitulo analiza si la implementacién del aprendizaje adaptativo (una
forma de racionalidad limitada) en un modelo de ciclo de negocios estandar tiene un
efecto diferenciado sobre la volatilidad y persistencia del producto segin el mercado
(laboral o financiero) de origen de dicho aprendizaje, calibrado para cifras observadas
de los EE.UU. Este anélisis parte de lo hallado por [Eusepi and Preston| (2012), y de
forma novedosa separa y analiza la fuente de aprendizaje de expectativas por tipo
de mercado. El estudio muestra con claridad la importancia del aprendizaje en el
mercado financiero (de capital) como factor que més contribuye a la volatilidad del
producto por medio de la mayor volatilidad de la inversién, asi como su capacidad
de ajuste a las cifras observadas. Estos resultados son robustos ante dos tipos de

ganancia de aprendizaje utilizados (constante y decreciente).

En linea con el segundo capitulo, el tercer capitulo analiza los efectos del
aprendizaje de expectativas sobre dos modelos con fricciones financieras de (Carlstrom
and Fuerst (1997) y Carlstrom and Fuerst| (1998)), que presentan una visién especifica
mas cercana a como funciona el mercado financiero en la realidad. En particular, se
pregunta si el aprendizaje de expectativas le agrega mayor volatilidad al producto en
los modelos con fricciones financieras de Carlstrom and Fuerst| (1997)) y (Carlstrom and
Fuerst| (1998) sin alterar la persistencia generada por estos modelos. Los resultados
aportan en varios sentidos. En primer lugar, muestran la relevancia del aprendizaje
de expectativas en un mercado financiero con fricciones derivadas de la asimetria
de informacién (Carlstrom and Fuerst| (1997)). En segundo lugar, el aprendizaje de
expectativas le agrega volatilidad al producto simulado por el modelo de |Carlstrom
and Fuerst| (1997) sin alterar su persistencia, generando una ganancia adicional con
respecto a los modelos de ciclo de negocios reales estandar. Finalmente, se genera
mejor ajuste a la volatilidad observada del producto para los EE.UU., asociada al
mejor ajuste en la volatilidad observada de la inversion y de la tasa de retorno. Estos

resultados son robustos al usar dos tipos de ganancia de aprendizaje (constante y



decreciente).
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Introduction

Interest in analyzing the role of the financial sector in the economic cycle has resurfaced
following the latest financial crises since, when disruptions originate in this market,
they can cause greater volatility and persistence in the macroeconomic variables
(Queralto (2020))). In this sense, the macroeconomic modeling of real business cycles
has faced the challenge of emulating the volatility and persistence observed in these

variables, particularly output.

Based on the difficulty that standard real business cycle models have for generating
the observed output behavior without the need to resort to exogenous technology
shocks (Eichenbaum and Singleton (1986); Milani (2007); (Gali and Rabanal (2004)),
macroeconomic modeling has featured major methodological advances such as
consumption habits and financial frictions, among others. In these, the broadly
dominant assumption has been the rationality of expectations, which implies that
agents know the structure and parameters of the macroeconomic model underlying

their reality.

However, dominance in the use of the rational expectations hypothesis contrasts
with the empirical evidence that shows mixed results on the fulfillment of this
hypothesis. For instance, [Friedman| (1980)), Jongen and Willem (2008), Miah et al.
(2016) and Prat and Uctum| (2018]) find no evidence in favor of rationality in interest
rate surveys for the United States. This has encouraged the analysis of the limited

rationality of agents and its effects on macroeconomic modeling (Kozlowski et al.

(2020)).

This general theme is the framework for this paper, developed in three chapters
that are not necessarily connected or linked by causality between them, since each one

is individually motivated and self-contained.

The first chapter evaluates the hypothesis on meeting rational expectations on the
interest rate surveys of the central banks of Brazil, Chile and Colombia. Based on a
quantitative analysis, it concludes that there is no evidence to support the fulfillment

of the rational expectations hypothesis in the surveys. This result provides evidence
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to the scarce literature on the subject in Latin America, by using a set of metrics to
ensure the robustness of the results for consensus measures such as the mean and the
median. Likewise, it also contributes to the existing global evidence that supports the

importance of bounded rationality for macroeconomic analysis and modeling.

The second chapter discusses whether the implementation of adaptive learning (a
form of bounded rationality) in a standard business cycle model has a differentiated
effect on output volatility and persistence depending on the market (labor or financial)
of origin of such learning, gauged for the observed U.S. figures. This analysis is
based on the findings by [Eusepi and Preston (2012)), and in a novel way separates
and analyzes the source of learning expectations by market type. The study clearly
shows the importance of learning in the financial (capital) market as the factor that
contributes the most to output volatility by way of increased investment volatility, as
well as its ability to adjust to the observed figures. These results are robust to two

types of learning gain used (constant and decreasing).

In line with the second chapter, the third chapter analyzes the effects of learning
expectations on two models with financial frictions by |Carlstrom and Fuerst| (1997)
and |Carlstrom and Fuerst (1998), which present a specific vision which is closer
to how the financial market actually works. In particular, it asks whether learning
expectations adds greater volatility to the output in the models with financial frictions
of (Carlstrom and Fuerst| (1997) and |Carlstrom and Fuerst (1998) without altering
the persistence generated by these models. The results offer contributions in several
senses. First, they show the relevance of learning expectations in a financial market
with frictions arising from information asymmetry (Carlstrom and Fuerst (1997)).
Second, learning expectations adds volatility to the output simulated by the |Carlstrom
and Fuerst| (1997) model without altering its persistence, generating additional gains
over standard real business cycle models. Lastly, a better adjustment to the observed
output volatility for the U.S. is achieved, associated to a better adjustment in the
volatility seen in both investment and rate of return. These results are robust since

they use two types of learning gains (constant and decreasing).
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Capitulo 1

Evaluacion de la racionalidad de las

expectativas de tasa de interés en
Brasil, Chile y Colombia

Resumen. El presente capitulo hace una evaluacién de la hipotesis del cumplimiento
de expectativas racionales para las encuestas de expectativas de tasas de interés de
los bancos centrales de Brasil, Chile y Colombia, con base en técnicas econométricas
para la evaluacién tanto del insesgamiento como del uso eficiente de la informacion,
comuinmente empleadas por la literatura empirica. Este es el primer estudio que
evalia de forma separada y conjunta las propiedades de insesgamiento y uso eficiente
de la informacién para encuestas de tasas de interés en América Latina. Encuentra
que no hay evidencia que sustente que las expectativas de tasas de interés cumplan con
el supuesto de racionalidad. En particular, no se cumple con la condicién necesaria
de insesgamiento en el proceso de formacion de las expectativas de los agentes.
Tampoco se encuentra evidencia en favor del uso eficiente de la informacién. Estos
resultados se obtienen a partir de un conjunto de pruebas usadas en la literatura
para analizar su robustez. Asimismo, se observa que el comportamiento de los errores
de pronédstico de las encuestas analizadas es heterogéneo tanto en magnitud como
en tendencia. Estos resultados contribuyen a la evidencia sobre la existencia de
racionalidad de expectativas de tasas de interés en América Latina, asi como a la

discusion sobre la pertinencia de los andlisis a partir del supuesto racionalidad limitada.



1.1. Introduccion

De acuerdo con Muth| (1961), las expectativas son predicciones o prondsticos
informados sobre eventos futuros. Estas expectativas son claves porque soportan las
decisiones de los hogares y las empresas en la economia (Elliott et al. (2008)), asi

como de las autoridades econdémicas.

La modelacién macroeconémica estd basada en el supuesto de expectativas
racionales (Lucas (2013); [Sargent| (1973)); Ilek (2017)). Las expectativas racionales
implican que los agentes conocen la estructura y los pardmetros del modelo que
gobierna la economia, por lo que los prondsticos son insesgados e incorporan toda
la informacién disponible, lo cual conduce a resultados especificos en términos de
las caracteristicas de volatilidad y persistencia del ciclo econémico. Sin embargo, la
literatura empirica sobre la existencia de la hipdtesis de expectativas racionales ofrece
resultados mixtos, y varian segin la metodologia, pais, periodo y variable analizada.
La variable mas estudiada es la inflacion, seguida de lejos por las tasas de interés,

objeto del presente trabajo.

Hay razones por las cuales es valioso evaluar la racionalidad de las expectativas
de las tasas de interés, tanto desde la dimensién de la modelacién macroeconémica
como de los mercados financieros y la politica monetaria. En primer lugar, hay
estudios que han mostrado que trabajar con racionalidad limitada ademas de ser
pertinente, tiene impacto sobre los resultados de los modelos macroeconémicos en
términos de las caracteristicas del ciclo econémico (Eusepi and Preston (2012) y
Rychalovska (2015))). En segundo lugar, las tasas de interés capturan los factores
de percepcion de riesgo e ineficiencias de mercado que se reflejan en el proceso de
formacion de expectativas de los agentes. Estas, a su vez, afectan el comportamiento
de la inversién, el consumo y la actividad econémica. En tercer lugar, desde el
punto de vista de la politica monetaria, el cumplimiento del supuesto de racionalidad
es clave para la estabilidad de las reglas de politica monetaria de varios modelos
(Carvalho and Minellaj (2012)), al tiempo que la formacién de las expectativas de

tasa de interés descansa en las acciones de los bancos centrales Prat and Uctum| (2018).

En las ultimas décadas, diversos bancos centrales han tenido varios cambios



institucionales, entre los que se encuentran la busqueda de mayor transparencia y
predictibilidad de sus decisiones a través de comunicados oficiales, reportes periddicos
y comunicados de prensa, como parte de una estrategia de ofrecer senales de futuros
cambios en la politica monetaria (forward guidance), proveyendo informacién sobre la
senda esperada de la tasa de politica futura y, en tal sentido, incidir en el proceso de

formacion de expectativas de los agentes.

En tal sentido, el presente estudio aporta a la escasa literatura empirica sobre la
racionalidad de las encuestas de expectativas de tasas de interés, especialmente en
América Latina. El objetivo es evaluar la racionalidad de las expectativas de tasas
de interés de las encuestas de los bancos centrales de Brasil, Chile y Colombia. Se
escogen estas tres economias porque tienen la disponibilidad de la informacién con
expectativas para un horizonte fijo de 12 meses, al tiempo que tienen como su principal
instrumento de politica monetaria la tasa de interés, al operar bajo un esquema de
inflacion objetivo. De acuerdo con la disponibilidad, se tienen las encuestas de tasas de
interés de mercado para Colombia y Chile, y las tasas de interés de politica monetaria

para Brasil y Chile.

El aporte a la literatura émpirica del estudio se presenta en varios sentidos. En
primer lugar, contribuye al estudio de la eficiencia de mercado en economias con
mercados emergentes, tanto desde el punto de vista de tasas de interés de mercado
como de politica monetaria. En segundo lugar, aporta al entendimiento de la
formacion de expectativas de tasas de interés, que es variable clave para la modelacion
macroeconomica y las decisiones de politica econémica. Finalmente, realiza un analisis
transversal de varias economias de América Latina, buscando obtener puntos comunes

y diferencias provenientes de la heterogeneidad de los mercados y de las encuestas.

En general, la literatura existente sobre la evaluacion de la hipotesis del
cumplimiento de las expectativas racionales en las encuestas de expectativas de
tasas de interés para paises latinoamericanos no evalia todas las propiedades de la
racionalidad al tiempo o no lo hace tanto de forma individual como conjunta para
chequear robustez. En tal sentido, el presente estudio aporta a la literatura existente
en la medida en que aplica diversas pruebas que analizan diferentes propiedades de la

racionalidad de expectativas para tres economias latinoamericanas.



La mayor parte de estudios que evalian la racionalidad en las encuestas se
centran en la inflacion y obtienen resultados mixtos sobre su existencia. Entre estos
se encuentran Kokoszczynski et al.| (2006), Pfajfar and Santoro, (2007)), [Dias et al.|
(2010), Lyziakl (2013), [Erjavec et al.| (2015]), Drakos et al.| (2020), |Guillén| (2008),
Da Silva Filho| (2013), Gaglianone et al| (2016), Iregui-Bohdrquez et al.| (2021,
Brissimis and Migiakis| (2016), Miah et al. (016a)) y |Araujo and Gaglianone, (2010)).

Por su parte, hay un menor grupo de estudios que evaluan la racionalidad de

las expectativas de tasas de interés, especialmente en América Latina. En el ambito

global, Miah et al| (2016) evalian insesgamiento y eficiencia de las tasas de 3 a 12

meses de titulos valores para 10 economias desarrolladasﬂ y 20 economias emergentesﬂ
Los resultados varian segun el pais, y destaca que no hay evidencia en favor de
la racionalidad de expectativas en Brasil EL Colombia y EE.UU. En la muestra no
incluyen a Chile. Cuando analizan la muestra agregada por medio de un panel de
datos, concluyen que no hay racionalidad. Sin embargo, estos autores no emplean
pruebas individuales para evaluar el uso eficiente de la informaciéon de los agentes en

la formacion de sus expectativas.

Para EE.UU., [Friedman (1980), Jongen and Willem| (2008)), Kim (2010) y

\Chortareas et al.| (2012) no encuentran evidencia en favor de la racionalidad en las

encuestas de expectativas de tasas de interés. Por su parte, Ball and Croushore| (1995)

también evaluaron el poder predictivo de los cambios en la politica monetaria por
medio de cambios en las encuestas de expectativas de la tasa de fondos federales,
producto e inflacién, al tiempo que proveen evidencia que rechaza fuertemente la

hipétesis de expectativas racionales para los EE.UU.

Galindo| (1995) analiza la tasa de interés del mercado de Cetes [f] en México y

sus resultados rechazan la hipdtesis de expectativas racionales. Esta autor tampoco

! Australia, Canadd, Dinamarca, Eurozona, Japén, Noruega, Suecia, Suiza, Reino Unido y EE.UU.
2Brasil, China, Colombia, Reptblica Checa, Hungria, Hong Kong, India, Indonesia, México,
Filipinas, Polonia, Rusia, Singapur, Sudafrica, Corea del Sur, Taiwan, Tailandia, Turquia y Venezuela.
3El insesgamiento se refiere a que los agentes no cometen errores de forma sistemdtica.
(2002)) plantea que el insesgamiento es una condicion necesaria més no suficiente para lograr eficiencia.
*Los Certificados de la Tesorerfa de la Federacién (Cetes) son un instrumento de deuda del gobierno
federal de México. Se emiten desde 1978 y son altamente transados en el mercado bursatil local.



evaliia de forma simultdnea insesgamiento y uso eficiente de la informacién por medio

de pruebas individuales y conjuntas.

En la literatura reciente hay una creciente linea de trabajo que utiliza cifras
de pronosticadores individuales (datos micro) para el andlisis de las propiedades
de la racionalidad. En el dambito regional, destacan estudios recientes como el de
Iregui-Bohorquez et al.| (2021) y Iregui et al.| (2021) que emplean datos de las encuestas
mensuales individuales del Banco de la Republica para inflacién y para la inflacién y
la tasa de cambio, respectivamente. En el primer caso se evalia insesgamiento y la
eficiencia de las expectativas de inflacién para horizonte de tiempo fijo y evento fijo,
mientras que en el segundo estudio se evalia la eficiencia débil y la eficiencia fuerte
con base en expectativas de evento fijo. El presente estudio no pertenece a esta linea
trabajo, puesto que no utiliza datos micro, al tiempo que solo trabaja con expectativas

de horizonte fijo a 12 meses.

En términos metodologicos, la mayor parte de la literatura revisada emplea
pruebas econométricas estandar para evaluar la hipdtesis de expectativas racionales
sobre expectativas agregadas, fundamentadas en las propiedades de insesgamiento y
uso eficiente de la informacién disponible. Gran parte de estas se concentran en revisar
solo el sesgo de las expectativas, es decir, que los agentes no cometan errores de tipo
sistematico; pero varios autores agregan pruebas para chequear eficiencia, es decir,
el uso de toda la informacion disponible en el momento de formas las expectativas.
Estas metodologias se pueden presentar en tres grupos: los que usan pocas pruebas
simples, principalmente de insesgamiento; los que usan varias pruebas econométricas
con el fin de analizar robustez de los resultados, incluyendo pruebas de ortogonalidad;
y los que usan técnicas menos comunes y con cierto grado de complejidad, como es el

caso de las funciones de pérdida cuadréticas simétricas y asimétricas.

Dentro del primer grupo de metodologias se encuentran los estudios de Ptajtar and
Santoro| (2007)), Kokoszczynski et al.| (2005a)), Dias et al.| (2010), Lyziak (2013), Erjavec
et al.| (2015)), Brissimis and Migiakis| (2016]), Carvalho and Minella; (2012), Kohlscheen
(2012), |Guillén| (2008)), Da Silva Filho| (2013), Gaglianone et al.| (2016)), Galindo (1995])
y |(Carvalho and Minella| (2012)). En el segundo grupo de estudios, se encuentran
investigaciones como las de |Da Silva Lopes (1998)), |Stekler (2002)), |Zarate et al.| (2012))



y Jalil et al| (2010). Este grupo se caracteriza por realizar diversas pruebas de las
propiedades de insesgamiento y uso eficiente de la informacion, incluyendo pruebas de
ortogonalidad. Dentro de este grupo de aproximaciones metodolégicas se encuentra el
presente estudio. En el tercer grupo, se encuentran estudios como los de |Pierdziocha
et al| (2015)), |Drakos et al| (2020), Ulu (2015), Brissimis and Migiakis (2016) y
Carvalho and Minella (2012).

Este trabajo aporta evidencia que contribuye a la pertinencia del uso de la
racionalidad limitada en la modelacion macroeconémica, en linea con lo planteado por
Kozlowski et al.| (2020), Marcet and Nicolini (2003)), |Collard and Dellas (2004]), [Milani
(2007), Carceles-Poveda and Giannitsarou| (2007)), [Marcet et al.| (2012), Slobodyan and
Wouters| (2012), Rychalovska (2015) y |Adam et al. (2016). Aunque hay consciencia
que la racionalidad no es binaria, el presente estudio no tiene como alcance analizar

los grados de racionalidad de las encuestas.

A parte de la introduccion, este capitulo explica las principales caracteristicas de
las encuestas y series empleadas; la metodologia de evaluacién de racionalidad y los

resultados de su implementacion. Finalmente, se presentan las conclusiones.

1.2. Encuestas de expectativas de tasas de interés

1.2.1 Principales caracteristicas

Las encuestas de expectativas de tasas de interés de los bancos centrales de Brasil
(Focus Market), Chile (Encuesta de Expectativas Econémicas - EEE) y Colombia
(Encuesta Trimestral de Expectativas Econémicas - ETE) comparten el hecho de
contar informacion sobre las expectativas de horizonte fijo a 12 meses. El horizonte
analizado fijo de 12 meses se debe a varias razones. En primer lugar, porque los
modelos macroeconémicos tedricos se formulan en estructura de horizonte fijo. En
segundo lugar, por la coincidencia en la disponibilidad de las series de expectativas de
tasa de interés en términos del horizonte de 12 meses entre los bancos analizados. El
grueso de la literatura ha trabajado con horizonte fijo no solo por la estructura de los

modelos macroeconomicos teodricos, sino también por la popularidad de encuestas de



expectativas con ese tipo de estructura (Winkelried, (2017)).

El horizonte de prondstico es 12 meses en todos los casos. FEn general, los
encuestados responden sobre cual serd la respectiva tasa de interés 12 meses o cuatro
trimestres adelante (Cuadro 1.2)|ﬂ. En el caso del Banco Central de Brasil, la encuesta
estd dirigida a bancos, administradores de portafolio, agentes corredores de bolsa,
consultoras y otras instituciones del sector real. Por su parte, la EEE del Banco
Central de Chile esta dirigida a un grupo de académicos, consultores y ejecutivos o
asesores de instituciones financieras. Finalmente, la ETE del Banco de la Republica
esta dirigida a encuestados de los sectores de industria manufacturera y mineria,
financiero, grandes cadenas de almacenes, transporte y comunicacién, académicos,

consultores y sindicatos E|

Adicionalmente, en ningua de las encuestas analizadas se conoce la metodologia o
técnica empleada por los encuestados para realizar sus prondsticos. De igual modo,
no hay garantia de que los individuos siempre utilicen el mismo modelo o conjunto
de informacion para realizar sus prondsticos. Estos aspectos conducen a la posible

existencia de heterogeneidad en las expectativas.

Solo en el caso del Banco Central de Brasil existe incentivo para los mejores
pronosticadores (top 5). En los casos de la encuesta ETE del Banco de la Reptblica
de Colombia y de la EEE del Banco Central de Chile no hay incentivos para los
encuestados, al tiempo que la informacién es de caracter confidencial. En tal sentido,
el estudio no pretende hacer un analisis comparativo de los resultados entre paises, sino
que aplica el mismo conjunto de pruebas a las encuestas de cada uno de estos para

buscar evidencia en favor de la hipotesis de racionalidad.

SEl Banco Central de Chile pregunta en su formulario de encuesta por la tasa de interés en t-+11
meses; pero al incluir el mes de levantamiento de la encuesta son 12 meses. La encuesta se responde
en los primeros dias de este mes, por lo que de facto estd més cerca de la expectativa para t+12. Esto
fue confirmado por la gerencia de informacion estadistica de este banco, que dijo que el horizonte de
prediccion es realmente a 12 meses, incluido el mes de levantamiento de la encuesta.

6Se hace para las cuatro principales ciudades (Bogot4, Medellin, Cali y Barranquilla.



Cuadro 1.1 Caracteristicas de las series de expectativas de tasas de interés

i Tipo de tasa de . Tamafio de i ; Horizonte de
Pais . L Medidas Periodo Frecuencia L. Fuente
interés muestra prondstico
Medi di Mensual (se B
; ) edia y mediana Nov-2001/Oct- calcula el anco
Brasil SELIC overnigth de los 216 L 12 meses Central de
2020 promedio diario .
encuestados X B Brasil
disponible)
Tasa de politica Mediana de los
monetaria encuestados

Tasa de mercado
del bono del Banco  Mediana de los

Banco
Ene-2007/0ct-

Chile Central en Pesos encuestados 154 / Mensual 12 meses 1/ Central de

(BCP, 5 afios) 2019 Chile

Tasa de mercado

del bono del Banco Medi del

Central en Unidad © lanat : o8

Fomento (BCU, 5 encuestados

afios)

Tasa de interés d M Banco de la

. asal ,e [nteres e Media de los ar . 12 meses Republica
Colombia Depdsito a 79 2000/Sept- Trimestral )
N - encuestados (4 trimestres) de
Término Fijo (DTF) 2020 )
Colombia

1 - P - . .
! El horizonte de prediccion es 12 meses incluido el mes de levantamiento de la encuesta, por lo cual la pregunta en la encuesta se
formula bajo la forma t+11, donde t es el mes actual.

Fuentes: Banco Central de Brasil, Banco Central de Chile y Banco de la Republica de Colombia.

El analisis incluye diversas tasas de interés, dependiendo del acceso a la
informacion. Estan las tasas de depdsitos a término fijo -DTF- en Colombia; las
tasas de interés del mercado de bonos del Banco Central de Chile en Unidades de
Fomento |Z| - BCU - y en pesos - BCP -. También estan las tasas de politica monetaria
del Banco Central de Brasil (tasa del Sistema Especial de Liquidacién y Custodia
- SELIC overnigthE[) y del Banco Central de Chile (Tasa de Politica Monetaria -TPM-).

El estudio analiza las expectativas de consenso (media o mediana), cuyas series
oscilan entre las 79 (Colombia) y 216 observaciones (Brasil) (Cuadro 1.1). Se

emplean las medidas de consenso de las expectativas (media y mediana), acorde con

"Es una unidad financiera reajustable de acuerdo con la inflacién del Indice de Precios al
Consumidor.

8Es una tasa promedio ponderado de las tasas de operaciones interbancarias colateralizadas con
titulos publicos.



la disponibilidad de informacién, que pueden ocultar heterogeneidad de los agentes,
puesto que cada uno puede tener su propio método, modelo e informacién para realizar
sus pronosticos. Inclusive, estas tres caracteristicas pueden cambiar en un mismo

individuo a lo largo del tiempo.

Cuadro 1.2 Caracteristicas de las encuestas de expectativas de tasas de interés

Periodo de recoleccion de

Pais Tipo de tasa de interés Consulta del banco central Encuestados
las respuestas
El viernes inmediatamente 1406 drministrad
P . N ANcos, administradores
Prondstico de la tasa SELIC para antes o inmediatamente d iafoli ¢
L R . , " e portafolio y otras
Brasil SELIC overnigth el Gltimo dia del mes 12 hacia ~ después de lareuniéndel %€ P M
L - instituciones (por ejemplo, del
adelante Comité de Politica
i 2 sector real y consultoras)
Monetaria (Copom)
Tasa de politica Expectativa de la tasa de politica
monetaria monetaria dentro de 11 meses
Tasa del Banco Central  Expectativa de la tasa de interés  S€ recolecta al dia siguiente  Académicos, consultores y
Chile en Pesos (BCP, 5 afios) BCP dentro de 11 meses de conocerse el IPC del mes ejecutivos o asesores de
anterior instituciones financieras
Tasa del Banco Central . . ,
X Expectativa de la tasa de interés
en Unidad Fomento
. BCU dentro de 11 meses
(BCU, 5 afios)
Entre el primer dia habil L .
. ) 81 instituciones provenientes
después de publicada la . i
. ., de los sectores de industria
. , inflacion y usualmente hasta X ,
Tasa de interés de ) manufacturera y mineria,
. L, . - Expectativa de la DTF a cuatro la tercera semana del mes : .
Colombia Depésito a Término Fijo financiero, grandes cadenas

trimestres de realizacién de la

(DTF)
encuesta. Las encuestas se
hacen en los meses de abril,

julio, octubre y enero

de almacenes, transporte y
comunicacién, académicos,
consultores y sindicatos

4 https://www.bcb.gov.br/en/monetarypolicy/marketexpectations

Fuente: Bancos centrales.

1.2.2 Expectativas de tasas de interés y tasas de interés
observadas
La evolucion de las tasas de interés y sus expectativas que se presentan tienen dos

caracteristicas comunes durante el periodo de anélisis (Grafico 1.1.). En primer lugar,

las tasas de interés y sus expectativas presentan una tendencia descendente, enmarcado
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por el proceso de reducciéon de tasas de interés en los mercados internacionales. En
segundo lugar, los cambios de las expectativas de tasa de interés siguen los cambios en

las tasas de interés observadas durante la mayor parte del periodo.

Gréfico 1.1 Tasas de interés esperada y observada

30 9
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Media de la tasa Selic de Brasil proyectada un afio antes . ) : ~
Mediana de la Tasa de Politica Monetaria de Chile proyectada un afio antes
—— Mediana de la tasa Selic de Brasil proyectada un afio antes
Tasa de politica Selic observada de Brasil Tasa de Politica Monetaria observada de Chile
9
TasaBCP - Chile TasaBCU - Chile
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Mediana de la Tasa BCP de Chile proyectada un afio antes Tasa BCP observada —— Mediana de la Tasa BCU de Chile proyectada un afio antes Tasa BCU observada

Tasa DTF - Colombia

Tasa DTF observada de Brasil ——Media de la tasa DTF de Colombia proyectada un afio antes

Fuente: Bancos centrales y cilculos propios.

En general, el periodo de analisis estuvo marcado por varios episodios de
inestabilidad macroeconémica y financiera global y regional. En este periodo,

destacan la crisis financiera global y el episodio de Taper Tantrum, los cuales tuvieron
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efectos sobre las economias emergentes y en desarrollo, incluyendo a América Latina.

En este contexto, las expectativas de las tasas de politica monetaria (Selic en Brasil
y TPM en Chile) no registran un patrén grafico de sobrestimacién o subestimacién.
En contraste, las tasas de interés del mercado de bonos del Banco Central de Chile
(BCU y BCP, durante la mayor parte del periodo), y del mercado financiero en
Colombia (DTF hasta 2011) muestran una media de error de pronéstico diferente de

Ccero.

También se analizan las estadisticas descriptivas de la diferencia entre la tasa de
interés pronodsticada y la tasa de interés observada, expresada como porcentaje de la
tasa de interés observada (Cuadro 1.2). En ninguno de los casos, la media de esta
variable es cero. En igual sentido, los coeficientes de asimetria y curtosis sugieren
asimetria y poca concentracion alrededor de la media, con excepcion de la tasa BCP de
Chile. En igual sentido, el estadistico Jarque Bera, cuya hipdtesis nula es distribucion

normal, indica que casi todas las series no se distribuyen normalmenteﬂ

En las préoximas secciones, se hard un andlisis de racionalidad con base en las

pruebas empleadas en la literatura para la evaluacién de expectativas agregadas.

1.2.3 Analisis de estacionariedad de las series de tasas de interés

Antes de proceder con las pruebas de racionalidad, es necesario evaluar si las series
de tasas de interés observadas y de expectativas de tasas de interés tienen raiz
unitaria. En caso afirmativo, es recomendable hacer las pruebas con las series en
diferencias, puesto que las series en niveles con raiz unitaria tienden a sobre rechazar
la hipétesis de racionalidad (Da Silva Lopes (1998))). Ademds, teniendo en cuenta
que las series de tiempo analizadas no son cortas, las pruebas de raiz unitaria tienden

a ser robustas, en linea con el argumento planteado por |Carvalho and Bugarin (2006)[1—_0}

9La excepcion es la tasa de los bonos BCP de Chile.
10En el presente estudio también se muestran los resultados de las pruebas de las series en niveles
en los anexos.
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Cuadro 1.3 Estadisticas descriptivas de la diferencia entre la tasa de interés
pronosticada y la tasa de interés observada, como porcentaje de la tasa de interés
observada

Tipo de tasa di Desviacié Estadistico d
Pais IpO- N a'sa © Medida Media esv'lacmn Asimetria Curtosis stadistico de
interés estandar Jarque Bera
Media |
ccta los 0,2 33 41,1 46 56,3 ***
encuestados
Brasil SELIC overnigth
Mediana de los
0,1 03 1,8 8,0 305,7 ***
encuestados
Tasa de politica Mediana de los
. 0,6 1,8 2,0 79 253 *xx*
monetaria encuestados
Tasa del B
dsa delBanco Mediana de los
Central en Pesos 0,5 0,9 0,2 33 1,4
: ~ encuestados
Chile (BCP, 5 afios)
Tasa del Banco
Central en Unidad Mediana de los 05 05 10 38 20,5 *++
Fomento (BCU, 5 encuestados
afios)
Tasa de interés de Media de |
Colombia Depésito a Término ediade fos 0,6 1,5 0,6 35 5375+
encuestados

Fijo (DTF)

Los asteriscos *, **, *** significan que se rechaza la hipétesis nula de que la serie se distribuye normalmente, a los niveles de 10%, 5% y
1% de significancia, respectivamente.

Para evaluar raiz unitaria se aplican los criterios de Dickey Fuller (DF), Augmented
Dickey Fuller (ADF') y el Phillips Perron (PP) (Cuadro 1.4). En todas las pruebas, la
hipdtesis nula es que la serie tiene raiz unitaria (es decir, que no es estacionaria). De
analizar los resultados de las tres pruebas para todas las series, se concluye que no se

rechaza la hipétesis de raiz unitaria.

En consecuencia, se evalia raiz unitaria sobre la series en primeras diferencias,
cuyos resultados también se presentan en el Cuadro 1.4. En este caso, se rechaza la
hipotesis nula de raiz unitaria, y se concluye que todas las series en primera diferencia
son estacionarias. Por consiguiente, las pruebas de racionalidad se haran sobre las

variables en primeras diferencias E

HEn el presente estudio también se muestran los resultados de las pruebas de racionalidad para las
series en niveles en los anexos.
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Cuadro 1.4 Pruebas de raiz unitaria para las series de tasas de interés en niveles
(Hipdtesis nula: no hay estacionariedad)

Tasa de Politi
Tasa SELIC de Brasil Tasa BCP de Chile Tasa BCU de Chile asa e, ol |ca. DTF de Colombia
Monetaria de Chile

Namero Observ. Media Mediana  Observ. Mediana Observ. Mediana  Observ. Mediana Observ. Media
Dickey
1,1 11 1,2 2,3 2,1 2,5 1,6 1,2 1,6 1,6 1.9
Fuller (DF)
Series en Augmented
. Dickey -3.2* -3,4% -3,2% -3,9 % -3,7 ** -2,3 -2,2 -3,0 -3,2% -4,0 #* -33%
niveles
Fuller (ADF)
Phillips
-2,2 -2,3 -2,3 -3,1 -3,0 -2,3 -1,8 -2,3 -2,7 -2,4 -2,3
Perron (PP)

Tasa de Politi
Tasa SELIC de Brasil Tasa BCP de Chile Tasa BCU de Chile asa ce Folltica DTF de Colombia
Monetaria de Chile

Namero Observ.  Media Mediana  Observ. Mediana Observ. Mediana  Observ. Mediana Observ. Media
Dickey
B3 g 9,0 #++ R 0,5 10,5 *FF AR 73 Aex 3,5 %% a7
Fuller (DF)

Series en | Augmented
primeras Dickey 5,5 %% 54 xak 5.7 ##* 7,6 *FF L BREE gg#*s  ggEer 4,9 g gEe 4,3 ¥5% 3,3 %%

diferencias| Fuller (ADF)

Phillips

B g re 9,2 #% 7, g re 10,4 ¥+ 10,3 #** g ga e 3,7 %+ 48 *
Perron (PP)

Obs. = Tasa de interés observada. Media = Media de expectativas. Mediana = Mediana de expectativas.
Los asteriscos *, **, *** cignifican que se rechaza |a hipétesis nula de que la serie tiene raiz unitaria, a los niveles de 10%, 5% y 1% de significancia, respectivamente.

1.3. Metodologia para evaluar la racionalidad

La hipotesis de expectativas racionales implica que la formacién de expectativas con
ciertas propiedades (Mitchell and Weale| (1961), [Stekler| (2002)) que incluyen que
no haya errores de tipo sistemadtico (insesgamiento), y que el uso de la informacién
disponible en el proceso de formacion de expectativas sea eficiente. Para analizarlas,

el presente estudio realiza varias pruebas estadisticas que se complementan entre si.

Se emplean pruebas comiunmente usadas para un horizonte de expectativa fijo a
12 meses, tales como las empleadas por |Da Silva Lopes| (1998)), Stekler| (2002)), |Jalil
et al. (2010) y [Zarate et al.| (2012)). Se emplean dos grupos de pruebas. El primer
grupo de pruebas evalia de forma individual el insesgamiento y el uso eficiente de la
informacién (prueba de insesgamiento -PI, prueba de ausencia de correlacién serial
-PACS y prueba de eficiencia -PE), mientras que el segundo grupo estd integrado por

la prueba de ortogonalidad (PO) que busca medir ambas condiciones al tiempo.
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De un lado, la PI evalia que haya insesgamiento (esta es la hipitesis nula de
la prueba), y es la prueba mas usada en la literatura (Pfajfar and Santoro| (2007))).
Tanto la PACS como la PE buscan medir si el uso de la informacion es eficiente.
La PACS prueba si los errores en las expectativas no guardan relaciéon entre si (esta
es la hipdtesis nula de la prueba), al tiempo que la PE evalia si las observaciones
pasadas (informacién disponible en el momento de hacer el pronéstico) no influyen en

el proceso de formacién de expectativas (esta es la hipétesis nula).

La PI, PACS y PE son pruebas que verifican las condiciones para la existencia
de racionalidad. No obstante, autores como |Stekler| (2002)) plantean la existencia de

racionalidad débil si tan solo se cumple con la PI.

De otro lado, la PO busca probar las propiedades de insesgamiento y uso eficiente
de la informacién al mismo tiempo (prueba conjunta) (Da Silva Lopes| (1998)). En el
presente estudio, esta prueba se analiza como una forma de chequear robustez de los

resultados del primer grupo de pruebas individuales.

1.4 Pruebas de racionalidad y resultados

Esta seccion desarrolla las pruebas de racionalidad aplicadas a la expectativa agregada
de tasas de interés para un horizonte de pronéstico de 12 meses. Se hacen dos grupos
complementarios de pruebas. En el primer grupo se presentan las pruebas PI, PACS y

PE. En el segundo grupo, la prueba PO.

1.4.1 Pruebas de las propiedades de racionalidad de forma
individual
Prueba de Insesgamiento (PI)

La prueba de insesgamiento analiza si los agentes no cometen errores de tipo sistematico
en el proceso de formacién de sus expectativas. La prueba se realiza a partir de la

estimacion de la siguiente ecuacion:

. e
1t = Qu + /Blt,t—12 + ('
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Donde:
i; es la tasa de interés observada en el periodo t.
i{, 12 esla tasa de interés pronosticada en el periodo t-12 para el periodo t.

u; son los errores de pronostico del modelo.

Esta ecuacion puede presentar problemas de endogeneidad de las expectativas en
caso que el proceso de formacién de expectativas esté afectado por las tasas de interés
observadas. Para esto, se realizaron las pruebas de endogeneidad de Durbin y de
Wu-Hausman, cuyos resultados indican que las variables no son enddgenas (Cuadro
1.5)@, por lo cual la estimacion se hace por medio de minimos cuadrados ordinarios

con errores robustos.

A la estimacién de la anterior ecuacién, se le realiza la siguiente prueba de hipdtesis
nula:
HoiOé:O/\ﬂzl (1)

Si se cumple esta hipodtesis nula, hay insesgamiento. La prueba de esta hipdtesis se hace
mediante la prueba F, y los valores "p” asociados indican que ninguna de las medidas
de las encuestas son insesgadas, puesto que se rechaza la hipdtesis nula en todos los
casos (Cuadro 1.6).

Cuadro 1.5 Pruebas de endogeneidad
(Hip6tesis nula: las variables son exdgenas)

P-valor del P-valor del
Variable Indicador estadistico estadistico Wu -

Durbin Hausman

Media 0,12 0,12
Tasa SELIC de Brasil

Mediana 0,26 0,27
Tasa BCP de Chile Mediana 0,28 0,28
Tasa BCU de Chile Mediana 0,29 0,30
Tasa de Politica Monetaria de Chile Mediana 0,73 0,74
DTF de Colombia Media 0,16 0,17

12También se comprueba que la variable instrumental empleada en el test no es débil, tal como se
observa en el Anexo A.1



16

Los resultados no respaldan la existencia de insesgamiento, lo cual es condicién

necesaria para la existencia de racionalidad de las expectativas. Ahora, como los

pronosticadores profesionales estan recibiendo informacién en cada momento, resta por

evaluar si hay un uso eficiente de dicha informacién en la hora de formar su expectativa,

lo cual se estara haciendo en las siguientes pruebas.

Cuadro 1.6 Prueba de Insesgamiento (PI)
(Hipétesis nula: hay insesgamiento)

T de Politi DTF d
Tasa SELIC de Brasil Tasa BCP de Chile Tasa BCU de Chile asa e. ot lca. E_
Monetaria de Chile Colombia
Media Mediana Mediana Mediana Mediana Media
Constante (Error -0,115 *** -0,106 ** -0,030 -0,023 -0,037 -0,115*
estandar)
(0,043) (0,042) (0,018) (0,017) (0,028) (0,066)
Coeficiente de
. -0.278 *** -0,232 *** 0,132 0.201* 0,013 0,174
expectativa (Error
esténdar) (0,098) (0,089) (0,109) (0.106) (0,060) (0,105)
Estadistico F de la
85,6 102,1 32,0 30,5 137,6 31,0
prueba de
hipdtesis nula
junt:
conjunta (0,00) (0,00) (0,00) (0.00) (0,00) (0,00)
(p-valor)
2
R (Bondad 0,05 0.04 0.01 0.014 0,00 0,02
de ajuste)

Los errores estandar estan en paréntesis. Los asteriscos *, **, *** significan rechazo de la hipdtesis nula al 10%, 5%, y 1% de nivel de significancia,
respectivamente, para las hipdtesis de que la Constante=0y Coeficiente = 1. El estadistico F refleja la hipotesis conjunta de que Constante =0y

Coeficiente = 1, y los asteriscos *, **, *** significan rechazo de esta hipdtesis al 10%, 5% y 1% de nivel de significancia, respectivamente. Rl esla

medida de bondad de ajuste.

Prueba de Ausencia de Correlacion Serial - PACS

La Prueba de Ausencia de Correlacién Serial (PACS) analiza si existe autocorrelacion

en los errores de prediccion. Esta prueba se hace mediante la evaluacion de la siguiente

hipotesis nula que implica que no hay correlacion serial:

Hy: E(wuey) =0 Y k#0,

Donde: u; Son los errores de pronostico de la ecuacién estimada en la PI.



17

Si se rechaza la hipdtesis nula, significa que hay correlacién serial de los errores de
la expectativa, por lo tanto los errores pasados guardan relacién con los presentes. La
prueba de esta propiedad se hace mediante Breusch-Godfrey, la cual se operacionaliza
por medio de un estadistico Chi cuadrado (Chi?) (Cuadro 1.7). Todos los valores
"p” asociados a la prueba indican que se rechaza la hipoétesis nula, es decir, que hay

correlacion serial de los errores de prondstico.

Cuadro 1.7 Prueba de correlacién serial
(Hipdtesis nula: no hay correlacion serial)

Estadistico
Variable Indicador i p-valor
Chin2

Media 39,6 0,00
Tasa SELIC de Brasil

Mediana 13,1 0,00
Tasa BCP de Chile Mediana 28,8 0,00
Tasa BCU de Chile Mediana 51 0,02
Tasa de Politica Monetaria de Chile Mediana 90,6 0,00
DTF de Colombia Media 59,3 0,00

Los resultados presentados corresponden a la ecuacidn en primeras diferencias.

Este resultado indica que los errores presentes tienen relacién con los errores
pasados, lo cual no va en la direccién del uso eficiente de la informacion en las encuestas

de expectativas de tasas de interés analizadas .

Prueba de Eficiencia - PE

Esta prueba verifica que los errores de pronodstico no estén influenciados por la
informacion disponible en el momento de formar la expectativa. El analisis se hace
para un horizonte fijo de 12 meses, y el encuestado conoce la informacién de la tasa de
interés observada de t — 12 como la cifra mas recientemente observada unos dias antes
de diligenciar la encuesta. A diferencia de la inflacién que requiere de una encuesta

para ser calculada y conocida, la tasa de interés se conoce tan pronto cierra el mes
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y hace parte de la informacién publicamente disponible. El mes ¢t — 24 se incluye
porque es el segundo dato mas recientemente conocido del mismo mes que se estd
pronosticando. También se hizo el ejercicio con el mes inmediatamente anterior (¢ — 13

para mensual y ¢t — 15 para trimestral) y los resultados fueron similares.

Para analizar esta propiedad se sigue a Da Silva Lopes| (1998) y Zarate et al.| (2012,

y se basa en la estimacion de la siguiente ecuacion:

U = Prig—12 + Bali—oa + €

Donde:
u; Son los errores estimados del modelo de pronéstico de la PI
i;;—12 es la tasa de interés observada 12 meses atras

i;1—24 es la tasa de interés observada 24 meses atras

Sobre la estimacion de la anterior ecuacion, se hace la siguiente prueba para evaluar
si las observaciones pasadas de la tasa de interés no influyen sobre el error del pronéstico

informado, mediante la siguiente hipotesis nula conjunta:

Hy: 81 =08=0

Es decir, ninguno de los coeficientes debe ser significativo, es decir, no se debe
rechazar la hipdtesis nula. Esta prueba es similar a una de variables omitidas,
puesto que busca detectar la influencia explicativa de las observaciones pasadas en la

formacion de la expectativa.

Los resultados de esta prueba (Cuadro 1.8) son mixtos. Mientras que la mayoria
de las expectativas no la cumplen, puesto que el valor p del estadistico F es bajo y
rechaza la hipétesis nula, la encuesta de la tasa de interés BCP de Chile si, al reportar
un valor p de 0,44. En menor grado, la media de la tasa de politica monetaria Selic de
Brasil también presenta eficiencia con un valor p de 0,062. Sin embargo, en estos dos
casos, el cumplimiento de esta condicién no es suficiente para que haya racionalidad
de expectativas, puesto que en ninguno de los casos se cumplié con las condiciones de

insesgamiento.
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Con el fin de chequear robustez, también se evaliia la hipétesis nula Hy : 51 = 2 =0
(hipétesis nula de eficiencia) para la ecuacién con constante uy = a+ 1912+ P2is_24+€;.

Los resultados que se encuentran en el Anexo A.2 fueron similares.

Cuadro 1.8 Prueba de eficiencia
(Hipétesis nula: hay eficiencia)

T BCUd T de Politi DTFd
Tasa SELIC de Brasil Tasa BCP de Chile ase < ssa ce Folitiea ©
Chile Monetaria de Chile Colombia
Media Mediana Mediana Mediana Mediana Media
Observacion de 12 -0,118 ** 0,136 *** -0,049 0,153 * -0,068 ** -0,113 *
meses atras (Error
estandar) (0,05) (0,049) (0,068) (0,103) (0,031) (0,068)
Observacion de 24 -0,019 -0,017 -0,088 0,189 ** -0,103 * 0,393 ***
meses atrds (Error
estandar) (0,052) (0,052) (0,081) (0,089) (0,060) (0,104)
Estadistico Chi® de la 2,8 3,8 0,8 4.4 43 75
prueba de hipétesis
nula de existencia de
ficienci
eficiencia (0,062) (0,025) (0,442) (0,014) (0,015) (0,001)
(p-valor)
R2
0,02 0,04 0,01 0,07 0,02 0,18

(Bondad de ajuste)

Los errores estandar estan en paréntesis. Los asteriscos *, **, *** significan rechazo de la hipdtesis nula al 10%, 5%, y 1% de nivel de significancia,
respectivamente, para las hipétesis de que Coeficiente observacidn 12 meses = 0y Coeficiente de la observacion 24 meses = 0. El estadistico F refleja |a hipctesis
conjunta de que el Coeficiente de la observacidn 12 meses = 0 y el Coeficiente de la observacién 24 meses = 0, y los asteriscos *, **, *** significan rechazo de esta

hipdtesis al 10%, 5% y 1% de nivel de significancia, respectivamente. R? es la medida de bondad de ajuste.

Resumen del resultado del primer grupo de pruebas. De realizar el primer
grupo de pruebas se concluye que ninguna de las series cumple al mismo tiempo todas
las propiedades. En particular, ninguna cumpli6 con la prueba de insesgamiento que es
condicién necesaria para que el menos exista racionalidad débil (Stekler| (2002)). Por
consiguiente, ninguna de las series de las encuestas cumple con los criterios que apoyen

la existencia de racionalidad.

1.4.2 Prueba de Ortogonalidad (PO)

La prueba de ortogonalidad (PO) evalia al mismo tiempo el insesgamiento y el uso

eficiente de la informacion, por lo que el presente estudio la aborda como una prueba que



20

chequea la robustez de las conclusiones. La prueba se realiza a partir de la estimacién

de la siguiente ecuacion:

. . .
it =a+ Bigy 1+ 0l-12 +

Donde:
i; esla tasa de interés en el periodo t
trt—12 s la expectativa de la tasa de interés para el periodo t, en t-12

1,_12 es la tasa de interés observada 12 meses atras

La anterior ecuacién puede presentar problemas de endogeneidad de las expectativas
en caso que el proceso de formacion de expectativas esté afectado por las tasas de
interés observadas. Para esto, se realizaron las pruebas de endogeneidad de Durbin y
de Wu-Hausman, cuyos resultados indican que las variables no son endégenas (Cuadro
1.9)@, por lo cual la estimacion se hace por medio de minimos cuadrados ordinarios

con errores robustos.

Cuadro 1.9 Prueba de endogeneidad
(Hipdtesis nula: las variables son exdgenas)

p-valor del p-valor del
Variable Indicador estadistico estadistico Wu -

Durbin Hausman

Media 0,37 0,37
Tasa SELIC de Brasil

Mediana 0,27 0,27
Tasa BCP de Chile Mediana 0,46 0,46
Tasa BCU de Chile Mediana 0,21 0,21
Tasa de Politica Monetaria de Chile Mediana 0,22 0,22
DTF de Colombia Media 0,14 0,14

La hipdtesis nula a evaluar es Hy : @« = OAS = 1A = 0. Si esta hipdtesis se cumple,

hay sustento de expectativas racionales. Los resultados indican que la hipoétesis nula

13También se comprueba que la variable instrumental empleada en el test no es débil, tal como se
observa en el Anexo A.3
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es rechazada en todos los casos (Cuadro 1.10), y no hay sustento de la existencia de

las propiedades de expectativas racionales.

Cuadro 1.10 Prueba de ortogonalidad (PO)
(Hipdtesis nula: hay racionalidad)

. . . Tasa de Politica DTF de
Tasa SELIC de Brasil Tasa BCP de Chile Tasa BCU de Chile | ) )
Monetaria de Chile Colombia
Media Mediana Mediana Mediana Mediana Media
Constante (Error 0,120 *** 0,111 *** 0,030 0,021 0,037 0,111 *
tand
estandar) (0,042) (0,042) (0,020) (0,016) (0,028) (0,064)
Expectativa de 12 meses -0,104 -0,082 0,151 -0,004 0,077 0,470 ***
atras (Error estandar)
(0,128) (0,104) (0,148) {0,131) (0,095) (0,170)
Observacion de la tasa de 0,205 *** -0,214 *** 0,024 0,275 ** -0,096 -0,333 **
interés 12 meses atras
(Error estandar) (0,066) (0,054) (0,105) (0,115) (0,067) (0,155)
Estadistico F de la prueba 87.3 85,8 21,5 234 155,5 21,8
de hipétesis nula de
existencia de eficiencia
(p-valor) (0,000) (0,000) (0,000) (0,000} (0,000) (0,000)
R2 Bondad d
 (Bondadde g 0,08 0,01 0,07 0,01 0,07
ajuste)

Los errores estandar estén en paréntesis. Los asteriscos *, **, *** significan rechazo de la hipétesis nula al 10%, 5%, y 1% de nivel de significancia, respectivamente, para las
hipdtesis de que la Constante = 0, el Coeficiente observacién 12 meses = 0 y el Coeficiente de la observacion a 24 meses = 0. El estadistico F refleja la hipdtesis conjunta de

que la Constante, el Coeficiente de observacion a 12 meses = 0 y el Coeficiente de observacion a 24 meses = 0, y los asteriscos *, **, *** significan rechazo de esta hipétesis al
10%, 5% y 1% de nivel de significancia, respectivamente. R2 es la medida de bondad de ajuste.

1.4.3 Resumen de los resultados y posibles implicaciones

El conjunto de pruebas empleado arroja resultados que apuntan en la misma direccién,
y no sustentan la existencia de expectativas racionales (Cuadro 1.11). Esto a pesar de
que las series de media de la tasa Selic de Brasil y la mediana de la tasa BCP de Chile
cumplen con una de las pruebas. Este resultado aporta a la escasa literatura empirica

en la materia para América Latina.
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Cuadro 1.11 Resumen de los resultados de los dos grupos de pruebas de racionalidad

Primer grupo de pruebas Segunda prueba
Propiedad de Propiedad de Ausencia Propiedad de
Variable Indicador P R P . i p . Propiedad de Ortogonalidad
Insesgamiento de Correlacién Serial Eficiencia
Media No se cumple No se cumple Se cumple al 5% No se cumple
Tasa SELIC de Brasil
Mediana No se cumple No se cumple No se cumple No se cumple
Tasa BCP de Chile Mediana No se cumple No se cumple Se cumple No se cumple
Tasa BCU de Chile Mediana No se cumple No se cumple No se cumple No se cumple
Tasa de Politica )
i i Mediana No se cumple No se cumple No se cumple No se cumple
Monetaria de Chile
DTF de Colombia Media No se cumple No se cumple No se cumple No se cumple

Entre las posibles implicaciones se encuentra que el comportamiento no racional
del proceso de formacién de expectativas tenga implicaciones sobre el comportamiento
de las variables reales de una economia. En particular, Fusepi and Preston (2012))
plantean que el efecto de un proceso de formacion de expectativas incide sobre el
comportamiento observado de las variables macroeconémicas. En tal sentido, la
estructura de formacién de expectativas de los agentes afecta el verdadero proceso
generador de cifras macroecondmicas, lo que a su vez, afecta las expectativas del

periodo siguiente (Evans and Honkapohja/ (2001)).

En conexiéon con lo anterior, el Grafico 1.2 muestra la dispersion de los errores de
pronéstico, entendidos como la diferencia entre la expectativa del valor en ¢ formada
12 meses atras y el valor observado de la tasa de interés en t. Se observa que, en los
casos de Chile y Colombia parece existir una relacion positiva entre ambas variables.
Es decir, que un mayor optimismo a la hora de fijar el prondstico, reflejado en un error
de pronodstico positivo, podria tener una relacién con un comportamiento del producto
observado por encima de su nivel tendencial. En Brasil, no se percibe una relacién de
este tipo; aunque en este pais solo emmplea la tasa de interés de politica, y no se tiene
la tasa de interés de mercado como en Colombia y Chile. El estudio de los efectos
de los errores de pronostico sobre el ciclo del producto estd por fuera del alcance del
presente estudio; pero puede ser parte de una agenda futura de investigacién dada su

relacién con los temas tratados en esta disertacion.
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Varios autores advierten que las pruebas de racionalidad sobre medidas agregadas

como la media o mediana pueden generar dos tipos de sesgos en los resultados, en
linea con lo planteado por Pesaran and Weale (2006) y \Jalil et al. (2010)). El primero
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de estos sesgos es hacia aceptar falsamente la hipdtesis de racionalidad debido a que
los sesgos individuales se compensan unos con otros al tomar el agregado. Este tipo
de sesgo no se presenta en el presente estudio, puesto que los resultados no apoyan la

hipétesis de racionalidad.

Adicionalmente, se plantea que puede existir el falso rechazo de la hipdtesis de
racionalidad, debido a que, si cada analista usa un conjunto de informacion diferente
(es decir, hay heterogeneidad), la expectativa agregada no seria racional respecto a un
conjunto particular de informacién pero no necesariamente sobre todos. Para poder
probar la heterogeneidad de los agentes se requiere de micro datos. En consecuencia,
un trabajo de agenda futura con la disponibilidad de la informacién micro es evaluar
el comportamiento de las expectativas individuales, en linea con lo realizado por
[regui-Bohorquez et al.| (2021) para la encuesta de expectativas de inflacién en

Colombia con informacién a nivel de individuo del Banco de la Republica.

1.5 Conclusiones

Para los analistas, investigadores y autoridades econdmicas es critico entender el
proceso de formacion de las expectativas de tasas de interés, y asi interpretar la
dindmica de los mercados financieros. A pesar de la importancia de la tasa de interés
en la modelacién macroecondmica, la literatura empirica global que pruebe la hipotesis
de racionalidad de esta variable es considerablemente menor que en el caso de la

inflacién. En particular, en América Latina es escasa.

En tal sentido, el presente capitulo aporta a la discusién sobre el tema, en la
medida en que no encuentra evidencia en favor de la existencia de racionalidad de
las expectativas de tasas de interés en un horizonte de un ano. No se encontrd
insesgamiento ni uso eficiente de la informacién en el proceso de formacién de la
expectativa. Adicionalmente, se encuentra que el comportamiento de los errores de

pronostico de las encuestas es heterogéneo tanto en tendencia como en magnitud.

El no cumplimiento de las propiedades de racionalidad es compatible con marcos

de modelacion macroeconémica que parten de la existencia de racionalidad limitada
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(Zunino et al.| (2009). Hay estudios que analizan cémo el efecto de un proceso de
formacién de expectativas puede incidir sobre el comportamiento de las variables
macroeconémicas (Eusepi and Preston| (2012))). En particular, la estructura de
formacion de expectativas de los agentes afecta el verdadero proceso generador de
cifras macroecondémicas, lo que a su vez, afecta las expectativas del periodo siguiente
(Evans and Honkapohja (2001))). En tal sentido, se afecta la dindmica del ciclo
econdémico, y plantea una conexién entre el proceso de formacién de expectativas y el

desempeno de las variables macroeconémicas.

Finalmente, a futuro, es importante trabajar con datos micro de las encuestas
de expectativas para controlar por posibles sesgos derivados de la heterogeneidad de
los agentes que responden la encuesta de expectativas. Hay una linea de literatura
creciente de trabajos que estd utilizando este nivel de datos de las encuestas de
expectativas con el fin de evaluar racionalidad y eficiencia a partir de las expectativas
individuales. A esta linea de trabajo pertenecen trabajos como el de [[regui et al.
(2021) e |Iregui-Bohérquez et al.| (2021).



Capitulo 2

El aprendizaje de expectativas y los
canales endégenos de volatilidad y
persistencia del ciclo econémico
seguin el mercado de origen del
proceso de formacion de

expectativas

Resumen. La modelacion macroeconémica ha tenido el reto de emular la volatilidad
y persistencia observadas en la producciéon. A raiz de que los modelos de
ciclos de negocios reales estandar tienen dificultad para generar el comportamiento
observado del producto sin tener que recurrir a choques exdgenos de tecnologia
(Eichenbaum and Singleton| (1986), |Gali and Rabanal (2004) y [Milani (2007)), la
modelacién macroecondmica ha presentado importantes avances, los cuales parten de
la racionalidad de expectativas como supuesto dominante. Sin embargo, la evidencia
empirica presenta resultados mixtos sobre el cumplimiento de esta hipotesis, lo cual
motiva la introduccion del aprendizaje de expectativas en modelos de ciclo de negocios
reales (Eusepi and Preston| (2012)). El presente capitulo analiza de forma novedosa
el efecto diferenciado del aprendizaje adaptativo en un modelo de ciclo de negocios

estdndar segin el mercado (laboral o financiero) de origen de dicho aprendizaje. El

26
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estudio muestra con claridad la importancia del aprendizaje de expectativas en el
mercado financiero como factor que mas contribuye a la volatilidad del producto
por medio del comportamiento de la inversion, asi como su capacidad de ajuste a la
volatilidad y persistencia de las cifras observadas para los EE.UU. Estos resultados son

robustos ante dos tipos de ganancia de aprendizaje utilizados (constante y decreciente).

2.1. Introduccion

Las ultimas crisis financieras han resurgido el interés por analizar el papel de este sector
sobre el comportamiento del producto en la economia (Queralto (2020) y [Kozlowski
et al.| (2020))). En particular, cuando se originan los problemas en el mercado financiero
se pueden generar mayores efectos sobre la estabilidad macroeconémica, los cuales se
reflejan tanto a nivel de la volatilidad como de la persistencia del producto, con sus

respectivos efectos sobre el empleo y el bienestar de la economia.

En tal sentido, la modelacion macroeconémica tiene como reto emular las
caracteristicas observadas de las variables macroeconémicas, principalmente el
producto. En particular, los modelos de ciclos de negocios reales no cuentan
con canales endogenos de volatilidad y persistencia suficientes para replicar las
caracteristicas observadas en los ciclos econémicos observados, por lo cual requieren
de choques tecnolégicos exégenos de gran magnitud (Eichenbaum and Singleton
(1986); Milani (2007); |Gali and Rabanal (2004))). Este hecho ha sido cuestionado por
autores como |Gali and Rabanal (2004)), quienes levantan dudas sobre la importancia
de los choques de tecnologia como fuerza significativa (o atin més, dominante) detras

del ciclo de negocios, con base en cifras para los EE.UU. durante el periodo postguerra.

Como resultado, la literatura ha presentado un gran avance para fortalecer los
canales endogenos de volatilidad y persistencia. En esta direccion han trabajado
diversos autores que emplean mecanismos como la formacién de habitos de consumo
(Sundaresan| (1989), Constantinides| (1990), Fuhrer| (2000))), indivisibilidad del trabajo
(Hansen| (1985))), mecanismos de fijacién de precios y de costos de ajuste. Altig et al.
(2011) y |Christiano et al| (2005) han desarrollado modelos que incorporan diversas
extensiones y consiguen inercia en los datos (Milani (2007)). En igual direccién,

Smets and Wouters| (2007) estiman modelos con métodos bayesianos incorporando
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una mezcla de fricciones y choques persistentes para obtener mejor ajuste a los datos.

A pesar de la diversidad de mecanismos empleados, el anterior grupo de modelos
comparte el supuesto de expectativas racionales, el cual implica que los agentes
conocen la estructura y los parametros del modelo macroeconémico presente en
la realidad (Evans and Honkapohja| (2001)). La literatura empirica que evalia la
racionalidad de expectativas con base en diversas encuestas presenta resultados mixtos
sobre la existencia de racionalidad de las expectativas. La mayor parte de estudios se
centran en analizar las expectativas de inflacion; pero también hay estudios aplicados
a las tasas de interés. Por ejemplo, [Friedman! (1980), Jongen and Willem| (2008) y
Miah et al. (2016) no encuentran evidencia en favor del cumplimiento de la hipdtesis

de racionalidad en las encuestas de tasas de interés para los EE.UU.

En conexion con lo anterior, estudios recientes consideran que la racionalidad
limitada tiene un papel importante en el comportamiento macroeconémico por la
via de la formacion de expectativas durante episodios como el de la gran recesion
(Kozlowski et al. (2020)). En tal direccién, estudios como los de |Marcet and Nicolini
(2003)), (Collard and Dellas (2004), Milani (2007)), Carceles-Poveda and Giannitsarou
(2007), [Marcet et al.| (2012), |Slobodyan and Wouters (2012), Rychalovska (2015])
y |Adam et al.| (2016) resaltan el potencial del aprendizaje de expectativas como
mecanismo que contribuye a emular el comportamiento de los ciclos y hallan beneficios
en el ajuste al comportamiento observado del ciclo econémico. No obstante, la
incorporacién de este supuesto en la modelacién de los ciclos econémicos reales ha

emergido hace relativamente poco, a pesar de que la racionalidad limitada es estudiada
desde hace varias décadas (Mallar| (2012)).

Dentro de este grupo de estudios, se destaca |[Eusepi and Preston (2012)), que
implementan el aprendizaje de expectativas sobre un modelo estandar de ciclo de
negocios reales, y encuentran ganancia en el ajuste a las cifras observadas para la
economia de los EE.UU. El Cuadro 2.1. presenta los resultados del modelo con
expectativas racionales (columna 2) y con aprendizaje de expectativas a la |Eusepi
and Preston| (2012)) (columna 3). La primera fila presenta la desviacién estandar del
choque a la tasa de crecimiento de la tecnologia requerida para igualar la volatilidad

observada del producto en el periodo 1959-2019, la cual se muestra en la segunda fila
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del cuadro. Se observa que con aprendizaje de expectativas hay una caida sustancial
en la magnitud del choque requerido, al tiempo que también se observan ganancia en
volatilidad (desviaciones estandar de la inversién, retorno de capital) y persistencia
(autocorrelacién de primer orden del producto, la inversién y la tasa de retorno de

capital).

Cuadro 2.1 Calibracién con respecto a la desviacion estandar del componente ciclico
producto de los EE.UU. 1959-2019

Calibracion con respecto a la desviacion estandar del producto de los EE.UU. 1959 - 2019

Variable Modelo de ciclo de negocios reales estandar con Modelo de ciclo de negocios reales con
expectativas racionales aprendizaje de expectativas
Eusepi (2012)
O choque de tecnologia requerido 1.9241 1.6071
Tproducto 1.4740 1.4740
Tinversion 3.9701 4.5973
Oretorno de capital 0.8585 1.1551
Yproducto 0.6918 0.7931
Yinversion 0.6830 0.8078
Yretorno de capital 0.6816 0.7470

Tanto los trabajos previos de aprendizaje de expectativas como el de |Eusepi and
Preston| (2012) no separan los efectos del aprendizaje con fuente en diferentes mercados.
En tal sentido, el presente trabajo de investigacion evalua si la implementacién del
aprendizaje de expectativas en un modelo de ciclo de negocios reales estandar tiene
efecto diferenciado sobre la volatilidad y persistencia del producto segin el mercado

de origen (laboral y financiero).

El aporte a la literatura del presente estudio es la utilizacion de un modelo de
ciclo de negocios reales estandar para separar los efectos del aprendizaje con fuente
en mercado laboral o en mercado financiero y, mostrar con claridad la importancia
del aprendizaje en el mercado financiero como factor que explica la volatilidad y

persistencia del producto, asi como su capacidad de ajuste a las cifras observadas
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para EE.UU. Estos resultados son robustos a la variacién en los tipos de aprendizaje

empleados (ganancia constante y ganancia decreciente).

En lo referente al ajuste de los segundos momentos observados de las variables,
la ganancia en ajuste que se presenta cuando el aprendizaje se origina en todos
los mercados, se preserva tanto cuando hay aprendizaje originado en el mercado
financiero como cuando se origina en el mercado laboral, lo cual indica la robustez
de la implementacion del aprendizaje de expectativas. La diferencia radica en que,
la ganancia en volatilidad del producto es sustancialmente mayor en el caso del

aprendizaje originado en el mercado financiero).

La siguiente seccion presenta el modelo de ciclo de negocios rales, posteriormente
se presenta el mecanismo de aprendizaje de expectativas y finalmente los resultados y

conclusiones del estudio.

2.2 Modelo

Este estudio emplea un modelo de ciclo de negocios reales que permite ilustrar el
efecto del aprendizaje de expectativas sobre los canales endégenos de propagacion y
persistencia. Se escoge este modelo basico con un choque de tecnologia porque permite
estudiar los canales de transmisién en su expresion mas simple, al tiempo que permite

comparar sus resultados con los obtenidos por |Eusepi and Preston (2012).

El modelo representa una economia cerrada con choque de tecnologia y utilizacion
de capacidad a la [Eusepi and Preston (2012). Los hogares maximizan su utilidad y
escogen la combinacién optima entre consumo y trabajo con base en una restriccion
presupuestal. Las empresas estan en competencia perfecta y maximizan sus beneficios,

sujetas a una tecnologia de produccion.

El modelo emplea las variables de producto (Y;), consumo (C}), horas de trabajo
(H;), salario (W), tasa de retorno (R;), tecnologia (X;), capital (K3), inversion (I;) y
utilizacién de capital (U;). Con excepcion de la tasa de retorno del capital (R;) y las

horas de trabajo (H;) que son estacionarias, las variables del modelo son expresadas
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en unidades de eficiencia, es decir, se normalizan con respecto a la tecnologia (X;) o

su tasa de crecimiento, y se denotan con letras mintusculas.

En los siguientes parrafos, se presentan las principales ecuaciones del modelo en

niveles, cuya derivacién completa se encuentra en el anexo B

2.2.1 Hogares

Los hogares maximizan la siguiente funcién de utilidad para decidir su consumo, ocio,
capital y la utilizacién de capital:

[e.9]

max I} Z BTt (Crp, L)

Ct,Ki41,Lt,U,
t t+1 t t T—t

Estd sujeta a la siguiente restriccién presupuestaria C; + K;, = RF(UK;) +
Wth + (]. — 5(Ut)>Kt7 Donde Lt =1- Ht-

Donde 3 es el descuento intertemporal, C; es el consumo, L; es el ocio, K; es el
capital, R¥ es la tasa de retorno del capital, U; es el nivel de utilizacién de capital, W,

es el salario, H, son las horas trabajadas, y 0(U,) es la depreciacién.

Luego de obtener las condiciones de primer orden, hacer reemplazos y estacionarizar
con respecto a la tecnologia (X;), se derivan las siguientes ecuaciones claves en el

modelo:

At = ¢; “v(Hy)

A 1
1= 6E, | =X —— (R Upsr + (1 = 6(Up1)))
At Yi+1
a7
AWy = (1 — U>U (Ht)

14E] modelo se deriva en log desviaciones con respecto al estado estacionario para su programacién
en el anexo B.
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La funciéon de utilidad empleada es la King, Plosser y Rebelo (King et al. (1988))@
w(Cy L) = 050 - donde la funcién o(1 — L) = (1 — H,)¢, donde C es tal
que la elasticidad de Frisch es muy alta, es decir, la oferta laboral es perfectamente
elastica. Esta funcién tiene la propiedad de que v'(H;) < 0y v"(H;) < 0, al tiempo
que v"(Hy)/v'(Hy) > 0y [v"(Hy;)/V'(Hy)][Hy] es el inverso de la elasticidad de Frisch
(elasticidad de sustitucién intertemporal del trabajo), la cual es determinante de la
propagacién y persistencia del ciclo dentro del modelo. Al tener una elasticidad de
sustituciéon intertemporal muy alta, ante una rentabilidad esperada del capital alta,
la decision intertemporal del consumo se inclina hacia un mayor consumo futuro
frente al consumo presente. Este efecto y una trayectoria salarial plana hacen que la
rentabilidad marginal de capital sea muy alta, induciendo a la sustitucién intertemporal
del consumo y del ocio. Como resultado, la inversién y la oferta de trabajo aumentan
de forma importante, al tiempo que el consumo y los salarios caen al inicio para luego
incrementar. Este canal se vera en los resultados de los impulsos respuesta. Lo anterior
es consistente con el hecho de que ¢ = 1, tal que la funcién lineal de utilidad es

In(c) + Cln(1 — Hy).

2.2.2 Firmas

Las firmas tienen la siguiente tecnologia de produccién Y; = W, (U, K;)*( X H;)' ™2,
donde ¥ denota una externalidad del capital, tal que ¥; = [(U K;)* (X H;) =" X, "

La tecnologia es labor augmenting dada por X; = X! ;. La depreciacién (0) estd en
funcién de la utilizacién del capital, tal que §(U;) = %Uf . El pardmetro 6 > lm, dado
que una mayor utilizaciéon genera una mayor depreciacion del capital. Este valor es
clave para la generacion de volatilidad del ciclo en el componente atado a la inversién
del modelo. Esta presente tanto en la modelacién bajo expectativas racionales como
en la modelacién bajo aprendizaje de expectativas. La funcién expresa una relacién
directa existente entre la depreciacion y la utilizacion del capital, es decir, a mayor

utilizacion hay una mayor depreciacion.

15Esta funcién de utilidad se considera consistente con una senda de crecimiento balanceado.
16E] término X, " garantiza la existencia de una senda de crecimiento balanceado en la cual todas
las variables del modelo crecen a igual tasa.

I7En particular, en el presente modelo se emplea un valor de 1,6188, en linea con [Eusepi and Preston
(2012).
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El problema de maximizacién de la firma esta dado por:

{ilai}g Ht = \I/t(Uth)a(Xth)l_a — Rth — Wth (2)

Al obtener las condiciones de primer orden del problema de maximizaciéon con
respecto al capital (K;) y el trabajo (H;), y hacer los respectivos reemplazos y

estacionarizar ['¥, se obtiene [}

we=(1-a)pr
Yt
R =
t Of)/tUtkt

2.2.3 Choque de tecnologia

La tendencia estocéstica de la tecnologia labor augmenting estéd dada por X; = X/ ;.
En términos estacionarios, se obtiene la tasa de crecimiento de la tecnologia v, = 7.
Como ln(X;(—tl) = v = In(¥) + as41, donde a; es una variable aleatoria independiente
e identicamente distribuida con media cero y varianza constante o,. En términos log-
lineales, se tiene 4, = pY;_1 + €, donde ¢ ~ N(0,c?).

Aligual que Eusepi and Preston| (2012)), se asume p = 0, es decir, no hay persistencia
del choque. Esto se hace con el fin de evaluar los mecanismos endégenos de persistencia
y propagacion del modelo, y asi evaluar el efecto diferencial del supuesto de expectativas

racionales con respecto del supuesto de aprendizaje de expectativas.

2.2.4 Otras ecuaciones

Hay dos ecuaciones adicionales del modelo. La primera, es la ley de movimiento del
capital estacionarizada (k.1 = i; + (1 — 8(Uy))v, *ki), v la segunda representa el

equilibrio macroeconémico (¢; + iy = ;).

El resumen de las ecuaciones del modelo se presenta en el Cuadro 2.1, en el cual

ln(X;(—tl) = v = In(y) + a1, donde a; es una variable aleatoria independiente e

idénticamente distribuida con media cero y varianza constante o,.

8Excepto la tasa de retorno que ya es estacionaria.
9E] detalle se presenta en el documento anexo B.
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Cuadro 2.2 Resumen de las ecuaciones estacionarizadas del modelo

w, 1 V'(Hy)
Intratemporal de consumo-trabajo —=-0) —
Cy v(Hy)
: . 1 PR -
Euler ¢, r-1'(HH = -”"r & .r:!.[*”!xl )-,,.—(Hr 4 1L‘r s+ (11— 6(Uy4 1)))
ft+1
\ Ye
Intratemporal de consumo-trabajo w, =(1—a JF
t
k W
Retorno del capital R = avis—
Uik,
Inversién g =Y —
e s s . k _ yro—1
Utilizacion de capital [i’! = :
Funcién de produccién yr = Wy, “A‘?[-T'I[{] “
U a 7
Externalidad de produccion U, = Ii(_'.zl,!) ”:l an]
Ve
Capital de lo hogares l.‘, 1 =14+ (1 — (‘i{[rr]]“‘rr lﬂ‘,
_— . o AP
Crecimiento tecnoldgico nt = "r-1

2.3 Introduccién del aprendizaje de expectativas

2.3.1 Regla 6ptima de consumo

Esta seccién presenta la introduccién del aprendizaje de expectativas. El primer paso
es modificar la ecuacién intertemporal de consumo para construir una regla éptima
de consumo basada en prondsticos de horizonte lejano, cuyo detalle se encuentra en el

anexo B@ Para esto, se aplican los siguientes pasos:

e Log linealizar la restricciéon presupuestaria de los hogares en términos de la

desviacién con respecto al estado estacionario.

20Sigue lo hecho por [Preston| (2005).
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Iterar hacia el futuro la restriccion presupuestaria de los hogares.

Iterar la ecuacién de Euler de los hogares hacia atras.

Combinar las ecuaciones de Euler y la restriccién presupuestaria.

Despejar la variable consumo.

Al aplicar los anteriores pasos, cuyo detalle esta en el anexo, se obtiene la siguiente
senda éptima de consumo de los hogares bajo expectativas arbitrarias para el modelo

de ciclo de negocios reales:

o= 1700 =P) [5% +RRf — B4 + (ew +e ) wt]
€c (1-x)
15y I =) <€w N ECX> PRI o 9 (Clnti) Ny M7 377 00
T—t Ce (1=x) T—t e
+ EtZBT_t [B - W] vra1 — o (1 - o) Hy
T=t ¢

Esta ecuaciéon muestra que el valor actual del consumo depende del ingreso futuro
del individuo, el cual depende de variables claves como los ingresos por trabajo y por
renta del capital. Esto tiene una conexién con la teoria del ingreso permanente del

consumo, la cual se basa en la eleccion inter temporal de los agentes.

2.3.2 Formacion de creencias de los agentes en el contexto de

aprendizaje dentro del modelo

Conexién con el modelo original de expectativas racionales. La conexién
entre la metodologia de expectativas racionales con la de aprendizaje de expectativas
parte de la iteracion entre las diferentes versiones de la solucion del sistema de
ecuaciones con el algoritmo de aprendizaje de minimos cuadrados recursivos. Para
esto, en primer lugar, la solucion al sistema de ecuaciones por medio del método de
Blanchard y Kahn ofrece un sistema matricial de ecuaciones expresado solo en términos

de las variables de estado (Minimum State Variable):
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Wt_|_1 = QORE + Q{%EKt + QgEgt

Donde el vector W;,; es una matriz que incluye tanto variables de control como
variables de estado, QFF es la matriz de coeficientes bajo expectativas racionales, la
cual atrapa la relacién entre todas las variables del modelo y las variables de estado,
determinadas por los coeficientes profundos del modelo. Esta matriz de coeficientes
es conocida bajo la solucion de expectativas racionales; pero no bajo la solucion de
aprendizaje de expectativas como se verd mas adelante con Q. Por su parte, K; es
una matriz de variables de estado (k;), Q& es el vector de coeficientes que acompafian

el choque, y ¢; es el choque de tecnologia.

En segundo lugar, se obtiene reescribe el sistema de ecuaciones bajo expectativas

racionales en su forma estructural, asi:

AWy = Ay + AWy + AW + Ay Y BT Wr + Cey
T=0
Donde Y 77, BT Wr representa el flujo futuro descontado de la variable consumo
(¢;) bajo su regla de decisién. Tanto el coeficiente A; como la variable que lo
acompana solo se emplean bajo el modelo de aprendizaje de expectativas con el flujo
descontado del consumo y, en su lugar, la variable se excluye tanto de As como de

Wi.1. Finalmente, C' es un vector que acompana al choque de tecnologia.

Bajo aprendizaje de expectativas, la forma reducida de la solucién al sistema de

ecuaciones, previamente presentada, se puede expresar de la siguiente forma:

Wit = TO(Qgt, th) + Tl(Qét, th)Kt + TQ(Qgt, Qf,t)et

Donde To(Qf,. Qf)) (Mapeo del vector intercepto),
T (Q4,, Q) (Mapeo de la matriz de transicién) y T(Q4,, Q)
(Mapeo de la matriz de incidencia de choques) son los mapas de coeficientes de
la Ley de movimiento real, la cual combina los parametros del sistema de ecuaciones

con los parametros estimados por los agentes bajo su ley de movimiento percibida.

El mapeo de los coeficientes (o ley de movimiento real) se construye empleando
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los coeficientes Ag, Ay, As, Ay y As de la solucion estructural, y los valores estimados
por los agentes no racionales por medio de su ley de movimiento percibido, mediante
su mecanismo de formacién de creencias o expectativas. En tal sentido, se obtienen

los siguientes valores cuyo detalle se encuentra en el anexo B:

T0<QoL,ta th) = (I - TC)_ITI
TI(QOL,leL,t) = ([ - TC)il[AalAE)Qf]

T2<QoL,thft) = - TC)AC

Donde:

TC - Aal[Ang] —|— Aal[A4F1] — Aal[Az))Qf + A4F1]

Fr=(1-8)[ -]

Las anteriores ecuaciones se emplean para construir el mapeo del conjunto de
coeficientes del modelo acorde con la ley de movimiento real del modelo. Mediante
este sistema de ecuaciones se integran las creencias (expectativas) de los agentes con
los resultados provenientes de la estructura de estimacion del modelo para determinar
el comportamiento observado de los parametros a lo largo del tiempo, asi como su
convergencia a la solucion de expectativas racionales. Por consiguiente, hay una
retroalimentacién entre las creencias y los resultados del modelo. De un lado, las
expectativas de los agentes afectan los resultados del modelo. De otro lado, los
resultados del modelo afectan la formacién de creencias (expectativas) en el periodo

siguiente.

Qk, v QF, hacen parte de una matriz QF sobre la cual aprenden los agentes
de acuerdo con un algoritmo de minimos cuadrados recursivos, cuya explicacion se

encuentra en el anexo B.8.2. El algortimo tiene la siguiente estructura:

QF = Qo+ g(R7' Qo) (2 = Qf Qi)
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Ry =Ry + Q(Qtle:gq — Ri4)

Donde:
e OF: Coeficientes a estimar en el perfodo t. Su valor inicial
e R;: Matriz de precisién (varianzas y covarianzas).
e g: Parametro de ganancia del aprendizaje.
e ();_1: vector con variable regresora capital.

ZEME: vector de variables dependientes asociadas a las coeficientes sobre los que

se quiere aprender.

La ganancia de aprendizaje g se puede modelar tanto de forma constante como
de forma decreciente con respecto al tiempo. En el presente estudio se hace de las
dos formas para analizar robustez. Las condiciones bajo las cuales Qf converge a
los valores de expectativas racionales (Q7F) también se encuentran en este anexo.
Esta matriz incluye los coeficientes que relacionan las variables de interés para el
aprendizaje con la variable de estado capital, y se construye de tal modo que permita

hacer los ejercicios de sensibilizacion en la fuente de aprendizaje.

2.4 Parametrizacion

Las pardmetros empleados son los mismos de [Eusepi and Preston| (2012), al tiempo
que las series utilizadas son las del periodo 1954-2019 para los Estados Unidos, con el
fin de incorporar la evolucién reciente de esta economia 1] cuyo detalle se encuentra
en el anexo B. Se emplea una tasa de descuento intertemporal 5 = 0,99, y una funcién
de utilidad log lineal que genera utilidad para el consumo y desutilidad para el trabajo,
con una elasticidad de sustitucion intertemporal o = 1. El inverso de la elasticidad
de Frisch de la oferta de trabajo ¢ = 0,0004, tendiente a cero, el cual se aproxima
a las propiedades de la oferta de trabajo de un modelo con trabajo indivisible, al
tiempo que genera mayor volatilidad del trabajo. La tecnologia de las empresas esté

especificada por una participacion del capital de a = 0,34 y la tasa de crecimiento

2IEusepi and Preston| (2012) toman el perfodo 1948-2007.
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en estado estacionario del progreso tecnolégico aumentado por trabajo es ¥ = 1, OOSﬂ.

La ganancia de aprendizaje constante es g = 0.002 ﬁ Este valor coincide con el
error de pronostico de la tasa de los tesoros de los Estados Unidos a 3 meses. La
tasa de depreciacion del capital es 0,025. El parametro de persistencia sobre la tasa
de crecimiento del choque de productividad es p = 0. Este valor facilita analizar los
canales de amplificacion de la volatilidad y persistencia endégenos del modelo. Por
su parte, la externalidad de la produccion es n = 0,1. El pardmetro 6 = 1,6188, y el
que sea mayor a la unidad implica que tiene un papel amplificador de ciclo atado a la
inversién del modelo (Cuadro 2.2). Con excepcién del pardmetro g, los pardmetros
se emplean tanto en la modelacion de expectativas racionales como en la modelacién
de aprendizaje de expectativas. El resto del parametros del modelo se presenta en el

anexo B.

Cuadro 2.3 Principales parametros del modelo

Parametro Valor
Tasa de descuento intertemporal () 0,99
Elasticidad de sustitucion (o) 1
Inverso de elasticidad de Frisch (ey) 0,0004
Participacion del capital (a) 0,34
Tasa de crecimiento de la tecnologia () 1,0053
Ganancia constante del error de aprendizaje (g) 0,002
Tasa de depreciacién (§) 0,025
Persistencia del choque (p) 0
Externalidad de la produccién (1) 0,1

Y a9

5 1,6188

22(Consistente con la estimada por |[Eusepi and Preston| (2012).
23Eusepi and Preston| (2012).
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2.5 Resultados

En esta seccion se presentan los resultados del ejercicio en dos partes. FEn la
subseccion 2.5.1, se presentan los resultados directamente vinculados con la pregunta
de investigacién. Estos permiten evaluar si la implementaciéon del aprendizaje de
expectativas en un modelo de ciclo de negocios reales estandar tiene efecto diferenciado
sobre la volatilidad y persistencia del producto segin su mercado de origen (laboral o
financiero). Esto se hace por medio del anélisis de la calibracién y simulacion (2.5.1.1),
asi como por la via de la interpretacién de las funciones de los impulsos respuestas
(2.5.1.2). Como complemento a lo anterior, en la seccién 2.5.2. se presenta un andlisis
de los segundos momentos de las principales variables del modelo, asi como su ajuste

a los datos observados para el periodo de andlisis (1959-2019).

Las métricas que se usan para analizar la volatilidad y la persistencia en el presente
trabajo se definen asi: En el tema de volatilidad, se analiza la desviacién méxima con
respecto al estado estacionario en el caso de los impulsos respuestas, y la desviacion
estandar del componente ciclico en el caso de los ejercicios de calibracién y simulacién.
Con respecto a la persistencia, se analizan el indicador de vida media (Half-Life) para
el caso de los impulsos respuesta, y la autocorrelacion de cada serie para los ejercicios

de calibracion y simulacion.

2.5.1 Principales resultados
2.5.1.1 Simulacién y calibracién

En esta seccion se presentan los resultados de la calibracion de la desviacién estandar
del choque con respecto a la desviacién estandar del producto, al tiempo que se
presentan los resultados de la simulacién para 2000 periodos (Cuadro 2.4), con

ganancia de aprendizaje constante.

En la primera linea, se observa una mejoria en términos volatilidad del producto,
puesto que se requiere de una menor desviacién estandar del choque para igualar

la desviacion estandar del producto todos los mercados @ (a la [Eusepi and Preston

24En [Eusepi and Preston| (2012)), el aprendizaje se presenta sobre los coeficientes asociados a las
variables de salarios, tasa de retorno y capital, mientras que en el presente ejercicio se aprende sobre
retorno de capital y capital (mercado financiero) o sobre salarios y capital (mercado laboral).
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(2012)). Al descomponer los efectos por el mercado fuente de origen del aprendizaje,
se observa que la ganancia en volatilidad del producto es mayor cuando este proviene
del mercado financiero (el choque requerido pasa de 1,9241 a 1,6181) en comparacién
con el mercado laboral (el choque requerido pasa de 1,9241 a 1,8264). También se
presenta una ganancia en persistencia del producto, frente a la versién de expectativas
racionales, tanto cuando el aprendizaje se origina en el mercado financiero (pasa de
0,6918 a 0,7947) como cuando este se origina en el mercado laboral (pasa de 0,6918
a 0,8236). La ganancia es mayor es este tltimo caso, pero al costo de una mayor
proporcion del choque de tecnologia. Esta misma relatividad se conserva cuando
se analiza el ajuste a los momentos observados del producto que se presentan en la

columna 1 y son el propdsito del andlisis.

Cuadro 2.4 Calibracién con respecto a la desviacion estandar del componente ciclico
del producto de los EE.UU. 1959-2019, con ganancia constante

Variable Valor observado Expectativas racionales Fuente del aprendizaje de expectativas
Todos los mercados Mercado financiero Mercado laboral
O choque de tecnologia requerido N/A 1.9241 1.6071 1.6181 1.8264
Oproducto 1.4740 . 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740
Tinversion 4.7173 3.9701 4.5973 4.5738 4.1900
Oretorno de capital 1.1532 0.8585 1.1551 1.1646 1.3323
Yproducto 0.8698 0.6918 0.7931 0.7947 0.8236
Yinversion 0.8979 0.6830 0.8078 0.8099 0.8452
Yretorno de capital 0.8278 0.6816 0.7470 0.7481 0.7654

Con base en lo anterior, se observa que el aprendizaje en el mercado financiero
importa para explicar la volatilidad y persistencia del producto de la economia, y
lo hace en mayor medida que cuando el aprendizaje surge en el mercado laboral.
Intuitivamente, esto se explica porque el mecanismo de aprendizaje actia fuertemente
sobre el comportamiento de la inversiéon cuando los coeficientes vinculados a la tasa
de retorno son desconocidos para los agentes de la economia. Es decir, el efecto del
choque de tecnologia es interpretado como un cambio en los coeficientes del modelo
que acompanan el comportamiento de la tasa retorno, conduciendo a una sobre

reaccion no solo de esta variable sino de la inversion, aumentando de forma importante
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su volatilidad. Es decir, el canal de ahorro / inversién y producto se activa en gran
medida ante la presencia del aprendizaje. Ante un choque positivo de tecnologia, los
hogares aumentan su oferta de trabajo y de ahorro en la economia, y en presencia de
aprendizaje de expectativas sobre reaccionan por esta via, afectando inmediatamente

la inversion y el producto de la economia.

De igual modo, las cifras de volatilidad y persistencia se ajustan mejor a los segundos
momentos observados del producto ante la presencia de aprendizaje (Cuadro 2.4), al
fortalecerse los canales enddgenos del modelo. Esto se nota principalmente cuando
la fuente del aprendizaje proviene del mercado financiero, en linea con lo planteado
por Keynes (1930) y Keynes| (1936]), quien remarca la influencia de los movimientos
del mercado financiero sobre los auges y depresiones. Estas conclusiones permanecen
cuando la ganancia en aprendizaje es decreciente, tal como se muestra en el anexo B

del documento.

2.5.1.2 Funciones de impulsos respuesta

Esta seccion presenta las funciones de impulsos respuesta ante un choque de igual
magnitudﬁ en los modelos de expectativas racionales (linea negra), de aprendizaje con
ganancia constante (linea roja) y aprendizaje con ganancia decreciente (linea azul).
Las variables estan en unidades de eficiencia y se presenta su desviacion con respecto
al estado estacionario. En particular, se analizan los resultados de un choque de
tecnologia con origen del aprendizaje en todos los mercados (Panel A), en el mercado
financiero (Panel B) y en el mercado laboral (Panel C), en el Grifico 2.1. La economia
inicia en equilibrio de expectativas racionales en el cual los parametros del modelo de

aprendizaje son iguales a los de expectativas racionales.

Cuando llega el choque de tecnologia, los agentes bajo aprendizaje interpretan
el impulso del choque como un cambio en los valores de los coeficientes que no
conocen, por lo cual los reestiman generando una reaccién mas fuerte que en el caso de
expectativas racionales. Este efecto genera una mayor reaccion en todos los casos de
aprendizaje para las variables producto, inversién y tasa de retorno, el cual es el canal

de mayor volatilidad del producto. Los resultados son robustos independientemente

25La magnitud del choque es de 1,92 desviaciones estdndar sobre la tasa de crecimiento de la
tecnologia; pero estd estandarizado a 1
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de cémo se modele la ganancia del aprendizaje de expectativas, ya sea constante o

decreciente, cuyos valores son diferentes pero cercanos.

De los impulsos respuesta, destaca que la reacciéon bajo aprendizaje es mayor en
todos los casos; pero especialmente fuerte en el caso en el que el aprendizaje tiene su
origen en el mercado financiero (Panel B), que en magnitud es similar a la volatilidad

cuando se aprende en todos los mercados (Panel A) (Grafico 2.1).

Grafico 2.1 Impulsos respuesta ante un choque de tecnologia
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Panel C: Aprendizaje con fuente en el mercado laboral
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Para analizar la persistencia de los impulsos respuesta, se calcula el indicador Half-
Life el cual se interpreta como el nimero de periodos en los cuales el efecto el choque

permanece por encima de 0,5. Es decir, que a mayor magnitud, mayor persistencia. Se
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observa que en todos los casos de aprendizaje hay una mayor persistencia con respecto

a lo que sucede en el caso de expectativas racionales (Cuadro 2.5).

Cuadro 2.5 Indicador Half-Life

Fuente de aprendizaje en  Fuente de aprendizaje en Fuente de aprendizaje en

todos los mercados el mercado financiero el mercado laboral
Aprendizaje Aprendizaje Aprendizaje
Expectativas racionales Constante Decreciente Constante Decreciente Constante Decreciente
Producto 6.63 7.52 7.39 7.96 8.06 11.31 10.53
Inversién 6.68 9.83 9.65 10.63 10.71 16.54 15.38
Tasa de retorno 6.70 10.70 10.56 11.63 11.70 17.45 16.42

En sintesis, los resultados muestran que bajo aprendizaje hay una ganancia en
volatilidad del producto, acompanada de un incremento en la persistencia. En
particular, cuando el aprendizaje tiene su origen en el mercado financiero se presenta
una mejor ganancia de la relacién volatilidad / persistencia con respecto al producto
observado en el modelo, al tiempo que permite un mejor ajuste a las cifras presentes

en otras variables, como se vera en la siguiente seccion.

2.5.2 Resultados complementarios

Esta seccion complementa a la anterior en la medida que presenta el ajuste a las cifras
observadas en todas las variables. Como se comento, el gran resultado es que hay un
mejor ajuste a los momentos observados del producto cuando el aprendizaje se origina

en el mercado financiero que cuando es generado en el mercado laboral.

El ejercicio de simulacién también permite ver como se comporta el ajuste a los
segundos momentos de las variables del modelo, partiendo de igualar la varianza del
producto. En los tres casos de aprendizaje en las expectativas (todos los mercados,
financiero y laboral), la mejora en la volatilidad de la produccién estd acompanada
por una mejora en el ajuste a la persistencia del producto. Ademas, la volatilidad y
persistencia de la inversion y del retorno del capital también presentan un mejor ajuste
a lo observado de las cifras con respecto al modelo con expectativas racionales (Cuadro

2.6). Esto indica el canal del mercado financiero como generador de volatilidad y
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persistencia del producto ante la presencia del aprendizaje. Finalmente, en términos
de persistencia, también hay mejor ajuste en las variables de trabajo y salario en todos
los casos, lo cual estd asociado a la reaccion gradual de los hogares respecto de su oferta

laboral en cada momento.

Cuadro 2.6 Calibracién con respecto a la desviacién estandar del componente ciclico
del producto, con ganancia constante

Variable Expectativas racionales Valor observado Fuente del aprendizaje de expectativas
Todos los mercados ~ Mercado financiero Mercado laboral
O choque de tecnologia requerido 1.9241 N/A 1.6071 1.6181 1.8264
Oproducto g 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740
Tinversitn 3.9701 4.7173 4.5973 4,5738 4,1900
Oretorno de capital 0.8585 1.1532 1.1551 1.1646 1.3323
O consumo 0.6519 0.8712 0.4620 0.4686 0.5883
Otrabajo 1.3891 1.4377 1.1551 1.1646 1.3323
Osalario 0.6522 0.7592 0.4623 0.4689 0.5886
Yproducto 0.6918 0.8698 0.7931 0.7947 0.8236
Yinversion 0.6830 0.8979 0.8078 0.8099 0.8452
Yretorno de capital 0.6816 0.8278 0.7470 0.7481 0.7654
Yeonsumo 0.7339 0.8492 0.7276 0.7260 0.7036
Ytrabajo 0.6931 0.9126 0.7470 0.7481 0.7654
Ysalario 0.7339 0.6824 0.7277 0.7261 0.7038

2.6 Sensibilizacion de los resultados segin la

ganancia de aprendizaje

En esta seccion se analiza lo que ocurre cuando se sensibiliza el pardametro de ganancia
de aprendizaje (g) con la volatilidad y persistencia del producto y la inversién. (Cuadro
2.7).
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Cuadro 2.7 Analisis de sensibilidad del producto y la inversion antes cambios en la
ganancia de aprendizaje

Variable Todos los mercados Mercado financiero Mercado laboral

g=0.002 g=0.0025 g=0.0030 g=0.0035 g=0.002 g=0.0025 g=0.0030 g =0.0035 §=0.002 g=0.0025 g=0.0030 g=0.0035

Ochoque de tecnologia 1.6071 1.5582 1.5170 1.4818 1.6181 1.5692 1.5277 1.4921 1.8264 1.7892 1.7510 1.7135
Oproducto 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740
Oinversion 4.5973 4.7128 4.8138 4.9028 4.5738 4.6889 4.7901 4.8795 4.1900 4.2908 4.3946 4.4963
Yproducto 0.7931 0.8026 0.8085 0.8113 0.7947 0.8047 0.8109 0.8140 0.8236 0.8400 0.8514 0.8587
Yinversion 0.8078 0.8138 0.8154 0.8138 0.8099 0.8161 0.8180 0.8166 0.8452 0.8537 0.8552 0.8526

Del Cuadro 2.7, se observa que cuando g aumenta, la magnitud del choque de
tecnologia requerido para igualar la desviacion estandar observada del producto es

menor, al tiempo que la persistencia del producto y la inversion incrementa.

2.5 Conclusiones

El presente estudio evaliia la importancia del aprendizaje de expectativas sobre la
volatilidad y persistencia del producto cuando tiene su origen en dos diferentes sectores
claves de la economia, como lo son el financiero y el laboral. El andlisis se hace
con base en un modelo de ciclo de negocios estandar y encuentra que el aprendizaje
importa para la generacién de volatilidad y persistencia del producto, especialmente
cuando este se origina en el mercado financiero. En particular, genera una mejor
relacion de ajuste a la volatilidad y persistencia observada del producto, no solo frente
al modelo de ciclo de negocios reales bajo expectativa racionales, sino también frente

al aprendizaje con fuente en el mercado laboral.

El estudio muestra la importancia del aprendizaje de expectativas en el mercado
financiero como factor que mas contribuye a la volatilidad del producto por medio del
comportamiento del ahorro y la inversién. Este resultado es robusto ante dos tipos de

ganancia de aprendizaje utilizados (constante y decreciente).

Los ejercicios realizados también indican una ganancia en los segundos momentos

de variables diferentes del producto, como es el caso de la inversion y la tasa de
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retorno tanto en volatilidad como en persistencia, lo cual refuerza el canal del mercado
financiero como generador de volatilidad y persistencia del producto ante la presencia

del aprendizaje.

Finalmente, el ejercicio de sensibilizacién con respecto al parametro de ganancia de
aprendizaje indica que un mayor nivel de este genera mayor volatilidad y persistencia
del producto. Esto sugiere que economias con un nivel de ganancia de aprendizaje
mayor podrian presentar mayor volatilidad y persistencia del producto. Este seria un
tema de la agenda futura de trabajo, pensando en realizar andlisis de este tipo para

economias emergentes y en desarrollo.



Capitulo 3

Implicaciones del aprendizaje de
expectativas sobre la volatilidad y
persistencia en un modelo con

fricciones financieras

Resumen. El papel del sector financiero en el comportamiento de la actividad
econémica es de gran interés por la profundidad y persistencia que sus disrupciones
pueden generar sobre el ciclo econémico (Queralto (2020)). En tal sentido, la
modelacién macroeconémica ha presentado importantes avances con el fin de fortalecer
los canales enddgenos de volatilidad y persistencia que reflejen la importancia de este
sector en el comportamiento de la economia. FEntre estos avances se encuentran los
modelos de fricciones financieras. Estos parten de la racionalidad de expectativas
como supuesto dominante, a pesar de que la literatura empirica muestra resultados
mixtos sobre su existencia. El presente estudio analiza si el aprendizaje de expectativas
le agrega mayor volatilidad al producto en los modelos con fricciones financieras de
Carlstrom and Fuerst| (1997) y [Carlstrom and Fuerst| (1998) sin reducir su nivel de
persistencia generada. Los resultados indica que el aprendizaje lo logra de mejor forma
cuando la friccién financiera del modelo se ubica en el mercado de inversién (Carlstrom
and Fuerst| (1997)), generando una relacién de ajuste entre volatilidad y persistencia
mas cercana a los datos observados para EE.UU., en comparacién con lo que hace el

modelo bajo expectativas racionales. El estudio muestra la importancia del aprendizaje

48
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de expectativas en un mercado financiero mas detallado y cercano a la realidad que el
de un modelo de ciclo de negocios reales. Estos resultados son robustos al usar dos

tipos de ganancia de aprendizaje (constante y decreciente).

3.1. Introduccion

A raiz de las tdltimas crisis financieras ha resurgido el interés por el papel del sector
financiero en el ciclo econémico (Queralto| (2020) y Kozlowski et al.| (2020)), ya
que los problemas en este sector se caracterizan por generar fuertes y prolongados
efectos sobre la actividad econémica. Eso ha motivado el surgimiento de una nueva
modelacién macroeconémica que logre explicar la mayor volatilidad y persistencia del
ciclo econémico por medio de canales enddgenos que se fortalecen con la presencia de
fricciones financieras (Bernanke et al. (1999), Kiyotaki and Moore| (1997)), |Carlstrom
and Fuerst| (1997), Carlstrom and Fuerst| (1998) y Christiano et al. (2014)). En
esta linea también se encuentran trabajos que modelan intermediarios financieros
apalancados que afectan el ciclo de crédito y la toma de riesgo (Dell’Ariccia et al.
(2014)), Altunbas et al.| (2012), Badarau and Popescul (2014) y Meh and Moran| (2010)).

Aunque, esos estudios representan un gran avance para el fortalecimiento de los
canales de transmision endégenos del ciclo de negocios, tienen aspectos susceptibles
de mejorar. Por ejemplo, Carlstrom and Fuerst| (1998) resaltan la importancia de sus
modelos para generar persistencia del producto; pero también sus limitaciones para
generar volatilidad. En particular muestran como sus modelos (Carlstrom and Fuerst
(1997), Carlstrom and Fuerst, (1998)) no logran mejorar la volatilidad frente a modelos
de ciclos de negocios estandar, tal como muestra el Gréfico 3.1, el cual compara la
repuesta del producto ante un choque de tecnologia similar en los modelos con friccién
en el mercado de bienes (output model, linea con circulos) y en el mercado de inversién
(investment model, linea con cuadros) con respecto a un modelo de ciclo de negocios

estandar.
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Grafico 3.1 Impulsos respuesta del producto ante un choque de tecnologia — Carlstrom
y Fuerst (1998)
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El Cuadro 3.1. presenta los resultados de la simulaciéon de los modelos de Carlstrom
y Fuerst con fricciones financieras en el mercado de inversién (columna 2, |Carlstrom
and Fuerst| (1997)) y mercado de bienes (columna 3, Carlstrom and Fuerst| (1998))). La
primera fila presenta la desviacion estandar del choque de tecnologia requerida para
igualar la volatilidad observada del producto en el periodo 1959-2019, la cual se muestra
en la segunda fila del cuadro. Se observa que en el modelo de friccién en el mercado
de inversion se requiere un poco mas que en el modelo con friccién en el mercado de
bienes. Tanto los resultados del Grafico 3.1 como del Cuadro 3.1 motivan a indagar por
la forma en que se podria requerir una menor magnitud del choque de tecnologia para

igualar la volatilidad observada del producto sin sacrificar el grado de persistencia.



51

Cuadro 3.1 Calibracion con respecto a la desviacion estandar del producto de los EE.UU
1959-2019

Modelo de Carlstrom y Fuerst (1997 y 1998)

Variable Friccién en el mercado de inversion Friccién en el mercado de bienes
O choque de tecnologia requerido 0.3174 0.2889
Oproducto 1.4740 1.4740
Tinversion 1.1010 1.2666
Oretorno de capital 0.0352 0.0320
Yproducto 0.9543 0.9503
Yinversion 0.9470 0.6346
Yretorno de capital 0.9467 0.9451

Por otra parte, los modelos de Carlstrom Fuerst, al igual que la mayoria de esta
literatura, parte de la existencia racionalidad de las expectativas para su modelacion,
supuesto que no cuenta con suficiente evidencia sobre su existencia, al alejarse del
comportamiento de los agentes econdmicos (Storm| (2021))). En particular, hay
evidencia mixta sobre la existencia de racionalidad de expectativas en las encuestas
de pronésticos. Por ejemplo, hay un conjunto de estudios empiricos no encuentran
evidencia en favor del cumplimiento de la hipdtesis de racionalidad para EE.UU.
y otras economias, tanto para las encuestas de inflacion como de tasas de interés
(Kokoszczynski et al.| (2005b)), |[Pfajfar and Santoro| (2007)), Dias et al.| (2010), Lyziak
(2013), |[Erjavec et al. (2015), Drakos et al.| (2020)), |Guillén| (2008)), Da Silva Filho
(2013), |Gaglianone et al.| (2016)), |Galindo (1995)), |Carvalho and Minellal (2012) y |[Miah
et al| (2016)). En particular, Friedman| (1980), Jongen and Willem (2008) y Miah
et al.| (2016)) no encuentran evidencia de que las encuestas de tasas de interés cumplan
con la hipétesis de racionalidad en los EE.UU.

Teniendo en cuenta lo anterior, el objetivo del presente estudio es evaluar si
el aprendizaje de expectativas le agrega volatilidad al producto en los modelos
de fricciones financieras de Carlstrom and Fuerst (1997) y (Carlstrom and Fuerst
(1998) sin perder su persistencia. En tal sentido, el trabajo aporta a la literatura
en tres direcciones. En primer lugar, aporta evidencia sobre como el aprendizaje

de expectativas complementa las fricciones financieras en un modelo ampliamente
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conocido en la literatura econémica. En segundo lugar, muestra como el aprendizaje
en la formacion de expectativas le agrega volatilidad al producto simulado por el
modelo de (Carlstrom and Fuerst| (1997) sin perder persistencia. Es decir, el presente
estudio es una prueba de concepto de los mecanismos para mostrar el papel del
aprendizaje en el sector financiero. Estos resultados son robustos ante dos tipos de
ganancia de aprendizaje utilizados (constante y decreciente). Finalmente, el estudio
presenta una mejora en el ajuste de los momentos a las cifras observadas en variables

macroeconomicas distintas al producto.

El presente estudio estd asociado a la linea de literatura de (Collard and Dellas
(2004)), Williams and Sargent| (2005)), Milani| (2007), Carceles-Poveda and Giannitsarou
(2007)), Eusepi and Preston, (2012), Slobodyan and Wouters (2012), Adam et al. (2016)
y [Rychalovska (2015)) quienes encuentran efectos del aprendizaje sobre la volatilidad
de las variables macroeconémicas. Con respecto a estos trabajos, el presente estudio
analiza de forma novedosa los efectos del aprendizaje en dos modelos con fricciones
financieras en diferentes mercados (bienes agregados e inversién), lo cual introduce
riqueza analitica porque permite indagar sobre la sensibilidad de los canales de
transmision enddgenos de la volatilidad y la persistencia. Adicionalmente, el presente
trabajo analiza el efecto del aprendizaje por medio de dos formas de ponderar los

errores de prondstico (constante y decreciente) para analizar robustez.

En este contexto, se considera que el supuesto de aprendizaje de expectativas
puede tener una afinidad natural con el comportamiento de los agentes econdémicos en
los mercados financieros. Estos mercados se caracterizan por contar con una mayor
complejidad y volatilidad, lo cual dificulta el conocimiento de los parametros del
modelo por parte de los agentes, incluso si son especializados. En tal sentido, se afecta
la actividad econémica (producto) por la via de la inversién. En este contexto, es
apropiado analizar la interaccion entre las fricciones financieras en un mundo en el

cual hay racionalidad limitada.

En las siguientes secciones se presentaran el modelo, el mecanismo de aprendizaje

de expectativas y los resultados del modelo.
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3.2 El modelo

El modelo de Carlstrom y Fuerst es una variante del modelo estandar de ciclo
de negocios reales, al cual se le agrega un sector de produccién y agentes que
son empresarios. Estos agentes tienen la posibilidad de producir més alla del
nivel que lo permiten sus propios recursos, al solicitar un préstamo a un fondo
mutuo que opera bajo competencia perfecta. Como resultado, hay un mercado de
fondos prestables en el cual el prestamista (fondo mutuo) tiene menor informacién
que el empresario sobre el retorno del proyecto (hay asimetria de informacién). Hay

un costo de verificacion del estado del proyecto, lo que da origen a la friccién financiera.

Carlstrom y Fuerst ubican la friccién financiera en dos mercados de forma
alternativa, dependiendo de déonde se encuentra el agente empresarial. En el primer
caso, el continuo de empresarios se ubica en el mercado de inversion (Carlstrom and
Fuerst| (1997))), produciendo bienes de capital no producidos uno a uno, a diferencia del
modelo de ciclo de negocios reales convencional. Esto se explica porque hay choques
idiosincraticos en cada proyecto. En el segundo caso, el continuo de empresarios se
ubica en el mercado de bienes finales (Carlstrom and Fuerst| (1998])), produciendo
bienes agregados que no son el resultado uno a uno de la combinacién de capital,
trabajo y tecnologia por medio de una funciéon de produccion con rendimientos
constantes a escala, a diferencia del modelo de ciclo de negocios reales. Como en el
anterior caso, esto se explica porque hay choques idiosincraticos en el proyecto de cada

empresario.

En el modelo, el canal de crédito es caracterizado por un contrato de crédito
con una tasa de interés fija. Tanto el capital del empresario como los créditos son
intra - periodo. Cuando el empresario recibe el choque idiosincratico, se declarara en

bancarrota y el fondo mutuo tomara lo que queda de su produccion.

En linea con lo anterior, los costos de agencia se ubican en dos lugares de forma
alternativa, lo que marca el comportamiento de los canales endégenos de transmisién
de la volatilidad y persistencia del modelo. Los costos de agencia crean un costo de
ajuste de capital endogeno. En tal sentido, para financiar la pérdida de peso muerto

de la quiebra esperada, la unidad de inversion o el bien final deben venderse con una
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prima sobre su costo de produccién. Esto da origen a un margen (markup) sobre el
precio de la inversién y sobre el precio del bien final, dependiendo de dénde se ubique

la friccién del modelo, respectivamente.

Inicialmente Carlstrom y Fuerst (Carlstrom and Fuerst| (1997)) asumieron que
los costos de agencia se derivaban de problemas de informaciéon en el mercado de
inversién. Posteriormente, (Carlstrom and Fuerst| (1998) asumieron que los costos
de agencia podrian surgir por problemas de informacién en la produccién de bienes
agregados. Este experimento permitio ilustrar los efectos de los costos de agencia sobre
la amplificacion y persistencia de los modelos. En su momento, encontraron, bajo el
supuesto de expectativas racionales, que cuando los problemas de informacion y costos
de agencia se ubican en el corazon el mercado de inversién, se generan resultados
superiores en términos de amplificacion y persistencia con respecto a los obtenidos
cuando las fricciones se ubican en el mercado de bienes agregados. El presente trabajo

hara igual analisis bajo el efecto de aprendizaje de expectativas.

El modelo representa una economia cerrada con hogares, empresarios y un fondo
mutual. Los hogares y los empresarios son consumidores, al tiempo que los hogares

tienen capital y ofrecen trabajo y capital para la produccion.

El modelo tiene la virtud de introducir un mecanismo que robustece los canales
endogenos de volatilidad del modelo, de tal modo que genere cifras que se ajusten
mejor a las observadas en las economias. Esto lo hace con la introduccién de una
friccién financiera que parte de los costos de verificacién de estado del proyecto,
derivados de la asimetria de informacion existente entre el prestamista y el prestatario
sobre el comportamiento del proyecto. Esta friccién, que puede ser introducida en el
mercado de inversién o en el mercado agregado de bienes, representa un gran avance
frente al modelo convencional de ciclos de negocios reales con una buena justificacion e
intuicion a partir de la imperfeccién existente en los mercados financieros y como ello
deriva en una mayor fluctuacién del ciclo econémico. Una de las ventajas del modelo
es que se formula en un contexto nuevo en el que los problemas de informacion pueden
ser facilmente manejados en un entorno bastante similar al modelo canénico de ciclos

econdémicos reales.
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En las secciones subsiguientes, se observara que dicho avance es complementado y
mejorado con la introduccién del aprendizaje de expectativas como un supuesto mas
ajustado a la realidad de los agentes en el mundo financiero y econémico. Esto se
hara mediante la introduccién de un algoritmo de aprendizaje que se alimenta de los
errores de prondéstico observados sobre los parametros del modelo, por parte de cada
agente a lo largo del tiempo. El analisis se hara tanto cuando la friccién es introducida

en el mercado de inversién como cuando se introduce en el mercado agregado de bienes.

En las siguientes dos secciones se presentan los principales aspectos analiticos del
modelo cuando la friccién se presenta en el mercado de inversién, dando lugar a un
margen en el precio de la inversién en la ¢ de Tobin (Carlstrom and Fuerst| (1997))), y
cuando la friccién se ubica en el mercado de bienes con un margen sobre el precio
del bien final p (Carlstrom and Fuerst| (1998)). Las variables que se presentan a
continuacion estan en niveles, pero el modelo es programado de forma linealizada,
tal como se indica en el anexo C, donde también se encuentra el detalle del desarrollo

matematico.

3.2.1 Modelo con la friccion en el mercado de inversion

La caracteristica principal de esta versiéon del modelo es que hay un continuo
de empresarios que se ubican en el mercado de inversién (Carlstrom and Fuerst
(1997)). Estos agentes estan dotados con una tecnologia que convierte un capital sin
transformar y lo transforma en un capital finalizado con una tecnologia que esté sujeta
a choques productivos, a diferencia del modelo de ciclo de negocios reales, donde esta
conversion es uno a uno siempre. Los choques idiosincraticos son independientes e
idénticamente distribuidos entre los empresarios y en el tiempo. Ademds, el choque
idiosincratico es informacién privada para el empresario. Para observar esto, el fondo
mutuo debe pagar un costo de auditoria que es una proporcién del retorno bruto

realizado del capital que tiene el empresario.

Por consiguiente, la dificultad surge porque los costos de agencia crean un costo
de ajuste de capital endogeno. En particular, para financiar la pérdida de la quiebra
esperada, el capital recién producido debe venderse a una prima sobre su coste de

produccion, la cual tiene la interpretacién de una ”(Q de Tobin” enddgena (gq).
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Bajo estos supuestos, el contrato optimo es una deuda estandar con bancarrota
costosa. Si el empresario no hace default, el prestamista recibe un pago fijo
independientemente de la realizacién del choque idiosincratico. En contraste, si el
empresario hace default, el prestamista audita y embarga lo que encuentra. El esquema

de relacionamiento de todos los agentes del modelo se presenta en el Gréfico 3.1.

Gréfico 3.2 Esquema y flujo del modelo con friccién en el mercado de inversién

Fondo
mutuo

Hogares Empresarios

Capital Ingreso por Capital Créditos
+ emuneracién de Costos de (cuando el de
Trabajo factores de monitoreo proyecto es inversién

produccién (pérdida de solvente) +

eficiencia) Patrimonio

Capital (cuando el

. proyecto no es exitoso y
Firmas con hay bancarrota) .
tecnologfa Tecnologia
agregada de capital

Contrato financiero 6ptimo

El empresario entra en el periodo ¢t con una dotacién de unidades de capital z;. Este
capital le reporta un ingreso (r;Z;) que sumado al valor de las unidades de capital netas
de depreciacién (q(1 — §)Z;) constituyen el patrimonio neto (n;) del empresario en el
momento ¢:

ny = z|qe(1 — 0) + 1]

Un empresario que tiene un patrimonio neto (n;) y desea invertir por encima de

este monto, debe pedir prestado al fondo mutuo un monto (b;), tal que:
by = 1 —

Bajo el contrato financiero, el empresario se compromete a repagar ((1+7;)(i; —ny))

bienes de consumo, es decir, el principal del crédito mas la tasa de interés del préstamo.



o7

El empresario invierte i; bienes de consumo en la tecnologia de creacién de capital y
recibe un choque idiosincratico, w, y produce bienes de capital final en una cantidad

iyw, es decir, bienes de capital = f(bienes de consumo).

Estos bienes de capital son vendidos a un precio de mercado, ¢;, de tal modo que
el valor del bien de consumo 7w es ¢;;w. w es idénticamente e independientemente
distribuido con una funcién de densidad ¢(w), una funcién de densidad acumulada
®(w) y valor esperado igual a uno (E(w) = 1). La variable w se realiza luego de que
el empresario invierte una cantidad 7;. Luego de que w es realizado, el empresario
conoce su valor. Para alguien diferente del empresario, si desea observar w tiene que

pagar un costo de monitoreo, lo cual es una fracciéon de la cantidad invertida.

De acuerdo con el contrato, si el empresario experimenta un choque w que
lo imposibilita de hacer el repago ((1 + r)(ix — nt)), debe entonces declararse en

bancarrota y repagar lo que tiene, es decir, 7;w.

Para tal efecto, hay un valor w;, tal que para todo w; < w; es imposible para el
empresario poder pagar con su patrimonio (n;) el crédito. Este valor satisface que
(14 7¢) (i — ) — quizo = 0), lo cual es equivalente a que w = ((1 4 7¢) (it — ne)) /(qeit).

En otras palabras:

wy > w;  El empresario paga el préstamo y disfruta sus beneficios

wy < wy El empresario se declara en bancarrota y pierde todo

Cuando el empresario declara la bancarrota, el fondo mutuo verifica el proyecto
monitoreando al empresario. Si el fondo mutuo no monitorea, el empresario tendra un
incentivo a sub reportar el valor de w, y repagar solo una pequena cantidad al fondo
mutuo. Pero el monitoreo es costoso, por lo cual el fondo tiene que pagar p; unidades

de bienes de capital para monitorear al empresario.

Como resultado, el contrato éptimo esta dado por la cantidad prestada y una tasa

de interés que maximiza los beneficios del empresario, sujeto a un cronograma de
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oferta del prestamista. En las préximas secciones se analizan la decisién de oferta del

prestamista (fondo mutuo) y el problema de maximizacion, respectivamente.

Decision de la oferta de capital por parte del fondo mutuo

El fondo mutuo es un intermediario financiero neutral al riesgo que no obtiene ingresos
ni produce bienes de consumo o de capital. Este agente tiene el papel de eliminar la
incertidumbre agregada provienente de la actividad productora de capital. El fondo
mutuo se financia con recursos que provienen de los hogares a quienes les paga una
tasa de retorno neta de cero (la tasa bruta es igual a 1). Es decir, que el fondo obtiene
1; —n; unidades del bien de producto del hogar, y le retorna igual cantidad en el periodo
t. El fondo mutuo realiza préstamos intra periodo y no recibe ni paga intereses del
préstamo, lo cual es una hipétesis que simplifica el andlisis. Este fondo opera en un
mercado perfectamente competitivo, lo cual implica una condicién de beneficio cero,
tal que los ingresos del fondo son iguales a sus costos (E(Ingreso) = E(Costos)), y

bajo este criterio establece su menu de oferta de recursos para los empresarios.

it g (W) = =My
—— ——
Ingreso esperado del prestamista Costo esperado

Donde g(@;) = fO‘Dt wP(dw) — Pp + [1 — PJw; es la participacién de la produccién

que reciben los hogares a través del fondo mutuo.

wy es el valor critico del éxito del proyecto y w; es una variable aleatoria con
distribucion log-normal e independiente e idénticamente distribuida en el tiempo.
wy ~ LogN(—302,0%), ®(w;) es la funcién de distribucién acumulada, y ¢(w;) es la

funcién de densidad de wy.

Decision de demanda de capital por parte del empresario

Los empresarios, neutrales al riesgo, maximizan el beneficio esperado que es igual a
qiie f (). A su vez, este beneficio debe ser mayor al patrimonio inicial del empresario,

de lo contrario decidird no invertir y conservar su patrimonio n;. Por consiguiente:
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1 f(w > n
Geie f () t
Beneficio esperado Patrimonio inicial
Donde f(i;) = f;j wd(dw) — [1 — ], es la participacién de la produccién que

recibe el empresario.

Ahora, la competencia asegura que, en equilibrio, el contrato de deuda maximiza
los beneficios del empresario sujeto a la condicién de beneficio de cero del fondo mutuo.

Es decir, el empresario maximiza:

max gy f (W)
Wt ,t

sujeto a:  quirg(wy) = iy — ny

Al obtener las condiciones de primer orden, combinarlas y hacer reemplazos (ver

anexo C), se obtiene la ecuacién del contrato financiero éptimo:

1

(1= B(@p)) + LEopse)

qr =

Decision de consumo del empresario

Una vez los empresarios reciben sus ingresos, toman su decision de consumo teniendo

en cuenta su restriccion presupuestaria. Esto se plantea en el siguiente problema:

max E; Z('yﬂ)tet
o =0

sujeto a: ey + 21 = quinf (W)

Donde e; es el consumo de los empresarios y z;11 es su capital en el periodo ¢+ @
Ambas variables representan la suma de los gastos. La restriccion plantea que los
gastos de los empresarios deben ser iguales a los ingresos dados por g, f(w;). El

parametro v denota el factor de descuento adicional para los empresarios, tal que

26F] capital de los hogares es k; y el capital de los empresarios es z;.
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0 < v < 1. Que este factor sea v < IE| indica que los empresarios descuentan el futuro
méas fuertemente que los hogares. La razén es que los empresarios ganan una tasa
de retorno intertemporal sobre los ahorros mas alta que los hogares. En tal sentido,
empresarios con tasa de descuento igual que los hogares ahorrarian mas, acumulando
suficiente capital sin que pidieran prestado a los fondos mutuales. Por tal motivo,

v < 1 ayuda a que las fricciones financieras permanezcan operativas en esta economia
(Bianchi| (2012b))).

Al obtener las condiciones de primer orden, combinarlas y hacer reemplazos (ver

anexo C), se obtiene la condicién optimizadora de los empresarios:

Gr41.f (@e11) )
1 — g19(@41)

q = VBE; ([Ttﬂ + qr1(1 = 6)]

Los hogares

El problema de los hogares es maximizar su nivel de consumo, trabajo y ahorro, tal

que:

max Ey Z u(cy, ly)
=0

(Ct,lt,kt+1)80

sujeto a: ¢ + @iy — ng) = wily + riky

Donde ¢; es el consumo de los hogares; [;, el trabajo de los hogares; i;, la inversion;
ng, el patrimonio neto inicial de los empresarios, y ¢;(i; — ny) es el nivel de ahorro
de los hogares valuado al costo de invertir. Como ¢ (iy — ny) = kiyr — (1 — )k,
donde k;y1 y k: son el capital de los hogares en el periodo ¢ + 1 y ¢, respectivamente;
y 0 es la tasa de depreciacién del capital, la restriccién se puede escribir como:
et + ki — (1= 6)ky = wily + riky.

Una vez se define el problema de los hogares, se obtienen las condiciones y efectian
los respectivos reemplazos, cuyo detalle se encuentra en el anexo C, se encuentra la
siguiente ecuacion intertemporal de Euler que relaciona el consumo presente con el

consumo futuro:

2TEs 0,975, al igual que Carlstrom y Fuerst.
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qrug(ce, lt) = EyBug(cer, L) [qrar (1 — 6) 4 744]

Asimismo, se halla la ecuacion intratemporal que marca la decisién entre consumo
y trabajo [

Firmas

Las firmas tienen el problema de maximizar su beneficio dado un nivel de produccion

con una tecnologia Cobb-Douglas. Por consiguiente,

max Yy — ik — wily
(kt,le)

sujeto a: y, = F(ky, ;)
Donde la funcién de produccién F'(kg, l;) es de la forma:

F(k’t, lt) — etk,toaltl—a

La siguiente ecuacién define el choque de productividad que recibira la firma en el
periodo t.

(9t = Qf_l + €

Donde ¢ ~ N(0,1).

Luego de maximizar, obtener las condiciones de primer orden y hacer reemplazos
(ver anexo C), se obtienen las siguientes ecuaciones de demanda de capital y trabajo
de las firmas:

Yt

Ty = F]i(ktalt) = @k—
t

we = F{(k 1) = (1— )2
t

28La funcién de utilidad especifica empleada es In(c;) + v(1 — ;).
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Otras ecuaciones del modelo

La siguiente ecuacion implica que el mercado de bienes se vacia.

Ct+et+it:yt

La siguiente ecuacién cierra el mercado de bienes de capital?’}
kror = (1 = 0)ke +ie[1 — P(wr)

Finalmente, la ecuacion de la distribucién del producto entre los hogares y

empresarios es la siguiente:

fl@r) + g(ior) +Pu=1

f@r) +g(@r) = [1 = @y

Donde (®(w)u) es el costo esperado de bancarrota a raiz de los costos de monitoreo
(1). Se asimila a la pérdida de eficiencia de la economia por la falta de informacion

completa m; = —Pp.

3.2.2 Modelo con friccion en el mercado de bienes

La caracteristica principal de esta versiéon del modelo es que hay un continuo de
empresarios que se ubican en el mercado agregado de bienes (Carlstrom and Fuerst
(1998)). Estos agentes estan dotados con una tecnologia que convierte insumos de
produccién en un bien final con una tecnologia que esta sujeta a choques tecnolégicos,
pero ademas choques productivos idiosincraticos, a diferencia del modelo de ciclo
de mnegocios reales, donde esta conversiéon es uno a uno siempre. Los choques
idiosincraticos tienen las mismas propiedades ya comentadas en la anterior version del

modelo.

Lo anterior también implica que los costos de agencia crean un costo de ajuste de

291 stock de capital de los hogares estd descrito por una ley de movimiento, mientras que el stock
de capital de los empresarios no.
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capital endégeno. En particular, para financiar la pérdida de la quiebra esperada, el

bien final recién producido debe venderse a una prima sobre su coste de produccién (p).

Contrato financiero optimo

La economia tiene un continuo de firmas con masa unitaria. La funcién de produccién

presenta rendimientos constantes a escala y la produccion de cada firma esta dada por:

Y, = thtF(Kt, Lt)

Donde w; representa el choque idiosincratico de productividad. El empresario de la
firma contrata y paga rentas de capital y trabajo luego de observar el choque agregado,
pero sin observar el choque idiosincratico. Los empresarios usan el patrimonio (n;) y
reciben capital de los inversionistas externos por medio de los fondos mutuos, con el fin
de pagar las cuentas de las firmas. Los fondos de los empresarios provienen del capital
acumulado a inicio de periodo, tal que:

ne = z[(1—8) + 1y

Ahora, la factura de pago de insumos de la firma es:

my = ’LUtLt + Ttkt

De tal modo, el financiamiento externo requerido del fondo mutuo (b;) es:

by = my —ny

Bajo el contrato financiero, el empresario se compromete a repagar (14r;)(m; —ny)
bienes finales. El empresario invierte m; en la firma y recibe un choque idiosincratico
privado, w, lo cual genera un problema de riesgo moral. El fondo mutuo puede
observar el choque si paga un costo de monitoreo que es proporcional al tamano del
costo del insumo de la firma um;. Esta estructura de informacién que tiene costos de
verificacién deriva en un contrato éptimo entre el empresario de la firma y el fondo

mutuo, ambos neutrales al riesgo.

El contrato tiene dos valores criticos: tamano del proyecto (m;) y el valor critico
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w, el cual se denota w;. Para tal efecto, existe un valor w;, tal que para todo w; <
w; es imposible para el empresario pague el crédito con su patrimonio (n;). FEste
valor satisface que ((1 + r¢)(my — ny) — ppuw = 0), lo cual es equivalente a que

w=((14+r)(my —ny))/(prms). En otras palabras:

wy > w; El empresario paga el préstamo y disfruta sus beneficios

wy < wy El empresario se declara en bancarrota y pierde todo

En las siguientes secciones se observan las decisiones de oferta y de demanda de

recursos prestables.

Decision de la oferta de capital por parte del fondo mutuo

El fondo mutuo es un intermediario financiero neutral al riesgo que elimina la
incertidumbre agregada provienente de la actividad productora de bienes finales. El
fondo mutuo se financia con recursos que provienen de los hogares por un monto m;—ny,
y opera en un mercado perfectamente competitivo, lo cual implica una condicién de

beneficio cero, de manera que los ingresos del fondo son iguales a sus costos, tal que:

E(Ingreso) = E(Costos)

pemig (@) = my—ny
—_——r ——
Ingreso esperado del prestamista Costo esperado
A su vez, el ingreso del fondo mutuo estd integrado por los ingresos que provienen
tanto de los préstamos exitosos como de los ingresos derivados de los proyectos que

entraron en bancarrota:

[ =i+ ([ - [ o)

(& (.
—~ g

Ingreso (pago del préstamo) Ingreso (bancarrota)
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Decision de demanda de capital por parte del empresario

Los empresarios, neutrales al riesgo, maximizan el beneficio esperado, el cual es igual

a:

max ptmtf<@t)
Wt ,mt

sujeto a:  pymyg(iy) = my — ny

Donde los ingresos del empresario provienen del retorno de su inversiéon en la
produccién de las firmas. Luego de obtener las condiciones de primer orden y hacer los
reemplazos respectivos, se obtiene la siguiente condicién de contrato 6ptimo que define

el comportamiento de markup, cuyo detalle se encuentra en el anexo C:

1
P = I
L (- B(@p)) + (e

Decision de consumo del empresario

El problema del empresario para decidir su nivel de consumo y de capital es el siguiente:

max Z(’yﬁ)tet
t=0

€t,2t+1

sujeto a: e + zp1 = prmy f(Wr)

Donde e; es el consumo de los empresarios y z;.1 es su capital en el periodo ¢ + 1.
Ambas variables representan la suma de los gastos. La restriccion plantea que los
gastos de los empresarios deben ser iguales a los ingresos dados por pymyf(w;). El
parametro v denota el factor de descuento adicional para los empresarios, tal que
0 < v < 1. La funcién del pardmetro v < 1 es clave para mantener la friccion
financiera del modelo en linea con lo explicado en el modelo con friccién en el mercado

de inversién.

Al obtener las condiciones de primer orden, combinarlas y hacer reemplazos (ver

anexo C), se obtiene la siguiente ecuacién de los empresarios:
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=00 (1094l 2l

Hogares

El problema de los hogares es maximizar su nivel de consumo, trabajo y ahorro, tal

que:

max Ey Z u(cq, ly)
=0

(Ct7lt7kt+1)80

sujeto a: ¢ + (my — ng) = wily + riky

Donde, en su orden de escritura en la ecuacion, ¢; es el consumo de los hogares; [;, el
trabajo de los hogares; my, el tamano del proyecto de inversién; y n;, el patrimonio neto
inicial de los empresario. (m; — n;) denota el ahorro de los hogares valuado al nivel de
precios actual y (m;—mn;) = ki1 — (1—0)ky, donde kyyq y k; son el capital de los hogares
en el periodo t + 1 y t, respectivamente; y 0 es la tasa de depreciacion del capital.

En consecuencia, la restriccion se puede escribir como: ¢;+ ki1 — (1—08)ky = wyly +1iky.

Una vez se define el problema de los hogares, se obtienen las condiciones y efectian
los respectivos reemplazos, cuyo detalle se encuentra en el anexo C, se obtiene la
siguiente ecuacion intertemporal de Euler que relaciona el consumo presente con el

consumo futuro:

u(ce, ) = Bug(copr, i) [(1 = 0) + 7e4a]

En igual sentido, se obtiene la ecuacién intratemporal que marca la decision entre

consumo y trabajo:

Firmas

La economia contiene un continuo de firmas con masa unitaria que producen un bien

final. La funcion de produccion de la firma ¢ tiene retornos constantes a escala y esté



67

dada por:

Yy = Wt‘gtF(kta lt)

Donde w; es el choque idiosincratico que se observa después de realizar el proceso
de produccion. Sin embargo, para producir antes de observar el choque idiosincratico,
cada firma debe decidir cuanto trabajo y capital deben contratar. Para esto, debe

solucionar el siguiente problema:

max Yy — Ttkt — wtlt
(Ft.lt)

F (ke ly)
yg;

sujeto a: Yy =

La tecnologia es F(k;, ;) = 0,k1; ™%, y el choque de productividad es §, = 07 | +¢;.
Luego de encontrar las condiciones de primer orden, asi como de hacer reemplazos se
tienen las ecuaciones de demanda de los factores capital y trabajo:

_Hul)
bt kipy
_ F(k, ly)

Yt
Wy = —————= = (1 —a)—
! yg; ( )ltpt

Tt

Otras ecuaciones del modelo
Para cerrar el modelo, se introducen las siguientes ecuaciones. En primer lugar, se
introduce la ecuacién implica que el mercado el mercado de bienes se vacia:

e+ e+ iy = yi[1 — P(w0y)

En segundo lugar, se presenta la ecuacién de movimiento de capital:

kt+1 = (1 - 5)]& + it

En tercer lugar, como elemento distintivo de esta versiéon del modelo se define el

total de produccién generada por los empresarios, asi:
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by
1 — prg(ir)

Finalmente, la ecuacion de la distribuciéon del producto entre los hogares y

pemy =Y =

empresarios es la siguiente:

f(@y) +g(@) +Pp =1

f(@y) + g(@) = [1 — Dy

Donde (®(w)u) es el costo esperado de bancarrota a raiz de los costos de monitoreo
(1). Se asimila a la pérdida de eficiencia de la economia por la falta de informacién

completa m; = —Pp.

3.2.3 Introducciéon del aprendizaje de expectativas en la

modelacion

Hasta ahora, la presentacion del modelo es similar a la de una economia con agentes
con expectativas racionales. FEsta seccion introduce el aprendizaje de expectativas
mediante la modificaciéon de la ecuacion de Euler e ingresa el proceso de formacion de
creencias de los agentes. Esto se hace tanto con el modelo con friccién en el mercado
de inversiéon como con el modelo con fricciéon en el mercado de bienes, cuyo detalle se

presenta en los anexos.

Intuitivamente, la introduccién del aprendizaje de expectativas hace que los agentes
aprendan sobre los parametros del modelo. Esto no solo permite que la modelacién se
acerque mas a la realidad, sino también que genera cambios en los canales endégenos
de transmision de la volatilidad y persistencia. Esto se produce porque ante un
choque exdgeno, los agentes del modelo no conocen que parte del movimiento puede
corresponder al choque y que parte al desconocimiento del verdadero valor del

parametro.

En particular, se asume que los agentes van a aprendiendo el verdadero valor
de los parametros con el paso del tiempo. Este aprendizaje lo hacen con base en

la experiencia que van ganando con el paso del tiempo, es decir, con los errores de
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pronostico de sus estimaciones. Por consiguiente, con el paso de los periodos, el
conocimiento de los agentes va convergiendo hacia el verdadero valor de los pardmetros

y el efecto del aprendizaje sobre el comportamiento de las variables va desapareciendo.

La incorporacién del aprendizaje en la estructura del modelo se hace mediante varios
pasos que tienen como propdsito final construir un mecanismo de retroalimentacion
entre las expectativas de los agentes y las expectativas que son compatibles con los
valores reales del modelo, tal que converjan con el tiempo al verdadero valor de los
parametros. En otras palabras, las expectativas o creencias individuales afectan los
resultados del modelo, al tiempo que estos resultados, que son una combinacién de
las expectativas individuales y los verdaderos parametros del modelo, afectan las

expectativas individuales.

Para construir esa estructura, se desarrollan los siguientes pasos planteados por
Eusepi and Preston! (2012). En primer lugar, se modifica la presentacién de la ecuacién
que relaciona intertemporalmente las decisiones de consumo y ahorro de los hogares,
de tal modo que represente una senda de comportamiento a infinito. Posteriormente,
se plantea la solucion del sistema de ecuaciones del modelo en dos presentaciones.
Estp con el fin de compatibilizae el aprendizaje de los individuos con la solucién del
modelo con los parametros verdaderos del modelo. De un lado, se presenta la solucién
del modelo en su forma estructural que incluye la ecuacion de la regla de decisién de
consumo derivado de la ecuacion de Euler previamente transformada. De otro lado,
se emplea la forma reducida de la solucién de expectativas racionales del método de
Blanchard y Kahn.

Finalmente, se introduce el método de actualizacion de expectativas de los agentes
por medio de un algoritmo de minimos cuadrados recursivos. Intuitivamente, lo que se
hace es introducir un mecanismo de aprendizaje de los agentes aprenden con base en
su experiencia de errores de prondstico. En las siguientes secciones se presentan cada

uno de esos pasos.

Modificacién de la ecuacion de Euler de los hogares

La modificacion de la ecuacién de Euler de los hogares para plantear la solucion del

sistema de forma estructural (y equivalente a la solucién de la forma reducida), se hace
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mediante los siguientes pasos, partiendo de la ecuacion de Euler previamente obtenida:

e Linealizar la restriccién presupuestaria de hogares con base en la siguiente férmula
de linealizacién f(x) ~ f'(Z)z;, donde & = x; — T es la desviacién con respecto

al estado estacionario.
e Iterar hacia el futuro la restriccion presupuestaria.

e [terar la ecuacion de Euler de los hogares hacia atras desde un periodo T hasta
t.

e Combinar las ecuaciones iteradas hacia el futuro y pasado.
e Despejar la variable clave para la ecuacién de Euler, en este caso es el consumo.

Al aplicar los anteriores pasos, cuyo detalle estd en el anexo C, se obtiene la siguiente
senda éptima de consumo de los hogares bajo expectativas arbitrarias para el modelo

con friccién en el mercado de inversion:

. C. el we k. ¢ Ok\ .
Ct—iQt:(l_ﬁ) </8 1kt+twt+ilt+i7't— (+>Qt>
q q q q q q
s 1—B)w - s 1-8)1
+EtZBT_17( _B)wlTH +EtZBT_1( _5) W1
T—=t q T=t q

00 A\ 2_ > = _ 7 201 s\ = _
1B T [(15)]‘“ _ 5_0} Pt B S BT [(1 P A-p)ok _p(-de fe -
&~ q q — q q q q

E, es el operador que denota las creencias subjetivas que tienen los agentes
acerca de la evolucién de las variables. La funcion de utilidad empleada es
Ule, ly) = In(ey) +v(1 —1y).

En el caso del modelo con friccién en el mercado de inversion, se obtiene la siguiente
senda éptima del consumo:

¢ =(1-0) B ks + wly + Iy + ]}ft} +F Z Bt *,B)IDZTJA +E, Z,BT_t(l — B)lriq
T=t T=t

+BY AT [(L- BF - 6% Fran
T=t
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Esta ecuacién muestra que el consumo de hoy depende de ingresos y recursos

actuales y del valor presente de los ingresos por trabajo y por ahorro futuros.

Conexién del aprendizaje con el modelo original de expectativas racionales

La conexién entre la metodologia de expectativas racionales con la de aprendizaje de
expectativas se hace de la siguiente forma. En primer lugar, se obtiene la representacién
solucién (Minimum State Variable) al sistema de ecuaciones por medio del método de

Blanchard y Kahn , asi:

Wi = QORE + Q{%EKt + Q§E€t (3)

Donde el vector W;,; es una matriz que incluye tanto variables de control como
variables de estado, QFF es la matriz de coeficientes, K; es una matriz de variables
de estado (en el presente modelo capital de los hogares k; y capital del empresario
2), QFF es el vector de coeficientes que acompafian el choque, y &; es el choque de

tecnologia.

En segundo lugar, se obtiene la solucion del sistema de ecuaciones en su forma

estructural, asi:

AWy = Ay + AWy + AW + Ay Y "Wy + Cey
T=0
Donde Y 77, BT Wy representa el flujo futuro descontado de la variable consumo
(¢;) bajo su regla de decisién. Tanto el coeficiente A; como la variable que lo
acompana solo se emplean bajo el modelo de aprendizaje de expectativas con el flujo
descontado del consumo y, en su lugar, la variable se excluye tanto de As como de

Wiy1. Finalmente, C' es un vector que acompana al choque de tecnologia.

Bajo aprendizaje de expectativas, la forma reducida de la solucion al sistema de

ecuaciones, se puede expresar de la siguiente forma:

Wyt = TO(Qgt, th) + Tl(Qét, th)Kt + TQ(Qgt, Qf,t)gt

To(Qf,.Qf,) (Mapeo del vector intercepto), Ti(Qf,,Qf,) (Mapeo de la matriz
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de transicién) y To(€,, ;) (Mapeo de la matriz de incidencia de choques) son los
mapas de coeficientes de la Ley de movimiento real, la cual combina los pardmetros
del sistema de ecuaciones con los parametros estimados por los agentes bajo su ley de

movimiento percibida.

El mapeo de los coeficientes (o ley de movimiento real) se construye empleando
los coeficientes Ag, A1, As, Ay y As de la solucion estructural, y los valores estimados
por los agentes no racionales por medio de su ley de movimiento percibido, mediante
su mecanismo de formacién de creencias o expectativas. En tal sentido, se obtienen

los siguientes valores cuyo detalle se encuentra en el anexo C:

To(Qf,. Q) = —Te)'T; (4)
Ty (Q5,, Q1) = (I — To) ' [Ay 1 A5 Q] (5)
(05, Q1) = (I = To)'C (6)

Donde:
To = At [AsQE] + AGHALER] = A [AsQF + AL (7)
F=0r(1=p)I - (8)

Las anteriores ecuaciones se emplean para construir el mapeo del conjunto de
coeficientes del modelo acorde con la ley de movimiento real del modelo. Mediante
este sistema de ecuaciones se integran las creencias (expectativas) de los agentes con
los resultados provenientes de la estructura de estimaciéon del modelo para determinar
el comportamiento observado de los parametros a lo largo del tiempo, asi como su
convergencia a la solucion de expectativas racionales. Por consiguiente, hay una
retroalimentacién entre las creencias y los resultados del modelo. De un lado, las
expectativas de los agentes afectan los resultados del modelo. De otro lado, los
resultados del modelo afectan la formacién de creencias (expectativas) en el periodo

siguiente.
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QF, v QF, hacen parte de una matriz QF sobre la cual aprenden los agentes
de acuerdo con un algoritmo de minimos cuadrados recursivos, cuya explicacion se

encuentra en el anexo B.8.2. El algortimo tiene la siguiente estructura:

QF = Qo+ g(R7' Q) (ZM = Qf Qi)
Ry =R+ g(Q1Q_y — Ri1)
Donde:

e QL: Coeficientes a estimar en el perfodo t. Su valor inicial

R;: Matriz de precisién (varianzas y covarianzas).
e ¢: Parametro de ganancia del aprendizaje.
e ();_1: vector con variable regresora capital.

ZEME; vector de variables dependientes asociadas a las coeficientes sobre los que

se quiere aprender.

La ganancia de aprendizaje g se puede modelar tanto de forma constante como
de forma decreciente con respecto al tiempo. En el presente estudio se hace de las
dos formas para analizar robustez. Las condiciones bajo las cuales QtL converge a
los valores de expectativas racionales (QFF) también se encuentran en este anexo.
Esta matriz incluye los coeficientes que relacionan las variables de interés para el
aprendizaje con la variable de estado capital, y se construye de tal modo que permita

hacer los ejercicios de sensibilizacion en la fuente de aprendizaje.

3.3 Parametrizacion

El modelo emplea la parametrizaciéon usada por Carlstrom and Fuerst (1998)) para el
caso de los Estados Unidos. Las series de tiempo empleadas toman el periodo 1959 -
2019, y su detalle se encuentra en el anexo C. Las preferencias de los hogares estan
dadas por la funcién de utilidad de la forma U(ey, l;) = In(c;) + v(1 — 1), donde la

constante v es calibrada para que [ = 0, 3; de manera que v = 2, 5200.
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Se emplea una tasa de descuento intertemporal de los hogares 5 = 0,9900. El

factor de descuento adicional de los empresarios es 0,9750. La funcién de produccién

tipo Cobb-Douglas tiene un coeficiente de participacion del capital sobre la produccién

igual a o = 0,3600. La tasa de depreciacién del capital es 6 = 0,0200. El costo

de monitoreo es 0,1500. El parametro de persistencia del choque de productividad

es p = 0,9500, al tiempo que el costo de monitoreo es p = 0,1500 y la desviacion

estandar de la distribucion de los proyectos de los empresarios (w;) es o5 = 0,3700. El

parametro limite para la bancarrota de los proyectos es 0, 3931

Cuadro 3.2 Principales parametros del modelo

Parametro

Valor

Descuento intertemporal de hogares(p)

Factor de descuento adicional de los empresarios
Participacion del capital(a)

Parametro de la funcion de utilidad que acompana el ocio (v)

Tasade depreciacion(s)

Costo de monitoreo(p)

Persistencia del choque (p)

Desviacion estandar de la distribucién log — normal (c,,,g_,w,.,,,)

Limite de bancarrota (@ )

Pariametro de ponderacion de los errores de pronéstico (g)o "ganancia"

0.9900

0.9750

0.3600

2.5200

0.0200

0.1500

0.9500

0.3700

0.3931

0.0020

Los valores de estado estacionario del modelo con las diferentes fricciones en los

mercados de bienes y de inversién se encuentran en los anexos.

3.4 Resultados

En esta seccion se presentan los resultados del ejercicio en dos partes.

En la

subseccion 3.4.1., se presentan los resultados directamente vinculados con la pregunta
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de investigacién del presente capitulo. Estos permiten evaluar si la implementacién
del aprendizaje de expectativas en los modelos de Carlstrom y Fuerst genera mas
volatilidad sin perder persistencia, atendiendo lo indicado por |Carlstrom and Fuerst
(1998). Esto se hace por medio del andlisis de la calibracién y simulacién (3.4.1.1.),
asi como por la via de la interpretacién de las funciones de los impulsos respuestas
(3.4.1.2.). Como complemento a lo anterior, en la seccién 3.4.2. se presenta un andlisis
de los segundos momentos de las principales variables del modelo, asi como su ajuste

a los datos observados para el periodo de andlisis (1959-2019).

Las métricas que se usan para analizar la volatilidad son: la desviacién maxima con
respecto al estado estacionario en el caso de los impulsos respuestas, y la desviacion
estandar del componente ciclico en el caso de los ejercicios de calibracién y simulacion.
Con respecto a la persistencia, se analizan el indicador Half-Life para el caso de los
impulsos respuesta, y la autocorrelacion de cada serie para los ejercicios de calibracién

y simulacién.

3.4.1 Principales resultados
3.4.1.1 Calibracion y simulacién

En esta seccion se presentan los resultados de la calibracion de la desviacién estandar
del choque con respecto a la desviacion estandar del producto, al tiempo que se
presentan los resultados de la simulacién para 2000 periodos (Cuadro 3.3), con

ganancia de aprendizaje constante.

En la primera linea, se observa una mejoria en términos volatilidad del producto
cuando hay aprendizaje, puesto que se requiere de una menor desviacion estandar del
choque para igualar la desviacién estandar observada del producto, tanto cuando la
friccion se ubica en el mercado de inversién como cuando esta se ubica en el mercado
de bienes. Al analizar de forma independiente, la ganancia relativa en volatilidad
del producto es mayor cuando la friccién estd ubicada en el mercado de inversién (la
magnitud del choque requerido en tecnologia pasa de 0,3174 a 0,2513) que cuando se
ubica en el mercado de bienes (la magnitud del choque requerido en tecnologia pasa

de 0,2889 a 0,2707). En términos de persistencia, cuando la friccién estd ubicada en el
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mercado de inversién no desciende (pasa de 0,9543 a 0,9769), y cuando estd ubicada

en el mercado de bienes cae un poco (pasa de 0,9503 a 0,9339).

Cuadro 3.3 Calibracion con respecto a la desviacion estandar del producto de los
EE.UU. 1959-2019, con ganancia constante

Variable Friccién en el mercado de inversién Friccién en el mercado de bienes
Expectativas racionales Aprendizaje de expectativas Expectativas racionales  Aprendizaje de expectativas

O choque de tecnolagia requerido 0.3174 0.2513 0.2889 0.2707
Oproducto 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740
Tinversion 1.1010 1.4057 1.2666 2.4560
Oretorno de capital 0.0352 0.0357 0.0320 0.0307
Yproducto 0.9543 0.9769 0.9503 0.9339
Yinversion 0.9470 0.9738 0.6346 0.2585
Yretorno de capital 0.9467 0.9726 0.9451 0.8429

En consecuencia, en esta prueba de concepto del mecanismos del modelo de friccién
se encuentra que la tension entre volatilidad y persistencia planteada por (Carlstrom
and Fuerst| (1998) se reduce, al generarse mayor volatilidad sin sacrificar persistencia
en su modelo. En particular, esto se presenta cuando la friccion esta localizada en el
mercado de inversién, porque bajo aprendizaje de expectativas, los agentes de este
mercado sobre reaccionan mas fuertemente al interpretar un cambio en los coeficientes
del modelo. Este cambio lo canalizan via volatilidad del costo de la inversién (markup)
dado el incremento del costo de supervisién (agencia) y la alta demanda por inversion.
Esto genera una reaccién a nivel del producto de la economia, incrementando su
volatilidad. Posteriormente, se presenta una mayor oferta de inversiéon asociada
al patrimonio neto del empresario que genera una persistencia del efecto sobre el

producto, la cual es algo mayor a la del modelo original de |Carlstrom and Fuerst| (1998)).

En contraste, cuando la friccién actiia sobre el mercado de bienes afecta méas a los
hogares y estos sobre reaccionan con menor fuerza ante la presencia de aprendizaje
de expectativas. En particular, el margen de precios tiene un menor efecto sobre el
comportamiento intertemporal de los hogares, quienes reaccionan con menor fuerza

sobre el ahorro. Es decir, que la estimacién de los parametros del modelo afecta con
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menor intensidad las decisiones de los hogares con respecto a lo que sucede en el

mercado de inversion.

En otras palabras, la introduccién del aprendizaje mejora la relacion
volatilidad /persistencia de tal modo que se puede generar més volatilidad sin
sacrificar persistencia. Esto sucede especialmente cuando la friccion se presenta en el
mercado de inversiéon. En otras palabras, el aprendizaje importa en un modelo con
mercado financiero méas cercano a la realidad, como lo es el modelo de (Carlstrom
and Fuerst| (1998). Esto estd en linea con lo planteado por [Keynes (1930) y Keynes
(1936), quien remarca la influencia de los movimientos del mercado financiero sobre
los auges y depresiones. Los resultados persisten cuando se trabaja con una ganancia

de aprendizaje decreciente, tal como se muestra en el anexo C.

3.4.1.2 Funciones de impulsos respuesta

Esta seccion presenta las funciones de impulsos respuesta ante un choque de igual
magnitudm en los modelos de expectativas racionales (linea negra), de aprendizaje con
ganancia constante (linea roja) y aprendizaje con ganancia decreciente (linea azul).
En particular, se analizan los resultados de un choque de tecnologia en el modelo con

friccién en el mercado de inversién (Panel A) y en el modelo con friccién en el mercado
de bienes (Panel B), en el Grafico 3.3.

Con aprendizaje de expectativas hay una mayor desviacion maxima con respecto
al estado estacionario, es decir, mayor volatilidad en el producto, originada en el
comportamiento de la inversién y del costo de la inversion (markup), principalmente.
Es decir, el aprendizaje de expectativas importa en el mecanismo del canal financiero,
en linea con la intuicién ya explicada en la seccion anterior. Los resultados son robustos
ante la modelacién del pardmetro de ganancia (constante o decreciente). Destaca en el
caso del modelo con friccion en el mercado de inversion que las lineas de aprendizaje
con ganancia decreciente y con ganancia constante estdn mas separadas, a pesar de
presentar un comportamiento similar. Intuitivamente, esto se puede explicar porque la

sobrerreaccién generada por la combinacién de un efecto mas persistente en el costo de

30La magnitud del choque es de 1,3 desviaciones estdndar sobre la tasa de crecimiento de la
tecnologia
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la inversién (markup) y una tasa de ganancia decreciente que hace que el ajuste por el

error de pronostico sea mas lento.

Desv. del estado estacionario

Desv. del estado estacionario

Grafico 3.3 Impulsos respuesta ante un choque de tecnologia

Panel A: Modelo con friccidn en el mercado de inversion
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En linea con lo anterior, el indicador de Half-Life (Cuadro 3.4) muestra que los

resultados de persistencia son mixtos dependiendo del mercado dénde se ubica la

friccién financiera. Cuando esta se ubica en el mercado de inversién, la persistencia

del producto presenta cierto incremento. En contraste, cuando la friccién se ubica en

el mercado de bienes, la persistencia del producto cae.
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Cuadro 3.4 Indicador Half-Life para persistencia

Indicador Half-Life de los impulsos respuesta cuando hay friccién en mercado de inversion

Expectativas Aprendizaje con ponderacién  Aprendizaje con ponderacién
racionales del error constante del error decreciente
Produccién 34.2 64.5 66.8
Inversion 18.7 29.1 34.4
Tasa de retorno 15.9 37.4 42.2

Indicador Half-Life de los impulsos respuesta cuando hay friccién en mercado de bienes

Expectativas Aprendizaje con ponderacién  Aprendizaje con ponderacion
racionales del error constante del error decreciente
Produccién 28.0 16.6 15.8
Inversion 3.7 1.3 1.5
Tasa de retorno 14.7 7.3 8.2

3.4.2 Resultados complementarios

Esta seccion complementa a la anterior en la medida en que presenta el ajuste a la
volatilidad observada, en linea con el propodsito del ejercicio. En primer lugar, se
observa en el Cuadro 3.5, un mejor ajuste en términos de volatilidad de la variable
producto cuando la fricciéon estd ubicada en el mercado de inversién que cuando la
friccion esta ubicada en el mercado de inversion. Es decir, el descenso en la magnitud
del choque requerido para igualar la volatilidad observada del producto es menor

cuando la friccion se ubica en el mercado de inversion (Cuadro 3.5).

Adicionalmente, hay ganancia de implementar el aprendizaje con respecto al
modelo con expectativas racionales sobre la volatilidad de variables diferentes del
producto, partiendo del resultado de igualar la varianza del producto. Esto se presenta
tanto cuando el aprendizaje se ubica en el mercado de inversién como en el mercado
de bienes (Cuadro 3.5). En el caso del modelo con friccién en el mercado de inversion,
también hay ganancia en ajuste a la volatilidad observada de la inversion, retorno del
capital, trabajo y salario (Cuadro 3.5, columna 2). En el caso del modelo con friccién
en el mercado de bienes, la ganancia en volatilidad también se presenta en la inversion,

el consumo y el trabajo (Cuadro 3.5, columna 5).
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Intuitivamente, lo que sucede en el caso del modelo de inversién es que el costo de
supervisiéon y de la inversién (markup) afectan fuertemente el comportamiento de los
empresarios en el mercado de capital. Estos reaccionan rapidamente demandando una
gran cantidad de inversién ante el aumento del producto, generando unos mayores
costos de inversiéon (markup) y de supervisién. Este mecanismo es potenciado por la
presencia del aprendizaje de expectativas porque los coeficientes que relacionan estas
variables también cambian ya que no interpretan que hay un choque de productividad
en la economia, sino que hubo un cambio en los coeficientes del modelo. Esto genera

una mayor sobrerreaccion tanto en términos de volatilidad.

Algo diferente ocurre cuando las fricciones se ubican en el mercado de bienes,
puesto que afectan mas fuertemente el comportamiento de los hogares quienes no
reaccionan de forma tan inmediata como los empresarios del mercado de inversion.
En este caso, la interaccion del costo de supervisién y el margen de precios afecta a
los hogares; pero sus respuestas son mas suavizadas a lo largo del tiempo, dadas sus
caracteristicas de consumo y ahorro en el tiempo. En consecuencia, hay un menor
incremento en la volatilidad del producto en comparacion con el caso del mercado
de inversion. En este caso, la presencia del aprendizaje de expectativas hace que los
hogares reaccionen con algo de menor velocidad del efecto en ciertas variables. Es
decir, la presencia del aprendizaje en el mercado de bienes afecta el comportamiento
de los hogares, pero estos son més estables y no sobre reaccionan tanto como el
empresario ante el choque de productividad y su interpretaciéon como un cambio en
los coeficientes del modelo.

Cuadro 3.5 Calibraciéon con respecto a la desviacion estandar del producto de los
EE.UU. 1959-2019, con ganancia constante

Variable Friccién en el mercado de inversién Valor observado Friccién en el mercado de bienes
Expectativas racionales Aprendizaje de expectativas Expectativas racionales  Aprendizaje de expectativas

O choque de teenologiarequerido 03174 0.2513 - 0.2889 0.2707
Oproducto 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740
O inversion 1.1010 1.4057 47173 1.2666 2.4560
Oretorno de capital 0.0352 0.0357 1.1532 0.0320 0.0307
O consumo 0.4540 0.3923 0.8712 0.4126 0.8388
Otrabajo 0.2692 0.3394 1.4377 0.2815 0.2872

Osalario 1.1442 0.9886 0.7592 1.0398 2.1137
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El Cuadro 3.6 también muestra las autocorrelaciones (persistencia) de otras
variables de interés en ambos modelos. Cuando la friccién se encuentra en el mercado
de inversién (columna 2), la persistencia aumenta en las variables de inversién y retorno
del capital, ademas del producto. Por su parte, cuando la friccién se ubica en el mercado
de bienes (columna 4), la persistencia aumenta en las variables de consumo y trabajo.
Esto es reflejo de como se comportan los canales de transmision del choque en presencia
de aprendizaje en cada uno de los modelos, en linea con lo comentado en la seccion
anterior. En particular, el canal de la inversiéon es més fuerte ante la presencia de

aprendizaje en el mercado de inversién (capital).

Cuadro 3.6 Calibracion con respecto a la desviacion estandar del producto de los
EE.UU. 1959-2019, con ganancia constante (persistencia)

Variable Friccion en el mercado de inversion Friccion en el mercado de bienes
Expectativas racionales Aprendizaje de expectativas Expectativas racionales  Aprendizaje de expectativas

O choque de tecnologia requerido 0.3174 0.2513 0.2889 0.2707
Yproducto 0.9543 0.9769 0.9503 0.9339
Yinversicn 0.9470 0.9738 0.6346 0.2585
Yretorno de capital 0.9467 0.9726 0.9451 0.8429
Yconsumo 0.8500 0.6410 0.9702 0.9711
Ytrabajo 0.9661 0.9178 0.9365 0.8412
Ysalario 0.8500 0.6410 0.9702 0.9711

3.5 Analisis de sensibilidad

El analisis de sensibilidad permite explorar el comportamiento de los canales de
transmision endogena del modelo con respecto a variables de interés para el presente
estudio. En particular, se hace sensibilidad en dos sentidos. En primer lugar, se
analiza el comportamiento del modelo ante variaciones en el pardmetro de ganancia
de aprendizaje. Un mayor nivel de este parametro puede ser interpretado como un

mayor nivel de ajuste ante el error de estimacidin de los agentes.
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En segundo lugar, se hace un andlisis de sensibilidad con respecto a la desviacién
estandar de la distribucién de los proyectos de la economia. A medida que aumenta
este parametro, se interpreta como un mayor nivel de riesgo en la economia, en
linea con lo analizado por |Christiano et al.| (2014). FEste parametro es de interés
porque puede integrar al andlisis elementos caracteristicos de una economia como la

estabilidad politica, social y de las reglas de juego para los inversionistas.

El cuadro 3.7 presenta los resultados de la sensibilizacion del pardmetro de
ganancia de aprendizaje. Entre mayor sea este parametro, mayor es la volatilidad del
producto y la inversion. De forma paralela, la mayor volatilidad estd acompanada
de mayor persistencia en ambas variables. Esto sugiere que paises que tengan un
mayor parametro de ganancia de aprendizaje podrian registrar mayor volatilidad y
persistencia del ciclo del producto y de la inversiéon. Este podria ser el caso de varias

economias emergentes y en desarrollo.

Cuadro 3.7 Sensibilizacién del pardametro de ganancia de aprendizaje en el modelo
calibrado por el producto

Variable Con fricciones en el mercado de inversion Con fricciones en el mercado de bienes

g=0.002 g=0.0025 g=0.0030 g=0.0035 g=0.002 g=0.0025 g=0.0030 g=0.0035

O choque de tecnologia requeride 0.2513 0.2479 0.2451 0.2431 0.2707 0.2707 0.2707 0.2708
Oproducto 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740
Oinversién 1.4057 1.4101 1.4151 1.4189 2.4560 2.4526 2.4499 2.4477
Yproducto 0.9769 0.9774 0.9777 0.9780 0.9339 0.9342 0.9345 0.9347
Yinversion 0.9738 0.9741 0.9744 0.9746 0.2585 0.2608 0.2629 0.2649

El Cuadro 3.8 reporta los resultados de la sensibilizacién del pardmetro de riesgo
de los proyectos de inversién (desviacién estandar de la distribucién log normal). Se
observa que cuando este parametro incrementa hay mayor volatilidad y persistencia

del producto y la inversion.

Los ejercicios de sensibilizacion apuntan a que paises con mayor ganancia de

aprendizaje o con mayor nivel de riesgo en el ambiente de negocios cuentan con mayor
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volatilidad y persistencia del producto. Este es un tema para una agenda futura de

investigacion.

Cuadro 3.8 Sensibilizacion del pardametro de riesgo de los proyectos de inversion
(desviacion estandar de la distribucién log normal)

Variable Modelo de inversion Modelo de producto
O pistribucién lognormal 0.27 0.37 0.47 0.27 0.37 0.47
O choque de tecnologia requerido 0.2940 0.2513 0.2510 0.3212 0.2707 0.2610
Oproducto 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740
Cinversién 1,2839 1.4057 1.3924 4,9624 2.4560 1.9062
Yproducto 0.9640 0.9769 0.9721 0.9001 0.9339 0.9265
Yinversion 0.8964 0.9738 0.9667 0.0761 0.2585 0.4225

3.4 Conclusiones

El presente estudio evalia la importancia de introducir el aprendizaje de expectativas
sobre la volatilidad y persistencia del producto en los modelos de fricciones financieras
de |Carlstrom and Fuerst (1997) y |Carlstrom and Fuerst (1998). Se encuentra que
el ajuste a la volatilidad del producto mejora de forma considerable sin perder
persistencia del producto cuando la friccién financiera se ubica en el mercado de
inversién (Carlstrom and Fuerst| (1997)), debido a que el aprendizaje de los agentes
sobre los coeficientes del modelo actia con mayor fuerza sobre el canal de volatilidad
ante la presencia de las fricciones en este mercado. Esto representa una ganancia con
respecto al dificultad que planteaba (Carlstrom and Fuerst| (1998)) sobre la capacidad
de generaciéon de volatilidad de sus modelos frente a un modelo de ciclo de negocios
reales, a pesar de generar mayor persistencia. En tal sentido, con el aprendizaje, los
canales endogenos del modelo se fortalecen, al tiempo que se mejoran los mecanismos
que muestran el papel del sector financiero dentro del modelo de |Carlstrom and Fuerst
(1997). Estos resultados son robustos al usar dos tipos de ganancia de aprendizaje

(constante y decreciente).
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El estudio muestra la importancia del aprendizaje de expectativas en un mercado
financiero mas detallado y cercano a la realidad que el de un modelo de ciclo de
negocios reales. En particular, los ejercicios realizados también indican una importante
ganancia de ajuste en volatilidad a las cifras observadas de inversion y retorno del
capital, lo cual refuerza el canal del mercado financiero como generador de volatilidad

y persistencia del producto ante la presencia del aprendizaje.

Otro resultado interesante del trabajo es que hay una diferenciacion de los efectos
del aprendizaje dependiendo del lugar en cual se ubique la friccién financiera. En
particular, cuando la friccién financiera se ubica en el mercado de inversion, la reaccién
en presencia de aprendizaje es mucho mas fuerte y genera una mayor volatilidad
de la inversion y el producto, liderada por el comportamiento de los empresarios y
su interaccién con el costo de verificacion del proyecto y el costo de la inversion.
Por su parte, cuando la friccion esté localizada en el mercado de bienes, esta afecta
directamente a los hogares, quienes presentan una respuesta menor fuerte en presencia

de aprendizaje de expectativas.

Finalmente, los ejercicios de sensibilizaciéon con respecto al parametro de ganancia
de aprendizaje y con respecto a la incertidumbre sobre el retorno de los proyectos
en la economia indican que ante una mayor ganancia del aprendizaje o una mayor
incertidumbre puede presentarse una mayor volatilidad y persistencia del producto.
Este seria un tema de la agenda futura de trabajo, pensando en realizar anélisis de

este tipo para economias emergentes y en desarrollo.
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Appendix A

Capitulo 1

A.1 Resultados de las pruebas de debilidad y de

eficiencia

Prueba de debilidad de la variable instrumental para evaluar endogeneidad de la
ecuacién de insesgamiento (Hipdtesis nula: variable instrumental es débil)

Variable Indicador Variable explicativa
Estadistico F Valor P

Media 170,46 0,00
Tasa SELIC de Brasil

Mediana 82,06 0,00
Tasa BCP de Chile Mediana 24,85 0,00
Tasa BCU de Chile Mediana 7,13 0,01
Tasa de Politica Monetaria de Chile Mediana 58,96 0,00
DTF de Colombia Media 33,15 0,00
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Prueba de Eficiencia (PE) sobre la ecuacién con constante y variable en primeras
diferencias (Hipdtesis nula: hay eficiencia)

l Tasa BCP de Tasa BCU de Tasa ce Politica DTF de
Tasa SELIC de Brasil . . ] ) )
Chile Chile Monetaria de Chile Colombia
Media Mediana Mediana Mediana Mediana Media
Constante (Error 0,006 0,006 0,003 0,002 -0,016 -0,024
estandar) (0,035) (0,033) (0,018) (0,017) (0,028) (0,071)
Observacién de 12 -0,116 ** -0,134 ** -0,047 0,154 -0,072 ** -0,121
meses atrds (Error
estandar) (0,052) (0,052) (0,067) (0,104) (0,033) (0,081)
Observacion de 24 -0,018 -0,015 -0,088 0,189 ** -0,106 * -0,399 ***
meses atras (Error
estandar) (0,053) (0,053) (0,081) (D,090) (0,063) (0,112)
Estadistico Fde la 1,88 2,52 0,55 2,98 2,87 6,084
prueba de hipdtesis
nula de existencia de
eficiencia
(p-valor) (0,135) (0,06) (0,649) (0,034) (0,039) (0,001)
k2 0,023 0,034 0,012 0,073 0,016 0,182
(Bondad de ajuste) ! ! ! ! ! !

Los errores estdndar estdn en paréntesis. Los asteriscos

® EE EER
' '

significan rechazo de la hipdtesis nula al 10\%, 5\%, v 1\% de nivel de

significancia, respectivamente, para las hipdtesis de que Coeficiente de la observacion a 12 meses = 0 y el Coeficiente de la observacion a 24
meses = 0. El estadistico F refleja |z hipdtesis conjunta de que el Coeficiente de la observacidn a 12 meses = 0 y el Coeficiente de la observacidn
a 24 meses = 0, y los asteriscos *, **, *** significan rechazo de esta hipdtesis al 10\%, 5\% vy 1\% de nivel de significancia, respectivamente. R
es la medida de bondad de ajuste.
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Pruebas de debilidad de las variables instrumentales para evaluar endogeneidad de

ecuacion de insesgamiento (Hipétesis nula: variable instrumental es débil)

Variable Indicador Variable explicativa
Rezago 12 Rezago 24
Estadistico F  Valor P  Estadistico F Valor P

Media 88,48 0,00 51,90 0,00
Tasa SELIC de Brasil

Mediana 47,46 0,00 46,59 0,00
Tasa BCP de Chile Mediana 143,23 0,00 15,933 0,00
Tasa BCU de Chile Mediana 62,08 0,00 6,517 0,00
Tasa de Politica Monetaria de Chile Mediana 29,46 0,00 151,44 0,00
DTF de Colombia Media 16,52 0,00 165,90 0,00




Appendix B

Capitulo 2

B.1 Solucion del modelo en niveles

B.1.1 Hogares

El problema de los hogares consiste en maximizar su utilidad sujeta a la restriccién

presupuestaria para decidir su nivel de consumo, ocio, capital y nivel de utilizacion de

capital:
T—t
o % B ; BT tu(Cy, L) (B.1)
sujeto a
Cy + Koy = RFMUK,) + W H, + (1 = §(Uy)) K, (B.2)
donde:

Donde 3 es el parametro de descuento intertemporal, C; es el consumo, L; es el
ocio, K; es el capital, R es la tasa de retorno del capital, U; es el nivel de utilizacién

de capital, W, es el salario, H; son las horas trabajadas, y 6(U;) es la depreciacion.

El lagrangiano del anterior problema es:
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L =E Y B u(Cr, Lr)— A (Co+ Ky — REUZ,) = Wi(1— L) — (1= 5(Uh)) Ky)
T—t
(B.4)
Las condiciones de primer orden estan dadas por:
0L
— = L) — A =
[CY] ac, uc(Cy, Ly) =0 (B.5)

Uc(Ct, Lt) =N\

A
: —(9k:t+1 = BEN 1R Upn — Ny + BE [N 1 (1 — 6(Ups1))] =0 (B.6)

BEN 1R Uy + BE (A1 (1 = 6(Uggr))] = Ay

(K]

0L
[Lt] : 8_L = UL(Cta Lt) - AtWt =0 (B 7)
t .
UL(Ct, Lt) =Ny
0L
P —— = NRIK, — NS (U)K, =
[Ut] 8Ut th t t (Ut) t 0 (BS)

R =0'(Uh)

La funcién de utilidad empleada es la tipo King, Plosser y Rebelo (KPR) (King
et al| (1988) )}

Ctl_U/U(l — Lt)

-0
También se asume que J esta en funcién de la utilizacion del capital tal que:
1 g

Donde # > 1, dado que una mayor utilizacion genera una mayor depreciacién del

capital.

!Esta funcién de utilidad no separable utilizada por Eusepi y Preston (2011) se considera que puede
generar mejores momentos para la variable consumo.
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B.1.2 Firmas

Las firmas tienen la siguiente tecnologia de produccion:

Y, = ‘I’t(Uth)a(Xth)lfa

Donde ¥ denota una externalidad del capital

U, = [(UKy) ™ (XeHy) ' 0] X7 (B.11)

El término X;' garantiza la existencia del balance growth path en el cual todas las

variables del modelo crecen a igual tasa.
La tecnologia es labor augmenting dada por X; = X!,

La depreciacién es de la forma §(U;) = 5U7

Con base en lo anterior, el problema de maximizacion de las firmas esta dado por:

max I, = U (UK (X Hy)' ™™ — R K; — W, H, (B.12)

Las condiciones de primer orden del problema de maximizacién de beneficios (I1;)

con respecto al capital (K;) y el trabajo (H;):

. 8Ht . a—1 l-a _ pK _
[Kt] . aKt = OC\I/t(Uth) (Xth) Rt =0 (B13)

R{( = CY‘IJt(Uth)ail (Xth)lia

o, _ a1
[Hy] : OH, ~ (1 — )W (U K)* (X)) “H, Wy=0 (B.14)

Wt = (1 — Oé)\Ijt(Uth)a(Xt)liaH;a
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B.1.3 Ecuaciones de cierre

Para cerrar el modelo, se introducen las siguientes dos ecuaciones. La primera de estas

se refiere a la ley de movimiento de capital y es:

K =T+ (1 = 6(Up)) Ky (B.15)

La segunda ecuacién de cierre es la ecuacion de equilibrio macroeconémico que

garantiza que se vacia el mercado:

C,+1,=Y, (B.16)

B.2 Estacionariedad de las variables

Las variables se presentan en su forma estacionaria en el presente modelo, al ser
expresadas en unidades efectivas (divididas por la tecnologia), y se denotan en
minuscula. Las variables que ya son estacionarias (Ejemplo: Tasa de retorno del
capital) se mantienen en mayuscula. De tal modo, para cada variable tendencial Gy,

se define a g; = G/ X}, donde X; es el nivel de tecnologia en el periodo t.

B.2.1 Hogares

En primer lugar, se estacionariza la ecuacién (B.5]), al multiplicarla por X7 y definir a
At = X7 Ay, tal que:

A= XN, = XZuo(Cy, L) = XPC;u(H,) = ¢; "v(H,) (B.17)

En consecuencia,
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A = ¢; “v(Hy) (B.18)

En segundo lugar, se estacionariza la ecuacion . En primera instancia, se

divide en ambos lados por A;:

A
1 = PE; A—tRf+1Ut+1 + /Cl (1 = 0(Us1))

Posteriormente, se multiplica el lado derecho de la ecuaciéon anterior por ﬁf}l y
t+1
por %, con lo que se consigue:
Ay X7 X7 Appr X700 X7
1=pFE — R} U, ——(1-=4(U,
- [ A Xg, xp e Ty g g 0
A 1 A 1
1 = BE; { R Ui + S ——(1 - 5(Ut+1))} (B.19)
AtV A Y1
Donde:
Tt X, .
Finalmente, se obtiene que:
P VIR P
1 =pE, —— (B Ui + (1 = 6(Uet1))) (B.20)
At Vi+1
En tercer lugar, se estacionariza la ecuacién (ocio), tal que:
0(1—0) Cl—a
Nwy = XPTHAW, = X7 un (G, Ly) = X7 ' (Hy) = ———/(H,)

(1-0)
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leU
)\twt = (1 t_ 0_) /U/(Ht) (B21)
B.2.2 Firmas
La funcién de produccion es:
}/; = \Ijt(Uth)a(XtHalia (B22)

Se divide a ambos lados de la ecuacién por X;, de modo que:

Y, 1

T = 5 [WUK) (X H)
}/; Kt “ Xt—l 1—
_— = \I] ~r H “
X, t (UtXt) Xt—1< t)
Kt Xt—l “ 1—
— U Hy)™
e (UtXt_l X, ) =

Como se denota v = X)ftl y k= letl, se tiene:

yr = Wy (Upkyyy ) (Hy) '

ye = oy, "k USH, " (B.23)

La externalidad de la produccién (¥;) también puede ser expresada en términos de

KN ]
v, = (=) B
= (o)

Kt Xt—l “ 1— !
U, = U, H ¢
' K "X X ) ! }

U, = K%@ ) H}‘a} ' (B.24)

Vi

variables estacionarias.
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Seguidamente, la ecuacién de salarios W; = (1— )W (U, K;)*(X;) " H, “, se divide

a ambos lados por X;, asi:

W 1 —ay—a
Xtt =% [(1— )V, (U,K,)" X} H, ]
VVt Kt Xl a
1 — )V, X" — _H“
Xt ( Oé) tAt—1 (Ut Xt 1) Xt t

wy = (1= o)Wy, *(Ushy)* Hy

Combinando la ecuaciéon anterior con la funcion de produccion y, =
Uy, “kCUSH} ™, se tiene:

wy = (1 — )z;t (B.25)

Ahora, en el caso de la ecuacién de la tasa de retorno del capital, RF =

aW (U K;)* 1 (X Hy)' ™%, se reorganizan términos y se consigue:

RtI( = CY‘IJt(Uth)ail(Xth)lia (B26)
K Kt ot 1—a
Rt == OK\I}t Utz Ht

K X, \*'
RE =¥, | T H
¢ ( "X, X, 1) ¢

K X\
RtI( = OJ\I]t (Utth Xt ) Htl

-1
Ry = o, (;tht) Hl~e

Recordando que y; = Wy, *kCUSH,}

U, U, \ '
Rt[< = Oélpt ( tk?t) (—tkt> Htl_a
Ve Yt
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U, \
Rf = oWy, “kfUSH ™ <7kt)
t

RF = ary, Ugj;{:t (B.27)

B.2.3 Otras ecuaciones

En primer lugar, se divide la ecuacién de la ley de movimiento de capital (K;.; =
I + (1 —6(U;))K;) a ambos lados por X;:

Kt+1 ]t Kt Xt—l
— -
Y, —x, T
kierr = i+ (1= 6(Up))y, ke (B.28)

En segundo lugar, se divide la ecuacién de equilibrio macroeconémico C; + I; =Y,

a ambos lados por C; + I, =Y, y se obtiene:

cy + Y;t = Yt (B29)

Finalmente, se tiene la tendencia estocastica de la tecnologia labor augmenting dada

por:

En términos estacionarios, se obtiene la tasa de crecimiento de la tecnologia

Y = 7{)71

B.3 Sistema de ecuaciones estacionarizadas

B.3.1 Ecuacion intratemporal de consumo-trabajo

Las ecuaciones (B.18) y (B.21]) son combinadas de la siguiente forma:

o 7 v(H)
(1-0o

—c o
C Wy =

~—
c
—~
=
~—r
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w ¢ V(Hy)
' (1—0) v(H,)
Y- awfj'((fg)) (B.30)

B.3.2 Ecuacidon de Euler

La ecuacién intertemporal del consumo se obtiene de reemplazar el valor de A; ((B.18))

en la ecuacién (B.20)), tal que:

C;UU(HI‘/M) 1 k
1=BE = Ry U, 1—94(U,
BE; 7o (Hy) ’Y,?H( U1 + ( (Ut41)))
1
T = BB |0 (i) (R Ui + (1= 0(01)| (B.31)
t+1

B.3.3 Horas trabajadas

La ecuacion de salarios en términos estacionarios es ([B.25)):

t

B.3.4 Rendimientos del capital

La ecuacién de rendimientos de capital en términos estacionarios (B.27) es:
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Rf = av; Uk,

B.3.5 Inversion

A partir de la ecuacién de equilibrio macroeconémico en términos estacionarios (B.29)),

se obtiene:
It =Y — G

B.3.6 Utilizacion del capital

Se deriva la ecuacién (B.10]) con respecto a la utilizacién de capital (U;) de la siguiente

forma:

1
6(Up) = aUte

o' (U,) = Ul

La ecuaciéon anterior de combina con la condiciéon de primer orden con respecto a

U, (B.8) v se consigue:

RF = §'(Uy)

RF =Uf! (B.32)

B.3.7 Funcién de produccion

La funcién de produccién en términos estacionarios (B.23)) es:

ye =V “k{USH, ™"
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B.3.8 Externalidad de la produccion

La ecuacién de externalidad de produccién en términos estacionarios (B.24) es:

o n
Ve

B.3.9 Capital de los hogares

La ecuacién que describe la evolucién del capital de los hogares (B.28)) es:
ki =i+ (1= 0(U)y; ke

B.3.10 Crecimiento tecnolégico

La tendencia estocastica de la tecnologia labor augmenting esta dada por

En términos estacionarios, se obtiene la tasa de crecimiento de la tecnologia

Y= Vi1

Recuérdese que ln(X;(—tl) = v = In(Y) + at41, donde a; es una variable aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con media cero y varianza constante o,.

B.4 Proceso de log-linealizacién

El proceso de log-linealizacién aplica la siguiente férmula de linealizacion f(x;) =~

actf:i

T)TTs nde z; = viacion rcentu n r
! , donde es la desviacio orcentual con respecto al estado

estacionario.

B.4.1 Ecuacién intratemporal de consumo-ocio (trabajo)

Se parte de la ecuacién de consumo-ocio (B.30)):

¢ ‘wy =
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En estado estacionario es:

¢ v/(A)
(1-0) o(H)

G ow =

Se aplica la log-linealizacién a la ecuacion (B.30]) tal que:

o (1—o)et=o 1 (H) _. = [v'(H)y(H)—v'(H)?] - A
_ = _ - HH
ocC WCCHC ~ WWy (1 — O_) U(H) cct—l—(l — U) U(H)2 ¢
Reagrupando los términos, se tiene:
et g (=) W(H) . 7 W'(H)H ¢t=o W'(H)*H
— = _ —— H,— ——— M,
7C e O S T T ) T =) (@) (—o) w(@)E
Se multiplica el segundo término del lado derecho de la ecuacién anterior por %,
y luego se despeja el estado estacionario ¢~ 7w = (511:;) Z}l((g)):
/ [f[ 1 — Zl—o—1 ! F[ ~1—0o " I:I H R / [f[ ! H =l—0o
E_”w(—aét—i—wt):z}(f)é( o), JYUH) e7 WIH)H . v(H)V(H) ¢
o(H)  (1-o0) V(H) (1 =0) wv(H) v(H) v(H) (1 -0)

C G+

W) (= )d W) @ WD, ) Y) A
¢ lw(—oé+y) = o) 1—0) ; 5 HH

E_j_; Ul/)((HH) )} {cc_l(l —0)¢ +

¢ w(—oé +wy) =

im0ty + i) = | e P g e CUDH )
(—0c + ) L_U o(H )} [(1 )ér + o) T @ Ht:|
— ol iy = (1 — o) + () ai, - U g
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Tal como se menciondé previamente, se asume que €,

tiempo que se cancela —o¢ a ambos lados tal que:

(o"(H)H Jv'(H)) > 0, al

1
~ H
'llA}t_—ét—FEth—U( )

__HH, B.33
U(H) t ( )
A continuacion, el propédsito es reemplazar el término %g))ﬁ . Para esto, se acude
al estado estacionario de la ecuacién (B.30) 2 = (1 — a)_li((g)).
Esa ecuacién se multiplica a ambos lados por H.
o o (H)H
= —=(1-0)"!
v ¢ (1-0) v(H)
o' (H)H
~—— =1)(1 — B.34
= -o) (B.34)
Posteriormente, se reemplaza (B.34]) en (B.33) y se tiene que:
’lZ}t = ét —|— E’U-Ht — <1 — U)T/Jﬁt
Wy =& + [e, — (1= )] H, (B.35)
Se puede reescribir la ecuacion (B.35)) de la siguiente forma
— ét + wt = Evﬁt — (1 — U)¢ﬁt (B36)
Sumando a ambos lado por —@f[t, se tiene que

PG A R SR A Gt

—H,; (B.37)
o
Dada la ecuacién (B.18]), cuya forma log-lineal se halla de la siguiente manera:

At = ¢; “v(Hy)

oc " YW(H)eé, + ¢ v (H)HH,
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. _ _ w(H) - -

)\>\t = —06_(’_11)([—[)66,5 + E_UU/(H)/U< —)HHt
v(H)

. o W(H) -

M\ = —oc " w(H)eé, + ¢ “v(H) v(<H)) HH,

Reemplazando el estado estacionario de la ecuacién (B.18) de la forma A = ¢ 7v(H):

) W) .
)\t:—UCt+ U((H;HHt

Reemplazando la ecuacion (B.34)), se tiene:

~ ~

)\t = —O'ét -+ w(l — O')Ht (BSS)
Factorizando el signo del segundo término del lado derecho de la ecuacién, se
tiene que \, = —0é, — (o — 1)]31}. Se define la ecuacién o1\, = —¢& — @ﬁt
Reemplazando la anterior definicién dentro de la ecuacion (B.37)), se tiene que
~ A N —1) ~
(7_1)\,5 + 'lI)t e Eth - (1 - O')wHt - MHt (B39)
o
Cambiando el signo del segundo término del lado derecho de la ecuacién anterior:
~ N A —1) ~
0'_1)\75 + /LZ]t == GUHt + (U - 1)'¢Ht - MH,: (B40)
o
Agrupando términos en el lado derecho de la ecuacién, se tiene que:
. . -1 R
0'71)\)5 + 'UAJt = Eth -+ |i(0' — 1)’1/} — w} Ht

. . 1
0'71)\t +UA)t = eth + |:(0' — l)w (1 — —>:| Ht

N A —1 —1 A
0'71)\t —|—UA}t = GUHt + |:(U )w(o- ):| Ht

g

g

R R —1)? R
0'71)\1/ -+ /IIJt = Eth —+ {u} Ht

Factorizando el signo del segundo término del lado derecho de la ecuacion:
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. N 1 — o) N
13, 4+ 1y = €, F, — {ﬂ] i,
g

Agrupando términos

. 1—0)? .
O'_lAt‘i‘UA)t = |:€U — —( 0-) 1/J:| Ht

g

Definiendo a ez como el inverso de la elasticidad de Frish de la oferta laboral igual

a:
1 — 2
€q = €y — d=0)y (B.41)
o
Se tiene que:
U_lj\t + wt = EHHt (B42)
Nuevamente se reemplaza la ecuacion o\ = —¢ — @f[t, tal que
. o—1) . -
—Ct — %Ht +wy = e Hy
R R A oc—1) ~
Wy = ¢ +egHy + %Ht
Nuevamente de factoriza el signo:
1— R
/LZ]t == ét + (EH - u) Ht (B43)
o

B.4.2 Ecuacién de Euler

Para log-linealizar la ecuacion de Euler, se parte de la ecuacion (B.19))

~ /\t+1 1 L )\t-i-l 1
1=p5F —_— —(1 -6
AE: [ At Vi1 Benlea + At 7&1( (Ue2))

A A
= 0 [ R 0+ 22— 00 (B.44)

g
t+1 Vi1



111

Su estado estacionario es:

1=

70[RW7+(1—WXU»} (B.45)

donde
At = ¢; “v(Hy)

Se aplica la siguiente férmula de log-linealizacién f(x) ~ f'(Z)zz; sobre la ecuacién

(B3, tal que:

- ARU ARU . ARU - ARU . P AL
A = 4 Aty1 — a OYt+1 + o + B U1 + i_)\tJrl - i—U%H

(@) + 260 00sr @6% )00 (B.AS)

/70'

A
04

Desde la ecuacién (B.10), se tiene que &'(U;) = U™, la que en su estado
estacionario es §'(U) = U?1. Esta ecuacién serd empleada mas adelante.

En la ecuacién (B.46)), se cancela A en ambos lados, ast:

. RU - RU RU - RU .
At = 5 >\t+1 ﬁ oY1 + B Rt+1 + ﬁ Ut+1 + gAtH - Wﬁg%ﬂ
B 7\ 3 5 = ~ B I (TTNTTT]
- %5((]))%4_1 + %6(U)O"yt+1 - %5 (U)UUt+1 (B47>

Agrupando términos en la ecuacion (B.47))

~0'(0)0)Us11
(B.48)
Se reemplaza la ecuacién §'(U) = U! y el estado estacionario original (B.45)

S = Aot — 03 + %RURM i %Rﬁ 00,

. _ B B

Ar = —_U[RU+(1_5<U))]5\H1_%[RU+(1_5(U))]U’Yt+1+ g RURy1+— g

= [RU

2
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B

S = At — 0%t + %RU}ZH + LR = 00 (B.49)

Para reemplazar los términos del lado derecho de la ecuacién, se parte del estado
estacionario original (B.45)) tal que:

Como en estado estacionario §(U) = U?/6 y de (B.32)) en estado estacionario RU =

U?, se tiene que RU = 6§. Esto se reemplaza en la anterior ecuacién, asi:

RU _ (51 _ w) _ (B.50)

g g e

Ahora, se reemplaza la anterior expresion en la ecuacién B.49E|:

T3 . _ 1-0(0)) - L

At = A1 — 01 + B (5 T (7#) Riyi + %[RU — U0 4 (B.51)
Ahora, dado que RU = U’ la ecuacién (B.51)) es:

S = Ast — s + B (ﬁ—l - w) B, (B.52)

Por ultimo, se loglinealiza la ecuacién (B.18) tal que:

S\t = —O'ét - w(O' - 1)Iflt (B53)
Combinando (B.52)) y (B.53) se tiene:

2De la ecuacién (B.50)), es posible decir que




— O'ét — ¢(U — 1)]—}t = —O'ét+1 — w(O' — 1)Ht+1 — 0”%54_1 + ﬂ (ﬁ_l —

B.4.3 Horas trabajadas

Se parte de la ecuacién (B.25]), cuyo estado estacionario es:

w=(1-a)L

Se aplica la formula de log-linealizacién tal que:

Wiy = (1 — a)%@t (- a)%ﬁt

Como w = (1 — oz)ﬁ, se simplifica tal que:

B.4.4 Rendimientos del capital

Se parte de la ecuacién (B.27)), cuyo estado estacionario es:

J
RF =
7

Se aplica la formula de log-linealizacion tal que:

J
R'R, = mﬁ% + oV 5 chkUt — oY==

Uk

Y j

,70'

U

(1 —(

)

) Riy

113

A

(B.54)
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R*R, = (0@%)(% + 90— Uy — k)

Como RF = a*’y%, se puede simplificar como:
Rfec:%‘f‘@t—ﬁt—/%t

B.4.5 Inversion

Se parte de la ecuacién (B.29)), cuyo estado estacionario es:
i=gy—c

Aplicando la ecuacion de log-linealizacién se tiene:

—~

1y = Yy — CCy

Como ¢ =y — ¢, se tiene que:

Yy—=cC)s . C,
( - )Zt—yt—tct
Yy Yy

C\ . C.
(1—t>lt:yt—t0t
Yy Yy

B.4.6 Utilizacion del capital

Se parte de la ecuacién (B.32)), cuyo estado estacionario es:

RF = 0 (B.55)

Se aplica la formula de log-linealizacién tal que:
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Rth - (9 - ].)(70_2UU15
Rth = (9 - 1)0971Ut

Reemplazando el estado estacionario
1
Ry

Funcién de produccion

B.4.7
Se parte de la ecuacién (B.23)), cuyo estado estacionario es
g — \Ilﬁfa]%a[jaﬁlfa

Se aplica la féormula de estado estacionario tal que
G = (B7 RO T A=), — (B~ RO A=), + a(B7~ RO A=)y + (1 — a) (T~ k0 A=) A

Reemplazando el estado estacionario
:&t = \ijt — Oé’a/t + Oé]%t + (1 — Q{)Ht

B.4.8 Externalidad de la produccion

Se parte de la ecuacién de externalidad de la produccién, cuyo estado estacionario es:

g

(8]

Aplicando la formula de log-linealizacién

@ — — A
) ka—lHl—a] k’kt

2

] ()
NS

L e TSN (GRS

it

\I/\i/z =N« |:(
~

E)a If]l—a—l:|
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. 07 a n—1 i a B .
V¥, = na ka) Hl’o‘} [(j) U"‘Hl’o‘] U100,
¥ ¥
- «@ n—1 aNye"
+ o |:(g”€> Hlfaj| [(g) EaHlftx] ];‘71’;'];}
¥ ki

—na[(25)" Hl*arl (@) 5] 7 - e [(25) HH]H [(Z8)" o] A=

_ S\ U
Como en el estado estacionario ¥ = [(%k) H 1_0‘] , se tiene que:
U0, = Unal, + Unak, — Inod + V(1 — o)nH,
U, = nal, + nak, — noy + (1 — a)nH,

B.4.9 Capital de los hogares

Se parte de la ecuacién (B.28)), cuyo estado estacionario es:

Al aplicar la férmula de log-linealizacién a la ecuaciéon (B.28) (kyq = i + (1 —
§(U))7 k), se tiene que:
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. - —5(U)) -~ 1=6(0)) - "U) - -~

Ry =0, + L0 i(U)) - Do,
g 8 v

Como &' (U) = U1

. . —6(0)-~ (1-06(0))- ue-to .

kki1 = i, + _( ) t— ( _( ))k’% - kUU,
gl g g

Como %0 =6(U)., es decir, U’ = 6(U)0, se tiene que:

. i~ (1=06(0)); 1-6(0)). (U0 -
by = 1, Q2000 =0@) . 8(0)
k v gl v

t

B.4.10 Crecimiento tecnolégico

Se parte de la ecuacién de crecimiento tecnoldgico estacionario:

T = 7{11

Cuyo estado estacionario es

y=7"

Se aplica la formula de log-linealizacion tal que:
— A _p—l — A
Tt = Pi—1 7 Nt—1
— P ——1 —~
YV = PV—1Ve—17 V-1

Ve = 0’75—1’7;11’%*1

Como en estado estacionario ¥ = 4”:

=P

N Yi-1 4

Ve = p%l%‘fl
V-1

Ve = P
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B.5 Resumen de ecuaciones log-linealizadas que se

emplean en la programacion

Condicién intratemporal ocio (consumo) - salarios w; = ¢ + <€H — M) H,

ét + ¢<O- - 1>ﬁt = Uét+1 + 1#_(0' — 1)ﬁt+1
+0%41 — B (ﬁ_l - %) RtJrl

Horas trabajadas ﬁt = — Wy

Euler

Rendimientos de capital Rf =Y+ U — Ut — l%t,l

Inversién (1 — g) =T — %ét
Utilizacion del capital Ut = (9+1)Rt
Funcién de producciéon g, = U, — ady + ak, + (1-— oz)]:[t

Externalidad de produccién U, = naUt + nal%t —nay + (1 — a)nﬁt

Capital de los hogares /%tﬂ = %%t 4 1=9) /%t — (17‘5)% — %el%t

Crecimiento tecnolégico 4, = p¥_1

B.6 Introducciobn de las expectativas de
aprendizaje por medio de la ecuacién de

Euler

Siguiendo a (Preston| (2005)), se construye una regla éptima de consumo basada en
pronosticos de horizonte lejano. Es necesario crear una senda 6ptima para el consumo
tomando como dado su capital inicial k;, los precios de los factores (REX y w;) y las

expectativas futuras de dichos precios. Los pasos para hacerlo son los siguientes:



119

1. Log-linealizacion de la restriccién presupuestaria de hogares.
2. Iterar hacia el futuro la restriccion presupuestaria.

3. Iterar la ecuacion de Euler de los hogares hacia atras desde un periodo T hasta
t.

4. Combinar las ecuaciones iteradas hacia el futuro y pasado.

5. Despejar la variable clave para la ecuacién de Euler, en este caso es el consumo.

B.6.1 Log-linealizacion de la restriccion presupuestaria de

hogares

Sea la restriccién presupuestaria intertemporal de los hogares (B.2)).
Ct + EthJrl — Rf(Uth) + Wth "— (1 - 5<Ut))Kt

Para estacionarizar la restriccién, se divide a ambos lados por X;

Cy B k
el 3 S
X; + X, t

K W, K,
Utz) + ZHt +(1- 5(Ut))z

Dado que la estacionarizacion del capital es k; = %, se multiplica y divide por

X;_1 en los términos que contengan K; en el lado derecho de la ecuacion anterior tal

que:
Ct Eth+1 k Kt Xt—l Wt Kt Xt—l
—+—=R/ | U —H 1—-0(U
xSt \Uxx ) TR AR
Dado que v = %, se tiene que
c + Etkt+1 = ’Y;lRtI((Utkt) -+ 'lUth -+ (1 — (S(Ut>>"}/;1kt (B56)

La anterior ecuacién (B.56|) puede ser escrita tal que:

E.k k H, 1—96
K, [ﬁ 1 t t+1:| — k [Rt U, i Wy L1y + ( (Ut))
ky ky Ve ks Vi
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Se cancela k; a ambos lados:

Ct Etlft+1 RfUt tht (1 - 5(Ut))
=4 = + + B.57
ki Ky Tt Ky Tt ( )
De la ecuacién ([B.50)) % = (ﬁ_l — O—;&) = 35 se puede decir que:
~ RU 1-6(U
p=77"1p7" = ( il )) (B.58)
gl Y
B=py""
A partir de lo anterior, es posible log-linealizar la ecuacion (B.57)), tal que:
c,. - R . RU o o~ wH, .~ -~ (1-60)). &0O)0U -
E(Ct_kt)_F(Etkt—l-l_kt) = (Rg(—i_Ut_'Yt)—i_T(wt—i_Ht_kt)_( /7< ))’}/t— (/7> t
(B.59)
Dado que &' (U) = U%7!, se tiene que
e RN . . wH, . (1=8(). 07
=(Co—ke) +(Eikp1—ke) = T(Rf‘i‘Ut_ﬁ)/t)“'T(wt“'Ht_kt)_Mfﬂ_TUt
k v k g ¥
(B.60)
c. C» < A R’“U wH, - 1-6(0)). U?.
=C— =k + Bk — ke = (RE+U,— 7t)+?(wt+Ht_kt>_M’7t_TUt
k k k gl 2
(B.61)
Multiplicando por —1 en ambos lados de la ecuacién:
5 RkU ~ 'Z,UH 1 - 5 U N U@ ~
—=Cit+= kt_Etkt-i-l“‘kt ——(RK+Ut ’Yt)__(wt+Ht_kt) (—_())’Yt+TUt
k k ~ k %
(B.62)
Factorizando /%t, se tiene que:
- [e wH] ¢, . RFU  ope . wH, . (1-6(U Ul .
k’t |:E + 1 — T} = ZCt‘i‘EtkH_l— (Rf—i—Ut—%)—?(wt+Ht)+M TUt

(B.63)



De la ecuacién (B.57)) es posible definir el estado estacionario:

REU  wH 1—6(0)

¢
C41= _

ot 5 ot 5
¢ wH REU 1-4(0)
=4l =—F —

k k v Y

Dada la definicién (B.58)), se tiene que:

é oH -
- 1_—_ —
k;+ B

Combinando las ecuaciones (B.64) y (B.63):

By = +Etkt+1_ (RtK‘i‘Ut—’AYt)—?(meHt)‘i‘

?T‘II m

BT i wH o (1-0(0)),
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(B.64)

U’
Vet — 5 Ut (B.65)

Para definir otra combinacién 1til de parametros, se divide el estado estacionario

de la ecuacién w = (1 — a)% sobre el estado estacionario de la ecuacién (B.27)

RF = oszk
w (11— o)L
RE 0@%

Rk O{’yﬁ
w (1= a)Uk
Rt ayH

wH -« UR*
k'« Y
Combinando la ecuacién (B.66)) con (B.65|), se tiene:

R’fU ~ . 1—aURF X
(RE+TU,—4,) — 5 (wy+Hy)+

+Etkt+1 —

?wl m

(B.66)

1-6U), U’

Y+ —U;
Y
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RFU .
t+Etkt+l_— |:R + Ut Yt + ( Wt + Ht
Y (6] [0

5ih, -0, Uag) 0-00), O,

?wl m

Despejando a B :

RkU

ﬂ—a%m+(ﬂ—®ﬁ4+K1—&U»%+§Ea}
a gl

&+ Bk —

>
&

ZB{ [RKJFUt— A+

ey

RFU 1—5[7 Ul
5 ’Yt+( ( ))’Yt+7Ut:|

~[e RFU l—a, l—a. RFU ..
=8 { & 4 Erkyn — —— (Rt wy + Ht) - U +
v « o v

Factorizando los términos asociados a U; y 4, se tiene:

- <fe - RFU 1—a 1—a . RFU U\ . RFU 8T
ke =p |:fét + Eikiy1 — (Rt Wi + Ht) — ( — — f) U + (f + M) ’Yt:|
k ¥ @ a 5 ¥ 5 ¥

U1 se dice que R*U =

Dado el estado estacionario de la ecuacién , RF =
. En consecuenci i ncelar ‘rmin 1 f ue:
U’. En consecuencia, es posible cancelar el té o asociado a U, tal que:

. - RFU l-a.  1-a; RFU  (1-6(0) .
Ct + Etkt+1 — (RK awt + OéHt> + < _ + < 7( ))) ’Yt:|
'7 (8% 6% ~ o
Ademds, dada la definicién (B.58)), 3_1 = (% + %(U)), se tiene que:
Y REU l—a. l—a=x -
kt = 5 |:—Ct =+ Etkt+1 — <RtI( + awt + aHt) + 517t1
k o « «

Definiendo a R = 7 , se tiene que:

-

1 o

>

sl C. A ~ [ 1l—a l—ax ~
t =0 {Ect + Eikiyr — R (Rf( + 5 Wy + 5 Ht) + 5 1%} (B.67)
La ecuacién anterior describe la decision de consumo con la condicién de estado

estacionario generada por la ecuacion de Euler.

De la ecuacién (B.43)), w, = ¢, + (eH — M) ]:It, se puede decir:
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g

H, = (eH — M) B (W, — &) (B.68)

Reemplazando la anterior ecuacién dentro de , se tiene que

. e - ~ . ~1l—a -1 —« R
kt:B :Ct+l€t+1+5 I’Yt—RR{(—R U)t—R (EH—w ) (wt—ct)]
k @ « o
(B.69)
_ —1 —1
o= B | ot b 55— RRE - R - R (=0 20) ek RS (-0 )
k « « o « o
(B.70)
Factorizando
. slle s1-a 1—o\ ', - s g =l—a 1—-0]7"\ .
ki=pB1|=+R—— e — 7 ¢+ ki1 +B8" Y —RRy —R—— [ 1+ |eg — Wy
k «a o « o
(B.71)
ke =3 [Ecét + ko1 + 714 — RRE — ewﬁlt} (B.72)
Donde se definen las combinaciones de parametros €. y €, tal que
¢ l-a 1—o\ "
ee==+R eg — P (B.73)
k « o
-1 —« 1—0o]!
€w =R 1+ |eg — ¢ (B.74)
Q@ o

B.6.2 Iteracién hacia el futuro de la restriccién presupuestaria
Para iterar hacia el futuro, es necesario partir de la ecuacion (B.72])
ke = Bect, + BB, — BRFA{{( — Bewtdy + BBk (B.75)

Donde las expectativas futuras de k; tienen la siguiente forma
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EtktJrl = F, </BECEtét+1 + BBflEAt’AYtH — BéE}R{il - B€wEtwt+1 + BEAItEAtJrl]%tJ&)
(B.76)
E, denota las creencias subjetivas que tienen los agentes acerca de la evolucion de
las variables que estan mas alla de su control. En el caso donde se esta trabajando
con expectativas racionales, se usa la notacién usual F;. Ademads, se asume que las

creencias son homogéneas y por tanto satisfacen la ley de probabilidad estandar tal
que EiFyy ;= By

Reemplazando la ecuacion (3.161)) dentro de la ecuacién (3.160)), se tiene que

ift = Becét + 53_1’% - BRRtK - Bewwt+
BE, (BECEtét+1 + 5571177{7#1 — BREtRfil - BGwEtlDt+1 + BEtEt+11%t+2> (B.77)

ift = Becét + Bg_l’% - BRRtK - Bewwt+
Et (B2€(:EA'tét+1 + 32371-@{%—4—1 - BZREA'tﬁifil - B2€wEtUA)t+1 + BQEtEt+1]%t+2) (B78)

Como se tiene que EtE’HZ- = B,
ke = Becty + BB4 — BRRtK — Byt
BZECEtétH + 323713‘/%“ - BQREI%{L - BQEwEtthrl + BQEAt]%tJrQ (B.79)
Tomando las expectativas un periodo adicional, se consigue:
Eikio = B, (B€cEt+1ét+2 + BB Eyp1ere — BRE R, — BewErprtbeys + BEt+2/Aft+3>

(B.80)
Reemplazando la ecuacion (3.165)) en la ecuacién ([3.164)), se tiene que:
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ky = Beoty + BBA, — BRRK — Beyi+
32 ecEtctH + 325 Et%H — B REthJrl BQEMEﬂDtH—F
BQEt <B€cEt+1ét+2 + 5@_1Et+1’7t+2 - 5REt+1Rt+2 - BEwEtH@tH + BEt+2l%t+3>
(B.81)

ke = Becty + BB4 — BRRE — Beytv+
B2 Eréir + BB B — BPRERE | — Be, By +
Et </8360Et+lét+2 + 53571&“%% - 53PLEt+1Rt+2 - 53€wEt+1lDt+2 + B3Et+2fft+3>
(B.82)

ﬁecct + ﬁﬁ 5RR Bwat+
32 ECEtCtH + BB E A — B2REE)£1 — ey B+
BecEpiiérs + BB EpiAiss — BPRE W RE ) — BPey Erprbies + BPErpokis  (B.83)

Dado lo anterior, es posible seguir iterando hacia oo y se encuentra la siguiente

forma funcional.

ke = Z@ €cCoyT— 1+Et25 B - 1—Et25TRRt+T 1 EtZBTwat+T—1
T—1 T—1 T—1

I%t :B EtZBT €cCtiT— 1+Et25T 15 V4T -1 —Et25T 1RRt+T 1 EtZBT_lﬁwwt+T—1
T=1 = = T=1

lkt EtZﬁ €cét+T—1+EtZBT713 Yeyr-1—E, ZﬁT IRRHT 1 EtZBTAEwUAJHTA
T=1

T=1 T=1
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o oo o
Bk = E; Z B eir + By BT B Mr — B, Y BTTIRRE — B Y BT ewtir
T=t T=t T=t
Factorizando la expresién anterior, se tiene que

e Z Grtep = 3%, + E, Z gr- (ewa + RRE — 5—1%) (B.84)

T=t

La ecuacién anterior describe la restriccion presupuestaria del flujo de los hogares.

B.7 Iterar hacia el pasado la ecuacion de Euler

Partimos de la ecuacién de Euler original (B.54])

~ T

ot + (o — 1)[;@ = 0C1 + (0 — 1)[:[t+1 + 0% — B (51 - w) EtJrl

Reescribiendo

0Ci1 + (0 — 1)Ht+1 =06 +Y(o — 1)[:ft — 0541+ B (5_1 - (1_7&) Rt+1

o

Dado que B = BytT, R = = <ﬁ_1 — @), tenemos que

5

RU .
01 + (0 — 1)Ht+1 =06+ Y(o — I)Ht — 01 + B—Rtﬂ

RU -
01+ P(o — 1)Ht+1 =o¢+ (o — 1)Ht — 0Hy1 + YT TRtH

01+ (o — 1)ﬁt+1 =0é + (o — 1)]:]t — 041 + B—f‘ffl)tﬂ

Dada la ecuacién (B.53), se puede reescribir la ecuacién anterior de la siguiente

manera:
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5\t+1 = —0%41 + BRRH-I + ;\t

Ahora, se itera recursivamente desde un periodo T hacia atras hasta llegar a t.

S\T = —0"3/T + BRRT + S\T—l (B85)

Rezagando un periodo, se tiene que

EAt/A\T—l = Et [—UEﬁTA + 5REtRT—1 + /A\T—Q} (B.86)

Reemplazando la ecuacion (3.74) en (3.73) y sabiendo que E 1= M1

Etj\T = —0yr + BRRT + Et [_UEAt’?T—l + BREtRT—l + S\T—Q]
Et;\T = —O"?T + BRRT — O'E{A}/T_l + BREtﬁfT_l + ;\T_g

Et;\T = _UEt['S/T + Ar_1] + BREt[PLT + I%T—l] + ;\T—2

Si se itera repetitivamente con base en reemplazo de 5\T_Z-, hasta llegar al periodo

t, se tiene que

~

Etj\T = _O'Etﬁ/T + A1 4+ Y] + BREt[RT + RT—I +--+ Rt+1] + M\

La anterior ecuacién puede ser escrita en términos de sumatorios de la siguiente

forma:

T-1
Elr =M+ E, | > (BRRY,, - a:ym)] (B.87)
T=t

Volviendo a reemplazar \;, se tiene que

T—1
E, <aaT (o — 1)ﬁT) = ot +9(o — VH, + B, | Y (BRRY,, - a%+1)] (B.88)
T=t
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Sustituyendo la ecuacién (B.68|):

H, = (eH — M) B (0 — &)

g

Se tiene que

—1 T-1
B, (aeT + (o — 1) (eH - @) (g — aT)> = otrtp(o—1) H+ By | S (BRRE,, — ciri1)
" (B.s9)

No se reemplaza H;, solo Hp, esto es debido a que es de interés conocer el
comportamiento de la senda del consumo en términos de salarios y rendimientos

futuros, no presentes.

g g

B, <U@T (o — 1) (“H ] G 1))1 ér + (o — 1) <“H (o - 1>)1 U;T> _

UCt+1/J(O'—1 Ht+Et

T—1 _
EZBRRﬁl—a%qn]
T=t

g

E, (aéT — (o —1) (“Hﬂp(o_ — 1)> ér + (o —1) <U€H+Z(g — 1)) w;p) -

T-1
Z(ﬂRRIIg—H - U’AYT+1)]

T=t

O—ét + w(U — 1)ﬁt —+ Et

E(mﬁ_”(mffﬁjln>@+“(mffﬁjln>%):

-1
(6RI:€¥+1 - O"AYT—H)]

S

O'ét + 1/1(0' - ].)ﬁt + Et

~
Il

t

Y(o—1)

m7 se tiene:

Sea y =
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E, (oép —oxér + oxr) = oé + (o — 1 Ht + F,

T-1
Z 5RR¥+1 - OVAYTJrl)]
T=t

Factorizando ¢:

E, (1 = x)oér + xowr] = oé + (o — 1 Ht + B,

T—1

> (BRRF,, — U:YT+1)] (B.90)
T=t

Reorganizando

T—1
Y (BRRE,, — 04rs1)| — Ex(xowr) (B.91)

T=t

E(1 = x)oér = 0¢,+ p(oc —1)H, + E,

Reorganizando en términos del consumo esperado

EtéT:—X<Ct+O' w(U—lHt—i‘Et

T-1
Z (07 'BRRY,, — ’AYT+1)] - X@T>
T—t
(B.92)
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B.7.1 Combinacion de las ecuaciones iteradas hacia el futuro

El factor de descuento que usaran los hogares ahora es B Sustituyendo (B.92)) dentro

de , se tiene querf]

T-1
Y (07" BRRE,, - ’7T+1)] - XZDT>] =

T=t

[o¢]
X s 1 .
N Z Bt [1_ <5t +o (o —1)H; + By

T=t X
Bl + B> (ewa + RRE — B‘l%) (B.93)

T=t

00 T-1
1 2 5 557 . .
by Z prt (C +o (o —1)H, + E, Z “'BRRF, — ’YT+1)] - XUJT>] =
X T=t T=t
B+ By BT (ewtiy + RRE — B7%r)  (B.94)
o p o T-1 o
B Z Ch (c oo — DHL )+ v TZ: Ch TZ: (07" BRRE, — 5r21)

B Z BT (xior) = B+ By T (ewtor + RRE — B'4r)  (B.95)
T=t

3Recuérdese que

= 1
EtZﬁT tat: (l—ﬁ)at

T=t

EY B ar=ai+ By BT M arg

T=t

By B tar=ai+ By B Bar
T=t T=t

Las anteriores propiedades serdn de utilidad a continuacién.
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Siguiendo a Preston| (2005)), donde

R 0 _ T-1 /6 . ~
E; Z g Z ar = = [t
T=t 1-p T=t

T=t

Se tiene que

EtZﬁT ' ( 65 7131%]%7{21 _’AYTH))

5, i 57 (60 0~ olo = D)4+

Et Z 5 XwT B_%t + Et Z BT_t (‘5wa + RRIIS - 5_1§T> (B'96)
T=t

€ 1 € 1 f e~ ~ ~ 0~ A
c - i) B Y BT (Ao BRRE, — Ari)
1_X1_5<0t+0 (o — 1)H, +1_ X1_5 tT:tﬁ Blo " BRR7 1 — d141)
GCAOO oo~7 A Aoo~7 o Aoo~7 -
ST B D BT ) = Bk B YD 5T () B Y BT C(RARE)-BY B (B )
Tt T—t T—t T—=t
(B.97)
B.7.2 Despeje de la variable consumo
La idea es dejar al lado izquierdo las mismas variables que en la ecuacion de Euler
original. Por tanto, se despeja tal que:
c 1 ~ — 2 n—17 - — T — c ~ 2 = AT —t DT
¢ ~ (ct +o (o — 1)Ht) = Bk B> A <ew n i) b+ B, Y FTIRRY
T—x1-5 = L—Xx =
T T T U
— By BT = By BT (BT BRRE, — Ara)) (B.9)
T=t X1-p5 T=t
Dado que

By T ar =ai+ By BT Bars
T=t T=t



m (ét + U_lw(O' — 1) At) = 8_1]%75‘1'(611; + 1€6XX> u?ﬁEt (Z BT—tB <€w + 1€C_XX> IIJT+1> +RRtK

+E(;:@”%R%&J—B*%—E(;:ﬁ”%ﬁ”%wo—Q Lt (B B re)

T=t T=t

(B.99)

Organizando factores

€c

1-x01-5)

‘B, (ZéT‘fBRR¥+1)—Et (zéT—taﬁ—lm)— L5 T (0 BPRRE, )

T=t T=t

(e o 0to = D) = 5k (e + 5 ) ot RRE 5 504 B (z BTt (e + 1) wm>
T=t

Factorizando

g &1 — (60 + oMol = i) = Bfwm(gw + —fixx) o+ RRE—f 5B, S BT (3 (w + fixx)) .
T=t

- _ 0'_1B€c ~ = JRa . _ BEC A
+EtZBT k <1_(1—X)(1—ﬂ)> 6RR§“+1+EtZﬂT § ((1—)()(1—,3)_1> r+1  (B.101)

T=t T=t

Simplificando, se obtiene la decision 6ptima de consumo en términos de los
prondsticos de los precios de los factores.

1=x0=8) {Bll%t + RR} — 714 + <ew +e—2N > wt]
€c (1-x)
v S o005 (Ew . E(l%)) bpatB Y AT [“‘X)(l‘m — fo
T=t T=t

€c
o0 ~
+ B Z BT_t
T=t

é+o (1l —o)H; =

5 0-00-5

C

] v (B.102)

Fijando a 0 =1y x = 0, se tiene un modelo RBC simple.
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B.8 Formacién de creencias de los agentes en el

contexto de aprendizaje dentro del modelo

B.8.1 Conexién con el modelo original de expectativas

racionales

Se presenta una conexiéon entre las diferentes presentaciones de la solucién del sistema
de ecuaciones con el algorito de aprendizaje de los agentes. Inicialmente, se presenta
la solucién al sistema de ecuaciones por medio del método de Blanchard y Kahn que
ofrece un sistema matricial de todas las variables expresado en términos de las variables
de estado (Minimum State Variable):

Wt+1 = Q(IEE + Q{%EKt + Q§E€t

Donde el vector W;,; es una matriz que incluye tanto variables de control como
variables de estado, QFF son los interceptos, QFF es la matriz de coeficientes, K; es
una matriz de variables de estado (en el presente modelo capital k;), QI*F es el vector

de coeficientes que acompanan el choque, y €; es el choque de tecnologia.

La anterior solucién bajo expectativas racionales, se puede escribir asi:

e}

AWy = Ay + AWy + AW + Ay Y BT Wr + Cey
T=0
Donde Y 7, 87Wy representa el flujo futuro descontado solo para la variable
consumo (¢;) bajo su regla de decisién. Tanto el coeficiente A4 como la variable que la
acompana solo se emplean bajo el modelo de aprendizaje de expectativas con el flujo
descontado del consumo y, en su lugar, la ecuacién empleada se excluye tanto de As
como de Wy, 1. Lo opuesto sucede bajo expectativas racionales. C' es un vector que

acompana al choque de tecnologia.
Bajo aprendizaje se tiene que:

Wi = To(Qf,. Q) + T1(Q0,, Q1) Ko + Ta(Q4,, Q1 )er



134

Donde Ty(9f,,Q7,) (Mapeo del vector intercepto), T1(Qf,,Qf,) (Mapeo de la
matriz de transicién) y To(Qf,, Qf,) (Mapeo de la matriz de incidencia de choques)
son los mapas de coeficientes de la Ley de movimiento real o verdadera de estos, la
cual combina los parametros del sistema de ecuaciones con los parametros estimados

por los agentes bajo su ley de movimiento percibida.

El mapeo de los agentes (o ley de movimiento real) se construye empleando los
coeficientes Ag, Ay, Az, Ay v As v los valores estimados por los agentes no racionales
por medio de su ley de movimiento percibido, mediante su mecanismo de formacion

de creencias o expectativas. En tal sentido se tiene que:

Fy=[I -7 [1/8 - ][ - I — Q1]

Fr=07(1- /)l -

Ahora, se define:

Ty = Ayt [AsQE] + AG AL = A [AsQE + AyFy)

TC - Aal[A'g,Qf] —|— Aal[A4F1] — Aal[A;ng —|— A4F1]

A partir de las anteriores definiciones, se consigue:
T0<QOL,ta QlL,t) = ([ - TC)ilTI
Ty (Q,, Q1) = (I = Te) 7 [Ag ' (A2 + AsQ))]
Como A =0

Tl(Qg,thft) = ([ - TC)_l[AglAsﬂlL]

Finalmente,
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T2(QoL,ta th) - (I - TC)_IC

B.8.2 Formacién de las creencias o expectativas de los agentes

La formacién de creencias se realiza a través de un sistema de ecuaciones que se
actualiza con la ley de movimiento percibida por los agentes del modelo, mediante
el algoritmo de Minimos Cuadrados Recursivos. Los agentes aprenden sobre los
parametros asociados al comportamiento de las variables consumo de los hogares (&),
trabajo (1), salario (i), tasa de interés (), inversion (i;) y producto y (4;). En este,
cada variable estara en funcion de las variables de estado, es decir, del capital de los

hogares (k). A continuacién se presenta dicho sistema:

& = €5+ &5k + E54, (B.103)
I = &+ ek, + €12, (B.104)
Wy = EY + €0k, + EX3 (B.105)
=&+ Tk + &35 (B.106)
iv =&+ &k + G4 (B.107)
s = €Y + &0k + €45 (B.108)

ZMPP = 0,0, 4

En el modelo, se alternan las pardmetros sobre los cuales aprender, entre: los
asociados a todas las variables (sistema anterior), solo los asociados al capital y a
los salarios, y solo los asociados al capital y al retorno de capital. Esto con el fin

de analizar sensibilidad de resultados en un modelo de pequena escala como el presente.

El anterior sistema de formacion de creencias puede expresarse en forma matricial

de la siguiente manera. Sea:
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G &6 &f &5 ]

l; & & & 1
ZtLMP = U:Jt ;= £6U & 1 Qi1 'I%t

i & &1 & 5

i & & & t

¥a 168 & &5

Como se observa, ZFMP es un subconjunto de la matriz W; y contiene los elementos

del sistema de ecuaciones del pronosticador bajo la ley de movimiento percibida (LMP).
Por otra parte, se tiene a:

2y =T () Qi

Es la ley de movimiento real de la economia. Esta ley de movimiento real es el
resultado del mapeo de expectativas que tienen los agentes, la cudl es retroalimentada
por la estimacién de los pardametros de la ley de movimiento percibida por los agentes
en el periodo inmediatamente anterior. La representaciéon matricial de la Ley de
Movimiento Real (LMR) es la siguiente:

_ét_ ] )
Z T1,1 T1,2 71,3
'ij T2,1 722 723 1
ZtLMR = ft ;T(QtL) = | 731732733 Qi1 ift
%t T41 Ta2 T43 2
?; | 75,1 75,2 75,3 |
t

Ahora, se sabe que la solucién del modelo bajo expectativas racionales implica que
los coeficientes ¢ de cada modelo econométrico sean invariantes en el tiempo, es decir,
§10-1 = &1t = &1441- Bajo aprendizaje, es necesario suponer que los agentes aprenden
a partir de modelos econométricos cuando el término de intercepto y el coeficiente

de respuesta ante las variables regresoras, son variantes en el tiempo, &; # £o4-1,

1.t # fl,t—l y 5271: # fz,t—y

Para llevar a cabo el proceso de aprendizaje, los agentes estiman la ecuacion

(3.172)), actualizando los coeficientes variantes en el tiempo a medida que obtienen
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nueva informacién. Los unicos coeficientes que no se actualizan son los que acompanan
al choque tecnologia. Para llevar a cabo la estimacion, se aplica la herramienta de

Minimos Cuadrados Recursivos que se explica a continuacién.

A partir de la ecuacién de simulacién del ciclo de las variables de variable de estado

minima en el periodo t:

W, = TQ(Q£7t) + Tl(th)Kt—l + TQ(Qg,t)Et

Se define al algoritmo de Minimos Cuadrados Recursivos de la forma:

Ry =Ry 1+ 9(Qi1Qiy — Riv) (B.109)

QF =Qf |+ g(R7' Q) (2 — QF 'Q4) (B.110)
Donde:

e OF es el vector j-dimensional que contiene los coeficientes a estimar en el periodo
t, U = [&,&],€)], con j = [e;1;w;r;y; k]. En el periodo inicial, antes del choque,

es igual al valor de expectativas racionales QIF.
e R, es la matriz de precision que incluye las varianzas y las covarianzas.

e ¢ es el parametro de ganancia del algoritmo. Esta ganancia regula el peso que
atribuyen los agentes pronosticadores al error de prondsticos de las variables,
el cual se activa con los cambios generados por el choque de tecnologia. Para
comprender un poco mejor su funcién, suponga que g — 0. En tal caso, los
agentes le dan un nulo peso a los errores de prondstico, y estan estimando que
estos son totalmente transitorios y no implican un cambio en el valor real del
parametro. En contraste, entre més grande sea el valor de g, los agentes toman

estos cambios como permanentes y le dan un gran peso a las variables.

En el presente estudio se emplean dos tipos de ponderaciéon de los errores de
pronéstico: (i) ganancia constante, y (ii) ganancia decreciente en funcién del

tiempo, es decir, con el tiempo de denominador.
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e (), es el vector de variables regresoras del modelo econométrico de los agentes
tal que Q}_; = [1, k¢, 2.

o Z/EME — [, 1y:1by; 7y Ur; ke es el vector de variables dependientes.

Estabilidad del proceso de aprendizaje. El sistema de aprendizaje es estable
si los coeficientes estimados por los agentes (QtL) covergen monoténicamente hacia el
valor de los coeficientes de expectativas racionales (Q28¥) con el paso de los perfodos. Es
decir, que hay un aprendizaje. Matematicamente, esto se verifica mediante la siguiente

ecuacion diferencial ordinaria:

OF = R(M,(S9)) [Ty(QF) — QR

R=M/(QY) —R

La estabilidad se obtiene si la parte real de los valores propios del sistema es
negativa. Esto estd comprobado, ya que las estimaciones de los agentes convergen

monoténicamente a sus valores de expectativas racionales. Es decir, asintéticamente,
L
R converge a M, (§2").

B.8.3 Ejemplo ilustrativo del proceso de actualizaciéon de

expectativas

La secuencia de actualizacién de los prondsticos o creencias es la siguiente. En el
periodo t, los agentes forman creencias con base en los parametros estimados con la
informacion disponible en ¢-1. Operativamente en el modelo, la primera estimaciéon de
los coeficientes es el valor de expectativas racionales. Esta estimacién se aleja luego
del choque de tecnologia de los agentes, con base en la regla de prondstico de los
MCR. Posteriormente, generan su aprendizaje hasta que convergen al verdadero valor

de los pardmetros.

Buscédndo dar mas claridad a lo anterior, como ejemplo se mostrara la estimacion
de la ecuacion de la variable consumo de la Ley de Movimiento Percibida de los agentes

de la forma:
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& = &+ ke + €55

La estimacion de la anterior ecuacion se realiza utilizando el algoritmo de Minimos
Cuadrados Recursivos, con ganancia contante en este ejemplo, y ¢ tiene un valor de
0,002.

El valor inicial que toman la variable dependiente y las variables independientes,
asi como el valor de los coeficientes provienen de la solucién de expectativas racionales.
Es decir, los valores que tomarén las matrices Q;_1, Z'M® v Q;_; son obtenidos de la
solucién de expectativas racionales en la primera simulacién del algoritmo. A partir
de la segunda simulacién, dichos valores se alejan a raiz de la simulacion y el error
de prondstico que genera una diferencia entre la ley de movimiento percibida por los
agentes y la ley de movimiento real. De manera que es posible definir las anteriores

matrices asi:

¢, RE
c _ 0
t—1 — ¢,RE

1

Donde el superindice ¢ hace referencia a los coeficientes asociados a la ecuacién
(3.172)). Recuérdese que la matriz €); es j-dimensional y varia segin la ecuacién a

estimar.

La matriz de precision inicial sera igual a:

Por dltimo, la matriz de variables independientes es:

1

Qt—l = kt

La anterior matriz hace referencia a las variables independientes de la ecuacion
(3.172)). Ademsds, los valores de la variable k; son previamente estimados mediante la

solucién de expectativas racionales.
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Posteriormente, se procede a estimar la matriz de precision inicial R; utilizando la

ecuacion ([3.188]) de la forma:

Ry =R+ g(Qi-1Q_; — Ri1)

Ampliando la ecuacién anterior, se tiene que

1 1 1

02 4+ 0.002 [1; k] — 02
Lo + 0.002 Lk 410
0o} ky k2 0 o7

+0.002 0 ke
kt th - O']%

0 0.002k,
0.002k; 0.002(k? — 032)

Rt:

Rt:

10
0o}

o 0.002k;
" 10.002k; 0.002(k2 — 02) + o2

Rt:

1 0.002k;
0.002k; 0.002k2 + 0.99802

En este ejemplo, se supone que R; es invertible y por tanto es posible continuar

con el algoritmo de aprendizaje.

Luego, se procede a estimar la matriz de los coeficientes utilizando la ecuacion

(13.189) de la forma:

Q=+ Q(Rt_th—l)(ZtLMR - Q;—1Qt—1)

Ampliando la anterior ecuacién, se tiene que:



141

¢,RE
c __ 0
Qt - gc,RE

1

-1
1 002k 1
+0.002 0-002k;
0.002k; 0.002k2 + 0.998072 k,

(kA—[Sﬂ? #w]bj>

contiene el valor estimado para la variable de este ejemplo,

Donde la matriz ZFME

es decir, la variable consumo tal que ZFME = [¢y].

Continuando
c¢,RE -
’ 1 0.002k& 1
Qf = 52 re| T 0.002 2 t 2
& 0.002k; 0.002k; + 0.99807 ky

(led = [&™ + ki) )

Dado que es necesario conocer la inversa de la matriz de precisiéon R;, se define a

R; ' como

Ri1 Ry

R'=
R21 R22

Utilizando la definicion anterior, se tiene que

c¢,RE
’ Ry1 Rio| |1 RE RE
Q= |0 +0.002 o) — €0 + €0k
7 |eone ( Rot Roo kt]) ([ q [50 & t])
c¢,RE
’ Ry + Rigk; RE ~c.RE
Q= |0 +0.002 — O EOE R
! L?RE ( Ry + Ragky ) <[Ct S b t>

¢,RE
c __ 0
Qt - gc,RE

1

-+ 0.002 (

(Rll + Rmktxct _ gngE . gf,REkt)
(Ro1 + Rosky)(cy — gngE _ ff,RE]w
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QC _ S,RE 0002(R11 + RIth)<Ct _ 87RE o é—i},REkt)
t f,RE 0002(R21 —+ RQth)(Ct _ ngE . gf,REkt)
0 _ (C),RE + 0002(R11 + Rl?kt —+ R13Zt)(ct _ S,RE N é—i,REkO
t i:,RE + 0.002(Ra1 + Ragk:)(cy — S,RE . éi;,REkt)

La matriz (2 estimada comienza con la solucién de expectativas racionales, pero
se aleja gradualmente gracias al parametro de ganancia y al error de prondstico de la
ecuacion . Notese que el proceso anterior debe hacerse para las demas variables
dentro del sistema de creencias de los agentes del modelo. Es decir, dado que el vector

QJ es j-dimensional, donde

j = le;l;wsr;y; K]

Se repite el proceso para las demas variables dentro de j.

Los agentes emplean el anterior algoritmo para estimar los coeficientes variantes
asociados a la matriz {); los cuales alimentan la verdadera ley de movimiento

de la economia a través del mapeo de expectativas, es decir, alimentan a

W, = TO(Qét) + T1(th)Kt—1 + T2(Q§,t)5t'



Otros parametros empleados

Relacién de parametros

Valor de EE.UU.

-1
o) o
B=87""
o1 179
1 4
- _171—5)
b (s 1
V(1 -9)
"~ oeg+P(1-0)
t 1-o] _1-a
EJF en—y pe ] —

0,8855
0,99

0,0301

0,0403

1,854426

1,954325

0,7453

0,0882

0,1184

0,025
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Calibracion con respecto a la desviacion estandar del componente ciclico del producto
de los EE.UU. 1959-2019, con ganancia decreciente

Variable

O choque de tecnologia requerido

O producto
Oinversion
Oretorno de capital
O consumo
Otrabajo
Osalario
Yproducto
Yinversion
Yretorno de capital
Y consumo
Ytrabajo

Ysalario

Expectativas racionales

Fuente del aprendizaje de expectativas

Todos los mercados

Mercado financiero

Mercado laboral

1.9241

1.4740

3.9701

0.8585

0.6519

1.3891

0.6522

0.6918

0.6830

0.6816

0.7339

0.6931
0.7339

1.6951

1.4740

4.4058

1.2263

0.5165

1.2263

0.5168

0.7707

0.7877

0.7312

0.7289

0.7312

0.7290

1.7054

1.4740

4.3847

1.2348

0.5225

1.2348

0.5228

0.7717

0.7892

0.7319

0.7278

0.7312

0.7290

1.8772

1.4740

4.0604

1.3677

0.6188

1.3677

0.6191

0.7890

0.8142

0.7426

0.7138

0.7426

0.7139




Variables empleadas y fuentes
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Variable Nombre preciso Fuente
PIB nominal Gross Domestic Product (SAAR, Bil.$) https:/fred.stlouisfed.org/series/GDP
PIB real Real Gross Domestic Product (SAAR, Bil.Chn.2012$) https://fred.stlouisfed.org/series/GDPC1
Deflactor PIB nominal / PIB real Célculos propios

Consumo de bienes no durables
Consumo de servicios
Consumo nominal privado
Inversion privada en estructuras
Inversion privada real residencial

Consumo real de bienes durables

Inversion nominal

Horas no agricolas

Salario nominal por hora
Poblacion mayor a 16 afios
Capacidad instalada

Tasa de interés real ex post
Consumo real per cépita
Inversion real per capita
PIB real per capita

Horas per céapita
Productividad

Salario real

Personal Consumption Expenditures: Nondurable Goods (SAAR, Bil.$)

Personal Consumption Expenditures: Services (SAAR, Bil.$)

Consumo de bienes no durables + Consumo de servicios

Private Nonresidential Investment: Structures (SAAR, Bil.$)

Real Private Residential Investment (SAAR, Bil.Chn.20128%)

Real Personal Consumption Expenditures: Durable Goods (SAAR, Bil.Chn.2012%)

Inversion privada en estructuras + Inversion privada en estructuras + Consumo
real de bienes durables

Nonfarm Business Sector: Output (SA, 2012=100)

Nonfarm Business Sector: Compensation Per Hour (SA, 2012=100)
Civilian Noninstitutional Population: 16 Years and Over (NSA, Thous)
Capacity Utilization: Manufacturing [SIC] (SA, Percent of Capacity)
3-Month Treasury Bil: Secondary Market Rate

Consumo nominal privado / Poblacién mayor a 16 afios

Inversion nominal / Poblacidon mayor a 16 afios

PIB real / Poblacion mayor a 16 afios

Horas no agricolas / Poblacién mayor a 16 afios

PIB real / Horas no agricolas

Salario nominal por hora / Deflactor

https:/fred.stlouisfed.org/series/PCND

https:/fred.stlouisfed.org/series/PCESV

Célculos propios

https:/fred.stlouisfed.org/series/PRFI

https:/fred.stlouisfed.ora/series/PRFIC

https:/fred.stlouisfed.org/series/PCEDGC96

Célculos propios

https:/fred.stlouisfed.org/series/OUTNFB

https://fred.stlouisfed.org/series/COMPNFB

https:/fred.stlouisfed.org/series/CNP180V

https:/fred.stlouisfed.org/series/CUMFNS

https:/fred.stlouisfed.org/series/TB3MS

Célculos propios
Célculos propios
Célculos propios
Célculos propios
Célculos propios

Célculos propios




Appendix C

Capitulo 3

Estadisticas de la calibracién con respecto a la desviacion estandar del producto y
posterior simulacion, con ganancia decreciente

Variable Friccién en el mercado de inversién Valor observado Friccién en el mercado de bienes
Expectativas racionales Aprendizaje de expectativas Expectativas racionales  Aprendizaje de expectativas

@ choque de tecnologia requerido 0.3174 0.2283 - 0.2889 0.2709
Oproducto 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740 1.4740
Oinversién 1.1010 1.4728 4.7173 1.2666 2.4654
Oretorno de capital 0.0352 0.0360 1.1532 0.0320 0.0307
O consumo 0.4540 0.3775 0.8712 0.4126 0.8368
Otrabajo 0.2692 0.3577 1.4377 0.2815 0.2873
Osalario 1.1442 0.9512 0.7592 1.0398 2.1089

Estadisticas de la calibracién con respecto a la desviacion estdandar del producto y
posterior simulacién, con ganancia decreciente

Variable Friccién en el mercado de inversion Friccion en el mercado de bienes
Expectativas racionales Aprendizaje de expectativas Expectativas racionales  Aprendizaje de expectativas

O choque de tecnologia requerido 0.3174 0.2283 0.2889 0.2709
Yproducto 0.9543 0.9777 0.9503 0.9327
Yinversién 0.9470 0.9753 0.6346 0.2488
Vretorno de capital 0.9467 0.9738 0.9451 0.8381
Yconsumo 0.8500 0.6458 0.9702 0.9706
Ytrabajo 0.9661 0.9239 0.9365 0.8362
Vsalario 0.8500 0.6458 0.9702 0.9706
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Valores de estado estacionario del modelo con friccion en el mercado de inversién

Variable Formula Valor
1=0.3
Trabajo 0.3000
5 = pPpaji-a
Produccion y=ekil 1.1993
Limite de bancarrota = 0.39156 0.3931
(. ¢ .1 29F
Funcién de distribucién ) 1 @ _slleglelize) 0.0096
P@)=—x| e 2 e dx
av2mJo
- L. . [
Participacién del prestamista 9(@) = f wd(dw) — (@) + [1 - &(@)]a 0.3912
(
Participacién del emprendedor (@) =1 - (@ -g(@) 0.6072
Costodelai fs ! 1.0181
0sto de |a Inversion = — — i
ar= fl@)up(®)
(1-o(@w) + i@
1-p(1-6
Rendimientos de capital F= (5‘%)) 0.0306
Inversion i= ok 0.2821
__ 1
Capital de los hogares T= i(‘m)«—x 14.0876
. / —
Patrimonio del empresario n=(1- ﬁg(m)% 0.1697
n
- 1 Z=—
Capital del empresario =0 +7 0.1650
Consumo del empresario E=yfl@) -2 0.0064
Productividad g=1 1.0000
Consumo de los hogares €= y(l_‘b(w)) et 0.9107

_ ¥
salarios W= “‘“-’E 2.5585




Variable Formula Valor
Trabajo t=03 0.3000
— H0pajl-a
Produccion y=e'k 1.1993
Limite de bancarrota @ =0.39156 0.3931
— (logiw)+L 2!3

Funcién de distribucién _ 1 (o _glleglertper) 0.0096

D (®) = _j e?2 o? dx

o\2Zmlo
Participacion del prestamista g(@) = J’ wd(dw)— @+ [1 - @)@ 0.3912
o
Participacién del emprendedor f(@) =1-o@n-g(&) 0.6072
Nivel d i ! 1.0181
ivel de precios = — = .
g =) o Fl)nd(®)
(1-@(mw)+ S
-B(1-5
Rendimientos de capital F= (1#:)) 0.0301
Inversion =8k 0.2817
i
Capital de los hogares E= I(E)ﬁ 14.0876
[+ -—

— = =Y
Patrimonio del empresario n= (1 - PQ[.W))E 0.7948

_ n
Capital del empresario z= A—8)+7 0.7015
Consumo del empresario E=yf(®) -2 0.0267
Productividad o=1 1.0000

F=v(1— I
Consumo de los hogares ¢ y( @)-2-1 0.8890

y

Salarios w=(1- G)E 2.5129
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Valores de estado estacionario del modelo con friccién en el mercado de bien final



149

3.1 Desarrollo matematico y metodologia del

modelo con friccion en el mercado de inversion
Contenido
e (C.2.1 Solucién del modelo en niveles

e (.2.2 Linealizacién del sistema de ecuaciones

C.2.3 Introduccién de las expectativas de aprendizaje por medio de la ecuacién

de Euler de los hogares

e (C.2.4 Formacion de creencias de los agentes en el contexto del aprendizaje dentro

del modelo

e (C.2.5 Funcién de distribucién normal

3.1.1 Solucién del modelo en niveles

En esta economia hay hogares, empresarios y fondos mutuos. A su vez, los empresarios
son propietarios de las firmas y son neutrales al riesgo. Los empresarios pueden tomar
recursos adicionales a los propios (patrimonio, n;) a través de fondos mutuos que
obtienen recursos provenientes de los hogares. Un nimero infinito de empresarios
paga una prima de riesgo. Ademas, se disena un contrato financiero para los contratos

de préstamo.

Hogares

El problema de los hogares es maximizar su nivel de consumo, trabajo y ahorro, tal

que:

o

max Eo Z U(Ct, lt)

(Ctvltvkt-"l)(ﬁo =0

sujeto a: ¢+ qt(it — nt) = U}tlt + T’tl{?t + (Rt — ].)bt

Donde, en su orden de escritura en la ecuacién, ¢; es el consumo de los hogares;

l;, el trabajo de los hogares; %;, la inversion; n;, el patrimonio neto inicial de los
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empresarios; R;, la tasa bruta cobrada por los créditos de los hogares a las empresas,
los cuales son intermediados a través de un fondo mutuo; y b;, el monto de créditos de

los hogares a las empresas.

Cada una de las firmas del continuo de firmas tiene un riesgo idiosincrético y
los créditos son intermediados por el fondo mutuo, de tal modelo que los hogares
no enfrentan el riesgo de los créditos. Asimismo, los créditos son hechos de forma
intra-periodo, por lo cual, se sigue un equilibrio planteado por |Carlstrom and Fuerst
(1998)), en el cual R, = 1.

De otro lado, ¢;(i; — n;) denota el nivel de ahorro de los hogares valuado al costo
de invertir y ¢(iy — ny) = ki1 — (1 — 0)ky, donde kyyq v k¢ son el capital de los
hogares en el periodo t+1 y t, respectivamente; y 0 es la tasa de depreciacién del capital.

Por tanto, la restriccién se puede escribir como: ¢; + ki1 — (1 — §)ky = wily + k.

Al reescribir el problema anterior, se tiene que:

max E u(cy, 3.1
(ctle,kt+1)F° 0 ; ( ¢ t) ( )
sujeto a: ¢ + @k = wily + ok + (1 — ) qiky (3.2)

Una vez definido el problema de los hogares, se puede solucionar mediante el

lagrangiano de la siguiente forma:

L=EyY B (ulce,ly) = M [ee+ qulkens — (1= 6)ky) — wily — iky]) (3.3)
t=0

A partir del lagrangiano, se pueden hallar las condiciones de primer orden, y se

consigue que:

led] s ul(er, i) — A\ =0 (3.4)

1] = wylee, l) + Avwy = 0 (3.5)
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[Fea] = =Mge + BA1(qera (1 = 0) + 7440) = 0 (3.6)
[)\t] L Ct + qt(kt+1 — (1 — 5)kt) — wtlt — Ttk't =0 (37)
Reemplazando la ecuacion (3.4) en la ecuacién (3.6) y considerando que Ay =

ul(cii1,lir1), se halla la siguiente ecuacién intertemporal de Euler que relaciona el

consumo presente con el consumo futuro:

Qtulc(cta lt) = Etﬁulc(ctﬂ, lt+1)[Qt+1(1 - 5) + 7“t+1] (3-8)

Luego, al combinar las ecuaciones (3.4) y (3.5]), se halla la ecuacién intratemporal
que marca la decisién entre consumo y trabajo E|

_ulenl) (3.9)

Wt =

Firmas

Las firmas tienen el problema de maximizar su beneficio dado un nivel de produccion

con una tecnologia Cobb-Douglas. Por consiguiente,

— ik — wyl 1
(T]Icﬁf% Yt — TtRy — Wyl (3 O)

sujeto a:  y, = F(ky, ly) (3.11)

Donde la funcién de produccién F'(k, ;) es de la forma:

Fke,ly) = 0k21° (3.12)

(9t = etp—l + € (313)

La ecuacion (3.13]) define el choque de productividad que recibird la firma en el periodo
t. Donde ¢ ~ N(0, 1).

El siguiente paso es reemplazar la restriccion en la funcién objetivo en (3.10)), de la

siguiente forma:

La funcién de utilidad especifica empleada es In(c;) + v(1 — I}).
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%ilai}g F(l{?t, lt) - Ttkt - U}tlt (314)

Al derivar con respecto al capital k;, se tiene:
[kt] . F]é(kt, lt) — Ty = 0
Al derivar con respecto al trabajo [;, se tiene:

(1]« Fy (ke 1) —wy =0
En consecuencia, el resultado del problema de las firmas es el siguiente:

s = F]::(kt, lt) = OZ% (315)
t

we = Fl(ky 1) = (1 — a)% (3.16)

Empresarios

Los empresarios, que son neutrales al riesgo, financian su proyecto de inversion en el
periodo t con recursos propios y recursos que provienen de los hogares a través del
fondo mutuo. Estos recursos son invertidos en la produccion de bienes de capital,

puesto que la friccién se encuentra en el mercado de inversion.

Cada empresario produce sus bienes, observa un choque idiosincratico de tecnologia
(wt) v, dependiendo del resultado del choque, toma su decisiéon de consumo. Cuando
w; < wy, el empresario no puede pagar y se declara en bancarrota, por lo cual no
consume. FEn tal caso, su proyecto de inversion es monitoreado y adquirido por el
fondo mutuo. Cuando w; < wy, el empresario paga el préstamo y obtiene ingresos para

consumir. En sintesis:

wy > w; Empresario paga el préstamo y usa sus ingresos

wy < w; Empresario se declara en bancarrota y se queda sin ingreso
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wy es el valor critico del éxito del proyecto y w; es una variable aleatoria con
distribucion log-normal e independiente e idénticamente distribuida en el tiempo.
~ LogN(—30?,0%), ®(w;) es la funcién de distribucién acumulada, y ¢(w;) es la

funmon de densidad de w;. Las siguientes son sus formas funcionales.

2
1 ZOQ(W)+§U )

d(w) T2 dw 3.17
(@) . % (3.17)
1 og(w)—=x 2
P(w) = o3 (3.18)
o 2T

La siguiente ecuacion seré de utilidad para la linealizacién.

— (@) [zog(w) + 152

W o?

¢'(w) =

+1 (3.19)

El desarrollo matematico de las anteriores tres ecuaciones se encuentra en [Funcionl

e IoinbiG 1

Recuérdese que el proyecto del empresario es financiado con recursos provenientes
de los hogares por el intermedio del fondo mutuo. En tal sentido, los hogares tienen
derecho a una participacién del producto generado por el empresario. En consecuencia,
se definen las siguientes ecuaciones:

o(@) = /0 " 0 (dw) — D+ 1 — By (3.20)

f(@) = /Oowfb(dw) - Bla (3.21)

n
Donde g(w;) es la participacién de la produccién que reciben los hogares a través
del fondo mutuo, por prestar recursos. Por su parte, f(w,;) es la participacién de la

produccién que recibe el empresario.

Al emplear la regla de Leibniz, se derivan las anteriores ecuaciones:

g () = % [/0% wd(dw) — P + [1 — D,
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§(@) = 0¥'(@) — p@(@) + (1 - B(@)) - 0P (@) = —p®' (@) + (1 - B(@))

F'(@) =52 [/:o w®(dw) — [1 — ],

t

fl(@r) = —0@'(@) — (1 = &) + w'(@) = —(1 - 2(w))

Las anteriores dos funciones més el costo de monitoreo (®(w)u) de la economia

suman la unidad, es decir, todo el producto:

f@r) + g(ior) +Pu=1

fl@r) +g(@) =1 — P(w)u] (3.22)

La parte derecha de la ecuacién (3.22) incluye el costo esperado de bancarrota
(®(w)p) a raiz de los costos de monitoreo (u). Se asimila a la pérdida de eficiencia de

la economia por la falta de informaciéon completa.

m=—du (3.23)

Luego de definir el comportamiento del prestamista (hogares por medio del fondo
mutuo) y del prestatario (empresario), se procede a solucionar el problema de este

ultimo, el cual consiste en maximizar su beneficio esperado. ﬂ

o0

Beneficio esperado = ¢, /

Wt

wd(dw) — [Oo(it —ny)P(dw)

N J/ N

Vv Vv
Ingresos del empresario Pago del préstamo
00 00
i / W (w)(dw) — / s (w) (dw)
wt Wt

— ai (/:O wB(dw) — @ /:o <I>(dw)>
= qiy (/:o wP(dw) — @y [1 — ‘ID(@t)])

= qeie f (0r)

2Los empresarios declarados en bancarrota tienen un beneficio de cero ya que toda su produccién
se va al fondo de capital mutuo.
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Donde ¢; es el precio o markup de una unidad de inversién. El beneficio esperado
debe ser mayor a cero, de lo contrario el empresario decidird no invertir y conservar

su patrimonio inicial n;. Por tanto,

2 f(w > n
Qttf( t) t

Beneficio esperado Patrimonio inicial

Condiciéon de retorno nulo para el fondo mutuo

Antes de analizar la maximizacion de beneficios del empresario, se analiza la
condicién de retorno nulo del fondo mutuo, el cual no obtiene margen alguno por su
intermediacion, ya que se asume competencia perfecta. En tal sentido, los ingresos
del fondo son iguales a sus costos. El fondo mutuo es financiado en su totalidad con
recursos de los hogares. Asimismo, como se dijo anteriormente, el fondo mutuo realiza

préstamos intra-periodo y no recibe ni paga intereses del préstamo.

Por tanto, si el fondo mutuo obtiene 7; — n; unidades de consumo por parte de los

hogares, este debe devolver la misma cantidad de unidades a los prestamistas (hogares).

E(Ingreso) = E(Costos)

L jo(z't—nt)@(dw) + Gyt [: t wd(dw) — [: ,@(dw)/

(. S/ N\

Vv Vv
Ingreso (pago del préstamo) Ingreso (bancarrota)

e = )t~ 0@+ [ wtlde) - o)

— g1 — @)+ [ " (o) - (@)
— iy ( /O " B(di) — (@) + a1 — @(@t)])

= quirg(r)
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En consecuencia, la condicién de retorno nulo para el fondo mutuo, y a su vez para

los hogares, es:

qritg(y) = u—Mm
—— N——
Ingreso esperado del prestamista Costo esperado

Maximizacion de beneficio de los empresarios

Una vez conocidas las condiciones a las cuales se enfrenta el empresario, se define el
problema de maximizacion del beneficio. El problema estd sujeto a la condicién de

retorno nulo por parte del fondo mutuo (que presta los recursos de los hogares).

max iy f (@) (3.24)

Wttt

SU.jetO a: qtztg(d)t) = th — N (325)
El lagrangiano del problema anterior es
E = qtztf(@t) — )\t(Qtltg(@t) — it + nt> (326)

Las condiciones de primer orden estan dadas por

(Dt . qtitf/(@t) — /\qtitg/(@t) =0 (327)
i qef (@) — Marg(wr) —1) =0 (3.28)
At qing(@y) — i +ng =0 (3.29)

Al combinar las ecuaciones ([3.27)) y (3.28)), se tiene:

- f'(@r) _
a f (@) = ) (qug(wy) — 1) (3.30)
De la ecuacion ((3.29)), se tiene:
. ng
W= """ 3.31
" l— (@) (3:31)

De la ecuacién (3.30)), es posible encontrar la ecuacién del contrato éptimo de la
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siguiente manera.

Q@ = = (@) ] @)
g(w)t — 4 f’t(@t) :

Como se tiene que:
9 (@) = —pd(@;) + (1 — (@)

fl(@r) = =(1— 0(@r))

Se reemplazan estas dos ecuaciones y teniendo en cuenta que g(w;) = (1 — O (o)) —

f (&), se consigue que:

1
qs = ~ _ —ud(@)+(1—d (@ @
(1~ ®(@up)) — f(@) + LT PEE]
1
q = ~ _ —pd(@)+(1—P(@¢))
(1_¢@m»—fw0ﬁ+' F@) ]
1

q = - - — Y E——
(1= @(@p)) — flay) |LEH 0@

Como f'(w;) = —(1 — ®(wy)), se obtiene:

1

4 = AT
- @) +

(3.32)
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La ecuacion ([3.32)) describe el contrato financiero éptimo y representa la evolucién

del markup de la economia.

Decision de consumo de los empresarios

Una vez los empresarios reciben sus ingresos, toman su decision de consumo teniendo

en cuenta su restriccion presupuestaria, tal que:

o0

max F, Z('yﬁ)tet (3.33)
€t,2¢4+1 =0
sujeto a: e + @21 = Qi f (or) (3.34)

Donde e; es el consumo de los empresarios y z;.1 es su capital en el periodo ¢ + 1.
Ambas variables representan la suma de los gastos. La restriccion plantea que los
gastos de los empresarios deben ser iguales a los ingresos dados por gi,f(w;). El
parametro v denota el factor de descuento adicional para los empresarios, tal que
0<y <Ll

El lagrangiano del anterior problema es:

o0

L=FE Z(vﬂ)t(et — Meler + qzeer — quief (@r)]) (3.35)

t=0

Reemplazando la ecuacion (3.31]) en la ecuacion anterior, se consigue:

L=FE ;(’Yﬁ) (er — /\t[et + Q21 — [m] f(@t)]) (3'36>

El patrimonio neto de los empresarios al principio del periodo consiste en la
valoracién del mercado de su capital acumulado (z;). De manera que es posible definirlo

de la forma:
ng = Zt[Qt<1 — 6) + Tt] (337)

Al reemplazar la ecuacion ([3.37)) en el lagrangiano, se obtiene:

L= Z(Vﬁ)%et — Adles + @iz — @

t=0

[Zt[qt(l —0) + 1]
1 —qg(iy)

} F@) (3.39)
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En consecuencia, las condiciones de primer orden son:

[ 1— )\t =0 (339)

s e aall - 9)f@) =0 (3.0)

Aeter+ qagr — qinf () =0 (3.41)

Al combinar (3.39) y (3.40)), se tiene la ecuacién de Fuler para los empresarios.

Zer1 T — Qe + EryBAig <Qt+1

@ = YBE; <[n+1 + a1 (1= 0))g f”q i fjg;iﬁ) (3.42)

Ecuaciones de cierre del modelo

Para cerrar el modelo, se introducen las siguientes dos condiciones de que implican que
el mercado se vacia.
¢+ e + it = Yt (343)

La ecuacién (3.43)) cierra el mercado de bienes de consumo, y la ecuacion (3.44)

cierra el mercado de bienes de capitalP]

3.1.2 Linealizacion del sistema de ecuaciones

La linealizacion del anterior sistema de ecuaciones se realiza mediante la aplicacién de
la siguiente férmula: f(x) ~ f'(Z)#;, donde & = x; — T es la desviacién con respecto al

estado estacionario.

Consumo

De la ecuacién de Euler de los hogares (3.8))

qtu’c(ct, ly) = /BEtu/c(CtH; lt+1)[Qt+1(1 - 5) + Tt+1]

3El stock de capital de los hogares est4 descrito por una ley de movimiento, mientras que el stock
de capital de los empresarios no.




Dado que u.(c, ;) = é, se tiene que:

9 _ B (B (qr+1(1 —0) + 1441)

Ct Ct41

Al aplicar la formula de linealizacién, se obtiene:

. q. B =9)+7)
—qt— 5 6= — -
c C

p(1-9)

EiCiq +

@)

Trabajo

De la ecuacién de productividad marginal del trabajo (3.16))

Wy = (]_—Oé)l—
t

Aplicando la formula de linealizacién se obtiene:

1—a l—a)y-
Wy = — yt_( —)ylt

l2

Salarios

De la ecuacién intratemporal de los hogares (3.9):

e by)
(e ly)

Wt =

Dada la siguientes funcion de utilidad con preferencias separables:

u(en ly) = In(e) +v(1 — 1)

. g ..
EiGer + z Eyri
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(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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Donde u/(¢q, l;) = C—lt y uy(ct, l;) = —v. Reemplazando las derivadas, se tiene que
—v
1
We = =71
ct
Wt = VGt

Aplicando la formula de linealizacion:
wt = Vét

Rendimientos de capital

De la ecuacién de productividad del capital (3.15)):

. a2 &y%
ry = =1 — —
t kyt 2 t
Inversién
. ny
194 — ————————<
I —aqyg (Wt)

Aplicando la formula de linealizacion, se consigue:

. 1 m .
S — 9() G+

1-qg(w) (1—qg(@))

Funcién de produccion

Dada la ecuacién ((3.12))

Y = Ok,

Aplicando la férmula de linealizacion:

G = KT 0, + afk 7k, + (1 — a)fk T =71,

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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Dado el estado estacionario de la ecuacién (3.12)):

y =0k

Consumo de los emprendedores

De la ecuacién de equilibrio macroeconémico ([3.43))

Gtet+iy =1y
Aplicando la formula de linealizacién

~

€ = Up — i — Gt (3.53)

Patrimonio de los empresarios

Dada la ecuacién ((3.37))

ne = 2 [q(1 — 0) + 1

Aplicando la formula de linealizacién
ne=1[q (1—0)+7] 2+ [(1—9) z]¢ + 27 (3.54)

Ecuacién de Euler de los empresarios

Dada la ecuacién ((3.42))

¢ =BE, ([Ttﬂ + (1 - 6)]1 %;if;v(t;zl))

Agrupando términos

_ vB(1 — 5)Qt2+1f(@t+1)) (’Yﬁrtﬂﬂhﬂf(wtﬂ))
o= b ( 1= qr19(@i1) b I — qr419(@e11)
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Se aplica la férmula de linealizacion a cada término, tal que:

(@) ., . By(1—68)3f (@) By(1 = 6@ f(@)g(w) By(1 = 8@ f(@)qg' (@) ,, 4

q - .
I T B B e (7)) R (R 17))
Byaf(@) . . Byrf(@) .. . Byraf (@) - Byraf(@)g(@) ., . Brraf(@)ay’ (@) ., -
+ 1— ljg(@) Etrt+1 + 11— qg(@) EtQt+1 + 1— (jg(w) W41 + (1 — (jg(a?))2 tht+1 + WEtthrl

Al agrupar términos se tiene:

- By f@) (o Pgw) (1-9) glw)aqr . a8y f@ .
= 2¢(1 =9 E E
7 B A S e 77 R e 7T ) A S T ) R
aBy (- iy @) f@) -8 ., d@arf@))\ -
+ ——— (g (1—=9) fi(w)+ — +7f(w — Ew
=g \" OO ) © @) ) P
(3.55)
Pérdida de eficiencia
Dada la ecuacién (3.23):
T = —P(w)p
e = —p(w) pcoy (3.56)
Bancarrota
Dada la ecuacién de contrato 6ptimo ((3.32])
1
q = N A
(1= (@) + %
La cual es posible escribirla tal que:
1 - f(©r)po(@)
— = (1—P(w + —
” ( (@) pe) (o)
Dado que f'(w) = —(1 — ®(wy)), es posible reescribir la expresién anterior tal que:
1 w w

G (1= ®(w))
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Al aplicar la férmula de linealizacién se tiene que:

B T 7)) R Ve T i

Factorizando w; en el lado derecho de la ecuacién:

fl@)pp(@)  f@)ud' (@)  fl@)up(@)?*] -
1-0@)  (-o@) <1—<I><w>>2} “

Multiplicando a ambos lados por —1 y reordenando términos, se tiene que

1 L S@ue@) . f@nd @) . f@)ne(@)? .
@

—q—lzq} =— {aﬁ(w)u +

o fl@pp(@)  fl@pd (@)  f@)pp(@)? Ry
{QS( it (1—o(w)) + (1—-d(w)) +( B(@))? } t qﬂt
= 1 G (3.57)

P @uo@) | [@ud @) | [@ud@)?
[425( M+ 0oa@) T eE) T 6@)? }

Funcién de densidad de probabilidad log-normal

Dada la funcién de distribuciéon acumulada de la variable aleatoria w:

o(@) = Uw\/% exp[ (l”(wo)_—w_““ﬂ dw

Es posible definir su derivada como la funciéon de densidad de probabilidad de la

forma:

@) = z——cap [—% (W)]

Para ver el desarrollo matematico de las dos funciones anteriores, ver el [Funcion de

TSimhg 1

Capital del empresario

Dada la ecuacién ((3.34)):

Q21 = Qi f () — ey
€t

21 = e f (W) — —
qt
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Al aplicar la férmula de linealizacién

- 1

Zr = [f/(@) e + f(@)ir — Eét + (3.58)

2| o
~+~

Capital del hogar

Dada la ecuacién ((3.44) de la forma:

kepr = (1= )k + [l — (@) ]
Aplicando la férmula de linealizacion
ki = (1= 0) ke + (1= ®(@) p) iy — (1 (@) (3.59)

Choque de productividad

Dada la ecuacién (3.13))

Qt = 95_1 + €t

Aplicando la férmula de linealizacion

ét = pét—l + €t (360)

A continuacion se presentan las ecuaciones de participacién de los empresarios y de
los hogares en la produccion. Estas ecuaciones estan determinadas de forma exdgena

al sistema de ecuaciones, y se definen de forma no linealizada, como se explica a
continuacion.

Participaciéon del empresario

De la ecuacién de participacién total ([3.22)):

f(@) + g(wr) = [1 — ®(w0y) ]

f(@r) = [1 — @) ] — g(or)
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Se define la desviacién del estado estacionario de la participacién del empresario tal
que

Dado que ¥'(w) = ¢(w), se tiene que

f@r) == (@) + po@)) @

Si se reemplaza a ¢'(w;) = —pd(w) + (1 — ®(w)) dentro de la ecuacién anterior, se

tiene

f@) == (—pp(@) + (1 — 2(@)) + np(@)) &

fl@) == (1—2(@) e
Dado que f'(@;) = —(1 — ®(@)), se tiene que

A A

f(w) = f'(@)w, (3.61)

Participacion del hogar

De la ecuacién de participacién del prestamista (3.20)), se tiene:

o(@) = /0 " b (dw) — Dy + [1 — B,

Cuya derivada es

g (@) = —pop(@) + (1 — (@)

Aplicando la férmula de la linealizacién, es posible definir la forma linealizada g(&;)

tal que

9(wr) = g'(@)w, (3.62)
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Resumen de las ecuaciones linealizadas

Ecuacién de Euler de hogares

Ecuacion de decision de trabajo

Salarios

Rendimientos de capital

Inversién

Funcién de produccién

Consumo de empresarios

Patrimonio de empresarios

Ecuacién de Euler de los empresarios

Participacion de los empresarios

Participacion del prestamista

Valor critico de la bancarrota

Funcién de densidad de probabilidad log-normal
Capital de los empresario
Capital de los hogares

Choque de productividad

cqr— %’tﬁfﬂ(q(l 0 By 142 f«:qu1+*-bzru1
ol _®
y (1-a)y
Wy = vy
fr =S — T ke
i = T i+ gl + R

G = 00+ ke + U=pdej,

i = [q (1—0) +7] 2+ [(1 —0) 2]g + 274

B 2 1-8 - 2 3 (i .
o= 24585 (v +2001 = 0) + HGGA + 2385) Bt + () B

B g (@) f(@)(1—8)g . g’ (@)grf(w s
L (a1 - ) f/(@) + LYLLUADE () 4 LD g,

(;)l - g 2z ;l
f(@)po(@) | f([@)pd (@) , f(@)nd(@) 2
[‘P("’)f” 0-d@) T -8@) T (1 @)? ]‘7

B(wr) = P(w)wr

21 = [f'(w) l]wt + f(w)ie — ‘(’t + _T‘It

kepr = (1—8) ke + (1 — (@) p) i — (i p (@)
BH—I = ,()9: + €
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3.1.3 Introduccién de las expectativas de aprendizaje por

medio de la ecuacion de Euler de los hogares

Hasta la anterior sesion, el modelo es similar al de uno bajo el supuesto de expectativas
racionales. El siguiente paso es modificar la ecuacién intertemporal de los hogares
para implementar el aprendizaje de expectativas. Bajo la nueva ecuacién de Euler,
se fundamenta el comportamiento de la ley de movimiento real de los parametros del
modelo, los cuales son desconocidos, a diferencia de lo que se supone en el mundo de

expectativas racionales.

En consecuencia, se encontrard la regla de decisiéon optima de consumo para
los hogares (c;). Se asume que los agentes no tienen conocimiento completo de los
parametros del modelo, y forman creencias a través de sendas futuras de las variables
relevantes en su decision 6ptima de consumo. Asi, el operador E, denota el valor

esperado de expectativas no racionales.

Para la construccion de la senda 6ptima de consumo de los hogares se siguen los

siguientes pasos:

1. Linealizar la restriccién presupuestaria de hogares, con base en la aplicacién de
la siguiente férmula de linealizacién f(x) ~ f'(Z)z;, donde & = z; — T es la

desviacién con respecto al estado estacionario.
2. Iterar hacia el futuro la restriccion presupuestaria.

3. Iterar la ecuaciéon de Euler de los hogares hacia atras desde un periodo T hasta
t.

4. Combinar las ecuaciones iteradas hacia el futuro y pasado.

5. Despejar la variable clave para la ecuacién de Euler, en este caso es el consumo.

Linealizar la restriccién presupuestaria de hogares

Dada la siguiente restriccién presupuestaria:

¢+ @Eki = wily + ik + (1 — 0) ek
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Su forma linealizada es:
&+ Bk + ki = wly + Ty + Thy + ki + @1 — 0)ky + (1 — 0)kd,

& + qBikiy = wly + by + Fhy + ki + (1 — 0)ky + (1 — 8)kdy — kdy
Factorizando términos

&+ @Bk = wly + Ty + ks + (F+ q(1 — 8)ky + k[(1 = 6) — 1] G,

&+ qEdep1 = @l + iy + Ky + (7 + q(1 — 6))ky — 0k

Dividiendo a ambos lados por g, se tiene que:

Lot B c Lok (a1 -9), ok
aét+Etkt+1: lt+—_wt+5ft+w ~

Q| &

. . ., Fig(l1—6 .
Dado que el estado estacionario de la ecuacién (3.8) es % = %, es posible
reemplazarlo en la anterior ecuacion asi:

i k 5k
ly

1 ~
jét + EtktJrl = -+ wt —+ Tt —+ ﬁ 1kt — _Qt (363)
q q q q

»Q||S|

Iterar hacia el futuro la restriccion presupuestaria

Para iterar hacia el futuro, es necesario reescribir la ecuacién anterior tal que

5k
e+ ?%‘, + Bk
. . w - l. k ok -
ke = gct - %lt - ﬁTw - %Tt + %Qt + BEiki (3.64)

Donde las expectativas futuras de k; tienen la siguiente forma

R . W A ~ l k - ok
Eiky o = By §Et0t+1 - %Etlt—&-l — %Etwt—i-l — /6;] Eﬂ”t+1 + %Et%ﬂ + 5Et+1k?t+2
(3.65)

E; denota las creencias subjetivas o no racionales. En el caso donde se estd
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trabajando con expectativas racionales, se emplea la notacion usual de E;. Ademas, se
asume que las creencias son homogéneas y por tanto satisfacen la ley de probabilidad

estandar tal que EtEt+i = Et.

Reemplazando la ecuacién Eik;., dentro de la ecuacién k;, se tiene que

B, pw, Bl Bk . Pok_

l;’t =—C——lL——w——7"+—q
q q q q

TR Bwes Bl B Bk .
+ BE, §Et0t+1 - %EtltJrl - %Etwt+1 — %Et'rt+1 + %Et%ﬂ + BEi1 ko

(3.66)

. . Bw. Bl k.  Bok.
kt:gct_ﬁTlt_Bth_ﬁTrt‘FﬁTQt
q q q q

2. 20 A - [~ B2k - B2k - . PPN
+ %Etct-i-l — %Etlt—&-l — ?Etwt—f—l — FEtTt—&-l + EiGis1 + BPE By ko

(3.67)

Como se tiene que E E;; = FEy:

3. Bw. Bl Bk. Bk,

];’t =—C— —lL——w— —7"+—G¢
q q q q
2, 2.5 7. 2% . 25k - o
+ %Etct-H - ﬁ_ Bl — %Etwt-i-l — %Eﬁtﬂ + f — EyGe1 + B2 Fiki o (3.68)

Tomando las expectativas un periodo adicional, se consigue:

Bw - - Bl - Bk -

. 8- . ) A 5k~ .
Eikiyo = E, EEt+lct+2 — —FEiliyo — — B Wiyo — ?Et+17ﬂt+2 + ?Etﬂfhw + BEiiokiys

(3.69)
Reemplazando la ecuacion EA'tl%H_Q en la ecuaciéon l%t, se tiene que
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- B, Pw; pl. Pk, POk,
ki =—=¢ — —l; — —wy — —71 + —@
q q q q q ~ ~ ~
B Bw. Bl Bk Bk
+ TEtCt+1 - TEtltH — — LW — TEtTtH + TEtC]tH
q - q 7‘] q,
S [Be . Bwa o Bl Bk . POk -
+B2Et EEt+1Ct+2 - TEt+1lt+2 - EEt—i-lwt-&-Q - ?Et+17“t+2 + 7Et+1Qt+2 + BEt+2/€t+3

(3.70)

. B, puw, pl_ Pk ok B BPw . B Bk - 3ok

ki = —¢i——li——wy——"+—q@+—EiCrrn —— Bl —— By —— Byt +——— EGea
¢ ¢ q  q o a ] q q
B o B s BT BRa o Bk
+EEtEt+1Ct+2—7EtEt+1lt+2—?EtEt+1wt+2—?EtEt+17“t+2+ — By Byt B° By By ok
(3.71)
Dado lo anterior, es posible seguir iterando hacia oo y se encuentra la siguiente
forma funcional
CE R, R R L& ok
ke = E; Zﬂ tCt+T—1—Et Zﬁ Tlt+T—1_Et Zﬁ twt+T—1—Et Z/B —J“t+T—1+Et Z/B — 4171
— 4 = ¢ — 4 = ¢ T=1 q

; 5 N~ pr-1l ) b N aT-1 W7 A b N gr-1k 5 N~ ar—10k
ke =8B Y BT ' —tyr - B Y BT —lyr 1 — B Y BT —tyr 1 — B Y BT —hr B Y BT —diira
T=1 g T=1 q T=1 q T=1 a g

T=1
. . o0 1 R R oo _ ’Ll_] R R o0 B Z . R oo _ E R R o0 o 5E .
B ke =FEy Y BT cbyr B Y BT iy =B > BT b =B Y BT S hr a4+ B Y BT — i
T=1 q T=1 q T=1 q T=1 q T=1 q

oo oo — o 7 o 7 oo 7

- . 1 . Ws =~ l ~ k . ).
—1 T—1" 4 T—1 T—1% ~ T—1" 4 T—1 ~
B~ ki = E, E B —er—Ey E B =lr—Ey E B —uwr—E; E B —irt+E; E B —q

T=t q T=t q T=t q T=t q T=t

Reorganizando términos, se tiene que
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|
3

S Ok

—Et25T ITQT
T=t q

(3.72)

La anterior ecuacion describe la restriccion presupuestaria del flujo de los hogares.

'Q\IN\

EtZﬁT 1 lkt‘i‘EtZBT l_lT+Et25

T=t

AT"’EAt Z 5T_1
T—t

Iterar hacia el pasado la ecuacién de Euler

En linea con lo anterior, se parte la ecuacion de Euler de los hogares de la forma:

L a,_ Al=9+n, 5019

—Gt— 5 G =— — By +
¢ ¢ ¢

. B
Eiqi1 + z Eiri
Multiplicando a ambos lados por ¢, se tiene que

) 1(1—6)+7) ; ;
6 :_5((]( - ) )EtcHl+ﬁ(1—5)EtQt+1+5Etrt+1

qr —

ml@|

[YIEST!

Dado que en estado estacionario 1 = E;, (M), se tiene que

. Q. q .- . .
dr — Ect = _EEtCH-l + B (1 —=9) EiGit1 + BE T 141

Reescribiendo la ecuaciéon anterior:

q ~ A qA A A
EEtCt—l—l =—q+ ECt + B (1 =0) By + BET11

R B(l—-9d)c pe
Eicip = —5% + ¢+ %Eﬂh-{-l + —EiT

Ahora, se itera recursivamente desde un periodo T hacia atras hasta llegar a t.

A C. 1-4d)c
Ever = —5(]%1 + %Et gr + pe Et'rT +¢érq (3.73)

Rezagando un periodo, se tiene que

. . . B(1-— X pe -, . .
Eicr_y = B _§QT 2+ % tqr—1 + ?EtTT—l + Cr—2o (3.74)

Reemplazando la ecuacion (3.74) en (3.73) y sabiendo que Eér_y = ér_,.
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5 c, p(1- pe B(1— C o
Eier = _iQT—l‘i_g tqr+— EtTTJrEt ——QT 9+ Cr_o + u tqr—1 + — Bty
q q q q q
Reescribiendo

B(l1—16)ec - Be -

. C . A
EtCT:_é,Et [Gr—1 + gr—2] + 7 Ey[gr + gr—1] + 7 —FEy [Fr + Tr_1] + ér—2

Si se itera repetitivamente con base en reemplazo de cr_;, hasta llegar al periodo t,
se tiene que

B

N C ~ . . . — C o~ . . . C A . . . .
EtCT=*5Ez [Gr—1+dr—o+ -+ dt] + — ) Ey [QT+(]T71+"'+Qt+1]+%Et [Pr 4+ Fr—1+ -+ P + &

Factorizando a ¢gr con temporales iguales, se tiene que

T— T—2
Ao . Cr B(1—90)c ¢\ . B(1— A
Eyr =¢ — tE qe + Z — Ty + Et Z (g > qre1 + QE::QT
q — 4 — q q q
Se suma y resta al lado derecho de la ecuacion la expresién, ('B (qu‘;)é — g) qr, tal
que
Bior — - Cat B S Pt B TZ""(M_E) L = L P LT
tCT = Ct (th tT:t 7 T+1 tT:t 7 7 qr+1 7 tqT P P qr - P qr
Asi, se posibilita escribir la siguiente ecuacién
T—1 T-1
n R C. A pe . S B(l—d)ec ¢ C ~ .
EtCT =Ct — —(@q¢ + Et —Tr4+1 + Et Z (g :> QT+1 + = tdT (375)
q — 4 — q q q

La anterior es la ecuacién de Euler iterada hacia atrés.

Combinar las ecuaciones iteradas hacia el futuro

Al reemplazar la ecuacion (3.75)) en la ecuacién (3.72)), se tiene que:
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T=t q T=t
= 71 W e Tfll_ . e Tfll%A e ~T716]% -
+EtZﬁ —lr + tZB in+EtZﬁ —_TT—Et25 —dqr
T=t T=t q T=t q T=t q

e’}

oo _ oo T—1 _ _ T—1 ,_ ) _

A ~ R C . . ~_ 1-46)e¢ ¢\ . . ~_ c . X ~_, C .

Ey E pr=t (Ct— 5%) + Bt 2 pr—t § (75( 7 ) —3) gr+1 + Bt E =t § %"'T+1+Et E B t&‘]T
T=t T=t

T=t T=t T=t T=t
) e W e I > k > ok
=B ke + B Y BT Zlp+ B Y BT i+ B Y BT —ir — By Y BT —ar
T=t q T=t q T=t q T=t q

Despejar la variable consumo

Si se tiene en cuenta que para una variable cualquiera ar E|:

00 T-1 )
E; ZﬁTﬁtZaT = 1 EtZBTitGT
T=t T=t T=t

Se consigue que:

i _8§é & 5 o _
EtZﬁ (Ct - —qt)+ BE TZ:ﬁTt (% _ g_) QT+1+1 fBEtZ_ﬁTt%fT+l

. & k. o ¢ Ok\ .
:5—1kt+EtZBT 1—lT+EtZﬁ 70 +Et25T—15rT— 6! (5+?> gr

T=t T=t T=t

Reorganizando términos:

o0 _ oo

. c. PP W s Ll Ak
EtZﬁT t( ——Qt) =3 1kt+EtZBT lng—FEtZﬂT 15wT+ tZﬁT 15TT

T=t T=t T=t
) i ¢ Ok\ . oS 1-8e ¢\ . 3 X s, e,
_Et25T71 (t + T) qr— b ~EtZBT ! (u — Z> qr+1— g ~EtZBT tﬁ—"”Tﬂ
T=t 4 q =5 T=t q q o T=t

4También empleado por Preston| (2005).
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Ahora, se hace uso de la siguiente propiedad de la sumatoria:
Ey Z B ar = ay + E Z BT Bar
T=t T=t
Se tiene que

A .. e L w. k. 5k T
By BTt (Ct—ngt)iﬁ 1kt+5wt+%lt+grt_(_+ )Qt—l—EtZBT 1ng+1+EtZBT 1ngﬂ

T—=t q T—¢ T—¢

ESTREGY]

T=t

R k e ¢ Ok 1-6 e
+ Ey ZﬁTﬁlﬁfTﬂ —E Yy BTt (g + T) dr+1 — '8 ——E ZﬂT ! (6( ) g) qr+1
= q I q9 q -8B q q

Teniendo en cuenta que:

> 1
E pTta, = a;
TZ: T (-p)

El lado izquierdo de la ecuaciéon cambia de la siguiente forma:

1 . C. o w. k. (e O6k\ . > L
— (Ct Qt> = [ k==l =1 — (t + T) C]H‘EtZﬁ —lri+E, ZﬁT -
1-p q q T=t T=t q

K > . . [(é Ok . 3 S 1-68)e @\ .
+Et25 —Trr +1_EtZ/BT ! (— —) qr+1— v ~EtZBT ! (ﬁ( — ) - —> 4r+1
q T=t q -5 = q q
5 = .
- o = tZﬁTﬁtﬁTrTJrl
1-p T=t

Agrupando términos se tiene que

1 /(. e, s L we K, ok
<Ct - q_qze> =p 1kt+qwt+qlt+qrt_< + _) G+ Ey 25 *lT+1+Et ZB ngH

Cc
1-8 T
+E, ZﬁT 1|:k_565ch|fT+1+EtZBT [( _>_1f6<6(1;(5)0_ ﬂ 4r41

Despejando el lado izquierdo (¢; — gq}), se tiene que

E={I e
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5) r-1(1=B)

¢ ok
e——gr = (1-5) (5 ke + P *lt + - (g + T) Qt)+Et > Bt a B Z BT 4
T 4 T=t T=t q
L-pPk  B%] 5 N~ ar—1 [ (L= B)e (1—5)5’5 pBr(L-de pe
) T—1 [ sc VB T—1 [ " _ }
Z B 7 g | Tt B > 8 7 7 7 7 4r+1

La anterior ecuacion describe la senda 6ptima de consumo de los hogares bajo
expectativas arbitrarias y es la que permite la implementacion del mecanismo de

aprendizaje.

3.1.4 Formacion de creencias de los agentes en el contexto de

aprendizaje dentro del modelo
Conexién con el modelo original de expectativas racionales

El primer paso muestra las diferentes representaciones de solucion del sistema de
ecuaciones que permiten hacer la conexién entre el mundo de expectativas racionales
y de aprendizaje de expectativas. Un segundo paso es obtener la solucion del método
de Blanchard y Kahn, el cual ofrece un sistema matricial de ecuaciones expresado en

términos de las variables de estado (Minimum State Variable), tal que:

Wigr = QFF + QFF K, + QFF

Donde el vector W; es una matriz que incluye tanto variables de control como
variables de estado, QF¥ es la matriz de coeficientes, K, es una matriz de variables
de estado (en el presente modelo capital de los hogares k; y capital del empresario
2), QFF es el vector de coeficientes que acompafian el choque, y & es el choque de

tecnologia.

La anterior solucién también se puede representar mediante la siguiente forma
estructural:
o

A()Wt = Al + A5Wt,1 + Ath+1 + A4 Z BTWT + Cgt
T=0

Donde Y 77, BT Wr representa el flujo futuro descontado de la variable consumo

(¢;) bajo su regla de decisién. Tanto el coeficiente A4 como la variable que la acompana
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solo se emplean bajo el modelo de aprendizaje de expectativas con el flujo descontado
del consumo y, en su lugar, la ecuacién empleada se excluye tanto de Az como de
Wii1. Lo opuesto sucede bajo expectativas racionales. Ademas, C' es un vector que

acompana al choque de tecnologia.

Bajo aprendizaje se tiene que:
Wi = TO(Q&N QlLt) +T; (Q&t, QlL,t)Kt + TZ(QoL,ta th)gt

Donde Ty(9f,,Qf,) (Mapeo del vector intercepto), T1(Qf,,Qf,) (Mapeo de la
matriz de transicién) y Tp(Qf,, Qf,) (Mapeo de la matriz de incidencia de choques)
son los mapas de coeficientes de la Ley de movimiento real o verdadera de estos, la
cual combina los parametros del sistema de ecuaciones con los parametros estimados

por los agentes bajo su ley de movimiento percibida.

El mapeo de los agentes (o ley de movimiento real) se construye empleando los
coeficientes Ag, Ay, Az, Ay y As y los valores estimados por los agentes no racionales
por medio de su ley de movimiento percibido, mediante su mecanismo de formacién de

creencias o expectativas. En tal sentido se tiene que:
Fo=[I-9f]7'[1/8 - 9] - BT - )7
F=07(1 =) -
Ahora se define:
Ty = A [AsQE] + A AR = Agt[AsQ) + ARy
To = Ay [AsQF] + A AR = A [AsQF + A B
A partir de las anteriores definiciones, se consigue:

TO(Qgt, Qﬁt) =(I—-T)'Ty
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Ty (925, Q1,) = (I = Te) Ay (As + AsQY))]

Como A =0

TI(QoL,t’th) = (I - TC)_I[A61A591L]

Finalmente,
T2<QoL,ta th) = (I - TC)_IC

Formacién de las creencias o expectativas de los agentes

La formacién de creencias se realiza a través de un sistema de ecuaciones que se
actualiza por medio de la ley de movimiento percibida por los agentes del modelo,
mediante el algoritmo de Minimos Cuadrados Recursivos (MCR), que se expondrd més
adelante. Los agentes aprenden sobre los parametros asociados al comportamiento de
las variables consumo de los hogares (&), trabajo (I,), salario (i), tasa de interés
(71), inversion (i;), producto (i), consumo de los empresarios (&), patrimonio del
empresario (Ry), precio de la inversion (), participacién del empresario (f(wy)) vy
participacion de los hogares (g(&)), bancarrota (&), pérdida de eficiencia (), funcidn
de densidad acumulada (®(&,)), capital de los hogares (ki 1) y capital de empresarios
(2441). Cada variable estard en funcién de las variables de estado, es decir, del capital
de los hogares (k) v el capital de los empresarios (4). A continuacién se presenta
dicho sistema:

& = & + &5k, + €52,

e = & + &k + &%

S‘,O
~
~

w W
LN |
NelENo)

S~ N N N~ N~ N~ =

Wy = E 4 €k, + €¥'2,

(
(
(
Fr= & + Gk + 635 (3.
(
(
(

&
o0
=)

i = & + Gk + 6

w
oo
—_

s = € + &0k, + €45

& = & + Egk, + £33,
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iy = & + &k + 64 (3.83)

G = & + ke + &4 (3.84)

F@r) = €9 + el Dk, + €@z, (3.85)
g(@r) = &“ + 9%k, + &9, (3.86)
W= & + &k + &4 (3.87)

iy = & + &k + 654 (3.88)
(@) = &9 + 9k + 695 (3.89)
ki = & + &k + 652 (3.90)

B = &+ &k + G2 (3.91)

El anterior sistema de formacion de creencias puede expresarse en forma matricial

de la siguiente manera. Sea:

ZtLMP = QtQt—l

g &
i g & g
i, &
&g & &
it & & &
i & g
é & &g '
e | | o & g g | .
AT T e e PO
(@) 8@ (@ @ -
g(én) g@ @ @
o &g & &
) &g & g
() & 7@ e7@
ke i & &
| 2 & & &
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ZFMP e un subconjunto de la matriz W, y contiene los elementos

Como se observa,
del sistema de ecuaciones del pronosticador bajo la Ley de Movimiento Percibida

(LMP).
Por otra parte, se tiene a:

ZyM =T () Qi

Es la ley de movimiento real de la economia. Esta ley de movimiento real es el resultado
del mapeo de expectativas que tienen los agentes, la cudl es retroalimentada por la
estimacion de los pardmetros de la ley de movimiento percibida por los agentes en el
periodo inmediatamente anterior. La representacion matricial de la Ley de Movimiento
Real (LMR) es la siguiente:

Ct T11 T12 T1.3
Ly To1 T22 T23
Wy 731 T3,2 733
Tt T4l T42 T43
(2 T51 T52 753
Yt 76,1 T62 T6,3
€t Tr1 Tr2 T73 1
n 731 TRo T R
LMR __ t . Ly 8,1 782 783 |
Z, = A ’T(Qt) = Qi1 | Ky
qt T9,1 T92 T9,3 .
~ 2t
f(wt) T10,1 7T10,2 710,3
Q(Qt) T11,1 T11,2 T11,3
Wy Ti12,1 T12,2 T12,3
Tt T13,1 T13,2 T13,3
D (wy) T14,1 T14,2 T14,3
t T15,1 T15,2 T15,3
| <t | T16,1 T16,2 T16,3

Se sabe que la solucién del modelo bajo expectativas racionales implica que los
coeficientes ¢ de cada modelo econométrico sean invariantes en el tiempo, es decir,
&10-1 = &0 = &1441. Ademds, implicaria que el término de intercepto en el modelo
econométrico es estadisticamente no significativo, £ = 0. Por tanto, es necesario

suponer que los agentes aprenden a partir de modelos econométricos cuando el término
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de intercepto y el coeficiente de respuesta ante las variables regresoras, son variantes
en el tiempo, ot # Co4-1, S1.¢ 7 E10-1 Y S2t 7# Sai6-1-

Para llevar a cabo el proceso de aprendizaje, los agentes estiman las ecuaciones
para actualizar los coeficientes variantes en el tiempo a medida que obtienen nueva
informacion. Los unicos coeficientes que no se actualizan son los que acompanan
al choque tecnologia, como se dijo anteriormente. Para llevar a cabo la estimacién,
se aplica la herramienta de Minimos Cuadrados Recursivos (MCR) que se explica a

continuacion.

A partir de la ecuacién de simulacién del ciclo de las variables de variable de estado

minima en el periodo ¢:

Wi = TO(Q(If,tv QlLt) + 1 (Qg,ta th)Kt + TQ(QOL,u th)gt

Se define al algoritmo de Minimos Cuadrados Recursivos (MCR) de la forma:

Ry =R 1+ g(Q1Q_y — Ri1) (3.92)

Qf = Qfy + 9B Q) (ZEM — Q' Qi) (3.93)
Donde:

e QF es el vector j-dimensional que contiene los coeficientes a estimar en el periodo
t, Q= [§,&.8], con j = [cliwiriisyen;g f(@);g(@). El valor en el
periodo cero antes del choque coincide con el valor de expectativas racionales
s (W); ks 2.

e IR, es la matriz de precisiéon que incluye las varianzas y las covarianzas.

e g es el pardmetro de ponderacién del error (ganancia) del algoritmo. FEsta
ganancia regula el peso que atribuyen los agentes pronosticadores al error de
prondsticos de las variables, el cual se activa con los cambios generados por el
choque de tecnologia. Entre mas grande sea el valor de g, los agentes asumen un

mayor grado de ignoracia con respecto a los pardametros.
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En el presente estudio, esta ganancia se trabajo de dos sentidos: (i) ganancia
constante, y (ii) ganancia decreciente en funcién del tiempo, es decir, con el

tiempo de denominador.

e ();_1 es el vector de variables regresoras del modelo econométrico de los agentes
tal que Q;_y = [1, k¢, z].

o Z{PME = (6 Dy aby; s s s €05 s Gos f(@0); 9(@0); @5 s D(@r)3 s 24] es el vector de

variables dependientes.

Estabilidad del proceso de aprendizaje. El sistema de aprendizaje es estable
si los coeficientes estimados por los agentes (QtL) covergen monoténicamente hacia el
valor de los coeficientes de expectativas racionales (QFF) con el paso de los perfodos. Es
decir, que hay un aprendizaje. Mateméaticamente, esto se verifica mediante la siguiente
Ecuacion Diferencial Ordinaria:

~

OF = R(M,(QF)) [T (QF) — QFF)

R=M,(QL) — R

La estabilidad se obtiene si la parte real de los valores propios del sistema es
negativa. Esto estd comprobado, ya que las estimaciones de los agentes convergen
monotonicamente a sus valores de expectativas racionales. Es decir, asintéticamente,
R converge a M,(QF).

Ejemplo ilustrativo del proceso de actualizacion de expectativas

La secuencia de actualizacion de los prondsticos de los agentes es la siguientes. En el
periodo t, los agentes forman creencias con base en los pardmetros estimados con la
informacion disponible en ¢-1. Operativamente en el modelo, la primera estimacién de
los coeficientes es el valor de expectativas racionales. Esta estimacién se aleja luego
del choque de tecnologia de los agentes, con base en la regla de prondstico de los
MCR. Posteriormente, generan su aprendizaje hasta que convergen al verdadero valor

de los parametros.
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Para dar mas claridad a lo anterior, como ejemplo, se mostrara la estimacion de la
ecuaciéon de la variable consumo de la Ley de Movimiento Percibida de los agentes de

la forma:

o c cy. cz
Ct - 60 + glkt + EzZt
La estimacion de la anterior ecuacién se realiza utilizando el algoritmo de minimos

cuadrados recursivos, con ganancia contante en este ejemplo. También se hace con

una ganancia constante. En el presente caso, g tiene un valor de 0,002.

El valor inicial que toman la variable dependiente y las variables independientes,
asi como el valor de los coeficientes provienen de la solucién de expectativas racionales.
Es decir, los valores que tomaran las matrices €2;_1, ZtLM R v Q,_; son obtenidos de la
solucion de expectativas racionales inicamente en la primera simulacion del algoritmo.
A partir de la segunda simulacién, dichos valores se alejan a raiz de la simulacion y el
error de prondstico que genera una diferencia entre la ley de movimiento percibida por
los agentes y la ley de movimiento real. De manera que es posible definir las anteriores

matrices asi:

¢,RE
0
c _ ¢,RE
t—1 — 1
¢,RE

2

Donde el superindice ¢ hace referencia a los coeficientes asociados a la ecuacion

inicial. Recuérdese que la matriz {); es j-dimensional y varia segtin la ecuacién a estimar.

La matriz de precision inicial sera igual a:

100
Rt_lz 00']3 O
00 o2

Por 1ltimo, la matriz de variables dependientes es:

1
Qi1 = |k

Zt
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La anterior matriz hace referencia a las variables dependientes de la ecuacion
inicial. Ademas, los valores de las variables k; y z; son previamente estimados mediante

la solucion de expectativas racionales.

Posteriormente, se procede a estimar la matriz de precisién inicial R; utilizando:

Ri=Ri1+ 9(Qi1Q_1 — Ri—1)

Ampliando la ecuacién anterior, se tiene que

(10 0] 1 (10 0]
Ri= {007 0| +0.002]| k| [1;k;2] — |00F 0
100 o K 100 o7
(10 0] 1k oz (10 0]
Ro=10020|+0002| |k k2 kz| — [002 0
_O 0 Ug_ _Zt Ztkt ZtQ _0 0 0'3_
100 0 kt Zt
Ro= 1002 0| +0002| |k k2—0? k2
00 O'z Zt Ztkt Zt2 — O'g
100 0 0.002k; 0.002z;

Ry= 002 0| + |0.002k, 0.002(k2 — 02)  0.002k;z
00 o2 0.002z  0.002zk  0.002(z2 — 02)

1 0.002k; 0.002z,
R, = |0.002k, 0.002(k? — 02) + 02 0.002k2
0.002z; 0.002zk; 0.002(z7 — 02) + o2

1 0.002k, 0.002z,
R, = 0.002k; 0.002k7 + 0.99807 0.002k; 2
0.002z; 0.002z.k; 0.002z7 + 0.99802

En este ejemplo, se supone que R; es invertible y por tanto es posible continuar

con el algoritmo de aprendizaje.

Luego, se procede a estimar la matriz de los coeficientes utilizando la siguiente



185

ecuacion:

Q=+ Q(Rt_th—l)(ZtLMR - Q;—th—ﬁ

Ampliando la anterior ecuacién, se tiene que:

-1
eoRE 1 0.002k; 0.0022; 1
Qf = | €071 +0.002 | |0.002k, 0.002k2 + 0.99807  0.002k,2; ky
estP 0.002z 0.002zk,  0.00222 + 0.99802 2
1
[ed] — 657756075 6578 | |k
<t

Donde la matriz ZLME contiene el valor estimado para la variable de este ejemplo, es

decir, la variable consumo tal que ZFME = [¢y].
Continuando
—1
gottb 1 0.002k, 0.002z 1
Qf = [€0RP | 4+0.002 | |0.002k; 0.002k2 4 0.99802  0.002k, 2 ke
oRE 0.002z;,  0.002zk;  0.00222 + 0.99802 P

(e = [ + &7k + &7 )

Dado que es necesario conocer la inversa de la matriz de precision R;, se define a

R; ! como

Ry Rig Ry3
Rt_l = | Ra1 Rag Roag
R31 R3o R

Utilizando la definiciéon anterior, se tiene que
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. Ry Rip Rz | |1
Qf = |77 +0.002 [ | Ry R Ros| |k ([Ct] - [fS’RE + &0k + fg’REzt])
& R31 R3z R3z| |2
51 Ri1 + Rigki + Rz
Qf = |€9BE] 10.002 | | Ror + Rasks + Rosz: ([ct _goRE _ coRER gﬁREZtD
e R31 + Rgoky + Razz
o (Ru1 + Rusky + Rizz) (e — £ — €07k, — 57 2)
QF = [&77F ] +0.002 | | (Ror + Raske + Rasze)(cy — &5 — 77k, — 570 2)
5t (Ra1 + Ragky + Razze) (e — £57F — &7k — 57 2)

S’RE 0002<R11 + Rigk; + ngzt)(ct — S’RE — ff’REl{?t — S’REZt)
QF = | &1 + ]0.002(Rar + Raoky + Rogzi)(cy — €57 — &7k, — €55 2,)

e 0.002(Rs1 + Raoky + Rasz)(c — &6 — €010k, — €515 %)

&+ 0.002(Riy + Risky + Riszi) (e — &7 — 677k — 67 2)
Q= gf’RE + 0.002(Ro1 + Raoky + Rozz) (e — fﬁ’RE - ff’REkt - $§’REzt)
SFE L 0.002(Rsy + Rasky + Raszy) (¢ — E67F — 0B, — el )

La matriz €2 estimada comienza con la solucién de expectativas racionales; pero
se aleja gradualmente gracias al parametro de ganancia y al error de prondstico de la
ecuacion . Notese que el proceso anterior debe hacerse para las demas variables
dentro del sistema de creencias de los agentes del modelo. Es decir, dado que el vector

Q) es j-dimensional, donde

J=lelbwridyesnp; f(@); g(@); 0y m; ®(w); k; 2]

Se repite el proceso para las demas variables dentro de j.
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Los agentes emplean el anterior algoritmo para estimar los coeficientes variantes
en el tiempo asociados a la matriz €);; los cuales alimentan la verdadera ley de

movimiento de la economia a través del mapeo de expectativas, es decir, alimentan a

W, = TO(Q&t) + 1T (th)Kt—l + T2(Q§,t)5t'

3.1.5 Funcion de distribuciéon normal

Sea x una variable aleatoria con una distribuciéon normal, es posible definir a una
variable aleatoria w con una distribucién log-normal tal que w = exp(x). De manera
similar, si una variable w estd log-normalmente distribuida, entonces z = log(w) tiene

una distribucién normal.
La funcién de distribucién acumulada de w se define como:

d(w) = F,(0) = Plw < @]

Dado que w = exp(x), es posible reescribir la funcién asi:

F,(@) = Plexp(z) < @] = Plr < In(®)] = F,(In(®))

Donde

Fx(In(@)) = Plx < In(®)]

La anterior ecuacién describe la funcion de distribucion acumulada de X evaluada

hasta el punto In(@). Recuerde que In(w) = X.

Por otro lado, es posible definir a la funcién de densidad de probabilidad de la

variable aleatoria w asi:

B) = (@) = T F(@)

Dado lo anterior, se puede reescribir tal que

£u(®) = L F(in(@)
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Aplicando la derivada se tiene que

£u(®) = ~ flin(@)

Dado que la definicién de funcién de densidad de probabilidad para una variable

aleatoria X que se distribuye normal con media y, y varianza o2 de la forma:

(@) = Ux\l/%exp [_% (:E ;xu;,:)?]

Reemplazando la ecuaciéon anterior dentro de la ecuacion previa, se tiene que:

@) = L1 _cap [—% (—Z”@_”“)Q]

aaw\/QW Ouw

La anterior ecuacién describe la funcién de densidad de probabilidad de la variable

aleatoria w.

Una vez definida la funcién de densidad de probabilidad, es posible definir la funcién
de distribucion acumulada. Recuerde que la primera es igual a la derivada de la

segunda. De manera similar, la funcion de distribucién acumulada es igual a la integral
definida de la funcién de densidad de probabilidad.

In(@)

@) =) = [ £ (3.94)

—0o0
Los limites de integraciéon son iguales al dominio de la variable aleatoria. Recuerde
que el dominio de la funcién de distribuciéon acumulada de una variable aleatoria x
con distribucién normal son todos los reales, pero el dominio de una variable aleatoria

w con distribucion log-normal son los reales positivos.

Reemplazando la ecuacién f,(zZ) dentro de la ecuacién F, (@), se tiene que

Fu(@) = Fy(in(@)) = /_ l:w) Ux\l/%emp [—% (x _m“wﬂ do

Dado los limites de integracién, —oo < In(w) < In(w), es posible aplicar una

transformacién exponencial tal que 0 < w < w. Cambiando los limites de integracién

se tiene que
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R = [ | (M)

O(@) = Jw\l/g/; exp [—% (m(wgf—w_“w)Q] dw (3.95)

El siguiente paso es derivar la ecuacién ¢(w) de la siguiente forma:

P(w) = Do P [_% (ln(wo)'—w_%)?]

_ 1 (n(@)—pw)? _ 1 (n@) —pw)?
(6 s ) <_ <M> %> 0o, V2T — 0,2 (e 2( 7% )>

Tw
2
)

¢(@) = R

In(w) — po

1/ —
W) = —
¢'(@) oo 2w wo? 20,7/ 2m

1 (n(@)—pw)?
— (e 2( o5 )>
In(@) —p 1
D) = |: eI
@) wo,\2m wo? @
In(@)—pew \ 2
Reemplazando a ¢(w) = (Dowlx/ﬂe_%( ) , se tiene que

o) = —of@) | 2L 4

—o(w) | In(w) — g

) = =09 [0
w o?

Dado que la media de la distribucion log-normal es p, = —%ai, se tiene que:
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(3.96)



191

3.2 Desarrollo matematico y metodologia del

modelo con fricciéon en el mercado de bienes
Contenido

e (.3.1 Solucién del modelo en niveles
e (C.3.2 Linealizacién del sistema de ecuaciones

e (C.3.3 Introduccién de las expectativas de aprendizaje por medio de la ecuacion

de Euler de los hogares

e (C.3.4 Formacién de creencias de los agentes en el contexto del aprendizaje dentro

del modelo

3.2.1 Soluciéon del modelo en niveles

En esta economia cerrada hay hogares, empresarios y fondos mutuos. A su vez, los
empresarios son propietarios de las firmas y son neutrales al riesgo. Los empresarios
pueden tomar recursos adicionales a los propios (patrimonio, n;) a través de fondos
mutuos que obtienen recursos provenientes de los hogares. Los empresarios, cuyo

nimero es infinito, pagan una prima de riesgo.

Hogares

El problema de los hogares es maximizar su nivel de consumo, trabajo y ahorro, tal

que:

(ct,le k1)

max Ey Zu(ct, l)
=0
sujeto a: ¢ + (my — ny) = wly + riky + (Ry — 1)b,

Donde, en su orden de escritura en la ecuacion, ¢; es el consumo de los hogares; [y, el
trabajo de los hogares; m;, el tamano del proyecto de inversion; ny, el patrimonio neto
inicial de los empresario; R;, la tasa bruta cobrada por los créditos de los hogares a

las empresas, los cuales son intermediados a través de un fondo mutuo; y by, el monto
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de créditos de los hogares a las empresas.

Cada una de las firmas del continuo de firmas tiene un riesgo idiosincrético y
los créditos son intermediados por el fondo mutuo, de tal modo que los hogares
no enfrentan el riesgo de los créditos. Asimismo, los créditos son hechos de forma
intra-periodo, por lo cual, se sigue un equilibrio planteado por (Carlstrom and Fuerst
(1998)), en el cual R; = 1.

De otro lado, (m; — n;) denota el ahorro de los hogares valuado al nivel de precios
actual y (my —ny) = kyp1 — (1 — 6)ky, donde ki1 y k; son el capital de los hogares en
el periodo t 4+ 1 y t, respectivamente; y ¢ es la tasa de depreciacion del capital.

Por tanto, la restriccién se puede escribir como: ¢; + ki1 — (1 — 8)ky = wyily + k.

Al reescribir el problema anterior, se tiene que:

max  Ey > uley,ly) (3.97)
t=0

(Ctvlt7kt+1)80

SUjetO a: ¢+ kt-i—l = wtlt + rtkt + (]_ - 6)kt (398)

Una vez definido el problema de los hogares, se puede solucionar mediante el

lagrangiano de la siguiente forma:

,C = EO Z 6t (U,(Ct, lt) — >\t [Ct ‘I— kft+1 — wtlt — ’r‘tkft — (1 — 5)kt]) (399)
t=0
A partir del lagrangiano, se pueden hallar las condiciones de primer orden, y se consigue
que:
led] s ul(ee, ) — A =0 (3.100)
[lt] . ’U/;(Ct, lt) —+ )\twt =0 (3101)
[kt-i-l] . _)\t + 6)\75_;'_1 ((1 — 6) + Tt+1) =0 (3102)
[/\t] tC kt+1 - wtlt — T’t]ft - (1 - 6)kt =0 (3103)

Reemplazando la ecuacién (3.100) en la ecuacién (3.102)) y considerando que Ay =
ul(cis1,li+1), se halla la siguiente ecuacién intertemporal de Euler que relaciona el
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consumo presente con el consumo futuro:

ue(es i) = Bue(Cipn, len) [(1 = 6) 4 7441] (3.104)

Luego, al combinar las ecuaciones (3.100) y (3.101), se halla la ecuacién intratemporal

que marca la decision entre consumo y trabajo |E|

— BTy, (3.105)

Firmas

Las firmas tienen el problema de maximizar su beneficio dado un nivel de produccién

con una tecnologia Cobb-Douglas. Por consiguiente,

g}%}% Y — ’f‘tk‘t — 'lUtlt (3106)
F(kl
sujeto a: 1y = M (3.107)
2

Donde y; es el ingreso de produccién y p; denota es el markup de precios de bienes

finales. F'(k, ;) se define de la siguiente forma:
Fke,ly) = 0.k21° (3.108)

0, =00 | + ¢ (3.109)

La ecuacién (3.109)) define el choque de productividad que recibira la firma en el
periodo t. Donde €; ~ N(0,1).

El siguiente paso es reemplazar la restriccion en la funcién objetivo en (3.106|), de
la siguiente forma:
F(kh lt)

max ———= — ik — wily (3.110)
(kt,lt) Dt

®La funcién de utilidad especifica empleada es In(c;) +v(1 — Iy).



Al derivar con respecto al capital k;, se tiene:

FY(ky, 1
[kt] . —k( b t> — Ty = 0
Pt

Al derivar con respecto al trabajo [;, se tiene:

F/
) : Filke, L) —w, =0
Pt

En consecuencia, el resultado del problema de las firmas es el siguiente:

_ F]é(k:talt) —a Yt
Dt kepy

Tt

wt g —El(kt’lt) g (1 — i
Dt lipy

Empresarios

de bienes de capital.
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(3.111)

(3.112)

Los empresarios, que son neutrales al riesgo, financian el presupuesto de las firmas que
financian la produccién en el periodo ¢ con recursos propios y recursos que provienen

de los hogares a través del fondo mutuo. Estos recursos son invertidos en la produccion

Cada empresario que financia la producciéon de sus bienes finales, observa un

el préstamo y obtiene ingresos para consumir.

En sintesis:

wy > w; Empresario paga el préstamo y usa sus ingresos

wy < w; Empresario se declara en bancarrota y se queda sin ingreso

choque idiosincratico de tecnologia (w;) y, dependiendo del resultado del choque,
toma su decision de consumo. Cuando w; < wy, el empresario no puede pagar y se
declara en bancarrota, por lo cual no consume. En tal caso, su proyecto de inversién

es monitoreado y adquirido por el fondo mutuo. Cuando w; < w;, el empresario paga
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wy; es el valor critico del éxito del proyecto y es una variable aleatoria con
distribucion log-normal e independiente e idénticamente distribuida en el tiempo.
~ LogN(—30?,0%), ®(w;) es la funcién de distribucién, y ¢(w;) es la funcién de

den81dad de w,;. Las siguientes son sus formas funcionales.

2
1 ZOQ(W)+§U )

) cD 2 dw 3.113
(@) . % ( )
N 1 _ 1 (log(@)-2)*
P(w) = ez o7 (3.114)
o\ 21

La siguiente ecuacion seré de utilidad para la linealizacién.

¢'(w) =

—¢(@) [Zog(w) + 30 +1 (3.115)

W o?

El desarrollo matematico de las anteriores tres ecuaciones es el mismo del [Funciénl

[de distribucidén normall de la seccién anterior.

Recuérdese que el proyecto del empresario es financiado con recursos provenientes
de los hogares por el intermedio del fondo mutuo. En tal sentido, los hogares tienen
derecho a una participaciéon del producto generado por el empresario. En consecuencia,

se definen las siguientes ecuaciones:

o(@) = /0 " b (dw) — -+ [1— By (3.116)

f(@,) = / " od(dw) — [1 — 0, (3.117)

t
Donde g(w;) es la participacién de la producciéon que reciben los hogares a través
del fondo mutuo, por prestar recursos. Por su parte, f(w;) es la participacién de la

produccion que recibe el empresario.

Al derivar y utilizar la regla de Leibniz, es posible derivar las anteriores ecuaciones
de la siguiente forma:
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fl(@r) = —0®'(@) — (1 - (@) + @' (0) = —(1 - ¢(@))

Las anteriores dos funciones mds el costo de monitoreo (®(w)u) de la economia

suman la unidad, es decir, todo el producto:

flaw) +g(or) +Pu=1

f(@r) + g(@r) = [1 — Dy (3.118)

La parte derecha de la ecuacion (3.118)) es el costo esperado de bancarrota (®(w)u) a
raiz de los costos de monitoreo (u). Se asimila a la pérdida de eficiencia de la economia

por la falta de informacion completa.

m=—du (3.119)

El término [1 — ®] es un término que implica una transferencia del prestatario al

prestamista segin la probabilidad de éxito del proyecto en funcién del valor de w.

Luego de definir el comportamiento del prestamista (hogares por medio del fondo
mutuo) y del prestatario (empresario), se procede a solucionar el problema de este

ultimo, el cual consiste en maximizar su beneficio esperado. H

6Los empresarios declarados en bancarrota tienen un beneficio de cero ya que toda su produccién
se va al fondo de capital mutuo.
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Beneficio esperado —ptmt/ wd(dw) — / (my — ny)P(dw)

t

w

- ~~ g . ~~
Ingresos del empresario Pago del préstamo
00 00
= ptmt/ wd(w)(dw) — / pemyw ®(w) (dw)
wt Wt

— pemy </:o w®(dw) — @ /:O @(dw))
= pym, ( /w h w®(dw) — @1 — @(wt)})
= pemy f (@)

El beneficio esperado debe ser mayor a cero, de lo contrario el empresario decidira
no invertir y conservar su patrimonio inicial n;. Por consiguiente, el beneficio esperado

debe ser mayor a su patrimonio inicial, de la siguiente forma:

pemy f (@) > ng
——— ~—~
Beneficio esperado del empresario ~ Patrimonio inicial

Condicién de retorno nulo para el fondo mutuo

Antes de pasar a analizar la maximizacion de beneficios del empresario, se analiza
la condiciéon de retorno nulo del fondo mutuo, el cual no obtiene margen alguno
por su intermediaciéon, ya que se asume competencia perfecta. En tal sentido,
los ingreso del fondo es igual a sus costos. El fondo mutuo es financiado en
su totalidad con recursos de los hogares. Asimismo, como se dijo anteriormente, el

fondo mutuo realiza préstamos intra-periodo y no recibe ni paga intereses del préstamo.

Por tanto, si el fondo mutuo obtiene m; — n; unidades de consumo por parte de los

hogares, este debe devolver la misma cantidad de unidades a los prestamistas (hogares).

E(Ingreso) = E(Costos)
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[ =i 4 ([ - [Cuo)

(& . /
—~ g

Ingreso (pago del préstamo) Ingreso (bancarrota)

= (=t = #(@)] + o [ () - o))

— pemll — (@)] + i ( /0 " () — (e )
)

= pymy (/ w(dw) — pud (i) + w1 —
0
= pimg(wy)

En consecuencia, la condicién de retorno nulo para el fondo mutuo, y a su vez para los

hogares, es:
Ptmtg(@t) = My — Ny
—— —
Ingreso esperado del prestamista Costo esperado

Maximizacién de beneficio de los empresarios

Una vez conocidas las condiciones a las cuales se enfrenta el empresario, se define el
problema de maximizacion del beneficio. El problema estd sujeto a la condicién de

retorno nulo por parte del fondo mutuo (que presta los recursos de los hogares).

max  pymyf (@) (3.120)
Wt,mt
sujeto a:  pymyg(iy) = my — mny (3.121)

El lagrangiano del problema anterior es:
L = pmyf () — Me(pemeg(@r) — my + ny) (3.122)
Las condiciones de primer orden estan dadas por
@y pemef (@) — Apemeg’ (@) = 0 (3.123)

my : pef () — AMpeg(wy) — 1) =0 (3.124)



e pemg (o) —my +ny =0

Al combinar las ecuaciones ([3.123)) y (3.124]), se tiene:

o fw) _
pof (@) = 7 (@) (peg(@r) — 1)
De la ecuacion ([3.125)), se tiene:
g
my = ———
" l-pg(@)

199

(3.125)

(3.126)

(3.127)

De la ecuacion (3.1206f), es posible encontrar la ecuaciéon del contrato éptimo de la

siguiente manera.

SN 5 RACH)

P = @) = @)

L T@ 1 @

TR R
f(@)

. g' (@)
Pt = @) f@n)—f @og(@n)
g’ (wt)
—f' (@)
g' (W) f(@r) — f'(0r) g(wr)

1

Pt = Tanglan gt
() (@)

bt =

Como se tiene que:
9 (@) = —pd (@) + (1 — (w,))

fl(@) = =(1 =@ (@)

Se reemplazan estas dos ecuaciones y teniendo en cuenta que g(w;) = (1 — ®(opp)) —

f (&), se consigue que:

1

b= - - — (@) +(1—d(&y @
(1= B(@ip)) — f (@) + CeAeRCa @) e
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1
P = - -
(1~ B(@wn)) — (@) [L + e A=0E]
1
b= - ) [F @0t (1—(E) @)
(1= B(@p)) — f(@) | LEMHEN )]
Como f'(@;) = —(1 — ®(wr)), se obtiene:
1

pe = (3.128)

(1 — D) + L5En=

La ecuacién ((3.128)) describe el contrato financiero éptimo.

Decision de consumo de los empresarios

Una vez los empresarios reciben sus ingresos, toman su decision de consumo teniendo

en cuenta su restriccion presupuestaria. Esto se plantea en el siguiente problema:

oo

max Z(Wﬁ)tet (3.129)
€t 2t +1 =0
sujeto a: e + zp11 = pemy f(@y) (3.130)

Donde e; es el consumo de los empresarios y z;11 es su capital en el periodo ¢ 4 1E|
Ambas variables representan la suma de los gastos. La restriccion plantea que los
gastos de los empresarios deben ser iguales a los ingresos dados por pym;f(w;). El
parametro v denota el factor de descuento adicional para los empresarios, tal que
0<y <Ll

El lagrangiano del anterior problema es:

L= (v8)er — Mlev + 2o — pmuf (@) (3.131)

t=0

Reemplazando la ecuacion (3.127)) en la ecuacion anterior, se consigue:

"El capital de los hogares es k; y el capital de los empresarios es z;.
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L= Z(’Yﬁ)tet — Aeler + zep1 — D {#tg(@t)} f ()] (3.132)

El patrimonio neto de los empresarios al principio del periodo consiste en la
valoracion del mercado de su capital acumulado (z;). De manera que es posible definirlo
de la forma:

ny = z[(1 = 8) + 74 (3.133)

Al reemplazar la ecuacion (3.133)) en el lagrangiano, se obtiene:

L= Z(v@)tet — Meler + 241 — D

t=0

[zt[(l —0) + 1
1 —prg(r)

} f@)  (3.13)

En consecuencia, las condiciones de primer orden son:

e:1—=X\=0 (3.135)

1
1 — pr19(@41)
At e+ 2z — pemyf(w0) =0 (3.137)

Zep1 t =M+ VB <pt+1 (rer1 + (1 —0)) f(wt+1)) =0 (3.136)

Al combinar (3.135)) y (3.136]), se tiene la ecuacién de Fuler para los empresarios.

1=198 ([(1 —0) + ) 7 gﬁﬁf&i)) (3.138)

Ecuaciones de cierre del modelo

Para cerrar el modelo, se introducen las siguientes dos condiciones que implican que el
mercado se vacia. La ecuacién (3.139) se cierra el mercado de bienes de consumo, y la

ecuacion (3.140)) cierra el mercado de bienes de capital.
C + € + it = yt[l — @((Dt),u] (3139)

kt+1 = (1 - 5)]@5 + it (3140)

Finalmente, a partir de (3.127) valuada por el markup, se define el total de

produccién generada por los empresarios, asi:
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by
Py = Yy = ———————— 3.141
T T T pg(@) ( )

3.2.2 Linealizacion del sistema de ecuaciones
Se aplica la siguiente formula de linealizacion f(z) ~ f'(z)Z;, donde & = x; — T es la

desviacién con respecto al estado estacionario.

Consumo

De la ecuacién de Euler de los hogares (3.104) de la forma:

u (e, ) = Bug(cesr, i) (1= 0) + 744]

Dado que u.(ct, ;) = é, se tiene que:

1 1
o= 5;+1 [(1=0) + 741

Aplicando la formula de linealizacion, se tiene que:

1 B(1—0+47). I5;

=G = — =  Ci4+1 — = 72t+1
c? c? C

¢ =B(1—=0+7)Cq1 — Berip

Dado que el estado estacionario de la ecuacion de Euler de los hogares puede ser escrito

de la siguiente forma, 1 = (1 — J + 7), se tiene que
ét == étJrl - Béf.t+1 (3142)

Trabajo
De la ecuacién de productividad marginal del trabajo (3.112))
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R o l—o l—o)y
PW + Wpy = Y ( 7 )9
Despejando la variable trabajo (1), se tiene:
*p PPw [ .
— by = —7 3.143
-y =y = " (3:145)
. *p 12w l
ly = — -y 3.144
Salarios
De la ecuacién intratemporal de los hogares (13.105)):
/
w; = — ul<ct7 lt)
ZACHY)
Donde /(¢ 1) = Clt y uy(ce, ) = —v. Reemplazando las derivadas, se tiene que
Wt = VCt
Aplicando la formula de linealizacion, se tiene que
'UA}t = Vét (3145)

Rendimientos de capital

De la ecuacién de productividad del capital (3.111)):

= o Yt
;= Q——
Eepy

Yt

TPy = -~

ke

Al aplicar la férmula de linealizaciéon se tiene:

. R a ay »
pr Pt k?/t P2 t
. a ayl% T
ry = —Yp — —— —

t kﬁyt /{:2}3 t ﬁpt

(3.146)
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Inversion

A partir de la ecuacién:

¢ + kt+1 — (1 — 5)kt = U)tlt + rtkt
Combinando con la ecuacién de movimiento de capital k; 1 = (1 —9)k; +1;, se tiene
que:
Ct + l't = U)tlt + T’tl{?t

Ahora, dada la ecuacion (3.106)) de la forma

Y = ek + wily

Se tiene que

Ct + 1 = Yt
Dado que y; = 1_22;5@), se puede escribir la anterior ecuacion de la siguiente forma:
. TPt
Ct —|— 1 = ————————— 3147
1 — prg(r) ( )

Lo anterior se hace con el fin de ajustar el sistema de ecuaciones para que no tenga

dos definiciones de la misma variable, en este caso y;, y proceder a programarla.

Aplicando la féormula de linealizacion a la anterior ecuacién, se tiene que:

ét+it:

Factorizando términos comunes se tiene que:

b n npg(i g (@) .
P L N pg(w 5 png' (@) 2
1 — pg(w)

iy = 1=pg(@) U =pg@P " " (1= py(@))?

Ny +
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_ o | = pg(@)) +apg(@)]
1—w@)”[ (1—pg(@))? }%+G—WWW

s D [ npg(@) +pg@)] G
A e S { (1 - pg(w))? ] a (1-pg(@)*"
. 5 i . Pg@)
R wr l(l —pg(W))Q} e (1-pg(@)* "

LAY ﬁ?/(w) 5 — & (3.148)

Funcion de produccion

A la ecuacién y, = 0,k1;~*, se le aplica la férmula de linealizacion:

i = BT 0, + 0k T2k, + (1 — )8k T,

Dado que el estado estacionario de la variable del producto (y;) es:

y =0k

Consumo de los empresarios

De la ecuacién de equilibrio macroeconémico ¢; + e; + iy = y;[1 — ®(@w; )] se obtiene la

ecuacon e; = y;[1 — ®(wy)pu] — ¢ — iy, a la cual se la aplica la férmula de linealizacion:
ér= (1= ®@)p) G — [Fpo(@)|o — & — i, (3.149)

Patrimonio de los empresarios

A la ecuacién de patrimonio neto n; = z [(1 — d) + 4], se le aplica la férmula de

linealizacion, tal que:
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Ecuacién de Euler de los empresarios

A la ecuacién:

=5 (100 0) 4 ) 2/ ) )

YB(1 = 6)pry1 f(@es1) n YBrisape f (@)
I — prr19(@e41) 1 — pi19(@Desa)

Se le aplica la férmula de linealizacién:

1=

V(1 =8 f(@) . ABA=0)pf(@).  AB(1—=¥8pf(@)g@).  AB(1—08)p*f(@)g (@) -
R AR A w7 - B ey s (= po@)e
’Vﬁf( )P . +Wff@)ﬁ +7ﬁfﬁf’(@)w VBT f(W)pyg @)p VBT f(©0)p%g 9®) -
T he@) T = pe@) P T T S pe@) T = pg@) DT (= pe@)z

Factorizando los términos comunes de las anteriores ecuaciones, se tiene:

Brf(@) ( g@(A=0)p .  Tryg®) ) . prf@p
=———|\(1-0)+—————+7r+— "~ | D1+ —— 7"
@\ ) T T @) T T e
pyp ( vy o @@ (A =0)p g’@)ﬁf(‘)) -
+ — 1—90 w) + — +7r W)+ —"—"7-""""|w
[—pg@) \! 77 1 = py( Fer @) )9
(3.151)
Pérdida de eficiencia
A la ecuacién m, = —P(wy)p, se le aplica la formula de linealizacion, asi:
Ty = — (@) iy (3.152)
Bancarrota
La ecuacién de contrato éptimo:
1

P = - =
(1 _ (I)(th» + f(ft/)/gﬁ(

Se puede escribir de esta forma tal que:
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L J (@) po(w)
D - (1 ®(wt)ﬂ> + f’(@t)
Dado que f'(w) = —(1 — ®(wy)), es posible reescribir la expresion anterior:
r _ [ (@) pop (@)
E - (1 - (I)(wt)/ub) - (1 — <I>(wt))

Al aplicar la férmula de linealizacién se tiene que:

e L@@ . f@ud (@) . f(@)ud@)” -
ﬁ2pt P(0) puiwy — 1-o®)) t — 11— o@)) b — (01— 3@)?

Factorizando w; en el lado derecho de la ecuacion:

L[ @) | f@u@) | f@uee?] -
b {Q“ )“<1—<1><w>>+<1—<1><w>>+<1—<1><w>>2} 'f

Multiplicando a ambos lados por —1 y reordenando términos, se tiene que

P @) | f@ud@) | f@e@?] . 1
oo+ G+ ey * 0w~
= : D (3.153)

L @) |, (@ @) [@ue@)?
[‘MWWJF (-0@) T (-9@) (1@(@))2}

Funcién de distribucion de probabilidad log-normal

Dada la funcién de distribuciéon acumulada de la variable aleatoria w:

B(@) = Uw\l/% Ow cp [_% (l”(@;—w—“wy] dw

Es posible definir su derivada como la funciéon de densidad de probabilidad de la

forma:

@) = z— ey H (W#)]

Para ver el desarrollo matematico de las dos funciones anteriores, ver el [Funcion de

TSmbg 1
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Capital de los empresario

Dada la ecuacién ((3.130)):

241 = Z/tf(@t) — €

Al aplicar la férmula de linealizacién, se tiene que

2o = [0 (@))wr + f(@)Fe — & (3.154)

Capital de los hogares
A la ley de movimiento del capital k;y 1 = (1 — 0)k; + iy, se le aplica la férmula de
linealizacion y se tiene que

fpor = (1= 8)ky + 4y (3.155)

Choque de productividad

A la ecuacién 6, = 07 | + €, se le aplica la férmula de linealizacion:

0, = pbi_1 + € (3.156)

A continuacion se presentan las ecuaciones de participacién de los empresarios y de
los hogares en la produccién. Estas ecuaciones estan determinadas de forma exdgena

al sistema de ecuaciones, y se definen de forma no linealizada.

Participaciéon del empresario

De la ecuacién de participacién total f(w;) + g(w:) = [1 — ®(w;)p], se obtiene que
flwr) = [1 — ®(@)u] — gl@r)
Ahora, se define la desviacion del estado estacionario de la participacién del

empresario tal que:
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Dado que ¥'(w) = ¢(w), se tiene que

f@r) == (g'(@) + po(@)) @

Si se reemplaza a ¢'(w;) = —pup(w) + (1 — ®(w)) dentro de la ecuacién anterior, se

tiene

f@) == (—po(@) + (1 — 2(@)) + (@) &

f@t) == (1 - q)(a’))@t

Dado que f'(@;) = —(1 — ®(@)), se tiene que

f(@wr) = (@) (3.157)

Participacion de los hogares

De la ecuacién de participacion del prestamista se tiene:

o(@) = /0 " 00 (dw) — D+ [1 — By

Su derivada es:

g (@) = —pp(@) + (1 - (@)

Aplicando la férmula de la linealizacién, es posible definir la forma linealizada g(&;)

tal que

9(@) = ¢' (@) (3.158)
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Resumen de las ecuaciones linealizadas

Ecuaci6n de Euler de hogares

Ecuacion intratemporal

Salarios

Rendimientos de capital

Produccién del empresario

Funcién de produccién

Consumo de empresarios

Patrimonio de empresarios

Ecuacion de Euler de los empresarios

Participacién de los empresarios

Participacién del prestamista

Pérdida de eficiencia

Valor critico de bancarrota

Funcién de densidad de probabilidad log-normal

Capital de los empresario

Capital de los hogares

Choque de productividad

€t = Cry1 — Pereq

) 25 .

,'_7 e @)yt T 4!)11’)’ +

ll"f l/("[

f‘f L"m — "' }\f — *])1

; P fe 4 ’.) + g’ (@) ,‘ _(A.
P Tpg@) T | (pe(@))* [ 71T (1-pg(@))® :

e = 40; + ok, + (1 — o) ¥,
ér = (1 — ©(w)p) Gt — [ypd(w)]we — é — ir

ng = (1 =8 +7) 2 + 274

By f(w) o, gl@(-éd)p |, rpg(w I(wlp-
0= 1@ ((1 —0)+ 0@ Tt wm)”’”*’l po(w) 1

Byp : (@) f(@)(-8)p , . ' (@)prf(@ o
+r5% ((1-9) £1(@) + LY 4 5 p1(@) + LB &y,

1-pg(w) 1-pg( 1-pg(w)

flaw) = f'(w)w:
g(wr) = g (@)

Ty —o(w )’l“’?
0:;1 1 ’3f
" ooyt L@ps@) | [(@pd' (@) | [(@)ps(@)?] 2
[r,;[..,);ti —4(@)) t (1—®(w)) t (1—d(@))2 s

(&) = $()
Zp = [flf (w)]Wr+f( )i — €4
kepr = (1 — 0)ke + 44

(}; /)(}g 1+ €t

3.2.3 Introduccién de las expectativas de aprendizaje por

medio de la ecuacion de Euler de los hogares

Esta seccién presenta la modificacion de la ecuacién intertemporal de los hogares

para implementar el aprendizaje de expectativas, de tal modo que se refleje el

comportamiento de la ley de movimiento real de los parametros del modelo.

En consecuencia, se encontrard la decision 6ptima de consumo para los hogares (¢;).
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Se sabe que los hogares toman sus decisiones 6ptimas de consumo. Para la construccion

de la senda éptima de los hogares se siguen los siguientes pasos:

1. Linealizar la restriccién presupuestaria de hogares, con base en la aplicacién de
la siguiente férmula de linealizacién f(x) ~ f/'(Z)%;, donde & = z; — T es la

desviacion con respecto al estado estacionario.
2. Iterar hacia el futuro la restriccion presupuestaria.

3. Iterar la ecuacion de Euler de los hogares hacia atras desde un periodo T hasta
t.

4. Combinar las ecuaciones iteradas hacia el futuro y pasado.

5. Despejar la variable clave para la ecuacién de Euler, en este caso es el consumo.

Linealizar la restriccion presupuestaria de hogares

Dada la siguiente restriccion presupuestaria:

Ct + Etk?t+1 = wtlt -+ Ttkt -+ (1 — 5)kt

Su forma linealizada es:

¢+ Eikypy = wly 4 Doy + 7ky + ki 4+ (1 — 0)ky (3.159)

ét + Et]%t+1 = U_)lAt + l_wt + (77 + (1 - 5)) ]%t + ];?ft
Dado que en estado estacionario % =7+ (1 — ), se tiene que:
&+ Bk = Bk, + wly + iy + k#y
Iterar hacia el futuro la restriccion presupuestaria
En primer lugar, se reescribe la ecuacién anterior tal que:
ﬁillg't - ét + Etffprl - U_JlAt - Z'UAJt - ];TAt

Luego, se tiene que:



212

kt - ﬁét + BEtl%t—‘,-l - BU_}lAt - 6[”(2115 - ﬂ/;:f’t (3160)

De forma andloga a la anterior ecuacion aplicada en el periodo t 4+ 1 se consigue:

By = By [BBiéus + BEyikusa — BBl — BB — BREG | (3.161)

E, denota las expectativas no racionales de los agentes. Cuando se est4 trabajando
con expectativas racionales, se usa la notaciéon usual F;. Ademads, se asume que las
creencias son homogéneas y por tanto satisfacen la ley de probabilidad estandar tal
que E By = Ey.

Reemplazando la ecuacion E;k;,q en la ecuacién ky, se tiene que:

/Aft = ﬁét—ﬁwit—ﬂl_wt—ﬁwt‘i‘ﬁﬁt [5Etét+1 — BwEtZt+1 — 5ZEtwt+1 - ﬁ]_fEAtﬂ%l + 5Et+1]%t+2}
(3.162)

l%t = Bét_ﬂwit_ﬂl_wt_ﬂlgft‘i_ﬁt ét+1_52EtwlAt+1_62EAtl_wt+l_62Etl%72t+1+62EtEt+lkt+2
(3.163)
Como se tiene que EtEt+i = B,

]%t = B¢ — ﬁU_JZt — Bl — Bk +52Etét+1 - ﬁzEtht+1 — 52Etl_ﬂ7t+1 — 52Etl_€ft+1 +52Eti€t+2
(3.164)

Tomando las expectativas un periodo adicional hacia adelante, se consigue:

EAIt]%tJrQ = F, [5Et+1ét+2 — B@UEt+1Zt+2 — BZEt+1wt+2 — 5EEt+1ft+2 + BEt+2l%t+3}
(3.165)
Reemplazando la ecuacién de Et/%HQ en la ecuacién de I%t, se tiene que
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k’t — ﬁét - Bﬂ)l} — Bl_ﬁ)t — Bl;?’ft + ﬁgktEtéH_l — /B2kthtit+1 - Bthl_EtUA}t-i—l - /Bthlz:ft-i-l
+ 8%k [5Etét+2 — BwEtZt+2 — BZEtwt+2 — ﬁEAt%TAt+2 + ﬁEtkt/%t+3] (3.166)

ky = Bé, — Buwly — Blivy — Bkfy + B2 Eyéer — 2Byl g — B*E sy — B2 Eikie iy
+ B3 FEyésn — B3Etﬂ_)it+2 — B3 Etys0 — BPEkiyen + BgEA't]%t—i-?» (3.167)

A partir de lo anterior, es posible seguir iterando hacia co y se encuentra la siguiente

forma funcional:

oo oo o o
7 > T A > T -7 > T7 A r T
ke = Ey E B Cpr—1 — By E B Wl r—1 — By E Bl r—1 — By E B kfir1
T=1 T=1 T=1 T=1
x D o [oe)
7 > T—14 > T—1-7 r T—17~ - T—17.
k=B |E; E B Cpr—1 — By E B Wl — B E B gy — B E B kfeyroa
T=1 T=1 T=1 T=1
oo o o0 oo
-17 > T—14 - T—1-7 - T—17,~ > T—17.
Bk = Ey E B Coyr—1— L E B wzt—i—T—l_Et E B Iy r—1—FEy E B kriir_y
T=1 T=1 T=1 T=1

B_ll%t = Z BT ter — F, Z BT_tU_)lAT — E, Z BT oy — E, Z BT kip
T—=t T—=t T—=t T—=t

Reorganizando términos, se tiene que

By BT er =8k + By BT wly + By BT iy + By BT ki (3.168)
T=t T=t T=t T=t
La anterior ecuacién describe la restriccién presupuestaria de los hogares en flujos

hacia infinito.
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Iterar hacia el pasado la ecuacién de Euler

Se parte de la siguiente ecuacién ¢ = Ei¢i1 — BcEyTy1, la cual se reescribe asi:

EiCiv1 = ¢ + BCET 144

Ahora, se itera esta ecuacién de forma recursiva desde un periodo T hacia atras

hasta llegar a t, partiendo de lo siguiente:

Eyér = Eyér_q + BeEir (3.169)

Al rezagar un periodo, se obtiene:

Eyér_y = BeEyir_y + Eiér_s (3.170)
Ahora, se reemplaza la ecuacién (3.170) en la ecuacién (3.169) y sabiendo que
Eer_y = c¢r-a.
Eér = BeEyir + BeEip_y + Eiér_s
Al reescribir, se tiene:
Eér = pelir + Pr_1] + ér_o

Si se itera repetitivamente con base en reemplazo de cy_;, hasta llegar al periodo t,

se tiene la siguiente ecuacion:

T-1
Biér = ¢+ By Beira (3.171)
T=t

Combinar las ecuaciones iteradas hacia el futuro

Al reemplazar la ecuacion (3.171)) en la ecuacion (3.168]), se consigue que:

e} T-1 00 e’} 00
B>y g <ét + B ﬁafﬂl) =Bkt By BT wlp+ By BT hip+E Y BT ki
T=t

T=t T=t T=t T=t
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[e%) 0o T-1 0o [e%) 00
E, Z BTitét‘i‘Et Z BTﬁt Z Berri1 = BilkH‘Et Z ﬁTﬁtU_}lT‘i‘Et Z BT%Z’UAJT+EAE Z ﬁTﬁtlfWﬁT
T—=t T=t T—=t T=t T—=t T—=t

Si se tiene en cuenta que para una variable cualquiera ar ﬂ:

e} T-1 00
T—t _ 6 T—¢
) S S
T=t Tt Tt
Se consigue que:
Aoo o ﬁ Aoo L . Aoo . Aoo o Aoo o
E; Z BT e+ 11— BEt Z BT Berr 1 = B kI Z BT wlr+E, Z BT b+ £, Z BT ki
T=t T—=t T=t T=t T=t
Despejar la variable consumo
Reorganizando términos:
R o0 L . . o . R oo o . o o ﬁ R o0 B .
By e =kt By BT o+ By BT i+ By Y BT ki BEtZ BTt Beiry
T=t T=t T=t T=t T=t
Ahora, se hace uso de la siguiente propiedad de la sumatoria:
By T ar =ai+ By BT Bars
T=t T=t
Aplicando lo anterior, se tiene:
By BT e = Bk + wly + Dy + ki 4+ By Y BT 0l + By BT by
T=t T=t T=t

+E, Z B kg — %E’t Z BTt Berr
T=t T=t

8También empleado por Preston| (2005).
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Teniendo en cuenta que:

o0

T—t 1
EtZﬁ at—(l—ﬁ)at

T=t

El lado izquierdo de la ecuacion cambia de la siguiente forma:

1 R R _ 3 R e%] R R o) _
= by Wl D+ ki By Yy BTl + By Y BT
—F T—=t T—=t
. o T—tT.n B - T—t p=n
+Et§ﬁ ki1 — 1—ﬂEt§5 Berria

Agrupando términos se tiene que

1 R o B ) 0 R ) 0 B ) 0 _
— 5@ = B kol i+ kA By BT 0l By BT i+ B Y BT [k -3 f 3
T=t T=t T=t

&= (1=8) | B ke + wly + Ty + iéft} +E DY BT (L= B)wlpa + By BTN (L - )iy
T=t T=t

+ E Z BT (1= Bk — Be] fra
T=t

La anterior ecuacion describe la senda éptima de consumo de los hogares bajo
expectativas arbitrarias.

3.2.4 Formacion de creencias de los agentes en el contexto de

aprendizaje dentro del modelo
Formacién de las creencias o expectativas de los agentes

La formacién de creencias se realiza a través de un sistema de ecuaciones que se
actualiza por medio de la ley de movimiento percibida por los agentes del modelo,
mediante el algoritmo de Minimos Cuadrados Recursivos (MCR), que se expondré més
adelante. Los agentes aprenden sobre los parametros asociados al comportamiento de

las variables consumo de los hogares (¢;), trabajo (l;), salario (wy), tasa de interés
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(71), inversion (i;), producto (i), consumo de los empresarios (&), patrimonio del
empresario (), mark-up de precios (p;), participacién del empresario (f(&y)) vy
participacion de los hogares (g(&)), bancarrota (&), pérdida de eficiencia (m;), funcién
de densidad acumulada (®(&y)), capital de los hogares (l%tﬂ) y capital de empresarios
(2441). En este, cada variable estard en funcién de las variables de estado, es decir,
del capital de los hogares (k) y el capital de los empresarios (). A continuacién se

presenta dicho sistema:

G =&+ &k + &4 (3.172)

I = &+ ek, + €2, (3.173)

Wy = & + &k + E5'%, (3.174)
o= €5+ &k + 655 (3.175)

iv =&+ &k + G4 (3.176)

Ge =& + ¥k + &5 (3.177)

6 = EC+ Eky + €55, (3.178)

fy = &+ Ek + 4 (3.179)

P = €0 + &k, + 55 (3.180)
f@r) =@ + e Dk + 6@z (3.181)
9(@) = & + ek, + 9 (3.182)
Oy = €8 + 9k, + €53 (3.183)

fio = € + Tk + 632 (3.184)
(&) = &9 + 8Ok + 595 (3.185)
ke = & + Sk + &4 (3.186)
o1 = 8 + 7k, + €52, (3.187)

El anterior sistema de formacion de creencias puede expresarse en forma matricial

de la siguiente manera. Sea
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ZHP = 0,0, 4

& & &g
i g g g
&, o gy
& g g
it & & &
i &g g
e, & & & )
T I N I A e .
A A el I A N
F(é) (@ (@ @ -
g(ffjt) fg(@) ff(@) gg(@)
G & & @
7, g g g
(&) & @ @ 5@
ki i & &
| Zeg1 L& & &

Como se observa, ZFMF es un subconjunto de la matriz W; y contiene los elementos
del sistema de ecuaciones del pronosticador bajo la Ley de Movimiento Percibida
(LMP).

Por otra parte, se tiene a:

2y =T () Qi

Es la ley de movimiento real de la economia. Esta ley de movimiento real es el resultado
del mapeo de expectativas que tienen los agentes, la cudl es retroalimentada por la
estimacion de los pardmetros de la ley de movimiento percibida por los agentes en el
periodo inmediatamente anterior. La representacion matricial de la ley de movimiento

real (LMR) es la siguiente:
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[ Ct 1 _7171 71,2 71,3-
Ly T21 T22 T23
Wy 731 T32 T33
T T4 Ta2 T43
1 Ts1 T52 T5.3
Qt T6,1 T6,2 T6,3
€ Tra Tr2 T73 1
ZtLMR: ?t QT(QtL): TBL TR2 TR s Q1 l%t
Dbt To1 T92 T93 3
f@t) T10,1 710,2 710,3 !
g(@t) T11,1 T11,2 T11,3
(f)t T12,1 T12,2 T12,3
Tt T13,1 T13,2 T13,3
q)(@t) T14,1 T14,2 T14,3
t T15,1 T15,2 T15,3
T | 716,1 T16,2 716,3

Se sabe que la solucién del modelo bajo expectativas racionales implica que los
coeficientes ¢ de cada modelo econométrico sean invariantes en el tiempo, es decir,
&10-1 = &0 = &1441. Ademds, implicaria que el término de intercepto en el modelo
econométrico es estadisticamente no significativo, £ = 0. Por tanto, es necesario
suponer que los agentes aprenden a partir de modelos econométricos cuando el término

de intercepto y el coeficiente de respuesta ante las variables regresoras, son variantes
en el tiempo, ot # o1, §1.¢ 7 E10-1 Y St # Sait-1-

Para llevar a cabo el proceso de aprendizaje, los agentes estiman las ecuaciones

(3.172) - (3.187), actualizando los coeficientes variantes en el tiempo a medida que

obtienen nueva informacién. Los tnicos coeficientes que no se actualizan son los que
acompanan al choque tecnologia, como se dijo anteriormente. Para llevar a cabo la
estimacién, se aplica la herramienta de Minimos Cuadrados Recursivos (MCR) que se

explica a continuacién.

A partir de la ecuacién de simulacién del ciclo de las variables de variable de estado

minima en el periodo ¢:
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W, = To(Qk,) + Ti(Q ) K1 + To(QF)e,

Se define al algoritmo de Minimos Cuadrados Recursivos (MCR) de la forma:

Ri=Ri 1+ g(Q1Q;_1 — Ri—1) (3.188)

Q= Q1+ g(R7 Q) (ZMF = 1Qia) (3.189)
Donde:

e (), es el vector j-dimensional que contiene los coeficientes a estimar en el periodo

t, Q) = (&, &1, &), con j = [e;Lwsridsy esngp; f(@); g(@); wi iy D(w); ks 2.
e R, es la matriz de precision que incluye las varianzas y las covarianzas.

e ¢ es el parametro de ganancia del algoritmo. Esta ganancia regula el peso que
atribuyen los agentes pronosticadores al error de prondsticos de las variables,
el cual se activa con los cambios generados por el choque de tecnologia. Para
comprender un poco mejor su funcién, suponga que g — 0. En tal caso, los
agentes le dan un nulo peso a los errores de prondstico, y estan estimando que
estos son totalmente transitorios y no implican un cambio en el valor real del
parametro. En contraste, entre més grande sea el valor de g, los agentes toman

estos cambios como permanentes y le dan un gran peso a las variables.

En el presente trabajo, esta ganancia se trabajo de dos sentidos: (i) ganancia
constante, y (ii) ganancia decreciente en funcién del tiempo, es decir, con el

tiempo de denominador.

e (), es el vector de variables regresoras del modelo econométrico de los agentes

tal que Q;g_l = []-7 kt7 Zt]‘
Z{EMR = (g3 Dy s Pos s G €63 s B S (@0); 9(@0); @ 7 ®(@0); ks 2] s el vector de

variables dependientes.
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Conexién con el modelo original de expectativas racionales

El contenido de esta seccion es el mismo que explica en la subseccién del modelo con
friccién en el mercado de inversion, por lo cual no se desarrolla aqui.

Ejemplo ilustrativo del proceso de actualizacion de expectativas

El contenido de esta seccion es el mismo que explica en la subsecciéon del modelo con

friccion en el mercado de inversion, por lo cual no se desarrolla aqui.
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