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Resumen

El interés por analizar el papel del sector financiero en el ciclo económico ha resurgido

a partir de las últimas crisis financieras, dado que, cuando las disrupciones se originan

en este mercado, pueden generar mayor volatilidad y persistencia de las variables

macroeconómicas (Queralto (2020)). En este sentido, la modelación macroeconómica

de los ciclos económicos reales ha tenido el reto de emular la volatilidad y persistencia

observadas en estas variables, especialmente el producto.

A partir de la dificultad que presentan los modelos de ciclos de negocios reales

estándar para generar el comportamiento observado del producto sin tener que recurrir

a choques exógenos de tecnoloǵıa (Eichenbaum and Singleton (1986); Milani (2007);

Gaĺı and Rabanal (2004)), la modelación macroeconómica ha presentado importantes

avances metodológicos como los hábitos de consumo y fricciones financieras, entre

otros. En estos, el supuesto ampliamente dominante ha sido la racionalidad de

expectativas, el cual implica que los agentes conocen la estructura y los parámetros

del modelo macroeconómico subyacente a su realidad.

Sin embargo, la dominancia en el uso de la hipótesis de expectativas racionales

contrasta con la evidencia emṕırica que presenta resultados mixtos sobre el

cumplimiento de esta hipótesis. Por ejemplo, Friedman (1980), Jongen and Willem

(2008), Miah et al. (2016) y Prat and Uctum (2018) no encuentran evidencia a favor de

la racionalidad en las encuestas de tasas de interés para los EE.UU. Esto ha motivado

el análisis de la racionalidad limitada de los agentes y sus efectos en la modelación

macroeconómica (Kozlowski et al. (2020)).

Esta temática general enmarca el presente trabajo, el cual está desarrollado en tres

caṕıtulos que no están necesariamente conectados o presentan causalidad entre ellos,

puesto que cada uno está motivado de forma individual y está autocontenido.

El primer caṕıtulo evalúa la hipótesis del cumplimiento de las expectativas

racionales para las encuestas de tasas de interés de los bancos centrales de Brasil, Chile

y Colombia. Con base en un análisis cuantitativo, concluye que no hay evidencia que

sustente el cumplimiento de la hipótesis de expectativas racionales en las encuestas.
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Este resultado aporta evidencia a la escasa literatura sobre el tema en América

Latina, a partir del uso de un conjunto de métricas para garantizar la robustez de

los resultados para medidas de consenso como la media y la mediana. Asimismo,

contribuye a la evidencia existente en el ámbito global que sustenta la importancia de

la racionalidad limitada para el análisis y la modelación macroeconómica.

El segundo caṕıtulo analiza si la implementación del aprendizaje adaptativo (una

forma de racionalidad limitada) en un modelo de ciclo de negocios estándar tiene un

efecto diferenciado sobre la volatilidad y persistencia del producto según el mercado

(laboral o financiero) de origen de dicho aprendizaje, calibrado para cifras observadas

de los EE.UU. Este análisis parte de lo hallado por Eusepi and Preston (2012), y de

forma novedosa separa y analiza la fuente de aprendizaje de expectativas por tipo

de mercado. El estudio muestra con claridad la importancia del aprendizaje en el

mercado financiero (de capital) como factor que más contribuye a la volatilidad del

producto por medio de la mayor volatilidad de la inversión, aśı como su capacidad

de ajuste a las cifras observadas. Estos resultados son robustos ante dos tipos de

ganancia de aprendizaje utilizados (constante y decreciente).

En ĺınea con el segundo caṕıtulo, el tercer caṕıtulo analiza los efectos del

aprendizaje de expectativas sobre dos modelos con fricciones financieras de Carlstrom

and Fuerst (1997) y Carlstrom and Fuerst (1998), que presentan una visión espećıfica

más cercana a cómo funciona el mercado financiero en la realidad. En particular, se

pregunta śı el aprendizaje de expectativas le agrega mayor volatilidad al producto en

los modelos con fricciones financieras de Carlstrom and Fuerst (1997) y Carlstrom and

Fuerst (1998) sin alterar la persistencia generada por estos modelos. Los resultados

aportan en varios sentidos. En primer lugar, muestran la relevancia del aprendizaje

de expectativas en un mercado financiero con fricciones derivadas de la asimetŕıa

de información (Carlstrom and Fuerst (1997)). En segundo lugar, el aprendizaje de

expectativas le agrega volatilidad al producto simulado por el modelo de Carlstrom

and Fuerst (1997) sin alterar su persistencia, generando una ganancia adicional con

respecto a los modelos de ciclo de negocios reales estándar. Finalmente, se genera

mejor ajuste a la volatilidad observada del producto para los EE.UU., asociada al

mejor ajuste en la volatilidad observada de la inversión y de la tasa de retorno. Estos

resultados son robustos al usar dos tipos de ganancia de aprendizaje (constante y
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decreciente).



viii

Introduction

Interest in analyzing the role of the financial sector in the economic cycle has resurfaced

following the latest financial crises since, when disruptions originate in this market,

they can cause greater volatility and persistence in the macroeconomic variables

(Queralto (2020)). In this sense, the macroeconomic modeling of real business cycles

has faced the challenge of emulating the volatility and persistence observed in these

variables, particularly output.

Based on the difficulty that standard real business cycle models have for generating

the observed output behavior without the need to resort to exogenous technology

shocks (Eichenbaum and Singleton (1986); Milani (2007); Gaĺı and Rabanal (2004)),

macroeconomic modeling has featured major methodological advances such as

consumption habits and financial frictions, among others. In these, the broadly

dominant assumption has been the rationality of expectations, which implies that

agents know the structure and parameters of the macroeconomic model underlying

their reality.

However, dominance in the use of the rational expectations hypothesis contrasts

with the empirical evidence that shows mixed results on the fulfillment of this

hypothesis. For instance, Friedman (1980), Jongen and Willem (2008), Miah et al.

(2016) and Prat and Uctum (2018) find no evidence in favor of rationality in interest

rate surveys for the United States. This has encouraged the analysis of the limited

rationality of agents and its effects on macroeconomic modeling (Kozlowski et al.

(2020)).

This general theme is the framework for this paper, developed in three chapters

that are not necessarily connected or linked by causality between them, since each one

is individually motivated and self-contained.

The first chapter evaluates the hypothesis on meeting rational expectations on the

interest rate surveys of the central banks of Brazil, Chile and Colombia. Based on a

quantitative analysis, it concludes that there is no evidence to support the fulfillment

of the rational expectations hypothesis in the surveys. This result provides evidence
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to the scarce literature on the subject in Latin America, by using a set of metrics to

ensure the robustness of the results for consensus measures such as the mean and the

median. Likewise, it also contributes to the existing global evidence that supports the

importance of bounded rationality for macroeconomic analysis and modeling.

The second chapter discusses whether the implementation of adaptive learning (a

form of bounded rationality) in a standard business cycle model has a differentiated

effect on output volatility and persistence depending on the market (labor or financial)

of origin of such learning, gauged for the observed U.S. figures. This analysis is

based on the findings by Eusepi and Preston (2012), and in a novel way separates

and analyzes the source of learning expectations by market type. The study clearly

shows the importance of learning in the financial (capital) market as the factor that

contributes the most to output volatility by way of increased investment volatility, as

well as its ability to adjust to the observed figures. These results are robust to two

types of learning gain used (constant and decreasing).

In line with the second chapter, the third chapter analyzes the effects of learning

expectations on two models with financial frictions by Carlstrom and Fuerst (1997)

and Carlstrom and Fuerst (1998), which present a specific vision which is closer

to how the financial market actually works. In particular, it asks whether learning

expectations adds greater volatility to the output in the models with financial frictions

of Carlstrom and Fuerst (1997) and Carlstrom and Fuerst (1998) without altering

the persistence generated by these models. The results offer contributions in several

senses. First, they show the relevance of learning expectations in a financial market

with frictions arising from information asymmetry (Carlstrom and Fuerst (1997)).

Second, learning expectations adds volatility to the output simulated by the Carlstrom

and Fuerst (1997) model without altering its persistence, generating additional gains

over standard real business cycle models. Lastly, a better adjustment to the observed

output volatility for the U.S. is achieved, associated to a better adjustment in the

volatility seen in both investment and rate of return. These results are robust since

they use two types of learning gains (constant and decreasing).
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mercado de bienes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

3.2.1 Solución del modelo en niveles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

3.2.2 Linealización del sistema de ecuaciones . . . . . . . . . . . . . . 202

3.2.3 Introducción de las expectativas de aprendizaje por medio de la

ecuación de Euler de los hogares . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210



xiii

3.2.4 Formación de creencias de los agentes en el contexto de

aprendizaje dentro del modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216



List of Figures
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Caṕıtulo 1

Evaluación de la racionalidad de las

expectativas de tasa de interés en

Brasil, Chile y Colombia

Resumen. El presente caṕıtulo hace una evaluación de la hipótesis del cumplimiento

de expectativas racionales para las encuestas de expectativas de tasas de interés de

los bancos centrales de Brasil, Chile y Colombia, con base en técnicas econométricas

para la evaluación tanto del insesgamiento como del uso eficiente de la información,

comúnmente empleadas por la literatura emṕırica. Este es el primer estudio que

evalúa de forma separada y conjunta las propiedades de insesgamiento y uso eficiente

de la información para encuestas de tasas de interés en América Latina. Encuentra

que no hay evidencia que sustente que las expectativas de tasas de interés cumplan con

el supuesto de racionalidad. En particular, no se cumple con la condición necesaria

de insesgamiento en el proceso de formación de las expectativas de los agentes.

Tampoco se encuentra evidencia en favor del uso eficiente de la información. Estos

resultados se obtienen a partir de un conjunto de pruebas usadas en la literatura

para analizar su robustez. Asimismo, se observa que el comportamiento de los errores

de pronóstico de las encuestas analizadas es heterogéneo tanto en magnitud como

en tendencia. Estos resultados contribuyen a la evidencia sobre la existencia de

racionalidad de expectativas de tasas de interés en América Latina, aśı como a la

discusión sobre la pertinencia de los análisis a partir del supuesto racionalidad limitada.

1
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1.1. Introducción

De acuerdo con Muth (1961), las expectativas son predicciones o pronósticos

informados sobre eventos futuros. Estas expectativas son claves porque soportan las

decisiones de los hogares y las empresas en la economı́a (Elliott et al. (2008)), aśı

como de las autoridades económicas.

La modelación macroeconómica está basada en el supuesto de expectativas

racionales (Lucas (2013); Sargent (1973); Ilek (2017)). Las expectativas racionales

implican que los agentes conocen la estructura y los parámetros del modelo que

gobierna la economı́a, por lo que los pronósticos son insesgados e incorporan toda

la información disponible, lo cual conduce a resultados espećıficos en términos de

las caracteŕısticas de volatilidad y persistencia del ciclo económico. Sin embargo, la

literatura emṕırica sobre la existencia de la hipótesis de expectativas racionales ofrece

resultados mixtos, y vaŕıan según la metodoloǵıa, páıs, peŕıodo y variable analizada.

La variable más estudiada es la inflación, seguida de lejos por las tasas de interés,

objeto del presente trabajo.

Hay razones por las cuales es valioso evaluar la racionalidad de las expectativas

de las tasas de interés, tanto desde la dimensión de la modelación macroeconómica

como de los mercados financieros y la poĺıtica monetaria. En primer lugar, hay

estudios que han mostrado que trabajar con racionalidad limitada además de ser

pertinente, tiene impacto sobre los resultados de los modelos macroeconómicos en

términos de las caracteŕısticas del ciclo económico (Eusepi and Preston (2012) y

Rychalovska (2015)). En segundo lugar, las tasas de interés capturan los factores

de percepción de riesgo e ineficiencias de mercado que se reflejan en el proceso de

formación de expectativas de los agentes. Estas, a su vez, afectan el comportamiento

de la inversión, el consumo y la actividad económica. En tercer lugar, desde el

punto de vista de la poĺıtica monetaria, el cumplimiento del supuesto de racionalidad

es clave para la estabilidad de las reglas de poĺıtica monetaria de varios modelos

(Carvalho and Minella (2012)), al tiempo que la formación de las expectativas de

tasa de interés descansa en las acciones de los bancos centrales Prat and Uctum (2018).

En las últimas décadas, diversos bancos centrales han tenido varios cambios
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institucionales, entre los que se encuentran la búsqueda de mayor transparencia y

predictibilidad de sus decisiones a través de comunicados oficiales, reportes periódicos

y comunicados de prensa, como parte de una estrategia de ofrecer señales de futuros

cambios en la poĺıtica monetaria (forward guidance), proveyendo información sobre la

senda esperada de la tasa de poĺıtica futura y, en tal sentido, incidir en el proceso de

formación de expectativas de los agentes.

En tal sentido, el presente estudio aporta a la escasa literatura emṕırica sobre la

racionalidad de las encuestas de expectativas de tasas de interés, especialmente en

América Latina. El objetivo es evaluar la racionalidad de las expectativas de tasas

de interés de las encuestas de los bancos centrales de Brasil, Chile y Colombia. Se

escogen estas tres economı́as porque tienen la disponibilidad de la información con

expectativas para un horizonte fijo de 12 meses, al tiempo que tienen como su principal

instrumento de poĺıtica monetaria la tasa de interés, al operar bajo un esquema de

inflación objetivo. De acuerdo con la disponibilidad, se tienen las encuestas de tasas de

interés de mercado para Colombia y Chile, y las tasas de interés de poĺıtica monetaria

para Brasil y Chile.

El aporte a la literatura émpirica del estudio se presenta en varios sentidos. En

primer lugar, contribuye al estudio de la eficiencia de mercado en economı́as con

mercados emergentes, tanto desde el punto de vista de tasas de interés de mercado

como de poĺıtica monetaria. En segundo lugar, aporta al entendimiento de la

formación de expectativas de tasas de interés, que es variable clave para la modelación

macroeconómica y las decisiones de poĺıtica económica. Finalmente, realiza un análisis

transversal de varias economı́as de América Latina, buscando obtener puntos comunes

y diferencias provenientes de la heterogeneidad de los mercados y de las encuestas.

En general, la literatura existente sobre la evaluación de la hipótesis del

cumplimiento de las expectativas racionales en las encuestas de expectativas de

tasas de interés para páıses latinoamericanos no evalúa todas las propiedades de la

racionalidad al tiempo o no lo hace tanto de forma individual como conjunta para

chequear robustez. En tal sentido, el presente estudio aporta a la literatura existente

en la medida en que aplica diversas pruebas que analizan diferentes propiedades de la

racionalidad de expectativas para tres economı́as latinoamericanas.
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La mayor parte de estudios que evalúan la racionalidad en las encuestas se

centran en la inflación y obtienen resultados mixtos sobre su existencia. Entre estos

se encuentran Kokoszczynski et al. (2006), Pfajfar and Santoro (2007), Dias et al.

(2010), Lyziak (2013), Erjavec et al. (2015), Drakos et al. (2020), Guillén (2008),

Da Silva Filho (2013), Gaglianone et al. (2016), Iregui-Bohórquez et al. (2021),

Brissimis and Migiakis (2016), Miah et al. (016a) y Araujo and Gaglianone (2010).

Por su parte, hay un menor grupo de estudios que evaluán la racionalidad de

las expectativas de tasas de interés, especialmente en América Latina. En el ámbito

global, Miah et al. (2016) evalúan insesgamiento y eficiencia de las tasas de 3 a 12

meses de t́ıtulos valores para 10 economı́as desarrolladas1 y 20 economı́as emergentes2.

Los resultados vaŕıan según el páıs, y destaca que no hay evidencia en favor de

la racionalidad de expectativas en Brasil 3, Colombia y EE.UU. En la muestra no

incluyen a Chile. Cuando analizan la muestra agregada por medio de un panel de

datos, concluyen que no hay racionalidad. Sin embargo, estos autores no emplean

pruebas individuales para evaluar el uso eficiente de la información de los agentes en

la formación de sus expectativas.

Para EE.UU., Friedman (1980), Jongen and Willem (2008), Kim (2010) y

Chortareas et al. (2012) no encuentran evidencia en favor de la racionalidad en las

encuestas de expectativas de tasas de interés. Por su parte, Ball and Croushore (1995)

también evaluaron el poder predictivo de los cambios en la poĺıtica monetaria por

medio de cambios en las encuestas de expectativas de la tasa de fondos federales,

producto e inflación, al tiempo que proveen evidencia que rechaza fuertemente la

hipótesis de expectativas racionales para los EE.UU.

Galindo (1995) analiza la tasa de interés del mercado de Cetes 4 en México y

sus resultados rechazan la hipótesis de expectativas racionales. Esta autor tampoco

1Australia, Canadá, Dinamarca, Eurozona, Japón, Noruega, Suecia, Suiza, Reino Unido y EE.UU.
2Brasil, China, Colombia, República Checa, Hungŕıa, Hong Kong, India, Indonesia, México,

Filipinas, Polonia, Rusia, Singapur, Sudáfrica, Corea del Sur, Taiwán, Tailandia, Turqúıa y Venezuela.
3El insesgamiento se refiere a que los agentes no cometen errores de forma sistemática. Stekler

(2002) plantea que el insesgamiento es una condición necesaria más no suficiente para lograr eficiencia.
4Los Certificados de la Tesoreŕıa de la Federación (Cetes) son un instrumento de deuda del gobierno

federal de México. Se emiten desde 1978 y son altamente transados en el mercado bursátil local.
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evalúa de forma simultánea insesgamiento y uso eficiente de la información por medio

de pruebas individuales y conjuntas.

En la literatura reciente hay una creciente ĺınea de trabajo que utiliza cifras

de pronosticadores individuales (datos micro) para el análisis de las propiedades

de la racionalidad. En el ámbito regional, destacan estudios recientes como el de

Iregui-Bohórquez et al. (2021) y Iregui et al. (2021) que emplean datos de las encuestas

mensuales individuales del Banco de la República para inflación y para la inflación y

la tasa de cambio, respectivamente. En el primer caso se evalúa insesgamiento y la

eficiencia de las expectativas de inflación para horizonte de tiempo fijo y evento fijo,

mientras que en el segundo estudio se evalúa la eficiencia débil y la eficiencia fuerte

con base en expectativas de evento fijo. El presente estudio no pertenece a esta ĺınea

trabajo, puesto que no utiliza datos micro, al tiempo que solo trabaja con expectativas

de horizonte fijo a 12 meses.

En términos metodológicos, la mayor parte de la literatura revisada emplea

pruebas econométricas estándar para evaluar la hipótesis de expectativas racionales

sobre expectativas agregadas, fundamentadas en las propiedades de insesgamiento y

uso eficiente de la información disponible. Gran parte de estas se concentran en revisar

solo el sesgo de las expectativas, es decir, que los agentes no cometan errores de tipo

sistemático; pero varios autores agregan pruebas para chequear eficiencia, es decir,

el uso de toda la información disponible en el momento de formas las expectativas.

Estas metodoloǵıas se pueden presentar en tres grupos: los que usan pocas pruebas

simples, principalmente de insesgamiento; los que usan varias pruebas econométricas

con el fin de analizar robustez de los resultados, incluyendo pruebas de ortogonalidad;

y los que usan técnicas menos comunes y con cierto grado de complejidad, como es el

caso de las funciones de pérdida cuadráticas simétricas y asimétricas.

Dentro del primer grupo de metodoloǵıas se encuentran los estudios de Pfajfar and

Santoro (2007), Kokoszczynski et al. (2005a), Dias et al. (2010), Lyziak (2013), Erjavec

et al. (2015), Brissimis and Migiakis (2016), Carvalho and Minella (2012), Kohlscheen

(2012), Guillén (2008), Da Silva Filho (2013), Gaglianone et al. (2016), Galindo (1995)

y Carvalho and Minella (2012). En el segundo grupo de estudios, se encuentran

investigaciones como las de Da Silva Lopes (1998), Stekler (2002), Zarate et al. (2012)
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y Jalil et al. (2010). Este grupo se caracteriza por realizar diversas pruebas de las

propiedades de insesgamiento y uso eficiente de la información, incluyendo pruebas de

ortogonalidad. Dentro de este grupo de aproximaciones metodológicas se encuentra el

presente estudio. En el tercer grupo, se encuentran estudios como los de Pierdziocha

et al. (2015), Drakos et al. (2020), Ulu (2015), Brissimis and Migiakis (2016) y

Carvalho and Minella (2012).

Este trabajo aporta evidencia que contribuye a la pertinencia del uso de la

racionalidad limitada en la modelación macroeconómica, en ĺınea con lo planteado por

Kozlowski et al. (2020), Marcet and Nicolini (2003), Collard and Dellas (2004), Milani

(2007), Carceles-Poveda and Giannitsarou (2007), Marcet et al. (2012), Slobodyan and

Wouters (2012), Rychalovska (2015) y Adam et al. (2016). Aunque hay consciencia

que la racionalidad no es binaria, el presente estudio no tiene como alcance analizar

los grados de racionalidad de las encuestas.

A parte de la introducción, este caṕıtulo explica las principales caracteŕısticas de

las encuestas y series empleadas; la metodoloǵıa de evaluación de racionalidad y los

resultados de su implementación. Finalmente, se presentan las conclusiones.

1.2. Encuestas de expectativas de tasas de interés

1.2.1 Principales caracteŕısticas

Las encuestas de expectativas de tasas de interés de los bancos centrales de Brasil

(Focus Market), Chile (Encuesta de Expectativas Económicas - EEE) y Colombia

(Encuesta Trimestral de Expectativas Económicas - ETE) comparten el hecho de

contar información sobre las expectativas de horizonte fijo a 12 meses. El horizonte

analizado fijo de 12 meses se debe a varias razones. En primer lugar, porque los

modelos macroeconómicos teóricos se formulan en estructura de horizonte fijo. En

segundo lugar, por la coincidencia en la disponibilidad de las series de expectativas de

tasa de interés en términos del horizonte de 12 meses entre los bancos analizados. El

grueso de la literatura ha trabajado con horizonte fijo no solo por la estructura de los

modelos macroeconómicos teóricos, sino también por la popularidad de encuestas de
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expectativas con ese tipo de estructura (Winkelried (2017).

El horizonte de pronóstico es 12 meses en todos los casos. En general, los

encuestados responden sobre cual será la respectiva tasa de interés 12 meses o cuatro

trimestres adelante (Cuadro 1.2)5. En el caso del Banco Central de Brasil, la encuesta

está dirigida a bancos, administradores de portafolio, agentes corredores de bolsa,

consultoras y otras instituciones del sector real. Por su parte, la EEE del Banco

Central de Chile está dirigida a un grupo de académicos, consultores y ejecutivos o

asesores de instituciones financieras. Finalmente, la ETE del Banco de la República

está dirigida a encuestados de los sectores de industria manufacturera y mineŕıa,

financiero, grandes cadenas de almacenes, transporte y comunicación, académicos,

consultores y sindicatos 6.

Adicionalmente, en ningua de las encuestas analizadas se conoce la metodoloǵıa o

técnica empleada por los encuestados para realizar sus pronósticos. De igual modo,

no hay garant́ıa de que los individuos siempre utilicen el mismo modelo o conjunto

de información para realizar sus pronósticos. Estos aspectos conducen a la posible

existencia de heterogeneidad en las expectativas.

Solo en el caso del Banco Central de Brasil existe incentivo para los mejores

pronosticadores (top 5). En los casos de la encuesta ETE del Banco de la República

de Colombia y de la EEE del Banco Central de Chile no hay incentivos para los

encuestados, al tiempo que la información es de carácter confidencial. En tal sentido,

el estudio no pretende hacer un análisis comparativo de los resultados entre páıses, sino

que aplica el mismo conjunto de pruebas a las encuestas de cada uno de estos para

buscar evidencia en favor de la hipótesis de racionalidad.

5El Banco Central de Chile pregunta en su formulario de encuesta por la tasa de interés en t+11
meses; pero al incluir el mes de levantamiento de la encuesta son 12 meses. La encuesta se responde
en los primeros d́ıas de este mes, por lo que de facto está más cerca de la expectativa para t+12. Esto
fue confirmado por la gerencia de información estad́ıstica de este banco, que dijo que el horizonte de
predicción es realmente a 12 meses, incluido el mes de levantamiento de la encuesta.

6Se hace para las cuatro principales ciudades (Bogotá, Medelĺın, Cali y Barranquilla.
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Cuadro 1.1 Caracteŕısticas de las series de expectativas de tasas de interés

El análisis incluye diversas tasas de interés, dependiendo del acceso a la

información. Están las tasas de depósitos a término fijo -DTF- en Colombia; las

tasas de interés del mercado de bonos del Banco Central de Chile en Unidades de

Fomento 7 - BCU - y en pesos - BCP -. También están las tasas de poĺıtica monetaria

del Banco Central de Brasil (tasa del Sistema Especial de Liquidación y Custodia

- SELIC overnigth 8) y del Banco Central de Chile (Tasa de Poĺıtica Monetaria -TPM-).

El estudio analiza las expectativas de consenso (media o mediana), cuyas series

oscilan entre las 79 (Colombia) y 216 observaciones (Brasil) (Cuadro 1.1). Se

emplean las medidas de consenso de las expectativas (media y mediana), acorde con

7Es una unidad financiera reajustable de acuerdo con la inflación del Índice de Precios al
Consumidor.

8Es una tasa promedio ponderado de las tasas de operaciones interbancarias colateralizadas con
t́ıtulos públicos.
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la disponibilidad de información, que pueden ocultar heterogeneidad de los agentes,

puesto que cada uno puede tener su propio método, modelo e información para realizar

sus pronósticos. Inclusive, estas tres caracteŕısticas pueden cambiar en un mismo

individuo a lo largo del tiempo.

Cuadro 1.2 Caracteŕısticas de las encuestas de expectativas de tasas de interés

1.2.2 Expectativas de tasas de interés y tasas de interés

observadas

La evolución de las tasas de interés y sus expectativas que se presentan tienen dos

caracteŕısticas comunes durante el peŕıodo de análisis (Gráfico 1.1.). En primer lugar,

las tasas de interés y sus expectativas presentan una tendencia descendente, enmarcado
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por el proceso de reducción de tasas de interés en los mercados internacionales. En

segundo lugar, los cambios de las expectativas de tasa de interés siguen los cambios en

las tasas de interés observadas durante la mayor parte del peŕıodo.

Gráfico 1.1 Tasas de interés esperada y observada

En general, el peŕıodo de análisis estuvo marcado por varios episodios de

inestabilidad macroeconómica y financiera global y regional. En este peŕıodo,

destacan la crisis financiera global y el episodio de Taper Tantrum, los cuales tuvieron



11

efectos sobre las economı́as emergentes y en desarrollo, incluyendo a América Latina.

En este contexto, las expectativas de las tasas de poĺıtica monetaria (Selic en Brasil

y TPM en Chile) no registran un patrón gráfico de sobrestimación o subestimación.

En contraste, las tasas de interés del mercado de bonos del Banco Central de Chile

(BCU y BCP, durante la mayor parte del peŕıodo), y del mercado financiero en

Colombia (DTF hasta 2011) muestran una media de error de pronóstico diferente de

cero.

También se analizan las estad́ısticas descriptivas de la diferencia entre la tasa de

interés pronósticada y la tasa de interés observada, expresada como porcentaje de la

tasa de interés observada (Cuadro 1.2). En ninguno de los casos, la media de esta

variable es cero. En igual sentido, los coeficientes de asimetŕıa y curtosis sugieren

asimetŕıa y poca concentración alrededor de la media, con excepción de la tasa BCP de

Chile. En igual sentido, el estad́ıstico Jarque Bera, cuya hipótesis nula es distribución

normal, indica que casi todas las series no se distribuyen normalmente9.

En las próximas secciones, se hará un análisis de racionalidad con base en las

pruebas empleadas en la literatura para la evaluación de expectativas agregadas.

1.2.3 Análisis de estacionariedad de las series de tasas de interés

Antes de proceder con las pruebas de racionalidad, es necesario evaluar si las series

de tasas de interés observadas y de expectativas de tasas de interés tienen ráız

unitaria. En caso afirmativo, es recomendable hacer las pruebas con las series en

diferencias, puesto que las series en niveles con ráız unitaria tienden a sobre rechazar

la hipótesis de racionalidad (Da Silva Lopes (1998)). Además, teniendo en cuenta

que las series de tiempo analizadas no son cortas, las pruebas de ráız unitaria tienden

a ser robustas, en ĺınea con el argumento planteado por Carvalho and Bugarin (2006)10.

9La excepción es la tasa de los bonos BCP de Chile.
10En el presente estudio también se muestran los resultados de las pruebas de las series en niveles

en los anexos.
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Cuadro 1.3 Estad́ısticas descriptivas de la diferencia entre la tasa de interés
pronósticada y la tasa de interés observada, como porcentaje de la tasa de interés
observada

Para evaluar ráız unitaria se aplican los criterios de Dickey Fuller (DF), Augmented

Dickey Fuller (ADF) y el Phillips Perron (PP) (Cuadro 1.4). En todas las pruebas, la

hipótesis nula es que la serie tiene ráız unitaria (es decir, que no es estacionaria). De

analizar los resultados de las tres pruebas para todas las series, se concluye que no se

rechaza la hipótesis de ráız unitaria.

En consecuencia, se evalúa ráız unitaria sobre la series en primeras diferencias,

cuyos resultados también se presentan en el Cuadro 1.4. En este caso, se rechaza la

hipótesis nula de ráız unitaria, y se concluye que todas las series en primera diferencia

son estacionarias. Por consiguiente, las pruebas de racionalidad se harán sobre las

variables en primeras diferencias 11.

11En el presente estudio también se muestran los resultados de las pruebas de racionalidad para las
series en niveles en los anexos.
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Cuadro 1.4 Pruebas de ráız unitaria para las series de tasas de interés en niveles
(Hipótesis nula: no hay estacionariedad)

1.3. Metodoloǵıa para evaluar la racionalidad

La hipótesis de expectativas racionales implica que la formación de expectativas con

ciertas propiedades (Mitchell and Weale (1961), Stekler (2002)) que incluyen que

no haya errores de tipo sistemático (insesgamiento), y que el uso de la información

disponible en el proceso de formación de expectativas sea eficiente. Para analizarlas,

el presente estudio realiza varias pruebas estad́ısticas que se complementan entre śı.

Se emplean pruebas comúnmente usadas para un horizonte de expectativa fijo a

12 meses, tales como las empleadas por Da Silva Lopes (1998), Stekler (2002), Jalil

et al. (2010) y Zarate et al. (2012). Se emplean dos grupos de pruebas. El primer

grupo de pruebas evalúa de forma individual el insesgamiento y el uso eficiente de la

información (prueba de insesgamiento -PI, prueba de ausencia de correlación serial

-PACS y prueba de eficiencia -PE), mientras que el segundo grupo está integrado por

la prueba de ortogonalidad (PO) que busca medir ambas condiciones al tiempo.
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De un lado, la PI evalúa que haya insesgamiento (esta es la hipótesis nula de

la prueba), y es la prueba más usada en la literatura (Pfajfar and Santoro (2007)).

Tanto la PACS como la PE buscan medir si el uso de la información es eficiente.

La PACS prueba si los errores en las expectativas no guardan relación entre śı (esta

es la hipótesis nula de la prueba), al tiempo que la PE evalúa si las observaciones

pasadas (información disponible en el momento de hacer el pronóstico) no influyen en

el proceso de formación de expectativas (esta es la hipótesis nula).

La PI, PACS y PE son pruebas que verifican las condiciones para la existencia

de racionalidad. No obstante, autores como Stekler (2002) plantean la existencia de

racionalidad débil si tan solo se cumple con la PI.

De otro lado, la PO busca probar las propiedades de insesgamiento y uso eficiente

de la información al mismo tiempo (prueba conjunta) (Da Silva Lopes (1998)). En el

presente estudio, esta prueba se analiza como una forma de chequear robustez de los

resultados del primer grupo de pruebas individuales.

1.4 Pruebas de racionalidad y resultados

Esta sección desarrolla las pruebas de racionalidad aplicadas a la expectativa agregada

de tasas de interés para un horizonte de pronóstico de 12 meses. Se hacen dos grupos

complementarios de pruebas. En el primer grupo se presentan las pruebas PI, PACS y

PE. En el segundo grupo, la prueba PO.

1.4.1 Pruebas de las propiedades de racionalidad de forma

individual

Prueba de Insesgamiento (PI)

La prueba de insesgamiento analiza si los agentes no cometen errores de tipo sistemático

en el proceso de formación de sus expectativas. La prueba se realiza a partir de la

estimación de la siguiente ecuación:

it = α + βiet,t−12 + ut
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Donde:

it es la tasa de interés observada en el peŕıodo t.

iet,t−12 es la tasa de interés pronosticada en el peŕıodo t-12 para el peŕıodo t.

ut son los errores de pronóstico del modelo.

Esta ecuación puede presentar problemas de endogeneidad de las expectativas en

caso que el proceso de formación de expectativas esté afectado por las tasas de interés

observadas. Para esto, se realizaron las pruebas de endogeneidad de Durbin y de

Wu-Hausman, cuyos resultados indican que las variables no son endógenas (Cuadro

1.5)12, por lo cual la estimación se hace por medio de mı́nimos cuadrados ordinarios

con errores robustos.

A la estimación de la anterior ecuación, se le realiza la siguiente prueba de hipótesis

nula:

H0 : α = 0 ∧ β = 1 (1)

Si se cumple esta hipótesis nula, hay insesgamiento. La prueba de esta hipótesis se hace

mediante la prueba F, y los valores ”p” asociados indican que ninguna de las medidas

de las encuestas son insesgadas, puesto que se rechaza la hipótesis nula en todos los

casos (Cuadro 1.6).

Cuadro 1.5 Pruebas de endogeneidad
(Hipótesis nula: las variables son exógenas)

12También se comprueba que la variable instrumental empleada en el test no es débil, tal como se
observa en el Anexo A.1
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Los resultados no respaldan la existencia de insesgamiento, lo cual es condición

necesaria para la existencia de racionalidad de las expectativas. Ahora, como los

pronosticadores profesionales están recibiendo información en cada momento, resta por

evaluar si hay un uso eficiente de dicha información en la hora de formar su expectativa,

lo cual se estará haciendo en las siguientes pruebas.

Cuadro 1.6 Prueba de Insesgamiento (PI)
(Hipótesis nula: hay insesgamiento)

Prueba de Ausencia de Correlación Serial - PACS

La Prueba de Ausencia de Correlación Serial (PACS) analiza si existe autocorrelación

en los errores de predicción. Esta prueba se hace mediante la evaluación de la siguiente

hipótesis nula que implica que no hay correlación serial:

H0 : E(utut−k) = 0 ∀ k ̸= 0,

Donde: ut Son los errores de pronóstico de la ecuación estimada en la PI.



17

Si se rechaza la hipótesis nula, significa que hay correlación serial de los errores de

la expectativa, por lo tanto los errores pasados guardan relación con los presentes. La

prueba de esta propiedad se hace mediante Breusch-Godfrey, la cual se operacionaliza

por medio de un estad́ıstico Chi cuadrado (Chi2) (Cuadro 1.7). Todos los valores

”p” asociados a la prueba indican que se rechaza la hipótesis nula, es decir, que hay

correlación serial de los errores de pronóstico.

Cuadro 1.7 Prueba de correlación serial
(Hipótesis nula: no hay correlación serial)

Este resultado indica que los errores presentes tienen relación con los errores

pasados, lo cual no va en la dirección del uso eficiente de la información en las encuestas

de expectativas de tasas de interés analizadas .

Prueba de Eficiencia - PE

Esta prueba verifica que los errores de pronóstico no estén influenciados por la

información disponible en el momento de formar la expectativa. El análisis se hace

para un horizonte fijo de 12 meses, y el encuestado conoce la información de la tasa de

interés observada de t− 12 como la cifra más recientemente observada unos d́ıas antes

de diligenciar la encuesta. A diferencia de la inflación que requiere de una encuesta

para ser calculada y conocida, la tasa de interés se conoce tan pronto cierra el mes
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y hace parte de la información públicamente disponible. El mes t − 24 se incluye

porque es el segundo dato más recientemente conocido del mismo mes que se está

pronosticando. También se hizo el ejercicio con el mes inmediatamente anterior (t−13

para mensual y t− 15 para trimestral) y los resultados fueron similares.

Para analizar esta propiedad se sigue a Da Silva Lopes (1998) y Zarate et al. (2012),

y se basa en la estimación de la siguiente ecuación:

ut = β1it−12 + β2it−24 + et

Donde:

ut Son los errores estimados del modelo de pronóstico de la PI

it,t−12 es la tasa de interés observada 12 meses atrás

it,t−24 es la tasa de interés observada 24 meses atrás

Sobre la estimación de la anterior ecuación, se hace la siguiente prueba para evaluar

si las observaciones pasadas de la tasa de interés no influyen sobre el error del pronóstico

informado, mediante la siguiente hipótesis nula conjunta:

H0 : β1 = β2 = 0

Es decir, ninguno de los coeficientes debe ser significativo, es decir, no se debe

rechazar la hipótesis nula. Esta prueba es similar a una de variables omitidas,

puesto que busca detectar la influencia explicativa de las observaciones pasadas en la

formación de la expectativa.

Los resultados de esta prueba (Cuadro 1.8) son mixtos. Mientras que la mayoŕıa

de las expectativas no la cumplen, puesto que el valor p del estad́ıstico F es bajo y

rechaza la hipótesis nula, la encuesta de la tasa de interés BCP de Chile si, al reportar

un valor p de 0,44. En menor grado, la media de la tasa de poĺıtica monetaria Selic de

Brasil también presenta eficiencia con un valor p de 0,062. Sin embargo, en estos dos

casos, el cumplimiento de esta condición no es suficiente para que haya racionalidad

de expectativas, puesto que en ninguno de los casos se cumplió con las condiciones de

insesgamiento.
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Con el fin de chequear robustez, también se evalúa la hipótesis nulaH0 : β1 = β2 = 0

(hipótesis nula de eficiencia) para la ecuación con constante ut = α+β1it−12+β2it−24+et.

Los resultados que se encuentran en el Anexo A.2 fueron similares.

Cuadro 1.8 Prueba de eficiencia
(Hipótesis nula: hay eficiencia)

Resumen del resultado del primer grupo de pruebas. De realizar el primer

grupo de pruebas se concluye que ninguna de las series cumple al mismo tiempo todas

las propiedades. En particular, ninguna cumplió con la prueba de insesgamiento que es

condición necesaria para que el menos exista racionalidad débil (Stekler (2002)). Por

consiguiente, ninguna de las series de las encuestas cumple con los criterios que apoyen

la existencia de racionalidad.

1.4.2 Prueba de Ortogonalidad (PO)

La prueba de ortogonalidad (PO) evalúa al mismo tiempo el insesgamiento y el uso

eficiente de la información, por lo que el presente estudio la aborda como una prueba que
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chequea la robustez de las conclusiones. La prueba se realiza a partir de la estimación

de la siguiente ecuación:

it = α + βiet,t−12 + δit−12 + ut

Donde:

it es la tasa de interés en el peŕıodo t

it,t−12 es la expectativa de la tasa de interés para el peŕıodo t, en t-12

it−12 es la tasa de interés observada 12 meses atrás

La anterior ecuación puede presentar problemas de endogeneidad de las expectativas

en caso que el proceso de formación de expectativas esté afectado por las tasas de

interés observadas. Para esto, se realizaron las pruebas de endogeneidad de Durbin y

de Wu-Hausman, cuyos resultados indican que las variables no son endógenas (Cuadro

1.9)13, por lo cual la estimación se hace por medio de mı́nimos cuadrados ordinarios

con errores robustos.

Cuadro 1.9 Prueba de endogeneidad
(Hipótesis nula: las variables son exógenas)

La hipótesis nula a evaluar es H0 : α = 0∧β = 1∧δ = 0. Si esta hipótesis se cumple,

hay sustento de expectativas racionales. Los resultados indican que la hipótesis nula

13También se comprueba que la variable instrumental empleada en el test no es débil, tal como se
observa en el Anexo A.3



21

es rechazada en todos los casos (Cuadro 1.10), y no hay sustento de la existencia de

las propiedades de expectativas racionales.

Cuadro 1.10 Prueba de ortogonalidad (PO)
(Hipótesis nula: hay racionalidad)

1.4.3 Resumen de los resultados y posibles implicaciones

El conjunto de pruebas empleado arroja resultados que apuntan en la misma dirección,

y no sustentan la existencia de expectativas racionales (Cuadro 1.11). Esto a pesar de

que las series de media de la tasa Selic de Brasil y la mediana de la tasa BCP de Chile

cumplen con una de las pruebas. Este resultado aporta a la escasa literatura emṕırica

en la materia para América Latina.
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Cuadro 1.11 Resumen de los resultados de los dos grupos de pruebas de racionalidad

Entre las posibles implicaciones se encuentra que el comportamiento no racional

del proceso de formación de expectativas tenga implicaciones sobre el comportamiento

de las variables reales de una economı́a. En particular, Eusepi and Preston (2012)

plantean que el efecto de un proceso de formación de expectativas incide sobre el

comportamiento observado de las variables macroeconómicas. En tal sentido, la

estructura de formación de expectativas de los agentes afecta el verdadero proceso

generador de cifras macroeconómicas, lo que a su vez, afecta las expectativas del

peŕıodo siguiente (Evans and Honkapohja (2001).

En conexión con lo anterior, el Gráfico 1.2 muestra la dispersión de los errores de

pronóstico, entendidos como la diferencia entre la expectativa del valor en t formada

12 meses atrás y el valor observado de la tasa de interés en t. Se observa que, en los

casos de Chile y Colombia parece existir una relación positiva entre ambas variables.

Es decir, que un mayor optimismo a la hora de fijar el pronóstico, reflejado en un error

de pronóstico positivo, podŕıa tener una relación con un comportamiento del producto

observado por encima de su nivel tendencial. En Brasil, no se percibe una relación de

este tipo; aunque en este páıs solo emmplea la tasa de interés de poĺıtica, y no se tiene

la tasa de interés de mercado como en Colombia y Chile. El estudio de los efectos

de los errores de pronóstico sobre el ciclo del producto está por fuera del alcance del

presente estudio; pero puede ser parte de una agenda futura de investigación dada su

relación con los temas tratados en esta disertación.
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Gráfico 1.2 Error de la expectativa media o mediana Vs. Brecha del producto

Varios autores advierten que las pruebas de racionalidad sobre medidas agregadas

como la media o mediana pueden generar dos tipos de sesgos en los resultados, en

ĺınea con lo planteado por Pesaran and Weale (2006) y Jalil et al. (2010)). El primero
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de estos sesgos es hacia aceptar falsamente la hipótesis de racionalidad debido a que

los sesgos individuales se compensan unos con otros al tomar el agregado. Este tipo

de sesgo no se presenta en el presente estudio, puesto que los resultados no apoyan la

hipótesis de racionalidad.

Adicionalmente, se plantea que puede existir el falso rechazo de la hipótesis de

racionalidad, debido a que, si cada analista usa un conjunto de información diferente

(es decir, hay heterogeneidad), la expectativa agregada no seŕıa racional respecto a un

conjunto particular de información pero no necesariamente sobre todos. Para poder

probar la heterogeneidad de los agentes se requiere de micro datos. En consecuencia,

un trabajo de agenda futura con la disponibilidad de la información micro es evaluar

el comportamiento de las expectativas individuales, en ĺınea con lo realizado por

Iregui-Bohórquez et al. (2021) para la encuesta de expectativas de inflación en

Colombia con información a nivel de individuo del Banco de la República.

1.5 Conclusiones

Para los analistas, investigadores y autoridades económicas es cŕıtico entender el

proceso de formación de las expectativas de tasas de interés, y aśı interpretar la

dinámica de los mercados financieros. A pesar de la importancia de la tasa de interés

en la modelación macroeconómica, la literatura emṕırica global que pruebe la hipótesis

de racionalidad de esta variable es considerablemente menor que en el caso de la

inflación. En particular, en América Latina es escasa.

En tal sentido, el presente capitulo aporta a la discusión sobre el tema, en la

medida en que no encuentra evidencia en favor de la existencia de racionalidad de

las expectativas de tasas de interés en un horizonte de un año. No se encontró

insesgamiento ni uso eficiente de la información en el proceso de formación de la

expectativa. Adicionalmente, se encuentra que el comportamiento de los errores de

pronóstico de las encuestas es heterogéneo tanto en tendencia como en magnitud.

El no cumplimiento de las propiedades de racionalidad es compatible con marcos

de modelación macroeconómica que parten de la existencia de racionalidad limitada
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(Zunino et al. (2009). Hay estudios que analizan cómo el efecto de un proceso de

formación de expectativas puede incidir sobre el comportamiento de las variables

macroeconómicas (Eusepi and Preston (2012)). En particular, la estructura de

formación de expectativas de los agentes afecta el verdadero proceso generador de

cifras macroeconómicas, lo que a su vez, afecta las expectativas del peŕıodo siguiente

(Evans and Honkapohja (2001)). En tal sentido, se afecta la dinámica del ciclo

económico, y plantea una conexión entre el proceso de formación de expectativas y el

desempeño de las variables macroeconómicas.

Finalmente, a futuro, es importante trabajar con datos micro de las encuestas

de expectativas para controlar por posibles sesgos derivados de la heterogeneidad de

los agentes que responden la encuesta de expectativas. Hay una ĺınea de literatura

creciente de trabajos que está utilizando este nivel de datos de las encuestas de

expectativas con el fin de evaluar racionalidad y eficiencia a partir de las expectativas

individuales. A esta ĺınea de trabajo pertenecen trabajos como el de Iregui et al.

(2021) e Iregui-Bohórquez et al. (2021).



Caṕıtulo 2

El aprendizaje de expectativas y los

canales endógenos de volatilidad y

persistencia del ciclo económico

según el mercado de origen del

proceso de formación de

expectativas

Resumen. La modelación macroeconómica ha tenido el reto de emular la volatilidad

y persistencia observadas en la producción. A ráız de que los modelos de

ciclos de negocios reales estándar tienen dificultad para generar el comportamiento

observado del producto sin tener que recurrir a choques exógenos de tecnoloǵıa

(Eichenbaum and Singleton (1986), Gaĺı and Rabanal (2004) y Milani (2007)), la

modelación macroeconómica ha presentado importantes avances, los cuales parten de

la racionalidad de expectativas como supuesto dominante. Sin embargo, la evidencia

emṕırica presenta resultados mixtos sobre el cumplimiento de esta hipótesis, lo cual

motiva la introducción del aprendizaje de expectativas en modelos de ciclo de negocios

reales (Eusepi and Preston (2012)). El presente caṕıtulo analiza de forma novedosa

el efecto diferenciado del aprendizaje adaptativo en un modelo de ciclo de negocios

estándar según el mercado (laboral o financiero) de origen de dicho aprendizaje. El

26
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estudio muestra con claridad la importancia del aprendizaje de expectativas en el

mercado financiero como factor que más contribuye a la volatilidad del producto

por medio del comportamiento de la inversión, aśı como su capacidad de ajuste a la

volatilidad y persistencia de las cifras observadas para los EE.UU. Estos resultados son

robustos ante dos tipos de ganancia de aprendizaje utilizados (constante y decreciente).

2.1. Introducción

Las ultimas crisis financieras han resurgido el interés por analizar el papel de este sector

sobre el comportamiento del producto en la economı́a (Queralto (2020) y Kozlowski

et al. (2020)). En particular, cuando se originan los problemas en el mercado financiero

se pueden generar mayores efectos sobre la estabilidad macroeconómica, los cuales se

reflejan tanto a nivel de la volatilidad como de la persistencia del producto, con sus

respectivos efectos sobre el empleo y el bienestar de la economı́a.

En tal sentido, la modelación macroeconómica tiene como reto emular las

caracteŕısticas observadas de las variables macroeconómicas, principalmente el

producto. En particular, los modelos de ciclos de negocios reales no cuentan

con canales endógenos de volatilidad y persistencia suficientes para replicar las

caracteŕısticas observadas en los ciclos económicos observados, por lo cual requieren

de choques tecnológicos exógenos de gran magnitud (Eichenbaum and Singleton

(1986); Milani (2007); Gaĺı and Rabanal (2004)). Este hecho ha sido cuestionado por

autores como Gaĺı and Rabanal (2004), quienes levantan dudas sobre la importancia

de los choques de tecnoloǵıa como fuerza significativa (o aún más, dominante) detrás

del ciclo de negocios, con base en cifras para los EE.UU. durante el peŕıodo postguerra.

Como resultado, la literatura ha presentado un gran avance para fortalecer los

canales endógenos de volatilidad y persistencia. En esta dirección han trabajado

diversos autores que emplean mecanismos como la formación de hábitos de consumo

(Sundaresan (1989), Constantinides (1990), Fuhrer (2000)), indivisibilidad del trabajo

(Hansen (1985)), mecanismos de fijación de precios y de costos de ajuste. Altig et al.

(2011) y Christiano et al. (2005) han desarrollado modelos que incorporan diversas

extensiones y consiguen inercia en los datos (Milani (2007)). En igual dirección,

Smets and Wouters (2007) estiman modelos con métodos bayesianos incorporando



28

una mezcla de fricciones y choques persistentes para obtener mejor ajuste a los datos.

A pesar de la diversidad de mecanismos empleados, el anterior grupo de modelos

comparte el supuesto de expectativas racionales, el cual implica que los agentes

conocen la estructura y los parámetros del modelo macroeconómico presente en

la realidad (Evans and Honkapohja (2001)). La literatura emṕırica que evalúa la

racionalidad de expectativas con base en diversas encuestas presenta resultados mixtos

sobre la existencia de racionalidad de las expectativas. La mayor parte de estudios se

centran en analizar las expectativas de inflación; pero también hay estudios aplicados

a las tasas de interés. Por ejemplo, Friedman (1980), Jongen and Willem (2008) y

Miah et al. (2016) no encuentran evidencia en favor del cumplimiento de la hipótesis

de racionalidad en las encuestas de tasas de interés para los EE.UU.

En conexión con lo anterior, estudios recientes consideran que la racionalidad

limitada tiene un papel importante en el comportamiento macroeconómico por la

v́ıa de la formación de expectativas durante episodios como el de la gran recesión

(Kozlowski et al. (2020)). En tal dirección, estudios como los de Marcet and Nicolini

(2003), Collard and Dellas (2004), Milani (2007), Carceles-Poveda and Giannitsarou

(2007), Marcet et al. (2012), Slobodyan and Wouters (2012), Rychalovska (2015)

y Adam et al. (2016) resaltan el potencial del aprendizaje de expectativas como

mecanismo que contribuye a emular el comportamiento de los ciclos y hallan beneficios

en el ajuste al comportamiento observado del ciclo económico. No obstante, la

incorporación de este supuesto en la modelación de los ciclos económicos reales ha

emergido hace relativamente poco, a pesar de que la racionalidad limitada es estudiada

desde hace varias décadas (Mallar (2012)).

Dentro de este grupo de estudios, se destaca Eusepi and Preston (2012), que

implementan el aprendizaje de expectativas sobre un modelo estándar de ciclo de

negocios reales, y encuentran ganancia en el ajuste a las cifras observadas para la

economı́a de los EE.UU. El Cuadro 2.1. presenta los resultados del modelo con

expectativas racionales (columna 2) y con aprendizaje de expectativas a la Eusepi

and Preston (2012) (columna 3). La primera fila presenta la desviación estándar del

choque a la tasa de crecimiento de la tecnoloǵıa requerida para igualar la volatilidad

observada del producto en el peŕıodo 1959-2019, la cual se muestra en la segunda fila
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del cuadro. Se observa que con aprendizaje de expectativas hay una cáıda sustancial

en la magnitud del choque requerido, al tiempo que también se observan ganancia en

volatilidad (desviaciones estándar de la inversión, retorno de capital) y persistencia

(autocorrelación de primer orden del producto, la inversión y la tasa de retorno de

capital).

Cuadro 2.1 Calibración con respecto a la desviación estándar del componente ćıclico
producto de los EE.UU. 1959-2019

Tanto los trabajos previos de aprendizaje de expectativas como el de Eusepi and

Preston (2012) no separan los efectos del aprendizaje con fuente en diferentes mercados.

En tal sentido, el presente trabajo de investigación evalua si la implementación del

aprendizaje de expectativas en un modelo de ciclo de negocios reales estándar tiene

efecto diferenciado sobre la volatilidad y persistencia del producto según el mercado

de origen (laboral y financiero).

El aporte a la literatura del presente estudio es la utilización de un modelo de

ciclo de negocios reales estándar para separar los efectos del aprendizaje con fuente

en mercado laboral o en mercado financiero y, mostrar con claridad la importancia

del aprendizaje en el mercado financiero como factor que explica la volatilidad y

persistencia del producto, aśı como su capacidad de ajuste a las cifras observadas
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para EE.UU. Estos resultados son robustos a la variación en los tipos de aprendizaje

empleados (ganancia constante y ganancia decreciente).

En lo referente al ajuste de los segundos momentos observados de las variables,

la ganancia en ajuste que se presenta cuando el aprendizaje se origina en todos

los mercados, se preserva tanto cuando hay aprendizaje originado en el mercado

financiero como cuando se origina en el mercado laboral, lo cual indica la robustez

de la implementación del aprendizaje de expectativas. La diferencia radica en que,

la ganancia en volatilidad del producto es sustancialmente mayor en el caso del

aprendizaje originado en el mercado financiero).

La siguiente sección presenta el modelo de ciclo de negocios rales, posteriormente

se presenta el mecanismo de aprendizaje de expectativas y finalmente los resultados y

conclusiones del estudio.

2.2 Modelo

Este estudio emplea un modelo de ciclo de negocios reales que permite ilustrar el

efecto del aprendizaje de expectativas sobre los canales endógenos de propagación y

persistencia. Se escoge este modelo básico con un choque de tecnoloǵıa porque permite

estudiar los canales de transmisión en su expresión más simple, al tiempo que permite

comparar sus resultados con los obtenidos por Eusepi and Preston (2012).

El modelo representa una economı́a cerrada con choque de tecnoloǵıa y utilización

de capacidad a la Eusepi and Preston (2012). Los hogares maximizan su utilidad y

escogen la combinación óptima entre consumo y trabajo con base en una restricción

presupuestal. Las empresas están en competencia perfecta y maximizan sus beneficios,

sujetas a una tecnoloǵıa de producción.

El modelo emplea las variables de producto (Yt), consumo (Ct), horas de trabajo

(Ht), salario (Wt), tasa de retorno (Rt), tecnoloǵıa (Xt), capital (Kt), inversión (It) y

utilización de capital (Ut). Con excepción de la tasa de retorno del capital (Rt) y las

horas de trabajo (Ht) que son estacionarias, las variables del modelo son expresadas
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en unidades de eficiencia, es decir, se normalizan con respecto a la tecnoloǵıa (Xt) o

su tasa de crecimiento, y se denotan con letras minúsculas.

En los siguientes párrafos, se presentan las principales ecuaciones del modelo en

niveles, cuya derivación completa se encuentra en el anexo B14.

2.2.1 Hogares

Los hogares maximizan la siguiente función de utilidad para decidir su consumo, ocio,

capital y la utilización de capital:

max
Ct,Kt+1,Lt,Ut

Et

∞∑
T=t

βT−tu(CT , LT )

Está sujeta a la siguiente restricción presupuestaria Ct + Kt+1 = Rk
t (UtKt) +

WtHt + (1− δ(Ut))Kt, Donde Lt = 1−Ht.

Donde β es el descuento intertemporal, Ct es el consumo, Lt es el ocio, Kt es el

capital, Rk
t es la tasa de retorno del capital, Ut es el nivel de utilización de capital, Wt

es el salario, Ht son las horas trabajadas, y δ(Ut) es la depreciación.

Luego de obtener las condiciones de primer orden, hacer reemplazos y estacionarizar

con respecto a la tecnoloǵıa (Xt), se derivan las siguientes ecuaciones claves en el

modelo:

λt = c−σt v(Ht)

1 = βEt

[
λt+1

λt

1

γσt+1

(Rk
t+1Ut+1 + (1− δ(Ut+1)))

]

λtwt =
c1−σt

(1− σ)
v′(Ht)

14El modelo se deriva en log desviaciones con respecto al estado estacionario para su programación
en el anexo B.
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La función de utilidad empleada es la King, Plosser y Rebelo (King et al. (1988))15

u(Ct, Lt) =
C1−σ

t v(1−Lt)

1−σ , donde la función v(1 − Lt) = (1 − Ht)
ζ , donde ζ es tal

que la elasticidad de Frisch es muy alta, es decir, la oferta laboral es perfectamente

elástica. Esta función tiene la propiedad de que v′(Ht) < 0 y v′′(Ht) < 0, al tiempo

que v′′(Ht)/v
′(Ht) > 0 y [v′′(Ht)/v

′(Ht)][Ht] es el inverso de la elasticidad de Frisch

(elasticidad de sustitución intertemporal del trabajo), la cual es determinante de la

propagación y persistencia del ciclo dentro del modelo. Al tener una elasticidad de

sustitución intertemporal muy alta, ante una rentabilidad esperada del capital alta,

la decisión intertemporal del consumo se inclina hacia un mayor consumo futuro

frente al consumo presente. Este efecto y una trayectoria salarial plana hacen que la

rentabilidad marginal de capital sea muy alta, induciendo a la sustitución intertemporal

del consumo y del ocio. Como resultado, la inversión y la oferta de trabajo aumentan

de forma importante, al tiempo que el consumo y los salarios caen al inicio para luego

incrementar. Este canal se verá en los resultados de los impulsos respuesta. Lo anterior

es consistente con el hecho de que σ = 1, tal que la función lineal de utilidad es

ln(ct) + ζln(1−Ht).

2.2.2 Firmas

Las firmas tienen la siguiente tecnoloǵıa de producción Yt = Ψt(UtKt)
α(XtHt)

1−α,

donde Ψ denota una externalidad del capital, tal que Ψt = [(UtKt)
α(XtHt)

1−α]
η
X−η
t

16.

La tecnoloǵıa es labor augmenting dada por Xt = Xρ
t−1. La depreciación (δ) está en

función de la utilización del capital, tal que δ(Ut) =
1
θ
U θ
t . El parámetro θ > 117, dado

que una mayor utilización genera una mayor depreciación del capital. Este valor es

clave para la generación de volatilidad del ciclo en el componente atado a la inversión

del modelo. Está presente tanto en la modelación bajo expectativas racionales como

en la modelación bajo aprendizaje de expectativas. La función expresa una relación

directa existente entre la depreciación y la utilización del capital, es decir, a mayor

utilización hay una mayor depreciación.

15Esta función de utilidad se considera consistente con una senda de crecimiento balanceado.
16El término X−η

t garantiza la existencia de una senda de crecimiento balanceado en la cual todas
las variables del modelo crecen a igual tasa.

17En particular, en el presente modelo se emplea un valor de 1,6188, en ĺınea con Eusepi and Preston
(2012).
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El problema de maximización de la firma está dado por:

max
(kt,lt)

Πt = Ψt(UtKt)
α(XtHt)

1−α −RtKt −WtHt (2)

Al obtener las condiciones de primer orden del problema de maximización con

respecto al capital (Kt) y el trabajo (Ht), y hacer los respectivos reemplazos y

estacionarizar 18, se obtiene 19:

wt = (1− α)
yt
Ht

Rk
t = αγt

yt
Utkt

2.2.3 Choque de tecnoloǵıa

La tendencia estocástica de la tecnoloǵıa labor augmenting está dada por Xt = Xρ
t−1.

En términos estacionarios, se obtiene la tasa de crecimiento de la tecnoloǵıa γt = γρt−1.

Como ln(Xt+1

Xt
) = γt = ln(γ̄) + at+1, donde at es una variable aleatoria independiente

e identicamente distribuida con media cero y varianza constante σa. En términos log-

lineales, se tiene γ̂t = ργ̂t−1 + ϵt, donde ϵt ∼ N(0, σ2
ϵ ).

Al igual que Eusepi and Preston (2012), se asume ρ = 0, es decir, no hay persistencia

del choque. Esto se hace con el fin de evaluar los mecanismos endógenos de persistencia

y propagación del modelo, y aśı evaluar el efecto diferencial del supuesto de expectativas

racionales con respecto del supuesto de aprendizaje de expectativas.

2.2.4 Otras ecuaciones

Hay dos ecuaciones adicionales del modelo. La primera, es la ley de movimiento del

capital estacionarizada (kt+1 = it + (1 − δ(Ut))γ
−1
t kt), y la segunda representa el

equilibrio macroeconómico (ct + it = yt).

El resumen de las ecuaciones del modelo se presenta en el Cuadro 2.1, en el cual

ln(Xt+1

Xt
) = γt = ln(γ̄) + at+1, donde at es una variable aleatoria independiente e

idénticamente distribuida con media cero y varianza constante σa.

18Excepto la tasa de retorno que ya es estacionaria.
19El detalle se presenta en el documento anexo B.
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Cuadro 2.2 Resumen de las ecuaciones estacionarizadas del modelo

2.3 Introducción del aprendizaje de expectativas

2.3.1 Regla óptima de consumo

Esta sección presenta la introducción del aprendizaje de expectativas. El primer paso

es modificar la ecuación intertemporal de consumo para construir una regla óptima

de consumo basada en pronósticos de horizonte lejano, cuyo detalle se encuentra en el

anexo B20. Para esto, se aplican los siguientes pasos:

• Log linealizar la restricción presupuestaria de los hogares en términos de la

desviación con respecto al estado estacionario.

20Sigue lo hecho por Preston (2005).
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• Iterar hacia el futuro la restricción presupuestaria de los hogares.

• Iterar la ecuación de Euler de los hogares hacia atrás.

• Combinar las ecuaciones de Euler y la restricción presupuestaria.

• Despejar la variable consumo.

Al aplicar los anteriores pasos, cuyo detalle está en el anexo, se obtiene la siguiente

senda óptima de consumo de los hogares bajo expectativas arbitrarias para el modelo

de ciclo de negocios reales:

ĉt =
(1− χ)(1− β̃)

ϵc

[
β̃−1k̂t + R̃R̂kt − β̃−1γ̂t +

(
ϵw + ϵc

χ

(1− χ)

)
ŵt

]
+Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(1− χ)(1− β̃)

ϵc
β̃

(
ϵw + ϵc

χ

(1− χ)

)
ŵT+1+Êt

∞∑
T=t

β̃T−t

[
(1− χ)(1− β̃)

ϵc
− β̃σ−1

]
β̃R̃R̂KT+1

+ Êt

∞∑
T=t

β̃T−t

[
β̃ − (1− χ)(1− β̃)

ϵc

]
ˆγT+1 − σ−1ψ(1− σ)Ĥt

Esta ecuación muestra que el valor actual del consumo depende del ingreso futuro

del individuo, el cual depende de variables claves como los ingresos por trabajo y por

renta del capital. Esto tiene una conexión con la teoŕıa del ingreso permanente del

consumo, la cual se basa en la elección inter temporal de los agentes.

2.3.2 Formación de creencias de los agentes en el contexto de

aprendizaje dentro del modelo

Conexión con el modelo original de expectativas racionales. La conexión

entre la metodoloǵıa de expectativas racionales con la de aprendizaje de expectativas

parte de la iteración entre las diferentes versiones de la solución del sistema de

ecuaciones con el algoritmo de aprendizaje de mı́nimos cuadrados recursivos. Para

esto, en primer lugar, la solución al sistema de ecuaciones por medio del método de

Blanchard y Kahn ofrece un sistema matricial de ecuaciones expresado solo en términos

de las variables de estado (Minimum State Variable):
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Wt+1 = ΩRE
0 + ΩRE

1 Kt + ΩRE
2 εt

Donde el vector Wt+1 es una matriz que incluye tanto variables de control como

variables de estado, ΩRE
1 es la matriz de coeficientes bajo expectativas racionales, la

cual atrapa la relación entre todas las variables del modelo y las variables de estado,

determinadas por los coeficientes profundos del modelo. Esta matriz de coeficientes

es conocida bajo la solución de expectativas racionales; pero no bajo la solución de

aprendizaje de expectativas como se verá más adelante con ΩL
1 . Por su parte, Kt es

una matriz de variables de estado (kt), Ω
RE
2 es el vector de coeficientes que acompañan

el choque, y εt es el choque de tecnoloǵıa.

En segundo lugar, se obtiene reescribe el sistema de ecuaciones bajo expectativas

racionales en su forma estructural, aśı:

A0Wt = A1 + A5Wt−1 + A3Wt+1 + A4

∞∑
T=0

βTWT + Cεt

Donde
∑∞

T=0 β
TWT representa el flujo futuro descontado de la variable consumo

(ct) bajo su regla de decisión. Tanto el coeficiente A4 como la variable que lo

acompaña solo se emplean bajo el modelo de aprendizaje de expectativas con el flujo

descontado del consumo y, en su lugar, la variable se excluye tanto de A3 como de

Wt+1. Finalmente, C es un vector que acompaña al choque de tecnoloǵıa.

Bajo aprendizaje de expectativas, la forma reducida de la solución al sistema de

ecuaciones, previamente presentada, se puede expresar de la siguiente forma:

Wt+1 = T0(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) + T1(Ω

L
0,t,Ω

L
1,t)Kt + T2(Ω

L
0,t,Ω

L
1,t)εt

Donde T0(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) (Mapeo del vector intercepto),

T1(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) (Mapeo de la matriz de transición) y T2(Ω

L
0,t,Ω

L
1,t)

(Mapeo de la matriz de incidencia de choques) son los mapas de coeficientes de

la Ley de movimiento real, la cual combina los parámetros del sistema de ecuaciones

con los parámetros estimados por los agentes bajo su ley de movimiento percibida.

El mapeo de los coeficientes (o ley de movimiento real) se construye empleando
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los coeficientes A0, A1, A3, A4 y A5 de la solución estructural, y los valores estimados

por los agentes no racionales por medio de su ley de movimiento percibido, mediante

su mecanismo de formación de creencias o expectativas. En tal sentido, se obtienen

los siguientes valores cuyo detalle se encuentra en el anexo B:

T0(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) = (I − TC)

−1TI

T1(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) = (I − TC)

−1[A−1
0 A5Ω

L
1 ]

T2(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) = (I − TC)

−1C

Donde:

TC = A−1
0 [A3Ω

L
1 ] + A−1

0 [A4F1] = A−1
0 [A3Ω

L
1 + A4F1]

F1 = ΩL
1 (1− β)[I − ΩL

1 ]
−1

Las anteriores ecuaciones se emplean para construir el mapeo del conjunto de

coeficientes del modelo acorde con la ley de movimiento real del modelo. Mediante

este sistema de ecuaciones se integran las creencias (expectativas) de los agentes con

los resultados provenientes de la estructura de estimación del modelo para determinar

el comportamiento observado de los parámetros a lo largo del tiempo, aśı como su

convergencia a la solución de expectativas racionales. Por consiguiente, hay una

retroalimentación entre las creencias y los resultados del modelo. De un lado, las

expectativas de los agentes afectan los resultados del modelo. De otro lado, los

resultados del modelo afectan la formación de creencias (expectativas) en el peŕıodo

siguiente.

ΩL
0,t y ΩL

1,t hacen parte de una matriz ΩL
t sobre la cual aprenden los agentes

de acuerdo con un algoritmo de mı́nimos cuadrados recursivos, cuya explicación se

encuentra en el anexo B.8.2. El algortimo tiene la siguiente estructura:

ΩL
t = Ωt−1 + g(R−1

t Qt−1)(Z
LMR
t − ΩL

t−1
′Qt−1)
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Rt = Rt−1 + g(Qt−1Q
′
t−1 −Rt−1)

Donde:

• ΩL
t : Coeficientes a estimar en el peŕıodo t. Su valor inicial

• Rt: Matriz de precisión (varianzas y covarianzas).

• g: Parámetro de ganancia del aprendizaje.

• Qt−1: vector con variable regresora capital.

• ZLMR
t : vector de variables dependientes asociadas a las coeficientes sobre los que

se quiere aprender.

La ganancia de aprendizaje g se puede modelar tanto de forma constante como

de forma decreciente con respecto al tiempo. En el presente estudio se hace de las

dos formas para analizar robustez. Las condiciones bajo las cuales Ω̂L
t converge a

los valores de expectativas racionales (ΩRE
1 ) también se encuentran en este anexo.

Esta matriz incluye los coeficientes que relacionan las variables de interés para el

aprendizaje con la variable de estado capital, y se construye de tal modo que permita

hacer los ejercicios de sensibilización en la fuente de aprendizaje.

2.4 Parametrización

Las parámetros empleados son los mismos de Eusepi and Preston (2012), al tiempo

que las series utilizadas son las del peŕıodo 1954-2019 para los Estados Unidos, con el

fin de incorporar la evolución reciente de esta economı́a 21, cuyo detalle se encuentra

en el anexo B. Se emplea una tasa de descuento intertemporal β = 0, 99, y una función

de utilidad log lineal que genera utilidad para el consumo y desutilidad para el trabajo,

con una elasticidad de sustitución intertemporal σ = 1. El inverso de la elasticidad

de Frisch de la oferta de trabajo ϵ = 0, 0004, tendiente a cero, el cual se aproxima

a las propiedades de la oferta de trabajo de un modelo con trabajo indivisible, al

tiempo que genera mayor volatilidad del trabajo. La tecnoloǵıa de las empresas está

especificada por una participación del capital de α = 0, 34 y la tasa de crecimiento

21Eusepi and Preston (2012) toman el peŕıodo 1948-2007.
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en estado estacionario del progreso tecnológico aumentado por trabajo es γ̄ = 1, 005322.

La ganancia de aprendizaje constante es g = 0.002 23. Este valor coincide con el

error de pronóstico de la tasa de los tesoros de los Estados Unidos a 3 meses. La

tasa de depreciación del capital es 0,025. El parámetro de persistencia sobre la tasa

de crecimiento del choque de productividad es ρ = 0. Este valor facilita analizar los

canales de amplificación de la volatilidad y persistencia endógenos del modelo. Por

su parte, la externalidad de la producción es η = 0, 1. El parámetro θ = 1, 6188, y el

que sea mayor a la unidad implica que tiene un papel amplificador de ciclo atado a la

inversión del modelo (Cuadro 2.2). Con excepción del parámetro g, los parámetros

se emplean tanto en la modelación de expectativas racionales como en la modelación

de aprendizaje de expectativas. El resto del parámetros del modelo se presenta en el

anexo B.

Cuadro 2.3 Principales parámetros del modelo

22Consistente con la estimada por Eusepi and Preston (2012).
23Eusepi and Preston (2012).
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2.5 Resultados

En esta sección se presentan los resultados del ejercicio en dos partes. En la

subsección 2.5.1, se presentan los resultados directamente vinculados con la pregunta

de investigación. Estos permiten evaluar si la implementación del aprendizaje de

expectativas en un modelo de ciclo de negocios reales estándar tiene efecto diferenciado

sobre la volatilidad y persistencia del producto según su mercado de origen (laboral o

financiero). Esto se hace por medio del análisis de la calibración y simulación (2.5.1.1),

aśı como por la v́ıa de la interpretación de las funciones de los impulsos respuestas

(2.5.1.2). Como complemento a lo anterior, en la sección 2.5.2. se presenta un análisis

de los segundos momentos de las principales variables del modelo, aśı como su ajuste

a los datos observados para el peŕıodo de análisis (1959-2019).

Las métricas que se usan para analizar la volatilidad y la persistencia en el presente

trabajo se definen aśı: En el tema de volatilidad, se analiza la desviación máxima con

respecto al estado estacionario en el caso de los impulsos respuestas, y la desviación

estándar del componente ćıclico en el caso de los ejercicios de calibración y simulación.

Con respecto a la persistencia, se analizan el indicador de vida media (Half-Life) para

el caso de los impulsos respuesta, y la autocorrelación de cada serie para los ejercicios

de calibración y simulación.

2.5.1 Principales resultados

2.5.1.1 Simulación y calibración

En esta sección se presentan los resultados de la calibración de la desviación estándar

del choque con respecto a la desviación estándar del producto, al tiempo que se

presentan los resultados de la simulación para 2000 peŕıodos (Cuadro 2.4), con

ganancia de aprendizaje constante.

En la primera ĺınea, se observa una mejoŕıa en términos volatilidad del producto,

puesto que se requiere de una menor desviación estándar del choque para igualar

la desviación estándar del producto todos los mercados 24 (a la Eusepi and Preston

24En Eusepi and Preston (2012), el aprendizaje se presenta sobre los coeficientes asociados a las
variables de salarios, tasa de retorno y capital, mientras que en el presente ejercicio se aprende sobre
retorno de capital y capital (mercado financiero) o sobre salarios y capital (mercado laboral).
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(2012)). Al descomponer los efectos por el mercado fuente de origen del aprendizaje,

se observa que la ganancia en volatilidad del producto es mayor cuando este proviene

del mercado financiero (el choque requerido pasa de 1,9241 a 1,6181) en comparación

con el mercado laboral (el choque requerido pasa de 1,9241 a 1,8264). También se

presenta una ganancia en persistencia del producto, frente a la versión de expectativas

racionales, tanto cuando el aprendizaje se origina en el mercado financiero (pasa de

0,6918 a 0,7947) como cuando este se origina en el mercado laboral (pasa de 0,6918

a 0,8236). La ganancia es mayor es este último caso, pero al costo de una mayor

proporción del choque de tecnoloǵıa. Esta misma relatividad se conserva cuando

se analiza el ajuste a los momentos observados del producto que se presentan en la

columna 1 y son el propósito del análisis.

Cuadro 2.4 Calibración con respecto a la desviación estándar del componente ćıclico
del producto de los EE.UU. 1959-2019, con ganancia constante

Con base en lo anterior, se observa que el aprendizaje en el mercado financiero

importa para explicar la volatilidad y persistencia del producto de la economı́a, y

lo hace en mayor medida que cuando el aprendizaje surge en el mercado laboral.

Intuitivamente, esto se explica porque el mecanismo de aprendizaje actúa fuertemente

sobre el comportamiento de la inversión cuando los coeficientes vinculados a la tasa

de retorno son desconocidos para los agentes de la economı́a. Es decir, el efecto del

choque de tecnoloǵıa es interpretado como un cambio en los coeficientes del modelo

que acompañan el comportamiento de la tasa retorno, conduciendo a una sobre

reacción no solo de esta variable sino de la inversión, aumentando de forma importante
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su volatilidad. Es decir, el canal de ahorro / inversión y producto se activa en gran

medida ante la presencia del aprendizaje. Ante un choque positivo de tecnoloǵıa, los

hogares aumentan su oferta de trabajo y de ahorro en la economı́a, y en presencia de

aprendizaje de expectativas sobre reaccionan por esta v́ıa, afectando inmediatamente

la inversión y el producto de la economı́a.

De igual modo, las cifras de volatilidad y persistencia se ajustan mejor a los segundos

momentos observados del producto ante la presencia de aprendizaje (Cuadro 2.4), al

fortalecerse los canales endógenos del modelo. Esto se nota principalmente cuando

la fuente del aprendizaje proviene del mercado financiero, en ĺınea con lo planteado

por Keynes (1930) y Keynes (1936), quien remarca la influencia de los movimientos

del mercado financiero sobre los auges y depresiones. Estas conclusiones permanecen

cuando la ganancia en aprendizaje es decreciente, tal como se muestra en el anexo B

del documento.

2.5.1.2 Funciones de impulsos respuesta

Esta sección presenta las funciones de impulsos respuesta ante un choque de igual

magnitud25 en los modelos de expectativas racionales (ĺınea negra), de aprendizaje con

ganancia constante (ĺınea roja) y aprendizaje con ganancia decreciente (ĺınea azul).

Las variables están en unidades de eficiencia y se presenta su desviación con respecto

al estado estacionario. En particular, se analizan los resultados de un choque de

tecnoloǵıa con origen del aprendizaje en todos los mercados (Panel A), en el mercado

financiero (Panel B) y en el mercado laboral (Panel C), en el Gráfico 2.1. La economı́a

inicia en equilibrio de expectativas racionales en el cual los parámetros del modelo de

aprendizaje son iguales a los de expectativas racionales.

Cuando llega el choque de tecnoloǵıa, los agentes bajo aprendizaje interpretan

el impulso del choque como un cambio en los valores de los coeficientes que no

conocen, por lo cual los reestiman generando una reacción más fuerte que en el caso de

expectativas racionales. Este efecto genera una mayor reacción en todos los casos de

aprendizaje para las variables producto, inversión y tasa de retorno, el cual es el canal

de mayor volatilidad del producto. Los resultados son robustos independientemente

25La magnitud del choque es de 1,92 desviaciones estándar sobre la tasa de crecimiento de la
tecnoloǵıa; pero está estandarizado a 1
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de cómo se modele la ganancia del aprendizaje de expectativas, ya sea constante o

decreciente, cuyos valores son diferentes pero cercanos.

De los impulsos respuesta, destaca que la reacción bajo aprendizaje es mayor en

todos los casos; pero especialmente fuerte en el caso en el que el aprendizaje tiene su

origen en el mercado financiero (Panel B), que en magnitud es similar a la volatilidad

cuando se aprende en todos los mercados (Panel A) (Gráfico 2.1).

Gráfico 2.1 Impulsos respuesta ante un choque de tecnoloǵıa

Para analizar la persistencia de los impulsos respuesta, se calcula el indicador Half-

Life el cual se interpreta como el número de peŕıodos en los cuales el efecto el choque

permanece por encima de 0,5. Es decir, que a mayor magnitud, mayor persistencia. Se
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observa que en todos los casos de aprendizaje hay una mayor persistencia con respecto

a lo que sucede en el caso de expectativas racionales (Cuadro 2.5).

Cuadro 2.5 Indicador Half-Life

En śıntesis, los resultados muestran que bajo aprendizaje hay una ganancia en

volatilidad del producto, acompañada de un incremento en la persistencia. En

particular, cuando el aprendizaje tiene su origen en el mercado financiero se presenta

una mejor ganancia de la relación volatilidad / persistencia con respecto al producto

observado en el modelo, al tiempo que permite un mejor ajuste a las cifras presentes

en otras variables, como se verá en la siguiente sección.

2.5.2 Resultados complementarios

Esta sección complementa a la anterior en la medida que presenta el ajuste a las cifras

observadas en todas las variables. Como se comentó, el gran resultado es que hay un

mejor ajuste a los momentos observados del producto cuando el aprendizaje se origina

en el mercado financiero que cuando es generado en el mercado laboral.

El ejercicio de simulación también permite ver cómo se comporta el ajuste a los

segundos momentos de las variables del modelo, partiendo de igualar la varianza del

producto. En los tres casos de aprendizaje en las expectativas (todos los mercados,

financiero y laboral), la mejora en la volatilidad de la producción está acompañada

por una mejora en el ajuste a la persistencia del producto. Además, la volatilidad y

persistencia de la inversión y del retorno del capital también presentan un mejor ajuste

a lo observado de las cifras con respecto al modelo con expectativas racionales (Cuadro

2.6). Esto indica el canal del mercado financiero como generador de volatilidad y
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persistencia del producto ante la presencia del aprendizaje. Finalmente, en términos

de persistencia, también hay mejor ajuste en las variables de trabajo y salario en todos

los casos, lo cual está asociado a la reacción gradual de los hogares respecto de su oferta

laboral en cada momento.

Cuadro 2.6 Calibración con respecto a la desviación estándar del componente ćıclico
del producto, con ganancia constante

2.6 Sensibilización de los resultados según la

ganancia de aprendizaje

En esta sección se analiza lo que ocurre cuando se sensibiliza el parámetro de ganancia

de aprendizaje (g) con la volatilidad y persistencia del producto y la inversión. (Cuadro

2.7).



46

Cuadro 2.7 Análisis de sensibilidad del producto y la inversión antes cambios en la
ganancia de aprendizaje

Del Cuadro 2.7, se observa que cuando g aumenta, la magnitud del choque de

tecnoloǵıa requerido para igualar la desviación estándar observada del producto es

menor, al tiempo que la persistencia del producto y la inversión incrementa.

2.5 Conclusiones

El presente estudio evalúa la importancia del aprendizaje de expectativas sobre la

volatilidad y persistencia del producto cuando tiene su origen en dos diferentes sectores

claves de la economı́a, como lo son el financiero y el laboral. El análisis se hace

con base en un modelo de ciclo de negocios estándar y encuentra que el aprendizaje

importa para la generación de volatilidad y persistencia del producto, especialmente

cuando este se origina en el mercado financiero. En particular, genera una mejor

relación de ajuste a la volatilidad y persistencia observada del producto, no solo frente

al modelo de ciclo de negocios reales bajo expectativa racionales, sino también frente

al aprendizaje con fuente en el mercado laboral.

El estudio muestra la importancia del aprendizaje de expectativas en el mercado

financiero como factor que más contribuye a la volatilidad del producto por medio del

comportamiento del ahorro y la inversión. Este resultado es robusto ante dos tipos de

ganancia de aprendizaje utilizados (constante y decreciente).

Los ejercicios realizados también indican una ganancia en los segundos momentos

de variables diferentes del producto, como es el caso de la inversión y la tasa de



47

retorno tanto en volatilidad como en persistencia, lo cual refuerza el canal del mercado

financiero como generador de volatilidad y persistencia del producto ante la presencia

del aprendizaje.

Finalmente, el ejercicio de sensibilización con respecto al parámetro de ganancia de

aprendizaje indica que un mayor nivel de este genera mayor volatilidad y persistencia

del producto. Esto sugiere que economı́as con un nivel de ganancia de aprendizaje

mayor podŕıan presentar mayor volatilidad y persistencia del producto. Este seŕıa un

tema de la agenda futura de trabajo, pensando en realizar análisis de este tipo para

economı́as emergentes y en desarrollo.



Caṕıtulo 3

Implicaciones del aprendizaje de

expectativas sobre la volatilidad y

persistencia en un modelo con

fricciones financieras

Resumen. El papel del sector financiero en el comportamiento de la actividad

económica es de gran interés por la profundidad y persistencia que sus disrupciones

pueden generar sobre el ciclo económico (Queralto (2020)). En tal sentido, la

modelación macroeconómica ha presentado importantes avances con el fin de fortalecer

los canales endógenos de volatilidad y persistencia que reflejen la importancia de este

sector en el comportamiento de la economı́a. Entre estos avances se encuentran los

modelos de fricciones financieras. Estos parten de la racionalidad de expectativas

como supuesto dominante, a pesar de que la literatura emṕırica muestra resultados

mixtos sobre su existencia. El presente estudio analiza si el aprendizaje de expectativas

le agrega mayor volatilidad al producto en los modelos con fricciones financieras de

Carlstrom and Fuerst (1997) y Carlstrom and Fuerst (1998) sin reducir su nivel de

persistencia generada. Los resultados indica que el aprendizaje lo logra de mejor forma

cuando la fricción financiera del modelo se ubica en el mercado de inversión (Carlstrom

and Fuerst (1997)), generando una relación de ajuste entre volatilidad y persistencia

más cercana a los datos observados para EE.UU., en comparación con lo que hace el

modelo bajo expectativas racionales. El estudio muestra la importancia del aprendizaje

48
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de expectativas en un mercado financiero más detallado y cercano a la realidad que el

de un modelo de ciclo de negocios reales. Estos resultados son robustos al usar dos

tipos de ganancia de aprendizaje (constante y decreciente).

3.1. Introducción

A ráız de las últimas crisis financieras ha resurgido el interés por el papel del sector

financiero en el ciclo económico (Queralto (2020) y Kozlowski et al. (2020)), ya

que los problemas en este sector se caracterizan por generar fuertes y prolongados

efectos sobre la actividad económica. Eso ha motivado el surgimiento de una nueva

modelación macroeconómica que logre explicar la mayor volatilidad y persistencia del

ciclo económico por medio de canales endógenos que se fortalecen con la presencia de

fricciones financieras (Bernanke et al. (1999), Kiyotaki and Moore (1997), Carlstrom

and Fuerst (1997), Carlstrom and Fuerst (1998) y Christiano et al. (2014)). En

esta ĺınea también se encuentran trabajos que modelan intermediarios financieros

apalancados que afectan el ciclo de crédito y la toma de riesgo (Dell’Ariccia et al.

(2014), Altunbas et al. (2012), Badarau and Popescu (2014) y Meh and Moran (2010)).

Aunque, esos estudios representan un gran avance para el fortalecimiento de los

canales de transmisión endógenos del ciclo de negocios, tienen aspectos susceptibles

de mejorar. Por ejemplo, Carlstrom and Fuerst (1998) resaltan la importancia de sus

modelos para generar persistencia del producto; pero también sus limitaciones para

generar volatilidad. En particular muestran como sus modelos (Carlstrom and Fuerst

(1997), Carlstrom and Fuerst (1998)) no logran mejorar la volatilidad frente a modelos

de ciclos de negocios estándar, tal como muestra el Gráfico 3.1, el cual compara la

repuesta del producto ante un choque de tecnoloǵıa similar en los modelos con fricción

en el mercado de bienes (output model, ĺınea con ćırculos) y en el mercado de inversión

(investment model, ĺınea con cuadros) con respecto a un modelo de ciclo de negocios

estándar.
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Gráfico 3.1 Impulsos respuesta del producto ante un choque de tecnoloǵıa – Carlstrom
y Fuerst (1998)

El Cuadro 3.1. presenta los resultados de la simulación de los modelos de Carlstrom

y Fuerst con fricciones financieras en el mercado de inversión (columna 2, Carlstrom

and Fuerst (1997)) y mercado de bienes (columna 3, Carlstrom and Fuerst (1998)). La

primera fila presenta la desviación estándar del choque de tecnoloǵıa requerida para

igualar la volatilidad observada del producto en el peŕıodo 1959-2019, la cual se muestra

en la segunda fila del cuadro. Se observa que en el modelo de fricción en el mercado

de inversión se requiere un poco más que en el modelo con fricción en el mercado de

bienes. Tanto los resultados del Gráfico 3.1 como del Cuadro 3.1 motivan a indagar por

la forma en que se podŕıa requerir una menor magnitud del choque de tecnoloǵıa para

igualar la volatilidad observada del producto sin sacrificar el grado de persistencia.
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Cuadro 3.1 Calibración con respecto a la desviación estándar del producto de los EE.UU
1959-2019

Por otra parte, los modelos de Carlstrom Fuerst, al igual que la mayoŕıa de esta

literatura, parte de la existencia racionalidad de las expectativas para su modelación,

supuesto que no cuenta con suficiente evidencia sobre su existencia, al alejarse del

comportamiento de los agentes económicos (Storm (2021)). En particular, hay

evidencia mixta sobre la existencia de racionalidad de expectativas en las encuestas

de pronósticos. Por ejemplo, hay un conjunto de estudios emṕıricos no encuentran

evidencia en favor del cumplimiento de la hipótesis de racionalidad para EE.UU.

y otras economı́as, tanto para las encuestas de inflación como de tasas de interés

(Kokoszczynski et al. (2005b), Pfajfar and Santoro (2007), Dias et al. (2010), Lyziak

(2013), Erjavec et al. (2015), Drakos et al. (2020), Guillén (2008), Da Silva Filho

(2013), Gaglianone et al. (2016), Galindo (1995), Carvalho and Minella (2012) y Miah

et al. (2016)). En particular, Friedman (1980), Jongen and Willem (2008) y Miah

et al. (2016) no encuentran evidencia de que las encuestas de tasas de interés cumplan

con la hipótesis de racionalidad en los EE.UU.

Teniendo en cuenta lo anterior, el objetivo del presente estudio es evaluar si

el aprendizaje de expectativas le agrega volatilidad al producto en los modelos

de fricciones financieras de Carlstrom and Fuerst (1997) y Carlstrom and Fuerst

(1998) sin perder su persistencia. En tal sentido, el trabajo aporta a la literatura

en tres direcciones. En primer lugar, aporta evidencia sobre como el aprendizaje

de expectativas complementa las fricciones financieras en un modelo ampliamente



52

conocido en la literatura económica. En segundo lugar, muestra como el aprendizaje

en la formación de expectativas le agrega volatilidad al producto simulado por el

modelo de Carlstrom and Fuerst (1997) sin perder persistencia. Es decir, el presente

estudio es una prueba de concepto de los mecanismos para mostrar el papel del

aprendizaje en el sector financiero. Estos resultados son robustos ante dos tipos de

ganancia de aprendizaje utilizados (constante y decreciente). Finalmente, el estudio

presenta una mejora en el ajuste de los momentos a las cifras observadas en variables

macroeconómicas distintas al producto.

El presente estudio está asociado a la ĺınea de literatura de Collard and Dellas

(2004), Williams and Sargent (2005), Milani (2007), Carceles-Poveda and Giannitsarou

(2007), Eusepi and Preston (2012), Slobodyan and Wouters (2012), Adam et al. (2016)

y Rychalovska (2015) quienes encuentran efectos del aprendizaje sobre la volatilidad

de las variables macroeconómicas. Con respecto a estos trabajos, el presente estudio

analiza de forma novedosa los efectos del aprendizaje en dos modelos con fricciones

financieras en diferentes mercados (bienes agregados e inversión), lo cual introduce

riqueza anaĺıtica porque permite indagar sobre la sensibilidad de los canales de

transmisión endógenos de la volatilidad y la persistencia. Adicionalmente, el presente

trabajo analiza el efecto del aprendizaje por medio de dos formas de ponderar los

errores de pronóstico (constante y decreciente) para analizar robustez.

En este contexto, se considera que el supuesto de aprendizaje de expectativas

puede tener una afinidad natural con el comportamiento de los agentes económicos en

los mercados financieros. Estos mercados se caracterizan por contar con una mayor

complejidad y volatilidad, lo cual dificulta el conocimiento de los parámetros del

modelo por parte de los agentes, incluso si son especializados. En tal sentido, se afecta

la actividad económica (producto) por la v́ıa de la inversión. En este contexto, es

apropiado analizar la interacción entre las fricciones financieras en un mundo en el

cual hay racionalidad limitada.

En las siguientes secciones se presentarán el modelo, el mecanismo de aprendizaje

de expectativas y los resultados del modelo.
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3.2 El modelo

El modelo de Carlstrom y Fuerst es una variante del modelo estándar de ciclo

de negocios reales, al cual se le agrega un sector de producción y agentes que

son empresarios. Estos agentes tienen la posibilidad de producir más allá del

nivel que lo permiten sus propios recursos, al solicitar un préstamo a un fondo

mutuo que opera bajo competencia perfecta. Como resultado, hay un mercado de

fondos prestables en el cual el prestamista (fondo mutuo) tiene menor información

que el empresario sobre el retorno del proyecto (hay asimetŕıa de información). Hay

un costo de verificación del estado del proyecto, lo que da origen a la fricción financiera.

Carlstrom y Fuerst ubican la fricción financiera en dos mercados de forma

alternativa, dependiendo de dónde se encuentra el agente empresarial. En el primer

caso, el continuo de empresarios se ubica en el mercado de inversión (Carlstrom and

Fuerst (1997)), produciendo bienes de capital no producidos uno a uno, a diferencia del

modelo de ciclo de negocios reales convencional. Esto se explica porque hay choques

idiosincráticos en cada proyecto. En el segundo caso, el continuo de empresarios se

ubica en el mercado de bienes finales (Carlstrom and Fuerst (1998)), produciendo

bienes agregados que no son el resultado uno a uno de la combinación de capital,

trabajo y tecnoloǵıa por medio de una función de producción con rendimientos

constantes a escala, a diferencia del modelo de ciclo de negocios reales. Como en el

anterior caso, esto se explica porque hay choques idiosincráticos en el proyecto de cada

empresario.

En el modelo, el canal de crédito es caracterizado por un contrato de crédito

con una tasa de interés fija. Tanto el capital del empresario como los créditos son

intra - peŕıodo. Cuando el empresario recibe el choque idiosincrático, se declarará en

bancarrota y el fondo mutuo tomará lo que queda de su producción.

En ĺınea con lo anterior, los costos de agencia se ubican en dos lugares de forma

alternativa, lo que marca el comportamiento de los canales endógenos de transmisión

de la volatilidad y persistencia del modelo. Los costos de agencia crean un costo de

ajuste de capital endógeno. En tal sentido, para financiar la pérdida de peso muerto

de la quiebra esperada, la unidad de inversión o el bien final deben venderse con una
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prima sobre su costo de producción. Esto da origen a un margen (markup) sobre el

precio de la inversión y sobre el precio del bien final, dependiendo de dónde se ubique

la fricción del modelo, respectivamente.

Inicialmente Carlstrom y Fuerst (Carlstrom and Fuerst (1997)) asumieron que

los costos de agencia se derivaban de problemas de información en el mercado de

inversión. Posteriormente, Carlstrom and Fuerst (1998) asumieron que los costos

de agencia podŕıan surgir por problemas de información en la producción de bienes

agregados. Este experimento permitió ilustrar los efectos de los costos de agencia sobre

la amplificación y persistencia de los modelos. En su momento, encontraron, bajo el

supuesto de expectativas racionales, que cuando los problemas de información y costos

de agencia se ubican en el corazón el mercado de inversión, se generan resultados

superiores en términos de amplificación y persistencia con respecto a los obtenidos

cuando las fricciones se ubican en el mercado de bienes agregados. El presente trabajo

hará igual análisis bajo el efecto de aprendizaje de expectativas.

El modelo representa una economı́a cerrada con hogares, empresarios y un fondo

mutual. Los hogares y los empresarios son consumidores, al tiempo que los hogares

tienen capital y ofrecen trabajo y capital para la producción.

El modelo tiene la virtud de introducir un mecanismo que robustece los canales

endógenos de volatilidad del modelo, de tal modo que genere cifras que se ajusten

mejor a las observadas en las economı́as. Esto lo hace con la introducción de una

fricción financiera que parte de los costos de verificación de estado del proyecto,

derivados de la asimetŕıa de información existente entre el prestamista y el prestatario

sobre el comportamiento del proyecto. Esta fricción, que puede ser introducida en el

mercado de inversión o en el mercado agregado de bienes, representa un gran avance

frente al modelo convencional de ciclos de negocios reales con una buena justificación e

intuición a partir de la imperfección existente en los mercados financieros y como ello

deriva en una mayor fluctuación del ciclo económico. Una de las ventajas del modelo

es que se formula en un contexto nuevo en el que los problemas de información pueden

ser fácilmente manejados en un entorno bastante similar al modelo canónico de ciclos

económicos reales.



55

En las secciones subsiguientes, se observará que dicho avance es complementado y

mejorado con la introducción del aprendizaje de expectativas como un supuesto más

ajustado a la realidad de los agentes en el mundo financiero y económico. Esto se

hará mediante la introducción de un algoritmo de aprendizaje que se alimenta de los

errores de pronóstico observados sobre los parámetros del modelo, por parte de cada

agente a lo largo del tiempo. El análisis se hará tanto cuando la fricción es introducida

en el mercado de inversión como cuando se introduce en el mercado agregado de bienes.

En las siguientes dos secciones se presentan los principales aspectos anaĺıticos del

modelo cuando la fricción se presenta en el mercado de inversión, dando lugar a un

margen en el precio de la inversión en la q de Tobin (Carlstrom and Fuerst (1997)), y

cuando la fricción se ubica en el mercado de bienes con un margen sobre el precio

del bien final p (Carlstrom and Fuerst (1998)). Las variables que se presentan a

continuación están en niveles, pero el modelo es programado de forma linealizada,

tal como se indica en el anexo C, donde también se encuentra el detalle del desarrollo

matemático.

3.2.1 Modelo con la fricción en el mercado de inversión

La caracteŕıstica principal de esta versión del modelo es que hay un continuo

de empresarios que se ubican en el mercado de inversión (Carlstrom and Fuerst

(1997)). Estos agentes están dotados con una tecnoloǵıa que convierte un capital sin

transformar y lo transforma en un capital finalizado con una tecnoloǵıa que está sujeta

a choques productivos, a diferencia del modelo de ciclo de negocios reales, donde esta

conversión es uno a uno siempre. Los choques idiosincráticos son independientes e

idénticamente distribuidos entre los empresarios y en el tiempo. Además, el choque

idiosincrático es información privada para el empresario. Para observar esto, el fondo

mutuo debe pagar un costo de auditoŕıa que es una proporción del retorno bruto

realizado del capital que tiene el empresario.

Por consiguiente, la dificultad surge porque los costos de agencia crean un costo

de ajuste de capital endógeno. En particular, para financiar la pérdida de la quiebra

esperada, el capital recién producido debe venderse a una prima sobre su coste de

producción, la cual tiene la interpretación de una ”Q de Tobin” endógena (q).
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Bajo estos supuestos, el contrato optimo es una deuda estándar con bancarrota

costosa. Si el empresario no hace default, el prestamista recibe un pago fijo

independientemente de la realización del choque idiosincrático. En contraste, si el

empresario hace default, el prestamista audita y embarga lo que encuentra. El esquema

de relacionamiento de todos los agentes del modelo se presenta en el Gráfico 3.1.

Gráfico 3.2 Esquema y flujo del modelo con fricción en el mercado de inversión

Contrato financiero óptimo

El empresario entra en el peŕıodo t con una dotación de unidades de capital zt. Este

capital le reporta un ingreso (rtZt) que sumado al valor de las unidades de capital netas

de depreciación (qt(1− δ)Zt) constituyen el patrimonio neto (nt) del empresario en el

momento t:

nt = zt[qt(1− δ) + rt]

Un empresario que tiene un patrimonio neto (nt) y desea invertir por encima de

este monto, debe pedir prestado al fondo mutuo un monto (bt), tal que:

bt = it − nt

Bajo el contrato financiero, el empresario se compromete a repagar ((1+rt)(it−nt))
bienes de consumo, es decir, el principal del crédito más la tasa de interés del préstamo.
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El empresario invierte it bienes de consumo en la tecnoloǵıa de creación de capital y

recibe un choque idiosincrático, ω, y produce bienes de capital final en una cantidad

itω, es decir, bienes de capital = f(bienes de consumo).

Estos bienes de capital son vendidos a un precio de mercado, qt, de tal modo que

el valor del bien de consumo itω es qtitω. ω es idénticamente e independientemente

distribuido con una función de densidad ϕ(ω), una función de densidad acumulada

Φ(ω) y valor esperado igual a uno (E(ω) = 1). La variable ω se realiza luego de que

el empresario invierte una cantidad it. Luego de que ω es realizado, el empresario

conoce su valor. Para alguien diferente del empresario, si desea observar ω tiene que

pagar un costo de monitoreo, lo cual es una fracción de la cantidad invertida.

De acuerdo con el contrato, si el empresario experimenta un choque ω que

lo imposibilita de hacer el repago ((1 + rt)(it − nt)), debe entonces declararse en

bancarrota y repagar lo que tiene, es decir, itω.

Para tal efecto, hay un valor ω̄t, tal que para todo ωt < ω̄t es imposible para el

empresario poder pagar con su patrimonio (nt) el crédito. Este valor satisface que

((1+ rt)(it−nt)− qtitω̄ = 0), lo cual es equivalente a que ω̄ = ((1+ rt)(it−nt))/(qtit).

En otras palabras:

ωt ≥ ω̄t El empresario paga el préstamo y disfruta sus beneficios

ωt < ω̄t El empresario se declara en bancarrota y pierde todo

Cuando el empresario declara la bancarrota, el fondo mutuo verifica el proyecto

monitoreando al empresario. Si el fondo mutuo no monitorea, el empresario tendrá un

incentivo a sub reportar el valor de ω, y repagar solo una pequeña cantidad al fondo

mutuo. Pero el monitoreo es costoso, por lo cual el fondo tiene que pagar µt unidades

de bienes de capital para monitorear al empresario.

Como resultado, el contrato óptimo está dado por la cantidad prestada y una tasa

de interés que maximiza los beneficios del empresario, sujeto a un cronograma de
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oferta del prestamista. En las próximas secciones se analizan la decisión de oferta del

prestamista (fondo mutuo) y el problema de maximización, respectivamente.

Decisión de la oferta de capital por parte del fondo mutuo

El fondo mutuo es un intermediario financiero neutral al riesgo que no obtiene ingresos

ni produce bienes de consumo o de capital. Este agente tiene el papel de eliminar la

incertidumbre agregada provienente de la actividad productora de capital. El fondo

mutuo se financia con recursos que provienen de los hogares a quienes les paga una

tasa de retorno neta de cero (la tasa bruta es igual a 1). Es decir, que el fondo obtiene

it−nt unidades del bien de producto del hogar, y le retorna igual cantidad en el peŕıodo

t. El fondo mutuo realiza préstamos intra peŕıodo y no recibe ni paga intereses del

préstamo, lo cual es una hipótesis que simplifica el análisis. Este fondo opera en un

mercado perfectamente competitivo, lo cual implica una condición de beneficio cero,

tal que los ingresos del fondo son iguales a sus costos (E(Ingreso) = E(Costos)), y

bajo este criterio establece su menú de oferta de recursos para los empresarios.

qtitg(ω̄t)︸ ︷︷ ︸
Ingreso esperado del prestamista

= it − nt︸ ︷︷ ︸
Costo esperado

Donde g(ω̄t) =
∫ ω̄t

0
ωΦ(dω) − Φµ + [1 − Φ]ω̄t es la participación de la producción

que reciben los hogares a través del fondo mutuo.

ω̄t es el valor cŕıtico del éxito del proyecto y ωt es una variable aleatoria con

distribución log-normal e independiente e idénticamente distribuida en el tiempo.

ωt ∼ LogN(−1
2
σ2, σ2), Φ(ωt) es la función de distribución acumulada, y ϕ(ωt) es la

función de densidad de ωt.

Decisión de demanda de capital por parte del empresario

Los empresarios, neutrales al riesgo, maximizan el beneficio esperado que es igual a

qtitf(ω̄t). A su vez, este beneficio debe ser mayor al patrimonio inicial del empresario,

de lo contrario decidirá no invertir y conservar su patrimonio nt. Por consiguiente:
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qtitf(ω̄t)︸ ︷︷ ︸
Beneficio esperado

> nt︸︷︷︸
Patrimonio inicial

Donde f(ω̄t) =
∫∞
ω̄t
ωΦ(dω) − [1 − Φ]ω̄t es la participación de la producción que

recibe el empresario.

Ahora, la competencia asegura que, en equilibrio, el contrato de deuda maximiza

los beneficios del empresario sujeto a la condición de beneficio de cero del fondo mutuo.

Es decir, el empresario maximiza:

max
ω̄t,it

qtitf(ω̄t)

sujeto a: qtitg(ω̄t) = it − nt

Al obtener las condiciones de primer orden, combinarlas y hacer reemplazos (ver

anexo C), se obtiene la ecuación del contrato financiero óptimo:

qt =
1

(1− Φ(ω̄tµ)) +
f(ω̄t)µϕ(ω̄)
f ′(ω̄t)

Decisión de consumo del empresario

Una vez los empresarios reciben sus ingresos, toman su decisión de consumo teniendo

en cuenta su restricción presupuestaria. Esto se plantea en el siguiente problema:

max
et,zt+1

Et

∞∑
t=0

(γβ)tet

sujeto a: et + qtzt+1 = qtitf(ω̄t)

Donde et es el consumo de los empresarios y zt+1 es su capital en el peŕıodo t+126.

Ambas variables representan la suma de los gastos. La restricción plantea que los

gastos de los empresarios deben ser iguales a los ingresos dados por qtitf(ω̄t). El

parámetro γ denota el factor de descuento adicional para los empresarios, tal que

26El capital de los hogares es kt y el capital de los empresarios es zt.
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0 < γ < 1. Que este factor sea γ < 127 indica que los empresarios descuentan el futuro

más fuertemente que los hogares. La razón es que los empresarios ganan una tasa

de retorno intertemporal sobre los ahorros más alta que los hogares. En tal sentido,

empresarios con tasa de descuento igual que los hogares ahorraŕıan más, acumulando

suficiente capital sin que pidieran prestado a los fondos mutuales. Por tal motivo,

γ < 1 ayuda a que las fricciones financieras permanezcan operativas en esta economı́a

(Bianchi (2012b)).

Al obtener las condiciones de primer orden, combinarlas y hacer reemplazos (ver

anexo C), se obtiene la condición optimizadora de los empresarios:

qt = γβEt

(
[rt+1 + qt+1(1− δ)]

qt+1f(ω̄t+1)

1− qt+1g(ω̄t+1)

)
Los hogares

El problema de los hogares es maximizar su nivel de consumo, trabajo y ahorro, tal

que:

max
(ct,lt,kt+1)∞0

E0

∞∑
t=0

u(ct, lt)

sujeto a: ct + qt(it − nt) = wtlt + rtkt

Donde ct es el consumo de los hogares; lt, el trabajo de los hogares; it, la inversión;

nt, el patrimonio neto inicial de los empresarios, y qt(it − nt) es el nivel de ahorro

de los hogares valuado al costo de invertir. Como qt(it − nt) = kt+1 − (1 − δ)kt,

donde kt+1 y kt son el capital de los hogares en el peŕıodo t + 1 y t, respectivamente;

y δ es la tasa de depreciación del capital, la restricción se puede escribir como:

ct + kt+1 − (1− δ)kt = wtlt + rtkt.

Una vez se define el problema de los hogares, se obtienen las condiciones y efectúan

los respectivos reemplazos, cuyo detalle se encuentra en el anexo C, se encuentra la

siguiente ecuación intertemporal de Euler que relaciona el consumo presente con el

consumo futuro:

27Es 0,975, al igual que Carlstrom y Fuerst.
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qtu
′
c(ct, lt) = Etβu

′
c(ct+1, lt+1)[qt+1(1− δ) + rt+1]

Asimismo, se halla la ecuación intratemporal que marca la decisión entre consumo

y trabajo 28.

wt = −u′l(ct, lt)

u′c(ct, lt)

Firmas

Las firmas tienen el problema de maximizar su beneficio dado un nivel de producción

con una tecnoloǵıa Cobb-Douglas. Por consiguiente,

max
(kt,lt)

yt − rtkt − wtlt

sujeto a: yt = F (kt, lt)

Donde la función de producción F (kt, lt) es de la forma:

F (kt, lt) = θtk
α
t l

1−α
t

La siguiente ecuación define el choque de productividad que recibirá la firma en el

periodo t.

θt = θρt−1 + ϵt

Donde ϵt ∼ N(0, 1).

Luego de maximizar, obtener las condiciones de primer orden y hacer reemplazos

(ver anexo C), se obtienen las siguientes ecuaciones de demanda de capital y trabajo

de las firmas:

rt = F ′
k(kt, lt) = α

yt
kt

wt = F ′
l (kt, lt) = (1− α)

yt
lt

28La función de utilidad espećıfica empleada es ln(ct) + v(1− lt).
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Otras ecuaciones del modelo

La siguiente ecuación implica que el mercado de bienes se vaćıa.

ct + et + it = yt

La siguiente ecuación cierra el mercado de bienes de capital29.

kt+1 = (1− δ)kt + it[1− Φ(ω̄t)µ]

Finalmente, la ecuación de la distribución del producto entre los hogares y

empresarios es la siguiente:

f(ω̄t) + g(ω̄t) + Φµ = 1

f(ω̄t) + g(ω̄t) = [1− Φµ]

Donde (Φ(ω̄)µ) es el costo esperado de bancarrota a ráız de los costos de monitoreo

(µ). Se asimila a la pérdida de eficiencia de la economı́a por la falta de información

completa πt = −Φµ.

3.2.2 Modelo con fricción en el mercado de bienes

La caracteŕıstica principal de esta versión del modelo es que hay un continuo de

empresarios que se ubican en el mercado agregado de bienes (Carlstrom and Fuerst

(1998)). Estos agentes están dotados con una tecnoloǵıa que convierte insumos de

producción en un bien final con una tecnoloǵıa que está sujeta a choques tecnológicos,

pero además choques productivos idiosincráticos, a diferencia del modelo de ciclo

de negocios reales, donde esta conversión es uno a uno siempre. Los choques

idiosincráticos tienen las mismas propiedades ya comentadas en la anterior versión del

modelo.

Lo anterior también implica que los costos de agencia crean un costo de ajuste de

29El stock de capital de los hogares está descrito por una ley de movimiento, mientras que el stock
de capital de los empresarios no.
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capital endógeno. En particular, para financiar la pérdida de la quiebra esperada, el

bien final recién producido debe venderse a una prima sobre su coste de producción (p).

Contrato financiero óptimo

La economı́a tiene un continuo de firmas con masa unitaria. La función de producción

presenta rendimientos constantes a escala y la producción de cada firma está dada por:

Yt = ωtθtF (Kt, Lt)

Donde ωt representa el choque idiosincrático de productividad. El empresario de la

firma contrata y paga rentas de capital y trabajo luego de observar el choque agregado,

pero sin observar el choque idiosincrático. Los empresarios usan el patrimonio (nit) y

reciben capital de los inversionistas externos por medio de los fondos mutuos, con el fin

de pagar las cuentas de las firmas. Los fondos de los empresarios provienen del capital

acumulado a inicio de peŕıodo, tal que:

nt = zt[(1− δ) + rt]

Ahora, la factura de pago de insumos de la firma es:

mt = wtLt + rtkt

De tal modo, el financiamiento externo requerido del fondo mutuo (bt) es:

bt = mt − nt

Bajo el contrato financiero, el empresario se compromete a repagar (1+rt)(mt−nt)
bienes finales. El empresario invierte mt en la firma y recibe un choque idiosincrático

privado, ω, lo cual genera un problema de riesgo moral. El fondo mutuo puede

observar el choque si paga un costo de monitoreo que es proporcional al tamaño del

costo del insumo de la firma µmit. Esta estructura de información que tiene costos de

verificación deriva en un contrato óptimo entre el empresario de la firma y el fondo

mutuo, ambos neutrales al riesgo.

El contrato tiene dos valores cŕıticos: tamaño del proyecto (mt) y el valor cŕıtico
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ω, el cual se denota ωt. Para tal efecto, existe un valor ω̄t, tal que para todo ωt <

ω̄t es imposible para el empresario pague el crédito con su patrimonio (nt). Este

valor satisface que ((1 + rt)(mt − nt) − ptmtω̄ = 0), lo cual es equivalente a que

ω̄ = ((1 + rt)(mt − nt))/(ptmt). En otras palabras:

ωt ≥ ω̄t El empresario paga el préstamo y disfruta sus beneficios

ωt < ω̄t El empresario se declara en bancarrota y pierde todo

En las siguientes secciones se observan las decisiones de oferta y de demanda de

recursos prestables.

Decisión de la oferta de capital por parte del fondo mutuo

El fondo mutuo es un intermediario financiero neutral al riesgo que elimina la

incertidumbre agregada provienente de la actividad productora de bienes finales. El

fondo mutuo se financia con recursos que provienen de los hogares por un montomt−nt,
y opera en un mercado perfectamente competitivo, lo cual implica una condición de

beneficio cero, de manera que los ingresos del fondo son iguales a sus costos, tal que:

E(Ingreso) = E(Costos)

ptmtg(ω̄t)︸ ︷︷ ︸
Ingreso esperado del prestamista

= mt − nt︸ ︷︷ ︸
Costo esperado

A su vez, el ingreso del fondo mutuo está integrado por los ingresos que provienen

tanto de los préstamos exitosos como de los ingresos derivados de los proyectos que

entraron en bancarrota:

∫ ∞

ω̄t

(mt − nt)Φ(dω)︸ ︷︷ ︸
Ingreso (pago del préstamo)

+ ptmt

(∫ ω̄t

∞
ωΦ(dω)−

∫ ω̄

∞
µΦ(ω)

)
︸ ︷︷ ︸

Ingreso (bancarrota)
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Decisión de demanda de capital por parte del empresario

Los empresarios, neutrales al riesgo, maximizan el beneficio esperado, el cual es igual

a:

max
ω̄t,mt

ptmtf(ω̄t)

sujeto a: ptmtg(ω̄t) = mt − nt

Donde los ingresos del empresario provienen del retorno de su inversión en la

producción de las firmas. Luego de obtener las condiciones de primer orden y hacer los

reemplazos respectivos, se obtiene la siguiente condición de contrato óptimo que define

el comportamiento de markup, cuyo detalle se encuentra en el anexo C:

pt =
1

(1− Φ(ω̄tµ)) +
f(ω̄t)µϕ(ω̄)
f ′(ω̄t)

Decisión de consumo del empresario

El problema del empresario para decidir su nivel de consumo y de capital es el siguiente:

max
et,zt+1

E0

∞∑
t=0

(γβ)tet

sujeto a: et + zt+1 = ptmtf(ω̄t)

Donde et es el consumo de los empresarios y zt+1 es su capital en el peŕıodo t+ 1.

Ambas variables representan la suma de los gastos. La restricción plantea que los

gastos de los empresarios deben ser iguales a los ingresos dados por ptmtf(ω̄t). El

parámetro γ denota el factor de descuento adicional para los empresarios, tal que

0 < γ < 1. La función del parámetro γ < 1 es clave para mantener la fricción

financiera del modelo en ĺınea con lo explicado en el modelo con fricción en el mercado

de inversión.

Al obtener las condiciones de primer orden, combinarlas y hacer reemplazos (ver

anexo C), se obtiene la siguiente ecuación de los empresarios:



66

1 = γβ

(
[(1− δ) + rt+1]

pt+1f(ω̄t+1)

1− pt+1g(ω̄t+1)

)
Hogares

El problema de los hogares es maximizar su nivel de consumo, trabajo y ahorro, tal

que:

max
(ct,lt,kt+1)∞0

E0

∞∑
t=0

u(ct, lt)

sujeto a: ct + (mt − nt) = wtlt + rtkt

Donde, en su orden de escritura en la ecuación, ct es el consumo de los hogares; lt, el

trabajo de los hogares; mt, el tamaño del proyecto de inversión; y nt, el patrimonio neto

inicial de los empresario. (mt− nt) denota el ahorro de los hogares valuado al nivel de

precios actual y (mt−nt) = kt+1−(1−δ)kt, donde kt+1 y kt son el capital de los hogares

en el peŕıodo t + 1 y t, respectivamente; y δ es la tasa de depreciación del capital.

En consecuencia, la restricción se puede escribir como: ct+kt+1−(1−δ)kt = wtlt+rtkt.

Una vez se define el problema de los hogares, se obtienen las condiciones y efectúan

los respectivos reemplazos, cuyo detalle se encuentra en el anexo C, se obtiene la

siguiente ecuación intertemporal de Euler que relaciona el consumo presente con el

consumo futuro:

u′c(ct, lt) = βu′c(ct+1, lt+1) [(1− δ) + rt+1]

En igual sentido, se obtiene la ecuación intratemporal que marca la decisión entre

consumo y trabajo:

−u′l(ct, lt)

u′c(ct, lt)
= wt

Firmas

La economı́a contiene un continuo de firmas con masa unitaria que producen un bien

final. La función de producción de la firma i tiene retornos constantes a escala y está
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dada por:

yt = ωtθtF (kt, lt)

Donde ωt es el choque idiosincrático que se observa después de realizar el proceso

de producción. Sin embargo, para producir antes de observar el choque idiosincrático,

cada firma debe decidir cuanto trabajo y capital deben contratar. Para esto, debe

solucionar el siguiente problema:

max
(kt,lt)

yt − rtkt − wtlt

sujeto a: yt =
F (kt, lt)

pt

La tecnoloǵıa es F (kt, lt) = θtk
α
t l

1−α
t , y el choque de productividad es θt = θρt−1+ ϵt.

Luego de encontrar las condiciones de primer orden, aśı como de hacer reemplazos se

tienen las ecuaciones de demanda de los factores capital y trabajo:

rt =
F ′
k(kt, lt)

pt
= α

yt
ktpt

wt =
F ′
l (kt, lt)

pt
= (1− α)

yt
ltpt

Otras ecuaciones del modelo

Para cerrar el modelo, se introducen las siguientes ecuaciones. En primer lugar, se

introduce la ecuación implica que el mercado el mercado de bienes se vaćıa:

ct + et + it = yt[1− Φ(ω̄t)µ]

En segundo lugar, se presenta la ecuación de movimiento de capital:

kt+1 = (1− δ)kt + it

En tercer lugar, como elemento distintivo de esta versión del modelo se define el

total de producción generada por los empresarios, aśı:
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ptmt ≡ yt =
ptnt

1− ptg(ω̄t)

Finalmente, la ecuación de la distribución del producto entre los hogares y

empresarios es la siguiente:

f(ω̄t) + g(ω̄t) + Φµ = 1

f(ω̄t) + g(ω̄t) = [1− Φµ]

Donde (Φ(ω̄)µ) es el costo esperado de bancarrota a ráız de los costos de monitoreo

(µ). Se asimila a la pérdida de eficiencia de la economı́a por la falta de información

completa πt = −Φµ.

3.2.3 Introducción del aprendizaje de expectativas en la

modelación

Hasta ahora, la presentación del modelo es similar a la de una economı́a con agentes

con expectativas racionales. Esta sección introduce el aprendizaje de expectativas

mediante la modificación de la ecuación de Euler e ingresa el proceso de formación de

creencias de los agentes. Esto se hace tanto con el modelo con fricción en el mercado

de inversión como con el modelo con fricción en el mercado de bienes, cuyo detalle se

presenta en los anexos.

Intuitivamente, la introducción del aprendizaje de expectativas hace que los agentes

aprendan sobre los parámetros del modelo. Esto no solo permite que la modelación se

acerque más a la realidad, sino también que genera cambios en los canales endógenos

de transmisión de la volatilidad y persistencia. Esto se produce porque ante un

choque exógeno, los agentes del modelo no conocen que parte del movimiento puede

corresponder al choque y que parte al desconocimiento del verdadero valor del

parámetro.

En particular, se asume que los agentes van a aprendiendo el verdadero valor

de los parámetros con el paso del tiempo. Este aprendizaje lo hacen con base en

la experiencia que van ganando con el paso del tiempo, es decir, con los errores de
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pronóstico de sus estimaciones. Por consiguiente, con el paso de los peŕıodos, el

conocimiento de los agentes va convergiendo hacia el verdadero valor de los parámetros

y el efecto del aprendizaje sobre el comportamiento de las variables va desapareciendo.

La incorporación del aprendizaje en la estructura del modelo se hace mediante varios

pasos que tienen como propósito final construir un mecanismo de retroalimentación

entre las expectativas de los agentes y las expectativas que son compatibles con los

valores reales del modelo, tal que converjan con el tiempo al verdadero valor de los

parámetros. En otras palabras, las expectativas o creencias individuales afectan los

resultados del modelo, al tiempo que estos resultados, que son una combinación de

las expectativas individuales y los verdaderos parámetros del modelo, afectan las

expectativas individuales.

Para construir esa estructura, se desarrollan los siguientes pasos planteados por

Eusepi and Preston (2012). En primer lugar, se modifica la presentación de la ecuación

que relaciona intertemporalmente las decisiones de consumo y ahorro de los hogares,

de tal modo que represente una senda de comportamiento a infinito. Posteriormente,

se plantea la solución del sistema de ecuaciones del modelo en dos presentaciones.

Estp con el fin de compatibilizae el aprendizaje de los individuos con la solución del

modelo con los parámetros verdaderos del modelo. De un lado, se presenta la solución

del modelo en su forma estructural que incluye la ecuación de la regla de decisión de

consumo derivado de la ecuación de Euler previamente transformada. De otro lado,

se emplea la forma reducida de la solución de expectativas racionales del método de

Blanchard y Kahn.

Finalmente, se introduce el método de actualización de expectativas de los agentes

por medio de un algoritmo de mı́nimos cuadrados recursivos. Intuitivamente, lo que se

hace es introducir un mecanismo de aprendizaje de los agentes aprenden con base en

su experiencia de errores de pronóstico. En las siguientes secciones se presentan cada

uno de esos pasos.

Modificación de la ecuación de Euler de los hogares

La modificación de la ecuación de Euler de los hogares para plantear la solución del

sistema de forma estructural (y equivalente a la solución de la forma reducida), se hace
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mediante los siguientes pasos, partiendo de la ecuación de Euler previamente obtenida:

• Linealizar la restricción presupuestaria de hogares con base en la siguiente fórmula

de linealización f(x) ≈ f ′(x̄)x̂t, donde x̂ = xt − x̄ es la desviación con respecto

al estado estacionario.

• Iterar hacia el futuro la restricción presupuestaria.

• Iterar la ecuación de Euler de los hogares hacia atrás desde un periodo T hasta

t.

• Combinar las ecuaciones iteradas hacia el futuro y pasado.

• Despejar la variable clave para la ecuación de Euler, en este caso es el consumo.

Al aplicar los anteriores pasos, cuyo detalle está en el anexo C, se obtiene la siguiente

senda óptima de consumo de los hogares bajo expectativas arbitrarias para el modelo

con fricción en el mercado de inversión:

ĉt −
c̄

q̄
q̂t = (1− β)

(
β−1k̂t +

l̄

q̄
ŵt +

w̄

q̄
l̂t +

k̄

q̄
r̂t −

(
c̄

q̄
+
δk̄

q̄

)
q̂t

)
+ Êt

∞∑
T=t

βT−1 (1− β)w̄

q̄
l̂T+1 + Êt

∞∑
T=t

βT−1 (1− β)l̄

q̄
ŵT+1

+Êt

∞∑
T=t

βT−1

[
(1− β)k̄

q̄
− β2c̄

q̄

]
r̂T+1+Êt

∞∑
T=t

β̃T−1

[
(1− β)c̄

q̄
+

(1− β)δk̄

q̄
− β2 (1− δ) c̄

q̄
− βc̄

q̄

]
q̂T+1

Êt es el operador que denota las creencias subjetivas que tienen los agentes

acerca de la evolución de las variables. La función de utilidad empleada es

U(ct, lt) = ln(ct) + ν(1− lt).

En el caso del modelo con fricción en el mercado de inversión, se obtiene la siguiente

senda óptima del consumo:

ĉt = (1−β)
[
β−1k̂t + w̄l̂t + l̄ŵt + k̄r̂t

]
+ Êt

∞∑
T=t

βT−t(1−β)w̄l̂T+1+ Êt

∞∑
T=t

βT−t(1−β)l̄ŵT+1

+ Êt

∞∑
T=t

βT−t
[
(1− β)k̄ − β2c̄

]
r̂T+1
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Esta ecuación muestra que el consumo de hoy depende de ingresos y recursos

actuales y del valor presente de los ingresos por trabajo y por ahorro futuros.

Conexión del aprendizaje con el modelo original de expectativas racionales

La conexión entre la metodoloǵıa de expectativas racionales con la de aprendizaje de

expectativas se hace de la siguiente forma. En primer lugar, se obtiene la representación

solución (Minimum State Variable) al sistema de ecuaciones por medio del método de

Blanchard y Kahn , aśı:

Wt+1 = ΩRE
0 + ΩRE

1 Kt + ΩRE
2 εt (3)

Donde el vector Wt+1 es una matriz que incluye tanto variables de control como

variables de estado, ΩRE
1 es la matriz de coeficientes, Kt es una matriz de variables

de estado (en el presente modelo capital de los hogares kt y capital del empresario

zt), Ω
RE
2 es el vector de coeficientes que acompañan el choque, y εt es el choque de

tecnoloǵıa.

En segundo lugar, se obtiene la solución del sistema de ecuaciones en su forma

estructural, aśı:

A0Wt = A1 + A5Wt−1 + A3Wt+1 + A4

∞∑
T=0

βTWT + Cεt

Donde
∑∞

T=0 β
TWT representa el flujo futuro descontado de la variable consumo

(ct) bajo su regla de decisión. Tanto el coeficiente A4 como la variable que lo

acompaña solo se emplean bajo el modelo de aprendizaje de expectativas con el flujo

descontado del consumo y, en su lugar, la variable se excluye tanto de A3 como de

Wt+1. Finalmente, C es un vector que acompaña al choque de tecnoloǵıa.

Bajo aprendizaje de expectativas, la forma reducida de la solución al sistema de

ecuaciones, se puede expresar de la siguiente forma:

Wt+1 = T0(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) + T1(Ω

L
0,t,Ω

L
1,t)Kt + T2(Ω

L
0,t,Ω

L
1,t)εt

T0(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) (Mapeo del vector intercepto), T1(Ω

L
0,t,Ω

L
1,t) (Mapeo de la matriz
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de transición) y T2(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) (Mapeo de la matriz de incidencia de choques) son los

mapas de coeficientes de la Ley de movimiento real, la cual combina los parámetros

del sistema de ecuaciones con los parámetros estimados por los agentes bajo su ley de

movimiento percibida.

El mapeo de los coeficientes (o ley de movimiento real) se construye empleando

los coeficientes A0, A1, A3, A4 y A5 de la solución estructural, y los valores estimados

por los agentes no racionales por medio de su ley de movimiento percibido, mediante

su mecanismo de formación de creencias o expectativas. En tal sentido, se obtienen

los siguientes valores cuyo detalle se encuentra en el anexo C:

T0(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) = (I − TC)

−1TI (4)

T1(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) = (I − TC)

−1[A−1
0 A5Ω

L
1 ] (5)

T2(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) = (I − TC)

−1C (6)

Donde:

TC = A−1
0 [A3Ω

L
1 ] + A−1

0 [A4F1] = A−1
0 [A3Ω

L
1 + A4F1] (7)

F1 = ΩL
1 (1− β)[I − ΩL

1 ]
−1 (8)

Las anteriores ecuaciones se emplean para construir el mapeo del conjunto de

coeficientes del modelo acorde con la ley de movimiento real del modelo. Mediante

este sistema de ecuaciones se integran las creencias (expectativas) de los agentes con

los resultados provenientes de la estructura de estimación del modelo para determinar

el comportamiento observado de los parámetros a lo largo del tiempo, aśı como su

convergencia a la solución de expectativas racionales. Por consiguiente, hay una

retroalimentación entre las creencias y los resultados del modelo. De un lado, las

expectativas de los agentes afectan los resultados del modelo. De otro lado, los

resultados del modelo afectan la formación de creencias (expectativas) en el peŕıodo

siguiente.
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ΩL
0,t y ΩL

1,t hacen parte de una matriz ΩL
t sobre la cual aprenden los agentes

de acuerdo con un algoritmo de mı́nimos cuadrados recursivos, cuya explicación se

encuentra en el anexo B.8.2. El algortimo tiene la siguiente estructura:

ΩL
t = Ωt−1 + g(R−1

t Qt−1)(Z
LMR
t − ΩL

t−1
′Qt−1)

Rt = Rt−1 + g(Qt−1Q
′
t−1 −Rt−1)

Donde:

• ΩL
t : Coeficientes a estimar en el peŕıodo t. Su valor inicial

• Rt: Matriz de precisión (varianzas y covarianzas).

• g: Parámetro de ganancia del aprendizaje.

• Qt−1: vector con variable regresora capital.

• ZLMR
t : vector de variables dependientes asociadas a las coeficientes sobre los que

se quiere aprender.

La ganancia de aprendizaje g se puede modelar tanto de forma constante como

de forma decreciente con respecto al tiempo. En el presente estudio se hace de las

dos formas para analizar robustez. Las condiciones bajo las cuales Ω̂L
t converge a

los valores de expectativas racionales (ΩRE
1 ) también se encuentran en este anexo.

Esta matriz incluye los coeficientes que relacionan las variables de interés para el

aprendizaje con la variable de estado capital, y se construye de tal modo que permita

hacer los ejercicios de sensibilización en la fuente de aprendizaje.

3.3 Parametrización

El modelo emplea la parametrización usada por Carlstrom and Fuerst (1998) para el

caso de los Estados Unidos. Las series de tiempo empleadas toman el peŕıodo 1959 -

2019, y su detalle se encuentra en el anexo C. Las preferencias de los hogares están

dadas por la función de utilidad de la forma U(ct, lt) = ln(ct) + ν(1 − lt), donde la

constante ν es calibrada para que l̄ = 0, 3; de manera que ν = 2, 5200.
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Se emplea una tasa de descuento intertemporal de los hogares β = 0, 9900. El

factor de descuento adicional de los empresarios es 0, 9750. La función de producción

tipo Cobb-Douglas tiene un coeficiente de participación del capital sobre la producción

igual a α = 0, 3600. La tasa de depreciación del capital es δ = 0, 0200. El costo

de monitoreo es 0, 1500. El parámetro de persistencia del choque de productividad

es ρ = 0, 9500, al tiempo que el costo de monitoreo es µ = 0, 1500 y la desviación

estándar de la distribución de los proyectos de los empresarios (ω̄t) es σω̄ = 0, 3700. El

parámetro ĺımite para la bancarrota de los proyectos es 0, 3931.

Cuadro 3.2 Principales parámetros del modelo

Los valores de estado estacionario del modelo con las diferentes fricciones en los

mercados de bienes y de inversión se encuentran en los anexos.

3.4 Resultados

En esta sección se presentan los resultados del ejercicio en dos partes. En la

subsección 3.4.1., se presentan los resultados directamente vinculados con la pregunta
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de investigación del presente caṕıtulo. Estos permiten evaluar si la implementación

del aprendizaje de expectativas en los modelos de Carlstrom y Fuerst genera más

volatilidad sin perder persistencia, atendiendo lo indicado por Carlstrom and Fuerst

(1998). Esto se hace por medio del análisis de la calibración y simulación (3.4.1.1.),

aśı como por la v́ıa de la interpretación de las funciones de los impulsos respuestas

(3.4.1.2.). Como complemento a lo anterior, en la sección 3.4.2. se presenta un análisis

de los segundos momentos de las principales variables del modelo, aśı como su ajuste

a los datos observados para el peŕıodo de análisis (1959-2019).

Las métricas que se usan para analizar la volatilidad son: la desviación máxima con

respecto al estado estacionario en el caso de los impulsos respuestas, y la desviación

estándar del componente ćıclico en el caso de los ejercicios de calibración y simulación.

Con respecto a la persistencia, se analizan el indicador Half-Life para el caso de los

impulsos respuesta, y la autocorrelación de cada serie para los ejercicios de calibración

y simulación.

3.4.1 Principales resultados

3.4.1.1 Calibración y simulación

En esta sección se presentan los resultados de la calibración de la desviación estándar

del choque con respecto a la desviación estándar del producto, al tiempo que se

presentan los resultados de la simulación para 2000 peŕıodos (Cuadro 3.3), con

ganancia de aprendizaje constante.

En la primera ĺınea, se observa una mejoŕıa en términos volatilidad del producto

cuando hay aprendizaje, puesto que se requiere de una menor desviación estándar del

choque para igualar la desviación estándar observada del producto, tanto cuando la

fricción se ubica en el mercado de inversión como cuando esta se ubica en el mercado

de bienes. Al analizar de forma independiente, la ganancia relativa en volatilidad

del producto es mayor cuando la fricción está ubicada en el mercado de inversión (la

magnitud del choque requerido en tecnoloǵıa pasa de 0,3174 a 0,2513) que cuando se

ubica en el mercado de bienes (la magnitud del choque requerido en tecnoloǵıa pasa

de 0,2889 a 0,2707). En términos de persistencia, cuando la fricción está ubicada en el
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mercado de inversión no desciende (pasa de 0,9543 a 0,9769), y cuando está ubicada

en el mercado de bienes cae un poco (pasa de 0,9503 a 0,9339).

Cuadro 3.3 Calibración con respecto a la desviación estándar del producto de los
EE.UU. 1959-2019, con ganancia constante

En consecuencia, en esta prueba de concepto del mecanismos del modelo de fricción

se encuentra que la tensión entre volatilidad y persistencia planteada por Carlstrom

and Fuerst (1998) se reduce, al generarse mayor volatilidad sin sacrificar persistencia

en su modelo. En particular, esto se presenta cuando la fricción está localizada en el

mercado de inversión, porque bajo aprendizaje de expectativas, los agentes de este

mercado sobre reaccionan más fuertemente al interpretar un cambio en los coeficientes

del modelo. Este cambio lo canalizan v́ıa volatilidad del costo de la inversión (markup)

dado el incremento del costo de supervisión (agencia) y la alta demanda por inversión.

Esto genera una reacción a nivel del producto de la economı́a, incrementando su

volatilidad. Posteriormente, se presenta una mayor oferta de inversión asociada

al patrimonio neto del empresario que genera una persistencia del efecto sobre el

producto, la cual es algo mayor a la del modelo original de Carlstrom and Fuerst (1998).

En contraste, cuando la fricción actúa sobre el mercado de bienes afecta más a los

hogares y estos sobre reaccionan con menor fuerza ante la presencia de aprendizaje

de expectativas. En particular, el margen de precios tiene un menor efecto sobre el

comportamiento intertemporal de los hogares, quienes reaccionan con menor fuerza

sobre el ahorro. Es decir, que la estimación de los parámetros del modelo afecta con
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menor intensidad las decisiones de los hogares con respecto a lo que sucede en el

mercado de inversión.

En otras palabras, la introducción del aprendizaje mejora la relación

volatilidad/persistencia de tal modo que se puede generar más volatilidad sin

sacrificar persistencia. Esto sucede especialmente cuando la fricción se presenta en el

mercado de inversión. En otras palabras, el aprendizaje importa en un modelo con

mercado financiero más cercano a la realidad, como lo es el modelo de Carlstrom

and Fuerst (1998). Esto está en ĺınea con lo planteado por Keynes (1930) y Keynes

(1936), quien remarca la influencia de los movimientos del mercado financiero sobre

los auges y depresiones. Los resultados persisten cuando se trabaja con una ganancia

de aprendizaje decreciente, tal como se muestra en el anexo C.

3.4.1.2 Funciones de impulsos respuesta

Esta sección presenta las funciones de impulsos respuesta ante un choque de igual

magnitud30 en los modelos de expectativas racionales (ĺınea negra), de aprendizaje con

ganancia constante (ĺınea roja) y aprendizaje con ganancia decreciente (ĺınea azul).

En particular, se analizan los resultados de un choque de tecnoloǵıa en el modelo con

fricción en el mercado de inversión (Panel A) y en el modelo con fricción en el mercado

de bienes (Panel B), en el Gráfico 3.3.

Con aprendizaje de expectativas hay una mayor desviación máxima con respecto

al estado estacionario, es decir, mayor volatilidad en el producto, originada en el

comportamiento de la inversión y del costo de la inversión (markup), principalmente.

Es decir, el aprendizaje de expectativas importa en el mecanismo del canal financiero,

en ĺınea con la intuición ya explicada en la sección anterior. Los resultados son robustos

ante la modelación del parámetro de ganancia (constante o decreciente). Destaca en el

caso del modelo con fricción en el mercado de inversión que las ĺıneas de aprendizaje

con ganancia decreciente y con ganancia constante están más separadas, a pesar de

presentar un comportamiento similar. Intuitivamente, esto se puede explicar porque la

sobrerreacción generada por la combinación de un efecto más persistente en el costo de

30La magnitud del choque es de 1,3 desviaciones estándar sobre la tasa de crecimiento de la
tecnoloǵıa
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la inversión (markup) y una tasa de ganancia decreciente que hace que el ajuste por el

error de pronóstico sea más lento.

Gráfico 3.3 Impulsos respuesta ante un choque de tecnoloǵıa

En ĺınea con lo anterior, el indicador de Half-Life (Cuadro 3.4) muestra que los

resultados de persistencia son mixtos dependiendo del mercado dónde se ubica la

fricción financiera. Cuando esta se ubica en el mercado de inversión, la persistencia

del producto presenta cierto incremento. En contraste, cuando la fricción se ubica en

el mercado de bienes, la persistencia del producto cae.
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Cuadro 3.4 Indicador Half-Life para persistencia

3.4.2 Resultados complementarios

Esta sección complementa a la anterior en la medida en que presenta el ajuste a la

volatilidad observada, en ĺınea con el propósito del ejercicio. En primer lugar, se

observa en el Cuadro 3.5, un mejor ajuste en términos de volatilidad de la variable

producto cuando la fricción está ubicada en el mercado de inversión que cuando la

fricción está ubicada en el mercado de inversión. Es decir, el descenso en la magnitud

del choque requerido para igualar la volatilidad observada del producto es menor

cuando la fricción se ubica en el mercado de inversión (Cuadro 3.5).

Adicionalmente, hay ganancia de implementar el aprendizaje con respecto al

modelo con expectativas racionales sobre la volatilidad de variables diferentes del

producto, partiendo del resultado de igualar la varianza del producto. Esto se presenta

tanto cuando el aprendizaje se ubica en el mercado de inversión como en el mercado

de bienes (Cuadro 3.5). En el caso del modelo con fricción en el mercado de inversión,

también hay ganancia en ajuste a la volatilidad observada de la inversión, retorno del

capital, trabajo y salario (Cuadro 3.5, columna 2). En el caso del modelo con fricción

en el mercado de bienes, la ganancia en volatilidad también se presenta en la inversión,

el consumo y el trabajo (Cuadro 3.5, columna 5).
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Intuitivamente, lo que sucede en el caso del modelo de inversión es que el costo de

supervisión y de la inversión (markup) afectan fuertemente el comportamiento de los

empresarios en el mercado de capital. Estos reaccionan rápidamente demandando una

gran cantidad de inversión ante el aumento del producto, generando unos mayores

costos de inversión (markup) y de supervisión. Este mecanismo es potenciado por la

presencia del aprendizaje de expectativas porque los coeficientes que relacionan estas

variables también cambian ya que no interpretan que hay un choque de productividad

en la economı́a, sino que hubo un cambio en los coeficientes del modelo. Esto genera

una mayor sobrerreacción tanto en términos de volatilidad.

Algo diferente ocurre cuando las fricciones se ubican en el mercado de bienes,

puesto que afectan más fuertemente el comportamiento de los hogares quienes no

reaccionan de forma tan inmediata como los empresarios del mercado de inversión.

En este caso, la interacción del costo de supervisión y el margen de precios afecta a

los hogares; pero sus respuestas son más suavizadas a lo largo del tiempo, dadas sus

caracteŕısticas de consumo y ahorro en el tiempo. En consecuencia, hay un menor

incremento en la volatilidad del producto en comparación con el caso del mercado

de inversión. En este caso, la presencia del aprendizaje de expectativas hace que los

hogares reaccionen con algo de menor velocidad del efecto en ciertas variables. Es

decir, la presencia del aprendizaje en el mercado de bienes afecta el comportamiento

de los hogares, pero estos son más estables y no sobre reaccionan tanto como el

empresario ante el choque de productividad y su interpretación como un cambio en

los coeficientes del modelo.

Cuadro 3.5 Calibración con respecto a la desviación estándar del producto de los
EE.UU. 1959-2019, con ganancia constante
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El Cuadro 3.6 también muestra las autocorrelaciones (persistencia) de otras

variables de interés en ambos modelos. Cuando la fricción se encuentra en el mercado

de inversión (columna 2), la persistencia aumenta en las variables de inversión y retorno

del capital, además del producto. Por su parte, cuando la fricción se ubica en el mercado

de bienes (columna 4), la persistencia aumenta en las variables de consumo y trabajo.

Esto es reflejo de cómo se comportan los canales de transmisión del choque en presencia

de aprendizaje en cada uno de los modelos, en ĺınea con lo comentado en la sección

anterior. En particular, el canal de la inversión es más fuerte ante la presencia de

aprendizaje en el mercado de inversión (capital).

Cuadro 3.6 Calibración con respecto a la desviación estándar del producto de los
EE.UU. 1959-2019, con ganancia constante (persistencia)

3.5 Análisis de sensibilidad

El análisis de sensibilidad permite explorar el comportamiento de los canales de

transmisión endógena del modelo con respecto a variables de interés para el presente

estudio. En particular, se hace sensibilidad en dos sentidos. En primer lugar, se

analiza el comportamiento del modelo ante variaciones en el parámetro de ganancia

de aprendizaje. Un mayor nivel de este parámetro puede ser interpretado como un

mayor nivel de ajuste ante el error de estimacióin de los agentes.
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En segundo lugar, se hace un análisis de sensibilidad con respecto a la desviación

estándar de la distribución de los proyectos de la economı́a. A medida que aumenta

este parámetro, se interpreta como un mayor nivel de riesgo en la economı́a, en

ĺınea con lo analizado por Christiano et al. (2014). Este parámetro es de interés

porque puede integrar al análisis elementos caracteŕısticos de una economı́a como la

estabilidad poĺıtica, social y de las reglas de juego para los inversionistas.

El cuadro 3.7 presenta los resultados de la sensibilización del parámetro de

ganancia de aprendizaje. Entre mayor sea este parámetro, mayor es la volatilidad del

producto y la inversión. De forma paralela, la mayor volatilidad está acompañada

de mayor persistencia en ambas variables. Esto sugiere que páıses que tengan un

mayor parámetro de ganancia de aprendizaje podŕıan registrar mayor volatilidad y

persistencia del ciclo del producto y de la inversión. Este podŕıa ser el caso de varias

economı́as emergentes y en desarrollo.

Cuadro 3.7 Sensibilización del parámetro de ganancia de aprendizaje en el modelo
calibrado por el producto

El Cuadro 3.8 reporta los resultados de la sensibilización del parámetro de riesgo

de los proyectos de inversión (desviación estándar de la distribución log normal). Se

observa que cuando este parámetro incrementa hay mayor volatilidad y persistencia

del producto y la inversión.

Los ejercicios de sensibilización apuntan a que páıses con mayor ganancia de

aprendizaje o con mayor nivel de riesgo en el ambiente de negocios cuentan con mayor
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volatilidad y persistencia del producto. Este es un tema para una agenda futura de

investigación.

Cuadro 3.8 Sensibilización del parámetro de riesgo de los proyectos de inversión
(desviación estándar de la distribución log normal)

3.4 Conclusiones

El presente estudio evalúa la importancia de introducir el aprendizaje de expectativas

sobre la volatilidad y persistencia del producto en los modelos de fricciones financieras

de Carlstrom and Fuerst (1997) y Carlstrom and Fuerst (1998). Se encuentra que

el ajuste a la volatilidad del producto mejora de forma considerable sin perder

persistencia del producto cuando la fricción financiera se ubica en el mercado de

inversión (Carlstrom and Fuerst (1997)), debido a que el aprendizaje de los agentes

sobre los coeficientes del modelo actúa con mayor fuerza sobre el canal de volatilidad

ante la presencia de las fricciones en este mercado. Esto representa una ganancia con

respecto al dificultad que planteaba Carlstrom and Fuerst (1998) sobre la capacidad

de generación de volatilidad de sus modelos frente a un modelo de ciclo de negocios

reales, a pesar de generar mayor persistencia. En tal sentido, con el aprendizaje, los

canales endógenos del modelo se fortalecen, al tiempo que se mejoran los mecanismos

que muestran el papel del sector financiero dentro del modelo de Carlstrom and Fuerst

(1997). Estos resultados son robustos al usar dos tipos de ganancia de aprendizaje

(constante y decreciente).
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El estudio muestra la importancia del aprendizaje de expectativas en un mercado

financiero más detallado y cercano a la realidad que el de un modelo de ciclo de

negocios reales. En particular, los ejercicios realizados también indican una importante

ganancia de ajuste en volatilidad a las cifras observadas de inversión y retorno del

capital, lo cual refuerza el canal del mercado financiero como generador de volatilidad

y persistencia del producto ante la presencia del aprendizaje.

Otro resultado interesante del trabajo es que hay una diferenciación de los efectos

del aprendizaje dependiendo del lugar en cual se ubique la fricción financiera. En

particular, cuando la fricción financiera se ubica en el mercado de inversión, la reacción

en presencia de aprendizaje es mucho más fuerte y genera una mayor volatilidad

de la inversión y el producto, liderada por el comportamiento de los empresarios y

su interacción con el costo de verificación del proyecto y el costo de la inversión.

Por su parte, cuando la fricción está localizada en el mercado de bienes, esta afecta

directamente a los hogares, quienes presentan una respuesta menor fuerte en presencia

de aprendizaje de expectativas.

Finalmente, los ejercicios de sensibilización con respecto al parámetro de ganancia

de aprendizaje y con respecto a la incertidumbre sobre el retorno de los proyectos

en la economı́a indican que ante una mayor ganancia del aprendizaje o una mayor

incertidumbre puede presentarse una mayor volatilidad y persistencia del producto.

Este seŕıa un tema de la agenda futura de trabajo, pensando en realizar análisis de

este tipo para economı́as emergentes y en desarrollo.
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1990- 1995. El Colegio de México.
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Appendix A

Caṕıtulo 1

A.1 Resultados de las pruebas de debilidad y de

eficiencia

Prueba de debilidad de la variable instrumental para evaluar endogeneidad de la
ecuación de insesgamiento (Hipótesis nula: variable instrumental es débil)
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Prueba de Eficiencia (PE) sobre la ecuación con constante y variable en primeras
diferencias (Hipótesis nula: hay eficiencia)
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Pruebas de debilidad de las variables instrumentales para evaluar endogeneidad de
ecuación de insesgamiento (Hipótesis nula: variable instrumental es débil)



Appendix B

Caṕıtulo 2

B.1 Solución del modelo en niveles

B.1.1 Hogares

El problema de los hogares consiste en maximizar su utilidad sujeta a la restricción

presupuestaria para decidir su nivel de consumo, ocio, capital y nivel de utilización de

capital:

max
Ct,Kt+1,Lt,Ut

Et

∞∑
T=t

βT−tu(CT , LT ) (B.1)

sujeto a

Ct +Kt+1 = Rk
t (UtKt) +WtHt + (1− δ(Ut))Kt (B.2)

donde:

Lt = 1−Ht (B.3)

Donde β es el parámetro de descuento intertemporal, Ct es el consumo, Lt es el

ocio, Kt es el capital, R
k
t es la tasa de retorno del capital, Ut es el nivel de utilización

de capital, Wt es el salario, Ht son las horas trabajadas, y δ(Ut) es la depreciación.

El lagrangiano del anterior problema es:
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L = Et

∞∑
T=t

βT−tu(CT , LT )−Λt
(
Ct +Kt+1 −Rk

t (UtKt)−Wt(1− Lt)− (1− δ(Ut))Kt

)
(B.4)

Las condiciones de primer orden están dadas por:

[Ct] :
∂L

∂Ct
= uc(Ct, Lt)− Λt = 0

uc(Ct, Lt) = Λt

(B.5)

[Kt+1] :
∂L

∂kt+1

= βEtΛt+1Rt+1Ut+1 − Λt + βEt [Λt+1(1− δ(Ut+1))] = 0

βEtΛt+1Rt+1Ut+1 + βEt [Λt+1(1− δ(Ut+1))] = Λt

(B.6)

[Lt] :
∂L

∂Lt
= uL(Ct, Lt)− ΛtWt = 0

uL(Ct, Lt) = ΛtWt

(B.7)

[Ut] :
∂L

∂Ut
= ΛtR

k
tKt − Λtδ

′(Ut)Kt = 0

Rk
t = δ′(Ut)

(B.8)

La función de utilidad empleada es la tipo King, Plosser y Rebelo (KPR) (King

et al. (1988))1:

u(Ct, Lt) =
C1−σ
t v(1− Lt)

1− σ
(B.9)

También se asume que δ está en función de la utilización del capital tal que:

δ(Ut) =
1

θ
U θ
t (B.10)

Donde θ > 1, dado que una mayor utilización genera una mayor depreciación del

capital.

1Esta función de utilidad no separable utilizada por Eusepi y Preston (2011) se considera que puede
generar mejores momentos para la variable consumo.
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B.1.2 Firmas

Las firmas tienen la siguiente tecnoloǵıa de producción:

Yt = Ψt(UtKt)
α(XtHt)

1−α

Donde Ψ denota una externalidad del capital

Ψt =
[
(UtKt)

α(XtHt)
1−α]ηX−η

t (B.11)

El término Xη
t garantiza la existencia del balance growth path en el cual todas las

variables del modelo crecen a igual tasa.

La tecnoloǵıa es labor augmenting dada por Xt = Xρ
t−1

La depreciación es de la forma δ(Ut) =
1
θ
U θ
t

Con base en lo anterior, el problema de maximización de las firmas está dado por:

max
(kt,lt)

Πt = Ψt(UtKt)
α(XtHt)

1−α −RtKt −WtHt (B.12)

Las condiciones de primer orden del problema de maximización de beneficios (Πt)

con respecto al capital (Kt) y el trabajo (Ht):

[Kt] :
∂Πt

∂Kt

= αΨt(UtKt)
α−1(XtHt)

1−α −RK
t = 0

RK
t = αΨt(UtKt)

α−1(XtHt)
1−α

(B.13)

[Ht] :
∂Πt

∂Ht

= (1− α)Ψt(UtKt)
α(Xt)

1−αH−α
t −Wt = 0

Wt = (1− α)Ψt(UtKt)
α(Xt)

1−αH−α
t

(B.14)
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B.1.3 Ecuaciones de cierre

Para cerrar el modelo, se introducen las siguientes dos ecuaciones. La primera de estas

se refiere a la ley de movimiento de capital y es:

Kt+1 = It + (1− δ(Ut))Kt (B.15)

La segunda ecuación de cierre es la ecuación de equilibrio macroeconómico que

garantiza que se vaćıa el mercado:

Ct + It = Yt (B.16)

B.2 Estacionariedad de las variables

Las variables se presentan en su forma estacionaria en el presente modelo, al ser

expresadas en unidades efectivas (divididas por la tecnoloǵıa), y se denotan en

minúscula. Las variables que ya son estacionarias (Ejemplo: Tasa de retorno del

capital) se mantienen en mayúscula. De tal modo, para cada variable tendencial Gt,

se define a gt = Gt/Xt, donde Xt es el nivel de tecnoloǵıa en el periodo t.

B.2.1 Hogares

En primer lugar, se estacionariza la ecuación (B.5), al multiplicarla por Xσ
t y definir a

λt ≡ Xσ
t Λt, tal que:

λt ≡ Xσ
t Λt = Xσ

t uc(Ct, Lt) = Xσ
t C

−σ
t v(Ht) = c−σt v(Ht) (B.17)

En consecuencia,



100

λt = c−σt v(Ht) (B.18)

En segundo lugar, se estacionariza la ecuación (B.6). En primera instancia, se

divide en ambos lados por Λt:

1 = βEt

[
Λt+1

Λt
Rk
t+1Ut+1 +

Λt+1

Λt
(1− δ(Ut+1))

]

Posteriormente, se multiplica el lado derecho de la ecuación anterior por
Xσ

t+1

Xσ
t+1

y

por
Xσ

t

Xσ
t
, con lo que se consigue:

1 = βEt

[
Λt+1

Λt

Xσ
t+1

Xσ
t+1

Xσ
t

Xσ
t

Rk
t+1Ut+1 +

Λt+1

Λt

Xσ
t+1

Xσ
t+1

Xσ
t

Xσ
t

(1− δ(Ut+1))

]

1 = βEt

[
λt+1

λt

1

γσt+1

Rk
t+1Ut+1 +

λt+1

λt

1

γσt+1

(1− δ(Ut+1))

]
(B.19)

Donde:

γt =
Xt

Xt−1

Finalmente, se obtiene que:

1 = βEt

[
λt+1

λt

1

γσt+1

(Rk
t+1Ut+1 + (1− δ(Ut+1)))

]
(B.20)

En tercer lugar, se estacionariza la ecuación (B.7) (ocio), tal que:

λtwt = Xσ−1
t ΛWt = Xσ−1

t uL(Ct, Lt) = Xσ−1
t

C
(1−σ)
t

(1− σ)
v′(Ht) =

c1−σt

(1− σ)
v′(Ht)
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λtwt =
c1−σt

(1− σ)
v′(Ht) (B.21)

B.2.2 Firmas

La función de producción es:

Yt = Ψt(UtKt)
α(XtHt)

1−α (B.22)

Se divide a ambos lados de la ecuación por Xt, de modo que:

Yt
Xt

=
1

Xt

[
Ψt(UtKt)

α(XtHt)
1−α]

Yt
Xt

= Ψt

(
Ut
Kt

Xt

)α
Xt−1

Xt−1

(Ht)
1−α

yt = Ψt

(
Ut

Kt

Xt−1

Xt−1

Xt

)α
(Ht)

1−α

Como se denota γt =
Xt

Xt−1
y kt =

Kt

Xt−1
, se tiene:

yt = Ψt(Utktγ
−1
t )α(Ht)

1−α

yt = Ψtγ
−α
t kαt U

α
t H

1−α
t (B.23)

La externalidad de la producción (Ψt) también puede ser expresada en términos de

variables estacionarias.

Ψt =

[(
Ut
Kt

Xt

)α
H1−α
t

]η

Ψt =

[(
Ut

Kt

Xt−1

Xt−1

Xt

)α
H1−α
t

]η

Ψt =

[(
Ut
γt
kt

)α
H1−α
t

]η
(B.24)
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Seguidamente, la ecuación de salariosWt = (1−α)Ψt(UtKt)
α(Xt)

1−αH−α
t , se divide

a ambos lados por Xt, aśı:

Wt

Xt

=
1

Xt

[
(1− α)Ψt (UtKt)

αX1−α
t H−α

t

]
Wt

Xt

= (1− α)ΨtX
α
t−1

(
Ut

Kt

Xt−1

)α
X1−α
t

Xt

H−α
t

wt = (1− α)Ψtγ
−α
t (Utkt)

αH−α
t

Combinando la ecuación anterior con la función de producción yt =

Ψtγ
−α
t kαt U

α
t H

1−α
t , se tiene:

wt = (1− α)
yt
Ht

(B.25)

Ahora, en el caso de la ecuación de la tasa de retorno del capital, RK
t =

αΨt(UtKt)
α−1(XtHt)

1−α, se reorganizan términos y se consigue:

RK
t = αΨt(UtKt)

α−1(XtHt)
1−α (B.26)

RK
t = αΨt

(
Ut
Kt

Xt

)α−1

H1−α
t

RK
t = αΨt

(
Ut
Kt

Xt

Xt−1

Xt−1

)α−1

H1−α
t

RK
t = αΨt

(
Ut

Kt

Xt−1

Xt−1

Xt

)α−1

H1−α
t

RK
t = αΨt

(
Ut
γt
kt

)α−1

H1−α
t

Recordando que yt = Ψtγ
−α
t kαt U

α
t H

1−α
t :

RK
t = αΨt

(
Ut
γt
kt

)α(
Ut
γt
kt

)−1

H1−α
t
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RK
t = αΨtγ

−α
t kαt U

α
t H

1−α
t

(
Ut
γt
kt

)−1

Rk
t = αγt

yt
Utkt

(B.27)

B.2.3 Otras ecuaciones

En primer lugar, se divide la ecuación de la ley de movimiento de capital (Kt+1 =

It + (1− δ(Ut))Kt) a ambos lados por Xt:

Kt+1

Xt

=
It
Xt

+ (1− δ(Ut))
Kt

Xt−1

Xt−1

Xt

kt+1 = it + (1− δ(Ut))γ
−1
t kt (B.28)

En segundo lugar, se divide la ecuación de equilibrio macroeconómico Ct + It = Yt

a ambos lados por Ct + It = Yt y se obtiene:

ct + it = yt (B.29)

Finalmente, se tiene la tendencia estocástica de la tecnoloǵıa labor augmenting dada

por:

Xt = Xρ
t−1

En términos estacionarios, se obtiene la tasa de crecimiento de la tecnoloǵıa

γt = γρt−1

B.3 Sistema de ecuaciones estacionarizadas

B.3.1 Ecuación intratemporal de consumo-trabajo

Las ecuaciones (B.18) y (B.21) son combinadas de la siguiente forma:

c−σt wt =
c1−σt

(1− σ)

v′(Ht)

v(Ht)
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wt =
ct

(1− σ)

v′(Ht)

v(Ht)

wt
ct

= (1− σ)−1v
′(Ht)

v(Ht)
(B.30)

B.3.2 Ecuación de Euler

La ecuación intertemporal del consumo se obtiene de reemplazar el valor de λt ((B.18))

en la ecuación (B.20), tal que:

1 = βEt

[
c−σt+1

v(Ht+1)

c−σt v(Ht)

1

γσt+1

(Rk
t+1Ut+1 + (1− δ(Ut+1)))

]

c−σt v(Ht) = βEt

[
c−σt+1

v(Ht+1)
1

γσt+1

(Rk
t+1Ut+1 + (1− δ(Ut+1)))

]
(B.31)

B.3.3 Horas trabajadas

La ecuación de salarios en términos estacionarios es (B.25):

wt = (1− α)
yt
Ht

B.3.4 Rendimientos del capital

La ecuación de rendimientos de capital en términos estacionarios (B.27) es:
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Rk
t = αγt

yt
Utkt

B.3.5 Inversión

A partir de la ecuación de equilibrio macroeconómico en términos estacionarios (B.29),

se obtiene:

it = yt − ct

B.3.6 Utilización del capital

Se deriva la ecuación (B.10) con respecto a la utilización de capital (Ut) de la siguiente

forma:

δ(Ut) =
1

θ
U θ
t

δ′(Ut) = U θ−1
t

La ecuación anterior de combina con la condición de primer orden con respecto a

Ut (B.8) y se consigue:

Rk
t = δ′(Ut)

Rk
t = U θ−1

t (B.32)

B.3.7 Función de producción

La función de producción en términos estacionarios (B.23) es:

yt = Ψtγ
−α
t kαt U

α
t H

1−α
t
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B.3.8 Externalidad de la producción

La ecuación de externalidad de producción en términos estacionarios (B.24) es:

Ψt =

[(
Ut
γt
kt

)α
H1−α
t

]η
B.3.9 Capital de los hogares

La ecuación que describe la evolución del capital de los hogares (B.28) es:

kt+1 = it + (1− δ(Ut))γ
−1
t kt

B.3.10 Crecimiento tecnológico

La tendencia estocástica de la tecnoloǵıa labor augmenting está dada por

Xt = Xρ
t−1

En términos estacionarios, se obtiene la tasa de crecimiento de la tecnoloǵıa

γt = γρt−1

Recuérdese que ln(Xt+1

Xt
) = γt = ln(γ̄) + at+1, donde at es una variable aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con media cero y varianza constante σa.

B.4 Proceso de log-linealización

El proceso de log-linealización aplica la siguiente fórmula de linealización f(xt) ≈
f ′(x̄)x̄x̂t, donde x̂t = xt−x̄

x̄
es la desviación porcentual con respecto al estado

estacionario.

B.4.1 Ecuación intratemporal de consumo-ocio (trabajo)

Se parte de la ecuación de consumo-ocio (B.30):

c−σt wt =
c1−σt

(1− σ)

v′(Ht)

v(Ht)
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En estado estacionario es:

c̄−σw̄ =
c̄1−σ

(1− σ)

v′(H̄)

v(H̄)

Se aplica la log-linealización a la ecuación (B.30) tal que:

−σc̄−σ−1w̄c̄ĉt+c̄
−σw̄ŵt =

(1− σ)c̄1−σ−1

(1− σ)

v′(H̄)

v(H̄)
c̄ĉt+

c̄1−σ

(1− σ)

[
v′′(H̄)v(H̄)− v′(H̄)2

v(H̄)2

]
H̄Ĥt

Reagrupando los términos, se tiene:

−σc̄−σ−1w̄c̄ĉt+c̄
−σw̄ŵt =

(1− σ)c̄1−σ−1

(1− σ)

v′(H̄)

v(H̄)
c̄ĉt+

c̄1−σ

(1− σ)

v′′(H̄)H̄

v(H̄)
Ĥt−

c̄1−σ

(1− σ)

v′(H̄)2H̄

v(H̄)2
Ĥt

Se multiplica el segundo término del lado derecho de la ecuación anterior por v′(H̄)

v′(H̄)
,

y luego se despeja el estado estacionario c̄−σw̄ = c̄1−σ

(1−σ)
v′(H̄)

v(H̄)
:

c̄−σw̄(−σĉt+ŵt) =
v′(H̄)

v(H̄)
c̄
(1− σ)c̄1−σ−1

(1− σ)
ĉt+

v′(H̄)

v′(H̄)

c̄1−σ

(1− σ)

v′′(H̄)H̄

v(H̄)
Ĥt−

v′(H̄)

v(H̄)

v′(H̄)

v(H̄)

c̄1−σ

(1− σ)
H̄Ĥt

c̄−σw̄(−σĉt+ŵt) =
v′(H̄)

v(H̄)
c̄
(1− σ)c̄1−σ−1

(1− σ)
ĉt+

v′(H̄)

v(H̄)

c̄1−σ

(1− σ)

v′′(H̄)H̄

v′(H̄)
Ĥt−

v′(H̄)

v(H̄)

v′(H̄)

v(H̄)

c̄1−σ

(1− σ)
H̄Ĥt

c̄−σw̄(−σĉt + ŵt) =

[
c̄−σ−1

1− σ

v′(H̄)

v(H̄
)

] [
c̄c̄−1(1− σ)ĉt +

v′′(H̄)H̄

v′(H̄)
Ĥt −

v′(H̄)

v(H̄
H̄Ĥt

]

c̄−σw̄(−σĉt + ŵt) =

[
c̄−σ−1

1− σ

v′(H̄)

v(H̄
)

] [
(1− σ)ĉt +

v′′(H̄)H̄

v′(H̄)
Ĥt −

v′(H̄)

v(H̄
H̄Ĥt

]

−σĉt + ŵt = (1− σ)ĉt +
v′′(H̄)

v′(H̄)
H̄Ĥt −

v′(H̄)

v(H̄)
H̄Ĥt
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Tal como se mencionó previamente, se asume que ϵv = (v′′(H̄)H̄/v′(H̄)) > 0, al

tiempo que se cancela −σĉ a ambos lados tal que:

ŵt = ĉt + ϵvĤt −
v′(H̄)

v(H̄)
H̄Ĥt (B.33)

A continuación, el propósito es reemplazar el término v′(H̄)

v(H̄)
H̄. Para esto, se acude

al estado estacionario de la ecuación (B.30) w̄
c̄
= (1− σ)−1 v

′(H̄)

v(H̄)
.

Esa ecuación se multiplica a ambos lados por H̄.

ψ ≡ w̄H̄

c̄
= (1− σ)−1v

′(H̄)H̄

v(H̄)

v′(H̄)H̄

v(H̄)
≡ ψ(1− σ) (B.34)

Posteriormente, se reemplaza (B.34) en (B.33) y se tiene que:

ŵt = ĉt + ϵvĤt − (1− σ)ψĤt

ŵt = ĉt + [ϵv − (1− σ)ψ] Ĥt (B.35)

Se puede reescribir la ecuación (B.35) de la siguiente forma

− ĉt + ŵt = ϵvĤt − (1− σ)ψĤt (B.36)

Sumando a ambos lado por −ψ(σ−1)
σ

Ĥt, se tiene que

− ĉt −
ψ(σ − 1)

σ
Ĥt + ŵt = ϵvĤt − (1− σ)ψĤt −

ψ(σ − 1)

σ
Ĥt (B.37)

Dada la ecuación (B.18), cuya forma log-lineal se halla de la siguiente manera:

λt = c−σt v(Ht)

λ̄λ̂t = −σc̄−σ−1v(H̄)c̄ĉt + c̄−σv′(H̄)H̄Ĥt
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λ̄λ̂t = −σc̄−σ−1v(H̄)c̄ĉt + c̄−σv′(H̄)
v(H̄)

v(H̄)
H̄Ĥt

λ̄λ̂t = −σc̄−σ−1v(H̄)c̄ĉt + c̄−σv(H̄)
v′(H̄)

v(H̄)
H̄Ĥt

Reemplazando el estado estacionario de la ecuación (B.18) de la forma λ̄ = c̄−σv(H̄):

λ̂t = −σĉt +
v′(H̄)

v(H̄)
H̄Ĥt

Reemplazando la ecuación (B.34), se tiene:

λ̂t = −σĉt + ψ(1− σ)Ĥt (B.38)

Factorizando el signo del segundo término del lado derecho de la ecuación, se

tiene que λ̂t = −σĉt − ψ(σ − 1)Ĥt. Se define la ecuación σ−1λ̂t = −ĉt − ψ(σ−1)
σ

Ĥt.

Reemplazando la anterior definición dentro de la ecuación (B.37), se tiene que

σ−1λ̂t + ŵt = ϵvĤt − (1− σ)ψĤt −
ψ(σ − 1)

σ
Ĥt (B.39)

Cambiando el signo del segundo término del lado derecho de la ecuación anterior:

σ−1λ̂t + ŵt = ϵvĤt + (σ − 1)ψĤt −
ψ(σ − 1)

σ
Ĥt (B.40)

Agrupando términos en el lado derecho de la ecuación, se tiene que:

σ−1λ̂t + ŵt = ϵvĤt +

[
(σ − 1)ψ − (σ − 1)ψ

σ

]
Ĥt

σ−1λ̂t + ŵt = ϵvĤt +

[
(σ − 1)ψ

(
1− 1

σ

)]
Ĥt

σ−1λ̂t + ŵt = ϵvĤt +

[
(σ − 1)ψ(σ − 1)

σ

]
Ĥt

σ−1λ̂t + ŵt = ϵvĤt +

[
(σ − 1)2ψ

σ

]
Ĥt

Factorizando el signo del segundo término del lado derecho de la ecuación:
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σ−1λ̂t + ŵt = ϵvĤt −
[
(1− σ)2ψ

σ

]
Ĥt

Agrupando términos

σ−1λ̂t + ŵt =

[
ϵv −

(1− σ)2ψ

σ

]
Ĥt

Definiendo a ϵH como el inverso de la elasticidad de Frish de la oferta laboral igual

a:

ϵH = ϵv −
(1− σ)2ψ

σ
(B.41)

Se tiene que:

σ−1λ̂t + ŵt = ϵHĤt (B.42)

Nuevamente se reemplaza la ecuación σ−1λ̂t = −ĉt − ψ(σ−1)
σ

Ĥt, tal que

−ĉt −
ψ(σ − 1)

σ
Ĥt + ŵt = ϵHĤt

ŵt = ĉt + ϵHĤt +
ψ(σ − 1)

σ
Ĥt

Nuevamente de factoriza el signo:

ŵt = ĉt +

(
ϵH − ψ(1− σ)

σ

)
Ĥt (B.43)

B.4.2 Ecuación de Euler

Para log-linealizar la ecuación de Euler, se parte de la ecuación (B.19)

1 = βÊt

[
λt+1

λt

1

γσt+1

Rk
t+1Ut+1 +

λt+1

λt

1

γσt+1

(1− δ(Ut+1))

]

λt = βEt

[
λt+1

γσt+1

Rk
t+1Ut+1 +

λt+1

γσt+1

(1− δ(Ut+1))

]
(B.44)
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Su estado estacionario es:

1 =
β

γ̄σ
[
R̄kŪ + (1− δ(Ū))

]
(B.45)

donde

λt = c−σt v(Ht)

Se aplica la siguiente fórmula de log-linealización f(x) ∼ f ′(x̄)x̄x̂t sobre la ecuación

(B.44), tal que:

λ̄λ̂t =
βλ̄R̄Ū

γ̄σ
λ̂t+1 −

βλ̄R̄Ū

γ̄σ
σγ̂t+1 +

βλ̄R̄Ū

γ̄σ
R̂t+1 +

βλ̄R̄Ū

γ̄σ
Ût+1 +

βλ̄

γ̄σ
λ̂t+1 −

βλ̄

γ̄σ
σγ̂t+1

− βλ̄

γ̄σ
δ(Ū)λ̂t+1 +

βλ̄

γ̄σ
δ(Ū)σγ̂t+1 −

βλ̄

γ̄σ
δ′(Ū)Ū Ût+1 (B.46)

Desde la ecuación (B.10), se tiene que δ′(Ut) = U θ−1
t , la que en su estado

estacionario es δ′(Ū) = Ū θ−1. Esta ecuación será empleada más adelante.

En la ecuación (B.46), se cancela λ̄ en ambos lados, aśı:

λ̂t =
βR̄Ū

γ̄σ
λ̂t+1 −

βR̄Ū

γ̄σ
σγ̂t+1 +

βR̄Ū

γ̄σ
R̂t+1 +

βR̄Ū

γ̄σ
Ût+1 +

β

γ̄σ
λ̂t+1 −

β

γ̄σ
σγ̂t+1

− β

γ̄σ
δ(Ū)λ̂t+1 +

β

γ̄σ
δ(Ū)σγ̂t+1 −

β

γ̄σ
δ′(Ū)Ū Ût+1 (B.47)

Agrupando términos en la ecuación (B.47)

λ̂t =
β

γ̄σ
[R̄Ū+(1−δ(Ū))]λ̂t+1−

β

γ̄σ
[R̄Ū+(1−δ(Ū))]σγ̂t+1+

β

γ̄σ
R̄ŪR̂t+1+

β

γ̄σ
[R̄Ū−δ′(Ū)Ū ]Ût+1

(B.48)

Se reemplaza la ecuación δ′(Ū) = Ū θ−1 y el estado estacionario original (B.45)

λ̂t = λ̂t+1 − σγ̂t+1 +
β

γ̄σ
R̄ŪR̂t+1 +

β

γ̄σ
[R̄Ū − Ū θŪ−1Ū ]Ût+1
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λ̂t = λ̂t+1 − σγ̂t+1 +
β

γ̄σ
R̄ŪR̂t+1 +

β

γ̄σ
[R̄Ū − Ū θ]Ût+1 (B.49)

Para reemplazar los términos del lado derecho de la ecuación, se parte del estado

estacionario original (B.45) tal que:

1 =
β

γ̄σ
[
R̄kŪ + (1− δ(Ū))

]
β−1 =

R̄kŪ

γ̄σ
+

(1− δ(Ū))

γ̄σ

Como en estado estacionario δ(Ū) = Ū θ/θ y de (B.32) en estado estacionario R̄Ū =

U θ, se tiene que R̄Ū = θδ. Esto se reemplaza en la anterior ecuación, aśı:

R̄Ū

γ̄σ
=

(
β−1 − (1− δ(Ū))

γ̄σ

)
=
θδ

γ̄σ
(B.50)

Ahora, se reemplaza la anterior expresión en la ecuación (B.49)2:

λ̂t = λ̂t+1 − σγ̂t+1 + β

(
β−1 − (1− δ(Ū))

γ̄σ

)
R̂t+1 +

β

γ̄σ
[R̄Ū − Ū θ]Ût+1 (B.51)

Ahora, dado que R̄Ū = U θ, la ecuación (B.51) es:

λ̂t = λ̂t+1 − σγ̂t+1 + β

(
β−1 − (1− δ(Ū))

γ̄σ

)
R̂t+1 (B.52)

Por último, se loglinealiza la ecuación (B.18) tal que:

λ̂t = −σĉt − ψ(σ − 1)Ĥt (B.53)

Combinando (B.52) y (B.53) se tiene:

2De la ecuación (B.50), es posible decir que

θ =
γσ

β−1
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− σĉt − ψ(σ − 1)Ĥt = −σĉt+1 − ψ(σ − 1)Ĥt+1 − σγ̂t+1 + β

(
β−1 − (1− δ(Ū))

γ̄σ

)
R̂t+1

(B.54)

B.4.3 Horas trabajadas

Se parte de la ecuación (B.25), cuyo estado estacionario es:

w̄ = (1− α)
ȳ

H̄

Se aplica la formula de log-linealización tal que:

w̄ŵt = (1− α)
ȳ

H̄
ŷt − (1− α)

ȳ

H̄
Ĥt

Como w̄ = (1− α) ȳ
H̄
, se simplifica tal que:

w̄ŵt = w̄ŷt − w̄Ĥt

w̄ŵt = w̄(ŷt − Ĥt)

ŵt = ŷt − Ĥt

Ĥt = ŷt − ŵt

B.4.4 Rendimientos del capital

Se parte de la ecuación (B.27), cuyo estado estacionario es:

R̄k = αγ̄
ȳ

Ū k̄

Se aplica la formula de log-linealización tal que:

R̄kR̂t = αγ̄
ȳ

Ū k̄
γ̂t + αγ̄

ȳ

Ū k̄
ŷt − αγ̄

ȳ

Ū k̄
Ût − αγ̄

ȳ

Ū k̄
k̂t
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R̄kR̂t = (αγ̄
ȳ

Ū k̄
)(γ̂t + ŷt − Ût − k̂t)

Como R̄k = αγ̄ ȳ
Ū k̄

, se puede simplificar como:

Rk
t = γ̂t + ŷt − Ût − k̂t

B.4.5 Inversión

Se parte de la ecuación (B.29), cuyo estado estacionario es:

ī = ȳ − c̄

Aplicando la ecuación de log-linealización se tiene:

ī̂it = ȳŷt − c̄ĉt

Como ī = ȳ − c̄, se tiene que:

(ȳ − c̄)̂it = ȳŷt − c̄ĉt

(ȳ − c̄)

ȳ
ît = ŷt −

c̄

ȳ
ĉt

(
1− c̄

ȳ

)
ît = ŷt −

c̄

ȳ
ĉt

B.4.6 Utilización del capital

Se parte de la ecuación (B.32), cuyo estado estacionario es:

R̄k = Ū θ−1 (B.55)

Se aplica la formula de log-linealización tal que:
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R̄kR̂t = (θ − 1)Ū θ−2Ū Ût

R̄kR̂t = (θ − 1)Ū θ−1Ût

Reemplazando el estado estacionario

Ût =
1

(θ − 1)
R̂t

B.4.7 Función de producción

Se parte de la ecuación (B.23), cuyo estado estacionario es:

ȳ = Ψ̄γ̄−αk̄αŪαH̄1−α

Se aplica la fórmula de estado estacionario tal que

ȳŷt = (Ψ̄γ̄−αk̄αŪαH̄1−α)Ψ̂t − α(Ψ̄γ̄−αk̄αŪαH̄1−α)γ̂t + α(Ψ̄γ̄−αk̄αŪαH̄1−α)k̂t + (1− α)(Ψ̄γ̄−αk̄αŪαH̄1−α)Ĥt

Reemplazando el estado estacionario

ŷt = Ψ̂t − αγ̂t + αk̂t + (1− α)Ĥt

B.4.8 Externalidad de la producción

Se parte de la ecuación de externalidad de la producción, cuyo estado estacionario es:

Ψ̄ =

[(
Ū

γ̄
k̄

)α
H̄1−α

]η
Aplicando la formula de log-linealización

Ψ̄Ψ̂t = ηα

[(
Ū

γ̄
k̄

)α

H̄1−α

]η−1 [(
k̄

γ̄

)α

Ūα−1H̄1−α

]
ŪÛt

+ ηα

[(
Ū

γ̄
k̄

)α

H̄1−α

]η−1 [(
Ū

γ̄

)α

k̄α−1H̄1−α

]
k̄k̂t

− ηα

[(
Ū

γ̄
k̄

)α

H̄1−α

]η−1 [(
Ū k̄
)α
γ̄−1−αH̄1−α

]
γ̄γ̂t + η(1− α)

[(
Ū

γ̄
k̄

)α

H̄1−α

]η−1 [(
Ū

γ̄
k̄

)α

H̄1−α−1

]
H̄Ĥt
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Ψ̄Ψ̂t = ηα

[(
Ū

γ̄
k̄

)α

H̄1−α

]η−1 [(
k̄

γ̄

)α

ŪαH̄1−α

]
Ū−1ŪÛt

+ ηα

[(
Ū

γ̄
k̄

)α

H̄1−α

]η−1 [(
Ū

γ̄

)α

k̄αH̄1−α

]
k̄−1k̄k̂t

− ηα

[(
Ū

γ̄
k̄

)α

H̄1−α

]η−1 [(
Ū k̄
)α
γ̄−αH̄1−α

]
γ̄−1γ̄γ̂t + η(1− α)

[(
Ū

γ̄
k̄

)α

H̄1−α

]η−1 [(
Ū

γ̄
k̄

)α

H̄1−α

]
H̄−1H̄Ĥt

Ψ̄Ψ̂t = ηα

[(
Ū

γ̄
k̄

)α
H̄1−α

]η
Ût + ηα

[(
Ū

γ̄
k̄

)α
H̄1−α

]η
k̂t

− ηα

[(
Ū

γ̄
k̄

)α
H̄1−α

]η
γ̂t + η(1− α)

[(
Ū

γ̄
k̄

)α
H̄1−α

]η
Ĥt

Como en el estado estacionario Ψ̄ =
[(

Ū
γ̄
k̄
)α
H̄1−α

]η
, se tiene que:

Ψ̄Ψ̂t = Ψ̄ηαÛt + Ψ̄ηαk̂t − Ψ̄ηαγ̂ + Ψ̄(1− α)ηĤt

Ψ̂t = ηαÛt + ηαk̂t − ηαγ̂ + (1− α)ηĤt

B.4.9 Capital de los hogares

Se parte de la ecuación (B.28), cuyo estado estacionario es:

k̄ = ī+ (1− δ(Ū))γ̄−1k̄

ī = k̄ − (1− δ(Ū))γ̄−1k̄

ī = k̄

[
1− (1− δ(Ū))

γ̄

]
ī =

δ(Ū)k̄

γ̄

Al aplicar la fórmula de log-linealización a la ecuación (B.28) ( ¯kt+1 = ī + (1 −
δ(Ū))γ̄−1k̄), se tiene que:
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k̄k̂t+1 = ī̂it +
(1− δ(Ū))

γ̄
k̄k̂t −

(1− δ(Ū))

γ̄2
γ̄k̄γ̂t −

δ′(Ū)

γ̄
k̄Ū Ût

Como δ′(Ū) = Ū θ−1

k̄k̂t+1 = ī̂it +
(1− δ(Ū))

γ̄
k̄k̂t −

(1− δ(Ū))

γ̄
k̄γ̂t −

Ū θ−1

γ̄
k̄Ū Ût

Como Ūθ

θ
= δ(Ū)., es decir, Ū θ = δ(Ū)θ, se tiene que:

k̂t+1 =
ī

k̄
ît +

(1− δ(Ū))

γ̄
k̂t −

(1− δ(Ū))

γ̄
γ̂t −

δ(Ū)θ

γ̄
Ût

B.4.10 Crecimiento tecnológico

Se parte de la ecuación de crecimiento tecnológico estacionario:

γt = γρt−1

Cuyo estado estacionario es

γ̄ = γ̄ρ

Se aplica la formula de log-linealización tal que:

γ̄γ̂t = ργ̄ρ−1
t−1 γ̄γ̂t−1

γ̄γ̂t = ργ̄ρt−1γ̄
−1
t−1γ̄γ̂t−1

γ̂t = ργ̄ρt−1γ̄
−1
t−1γ̂t−1

Como en estado estacionario γ̄ = γ̄ρ:

γ̂t = ρ
γ̄ρt−1

γ̄ρt−1

γ̂t−1

γ̂t = ργ̂t−1



118

B.5 Resumen de ecuaciones log-linealizadas que se

emplean en la programación

Condición intratemporal ocio (consumo) - salarios ŵt = ĉt +
(
ϵH − ψ(1−σ)

σ

)
Ĥt

Euler
ĉt + ψ(σ − 1)Ĥt = σĉt+1 + ψ(σ − 1)Ĥt+1

+σγ̂t+1 − β
(
β−1 − (1−δ(Ū))

γ̄σ

)
R̂t+1

Horas trabajadas Ĥt = ŷt − ŵt

Rendimientos de capital R̂k
t = γ̂t + ŷt − Ût − k̂t−1

Inversión
(
1− c̄

ȳ

)
ît = ŷt − c̄

ȳ
ĉt

Utilización del capital Ût =
1

(θ−1)
R̂t

Función de producción ŷt = Ψ̂t − αγ̂t + αk̂t + (1− α)Ĥt

Externalidad de producción Ψ̂t = ηαÛt + ηαk̂t − ηαγ̂ + (1− α)ηĤt

Capital de los hogares k̂t+1 =
ī
k̄
ît +

(1−δ)
γ̄
k̂t − (1−δ)

γ̄
γ̂t − δθ

γ̄
k̂t

Crecimiento tecnológico γ̂t = ργ̂t−1

B.6 Introducción de las expectativas de

aprendizaje por medio de la ecuación de

Euler

Siguiendo a (Preston (2005)), se construye una regla óptima de consumo basada en

pronósticos de horizonte lejano. Es necesario crear una senda óptima para el consumo

tomando como dado su capital inicial kt, los precios de los factores (RK
t y wt) y las

expectativas futuras de dichos precios. Los pasos para hacerlo son los siguientes:
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1. Log-linealización de la restricción presupuestaria de hogares.

2. Iterar hacia el futuro la restricción presupuestaria.

3. Iterar la ecuación de Euler de los hogares hacia atrás desde un periodo T hasta

t.

4. Combinar las ecuaciones iteradas hacia el futuro y pasado.

5. Despejar la variable clave para la ecuación de Euler, en este caso es el consumo.

B.6.1 Log-linealización de la restricción presupuestaria de

hogares

Sea la restricción presupuestaria intertemporal de los hogares (B.2).

Ct + EtKt+1 = Rk
t (UtKt) +WtHt + (1− δ(Ut))Kt

Para estacionarizar la restricción, se divide a ambos lados por Xt

Ct
Xt

+
EtKt+1

Xt

= Rk
t

(
Ut
Kt

Xt

)
+
Wt

Xt

Ht + (1− δ(Ut))
Kt

Xt

Dado que la estacionarización del capital es kt =
Kt

Xt−1
, se multiplica y divide por

Xt−1 en los términos que contengan Kt en el lado derecho de la ecuación anterior tal

que:

Ct
Xt

+
EtKt+1

Xt

= Rk
t

(
Ut

Kt

Xt−1

Xt−1

Xt

)
+
Wt

Xt

Ht + (1− δ(Ut))
Kt

Xt−1

Xt−1

Xt

Dado que γt =
Xt

Xt−1
, se tiene que

ct + Etkt+1 = γ−1
t RK

t (Utkt) + wtHt + (1− δ(Ut))γ
−1
t kt (B.56)

La anterior ecuación (B.56) puede ser escrita tal que:

kt

[
ct
kt

+
Etkt+1

kt

]
= kt

[
Rk
tUt
γt

+
wtHt

kt
+

(1− δ(Ut))

γt

]
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Se cancela kt a ambos lados:

ct
kt

+
Etkt+1

kt
=
Rk
tUt
γt

+
wtHt

kt
+

(1− δ(Ut))

γt
(B.57)

De la ecuación (B.50) R̄Ū
γ̄σ

=
(
β−1 − (1−δ(Ū))

γ̄σ

)
= θδ

γ̄σ
se puede decir que:

β̃−1 ≡ γ̄σ−1β−1 =

(
R̄Ū

γ̄
+

1− δ(Ū)

γ̄

)
(B.58)

β̃ = βγ̄1−σ

A partir de lo anterior, es posible log-linealizar la ecuación (B.57), tal que:

c̄

k̄
(ĉt−k̂t)+(Etk̂t+1−k̂t) =

R̄kŪ

γ̄
(R̂K

t +Ût−γ̂t)+
w̄H̄

k̄
(ŵt+Ĥt−k̂t)−

(1− δ(Ū))

γ̄
γ̂t−

δ′(Ū)Ū

γ̄
Ût

(B.59)

Dado que δ′(Ū) = Ū θ−1, se tiene que

c̄

k̄
(ĉt−k̂t)+(Etk̂t+1−k̂t) =

R̄kŪ

γ̄
(R̂K

t +Ût−γ̂t)+
w̄H̄

k̄
(ŵt+Ĥt−k̂t)−

(1− δ(Ū))

γ̄
γ̂t−

Ū θ

γ̄
Ût

(B.60)

c̄

k̄
ĉt−

c̄

k̄
k̂t+Etk̂t+1− k̂t =

R̄kŪ

γ̄
(R̂K

t +Ût− γ̂t)+
w̄H̄

k̄
(ŵt+Ĥt− k̂t)−

(1− δ(Ū))

γ̄
γ̂t−

Ū θ

γ̄
Ût

(B.61)

Multiplicando por −1 en ambos lados de la ecuación:

− c̄

k̄
ĉt+

c̄

k̄
k̂t−Etk̂t+1+k̂t = −R̄

kŪ

γ̄
(R̂K

t +Ût−γ̂t)−
w̄H̄

k̄
(ŵt+Ĥt−k̂t)+

(1− δ(Ū))

γ̄
γ̂t+

Ū θ

γ̄
Ût

(B.62)

Factorizando k̂t, se tiene que:

k̂t

[
c̄

k̄
+ 1− w̄H̄

k̄

]
=
c̄

k̄
ĉt+Etk̂t+1−

R̄kŪ

γ̄
(R̂K

t +Ût−γ̂t)−
w̄H̄

k̄
(ŵt+Ĥt)+

(1− δ(Ū))

γ̄
γ̂t+

Ū θ

γ̄
Ût

(B.63)
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De la ecuación (B.57) es posible definir el estado estacionario:

c̄

k̄
+ 1 =

R̄KŪ

γ̄
+
w̄H̄

k̄
+

1− δ(Ū)

γ̄

c̄

k̄
+ 1− w̄H̄

k̄
=
R̄KŪ

γ̄
+

1− δ(Ū)

γ̄

Dada la definición (B.58), se tiene que:

c̄

k̄
+ 1− w̄H̄

k̄
= β̃−1 (B.64)

Combinando las ecuaciones (B.64) y (B.63):

β̃−1k̂t =
c̄

k̄
ĉt+Etk̂t+1−

R̄kŪ

γ̄
(R̂K

t +Ût−γ̂t)−
w̄H̄

k̄
(ŵt+Ĥt)+

(1− δ(Ū))

γ̄
γ̂t+

Ū θ

γ̄
Ût (B.65)

Para definir otra combinación útil de parámetros, se divide el estado estacionario

de la ecuación (B.25) w̄ = (1− α) ȳ
H̄

sobre el estado estacionario de la ecuación (B.27)

R̄k = αγ̄ ȳ
Ū k̄

w̄

R̄k
=

(1− α) ȳ
H̄

αγ̄ ȳ
Ū k̄

w̄

R̄k
=

(1− α) 1
H̄

αγ̄ 1
Ū k̄

w̄

R̄k
=

(1− α)Ū k̄

αγ̄H̄

w̄H̄

k̄
=

1− α

α

ŪR̄k

γ̄
(B.66)

Combinando la ecuación (B.66) con (B.65), se tiene:

β̃−1k̂t =
c̄

k̄
ĉt+Etk̂t+1−

R̄kŪ

γ̄
(R̂K

t +Ût− γ̂t)−
1− α

α

ŪR̄k

γ̄
(ŵt+Ĥt)+

(1− δ(Ū))

γ̄
γ̂t+

Ū θ

γ̄
Ût
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β̃−1k̂t =
c̄

k̄
ĉt+Etk̂t+1−

R̄kŪ

γ̄

[
R̂K
t + Ût − γ̂t +

(1− α)

α
ŵt +

(1− α)

α
Ĥt

]
+
(1− δ(Ū))

γ̄
γ̂t+

Ū θ

γ̄
Ût

Despejando a β̃:

k̂t = β̃

[
c̄

k̄
ĉt + Etk̂t+1 −

R̄kŪ

γ̄

[
R̂K
t + Ût − γ̂t +

(1− α)

α
ŵt +

(1− α)

α
Ĥt

]
+

(1− δ(Ū))

γ̄
γ̂t +

Ū θ

γ̄
Ût

]

k̂t = β̃

[
c̄

k̄
ĉt + Etk̂t+1 −

R̄kŪ

γ̄

(
R̂K

t +
1− α

α
ŵt +

1− α

α
Ĥt

)
−
R̄kŪ

γ̄
Ût +

R̄kŪ

γ̄
γ̂t +

(1− δ(Ū))

γ̄
γ̂t +

Ūθ

γ̄
Ût

]

Factorizando los términos asociados a Ût y γ̂t, se tiene:

k̂t = β̃

[
c̄

k̄
ĉt + Etk̂t+1 −

R̄kŪ

γ̄

(
R̂K

t +
1− α

α
ŵt +

1− α

α
Ĥt

)
−
(
R̄kŪ

γ̄
−
Ūθ

γ̄

)
Ût +

(
R̄kŪ

γ̄
+

(1− δ(Ū))

γ̄

)
γ̂t

]

Dado el estado estacionario de la ecuación (B.32), R̄k = Ū θ−1, se dice que R̄kŪ =

Ū θ. En consecuencia, es posible cancelar el término asociado a Ût tal que:

k̂t = β̃

[
c̄

k̄
ĉt + Etk̂t+1 −

R̄kŪ

γ̄

(
R̂K
t +

1− α

α
ŵt +

1− α

α
Ĥt

)
+

(
R̄kŪ

γ̄
+

(1− δ(Ū))

γ̄

)
γ̂t

]

Además, dada la definición (B.58), β̃−1 =
(
R̄Ū
γ̄

+ 1−δ(Ū)
γ̄

)
, se tiene que:

k̂t = β̃

[
c̄

k̄
ĉt + Etk̂t+1 −

R̄kŪ

γ̄

(
R̂K
t +

1− α

α
ŵt +

1− α

α
Ĥt

)
+ β̃−1γ̂t

]
Definiendo a R̃ = R̄kŪ

γ̄
, se tiene que:

k̂t = β̃

[
c̄

k̄
ĉt + Etk̂t+1 − R̃

(
R̂K
t +

1− α

α
ŵt +

1− α

α
Ĥt

)
+ β̃−1γ̂t

]
(B.67)

La ecuación anterior describe la decisión de consumo con la condición de estado

estacionario generada por la ecuación de Euler.

De la ecuación (B.43), ŵt = ĉt +
(
ϵH − ψ(1−σ)

σ

)
Ĥt, se puede decir:
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Ĥt =

(
ϵH − ψ(1− σ)

σ

)−1

(ŵt − ĉt) (B.68)

Reemplazando la anterior ecuación dentro de (B.67), se tiene que

k̂t = β̃

[
c̄

k̄
ĉt + k̂t+1 + β̃−1γ̂t − R̃R̂K

t − R̃
1− α

α
ŵt − R̃

1− α

α

(
ϵH − ψ

1− σ

σ

)−1

(ŵt − ĉt)

]
(B.69)

k̂t = β̃

[
c̄

k̄
ĉt + k̂t+1 + β̃−1γ̂t − R̃R̂K

t − R̃
1− α

α
ŵt − R̃

1− α

α

(
ϵH − ψ

1− σ

σ

)−1

ŵt + R̃
1− α

α

(
ϵH − ψ

1− σ

σ

)−1

ĉt

]
(B.70)

Factorizando

k̂t = β̃

[[
c̄

k̄
+ R̃

1− α

α

(
ϵH − ψ

1− σ

σ

)−1
]
ĉt + k̂t+1 + β̃−1γ̂t − R̃R̂K

t − R̃
1− α

α

(
1 +

[
ϵH − ψ

1− σ

σ

]−1
)
ŵt

]
(B.71)

k̂t = β̃
[
ϵcĉt + k̂t+1 + β̃−1γ̂t − R̃R̂K

t − ϵwŵt

]
(B.72)

Donde se definen las combinaciones de parámetros ϵc y ϵw tal que

ϵc =
c̄

k̄
+ R̃

1− α

α

(
ϵH − ψ

1− σ

σ

)−1

(B.73)

ϵw = R̃
1− α

α

(
1 +

[
ϵH − ψ

1− σ

σ

]−1
)

(B.74)

B.6.2 Iteración hacia el futuro de la restricción presupuestaria

Para iterar hacia el futuro, es necesario partir de la ecuación (B.72)

k̂t = β̃ϵcĉt + β̃β̃−1γ̂t − β̃R̃R̂K
t − β̃ϵwŵt + β̃Etk̂t+1 (B.75)

Donde las expectativas futuras de k̂t tienen la siguiente forma
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Êtkt+1 = Êt

(
β̃ϵcÊtĉt+1 + β̃β̃−1Êtγ̂t+1 − β̃R̃ÊtR̂

K
t+1 − β̃ϵwÊtŵt+1 + β̃ÊtÊt+1k̂t+2

)
(B.76)

Êt denota las creencias subjetivas que tienen los agentes acerca de la evolución de

las variables que están más allá de su control. En el caso donde se está trabajando

con expectativas racionales, se usa la notación usual Et. Además, se asume que las

creencias son homogéneas y por tanto satisfacen la ley de probabilidad estándar tal

que ÊtÊt+i = Êt.

Reemplazando la ecuación (3.161) dentro de la ecuación (3.160), se tiene que

k̂t = β̃ϵcĉt + β̃β̃−1γ̂t − β̃R̃R̂K
t − β̃ϵwŵt+

β̃Êt

(
β̃ϵcÊtĉt+1 + β̃β̃−1Êtγ̂t+1 − β̃R̃ÊtR̂

K
t+1 − β̃ϵwÊtŵt+1 + β̃ÊtÊt+1k̂t+2

)
(B.77)

k̂t = β̃ϵcĉt + β̃β̃−1γ̂t − β̃R̃R̂K
t − β̃ϵwŵt+

Êt

(
β̃2ϵcÊtĉt+1 + β̃2β̃−1Êtγ̂t+1 − β̃2R̃ÊtR̂

K
t+1 − β̃2ϵwÊtŵt+1 + β̃2ÊtÊt+1k̂t+2

)
(B.78)

Como se tiene que ÊtÊt+i = Êt:

k̂t = β̃ϵcĉt + β̃β̃−1γ̂t − β̃R̃R̂K
t − β̃ϵwŵt+

β̃2ϵcÊtĉt+1 + β̃2β̃−1Êtγ̂t+1 − β̃2R̃ÊtR̂
K
t+1 − β̃2ϵwÊtŵt+1 + β̃2Êtk̂t+2 (B.79)

Tomando las expectativas un peŕıodo adicional, se consigue:

Êtkt+2 = Êt

(
β̃ϵcÊt+1ĉt+2 + β̃β̃−1Êt+1γ̂t+2 − β̃R̃Êt+1R̂

K
t+2 − β̃ϵwÊt+1ŵt+2 + β̃Êt+2k̂t+3

)
(B.80)

Reemplazando la ecuación (3.165) en la ecuación (3.164), se tiene que:



125

k̂t = β̃ϵcĉt + β̃β̃−1γ̂t − β̃R̃R̂K
t − β̃ϵwŵt+

β̃2ϵcÊtĉt+1 + β̃2β̃−1Êtγ̂t+1 − β̃2R̃ÊtR̂
K
t+1 − β̃2ϵwÊtŵt+1+

β̃2Êt

(
β̃ϵcÊt+1ĉt+2 + β̃β̃−1Êt+1γ̂t+2 − β̃R̃Êt+1R̂

K
t+2 − β̃ϵwÊt+1ŵt+2 + β̃Êt+2k̂t+3

)
(B.81)

k̂t = β̃ϵcĉt + β̃β̃−1γ̂t − β̃R̃R̂K
t − β̃ϵwŵt+

β̃2ϵcÊtĉt+1 + β̃2β̃−1Êtγ̂t+1 − β̃2R̃ÊtR̂
K
t+1 − β̃2ϵwÊtŵt+1+

Êt

(
β̃3ϵcÊt+1ĉt+2 + β̃3β̃−1Êt+1γ̂t+2 − β̃3R̃Êt+1R̂

K
t+2 − β̃3ϵwÊt+1ŵt+2 + β̃3Êt+2k̂t+3

)
(B.82)

k̂t = β̃ϵcĉt + β̃β̃−1γ̂t − β̃R̃R̂K
t − β̃ϵwŵt+

β̃2ϵcÊtĉt+1 + β̃2β̃−1Êtγ̂t+1 − β̃2R̃ÊtR̂
K
t+1 − β̃2ϵwÊtŵt+1+

β̃3ϵcÊt+1ĉt+2 + β̃3β̃−1Êt+1γ̂t+2 − β̃3R̃Êt+1R̂
K
t+2 − β̃3ϵwÊt+1ŵt+2 + β̃3Êt+2k̂t+3 (B.83)

Dado lo anterior, es posible seguir iterando hacia ∞ y se encuentra la siguiente

forma funcional.

k̂t = Êt

∞∑
T=1

β̃T ϵcĉt+T−1 + Êt

∞∑
T=1

β̃T β̃−1γ̂t+T−1 − Êt

∞∑
T=1

β̃T R̃R̂K
t+T−1 − Êt

∞∑
T=1

β̃T ϵwŵt+T−1

k̂t = β̃

[
Êt

∞∑
T=1

β̃T−1ϵcĉt+T−1 + Êt

∞∑
T=1

β̃T−1β̃−1γ̂t+T−1 − Êt

∞∑
T=1

β̃T−1R̃R̂K
t+T−1 − Êt

∞∑
T=1

β̃T−1ϵwŵt+T−1

]

β̃−1k̂t = Êt

∞∑
T=1

β̃T−1ϵcĉt+T−1+Êt

∞∑
T=1

β̃T−1β̃−1γ̂t+T−1−Êt
∞∑
T=1

β̃T−1R̃R̂K
t+T−1−Êt

∞∑
T=1

β̃T−1ϵwŵt+T−1
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β̃−1k̂t = Êt

∞∑
T=t

β̃T−1ϵcĉT + Êt

∞∑
T=t

β̃T−1β̃−1γ̂T − Êt

∞∑
T=t

β̃T−1R̃R̂K
T − Êt

∞∑
T=t

β̃T−1ϵwŵT

Factorizando la expresión anterior, se tiene que

ϵcÊt

∞∑
T=t

β̃T−tĉT = β̃−1k̂t + Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
ϵwŵT + R̃R̂K

T − β̃−1γ̂T

)
(B.84)

La ecuación anterior describe la restricción presupuestaria del flujo de los hogares.

B.7 Iterar hacia el pasado la ecuación de Euler

Partimos de la ecuación de Euler original (B.54)

σĉt + ψ(σ − 1)Ĥt = σĉt+1 + ψ(σ − 1)Ĥt+1 + σγ̂t+1 − β

(
β−1 − (1− δ(Ū))

γ̄σ

)
R̂t+1

Reescribiendo

σĉt+1 + ψ(σ − 1)Ĥt+1 = σĉt + ψ(σ − 1)Ĥt − σγ̂t+1 + β

(
β−1 − (1− δ(Ū))

γ̄σ

)
R̂t+1

Dado que β̃ = βγ̄1−σ, R̃ = R̄kŪ
γ̄

y R̄Ū
γ̄σ

=
(
β−1 − (1−δ(Ū))

γ̄σ

)
, tenemos que

σĉt+1 + ψ(σ − 1)Ĥt+1 = σĉt + ψ(σ − 1)Ĥt − σγ̂t+1 + β
R̄Ū

γ̄σ
R̂t+1

σĉt+1 + ψ(σ − 1)Ĥt+1 = σĉt + ψ(σ − 1)Ĥt − σγ̂t+1 + βγ̄1−σ
R̄Ū

γ̄
R̂t+1

σĉt+1 + ψ(σ − 1)Ĥt+1 = σĉt + ψ(σ − 1)Ĥt − σγ̂t+1 + β̃R̃R̂t+1

Dada la ecuación (B.53), se puede reescribir la ecuación anterior de la siguiente

manera:
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λ̂t+1 = −σγ̂t+1 + β̃R̃R̂t+1 + λ̂t

Ahora, se itera recursivamente desde un periodo T hacia atrás hasta llegar a t.

λ̂T = −σγ̂T + β̃R̃R̂T + λ̂T−1 (B.85)

Rezagando un peŕıodo, se tiene que

Êtλ̂T−1 = Êt

[
−σÊtγ̂T−1 + β̃R̃ÊtR̂T−1 + λ̂T−2

]
(B.86)

Reemplazando la ecuación (3.74) en (3.73) y sabiendo que Êtλ̂T−1 = λ̂T−1.

Êtλ̂T = −σγ̂T + β̃R̃R̂T + Êt

[
−σÊtγ̂T−1 + β̃R̃ÊtR̂T−1 + λ̂T−2

]
Êtλ̂T = −σγ̂T + β̃R̃R̂T − σÊtγ̂T−1 + β̃R̃ÊtR̂T−1 + λ̂T−2

Êtλ̂T = −σÊt[γ̂T + γ̂T−1] + β̃R̃Êt[R̂T + R̂T−1] + λ̂T−2

Si se itera repetitivamente con base en reemplazo de λ̂T−i, hasta llegar al peŕıodo

t, se tiene que

Êtλ̂T = −σÊt[γ̂T + γ̂T−1 + · · ·+ γ̂t+1] + β̃R̃Êt[R̂T + R̂T−1 + · · ·+ R̂t+1] + λ̂t

La anterior ecuación puede ser escrita en términos de sumatorios de la siguiente

forma:

Êtλ̂T = λ̂t + Êt

[
T−1∑
T=t

(β̃R̃R̂K
T+1 − σγ̂T+1)

]
(B.87)

Volviendo a reemplazar λ̂t, se tiene que

Êt

(
σĉT + ψ(σ − 1)ĤT

)
= σĉt + ψ(σ − 1)Ĥt + Êt

[
T−1∑
T=t

(β̃R̃R̂K
T+1 − σγ̂T+1)

]
(B.88)
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Sustituyendo la ecuación (B.68):

Ĥt =

(
ϵH − ψ(1− σ)

σ

)−1

(ŵt − ĉt)

Se tiene que

Êt

(
σĉT + ψ(σ − 1)

(
ϵH − ψ(1− σ)

σ

)−1

(ŵT − ĉT )

)
= σĉt+ψ(σ−1)Ĥt+Êt

[
T−1∑
T=t

(β̃R̃R̂K
T+1 − σγ̂T+1)

]
(B.89)

No se reemplaza Ĥt, solo ĤT , esto es debido a que es de interés conocer el

comportamiento de la senda del consumo en términos de salarios y rendimientos

futuros, no presentes.

Êt

(
σĉT − ψ(σ − 1)

(
σϵH + ψ(σ − 1)

σ

)−1

ĉT + ψ(σ − 1)

(
σϵH + ψ(σ − 1)

σ

)−1

ŵT

)
=

σĉt + ψ(σ − 1)Ĥt + Êt

[
T−1∑
T=t

(β̃R̃R̂K
T+1 − σγ̂T+1)

]

Êt

(
σĉT − ψ(σ − 1)

(
σ

σϵH + ψ(σ − 1)

)
ĉT + ψ(σ − 1)

(
σ

σϵH + ψ(σ − 1)

)
ŵT

)
=

σĉt + ψ(σ − 1)Ĥt + Êt

[
T−1∑
T=t

(β̃R̃R̂K
T+1 − σγ̂T+1)

]

Êt

(
σĉT − σ

(
ψ(σ − 1)

σϵH + ψ(σ − 1)

)
ĉT + σ

(
ψ(σ − 1)

σϵH + ψ(σ − 1)

)
ŵT

)
=

σĉt + ψ(σ − 1)Ĥt + Êt

[
T−1∑
T=t

(β̃R̃R̂K
T+1 − σγ̂T+1)

]

Sea χ = ψ(σ−1)
σϵH+ψ(σ−1)

, se tiene:
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Êt (σĉT − σχĉT + σχŵT ) = σĉt + ψ(σ − 1)Ĥt + Êt

[
T−1∑
T=t

(β̃R̃R̂K
T+1 − σγ̂T+1)

]

Factorizando ĉT :

Êt [(1− χ)σĉT + χσŵT ] = σĉt + ψ(σ − 1)Ĥt + Êt

[
T−1∑
T=t

(β̃R̃R̂K
T+1 − σγ̂T+1)

]
(B.90)

Reorganizando

Êt(1− χ)σĉT = σĉt + ψ(σ − 1)Ĥt + Êt

[
T−1∑
T=t

(β̃R̃R̂K
T+1 − σγ̂T+1)

]
− Êt(χσŵT ) (B.91)

Reorganizando en términos del consumo esperado

ÊtĉT =
1

1− χ

(
ĉt + σ−1ψ(σ − 1)Ĥt + Êt

[
T−1∑
T=t

(σ−1β̃R̃R̂K
T+1 − γ̂T+1)

]
− χŵT

)
(B.92)
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B.7.1 Combinación de las ecuaciones iteradas hacia el futuro

El factor de descuento que usarán los hogares ahora es β̃. Sustituyendo (B.92) dentro

de (B.84), se tiene que3

ϵcÊt

∞∑
T=t

β̃T−t

[
1

1− χ

(
ĉt + σ−1ψ(σ − 1)Ĥt + Êt

[
T−1∑
T=t

(σ−1β̃R̃R̂KT+1 − γ̂T+1)

]
− χŵT

)]
=

β̃−1k̂t + Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
ϵwŵT + R̃R̂KT − β̃−1γ̂T

)
(B.93)

1

1− χ
ϵcÊt

∞∑
T=t

β̃T−t

[(
ĉt + σ−1ψ(σ − 1)Ĥt + Êt

[
T−1∑
T=t

(σ−1β̃R̃R̂K
T+1 − γ̂T+1)

]
− χŵT

)]
=

β̃−1k̂t + Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
ϵwŵT + R̃R̂K

T − β̃−1γ̂T

)
(B.94)

ϵc
1− χ

Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
ĉt + σ−1ψ(σ − 1)Ĥt

)
+

ϵc
1− χ

Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
T−1∑
T=t

(
(σ−1β̃R̃R̂K

T+1 − γ̂T+1)
)

− ϵc
1− χ

Êt

∞∑
T=t

β̃T−t (χŵT ) = β̃−1k̂t + Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
ϵwŵT + R̃R̂K

T − β̃−1γ̂T

)
(B.95)

3Recuérdese que

Et

∞∑
T=t

βT−tat =
1

(1− β)
at

Et

∞∑
T=t

βT−taT = at + Et

∞∑
T=t

βT−t+1aT+1

Et

∞∑
T=t

βT−taT = at + Et

∞∑
T=t

βT−tβaT+1

Las anteriores propiedades serán de utilidad a continuación.
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Siguiendo a Preston (2005), donde

Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
T−1∑
T=t

aT =
β̃

1− β̃
Êt

∞∑
T=t

β̃T−taT

Se tiene que

ϵc
1− χ

Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
ĉt + σ−1ψ(σ − 1)Ĥt

)
+

ϵc
1− χ

Êt

∞∑
T=t

β̃T−t

(
β̃

1− β̃
(σ−1β̃R̃R̂K

T+1 − γ̂T+1)

)

− ϵc
1− χ

Êt

∞∑
T=t

β̃T−t (χŵT ) = β̃−1k̂t + Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
ϵwŵT + R̃R̂K

T − β̃−1γ̂T

)
(B.96)

ϵc
1− χ

1

1− β̃

(
ĉt + σ−1ψ(σ − 1)Ĥt

)
+

ϵc
1− χ

1

1− β̃
Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
β̃(σ−1β̃R̃R̂K

T+1 − γ̂T+1)
)

− ϵc
1− χ

Êt

∞∑
T=t

β̃T−t (χŵT ) = β̃−1k̂t+Êt

∞∑
T=t

β̃T−t (ϵwŵT )+Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
R̃R̂K

T

)
−Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
β̃−1γ̂T

)
(B.97)

B.7.2 Despeje de la variable consumo

La idea es dejar al lado izquierdo las mismas variables que en la ecuación de Euler

original. Por tanto, se despeja tal que:

ϵc
1− χ

1

1− β̃

(
ĉt + σ−1ψ(σ − 1)Ĥt

)
= β̃−1k̂t+Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
ϵw +

ϵcχ

1− χ

)
ŵT+Êt

∞∑
T=t

β̃T−tR̃R̂K
T

− Êt

∞∑
T=t

β̃T−tβ̃−1γ̂T − ϵc
1− χ

1

1− β̃
Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
β̃(σ−1β̃R̃R̂K

T+1 − γ̂T+1)
)

(B.98)

Dado que

Et

∞∑
T=t

βT−taT = at + Et

∞∑
T=t

βT−tβaT+1
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ϵc

(1− χ)(1− β̃)

(
ĉt + σ−1ψ(σ − 1)Ĥt

)
= β̃−1k̂t+

(
ϵw +

ϵcχ

1− χ

)
ŵt+Êt

( ∞∑
T=t

β̃T−tβ̃

(
ϵw +

ϵcχ

1− χ

)
ŵT+1

)
+R̃R̂K

t

+Êt

( ∞∑
T=t

β̃T−tβ̃R̃R̂K
T+1

)
−β̃−1γ̂t−Êt

( ∞∑
T=t

β̃T−tβ̃β̃−1γ̂T+1

)
− ϵc
1− χ

1

1− β̃
Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
β̃(σ−1β̃R̃R̂K

T+1 − γ̂T+1)
)

(B.99)

Organizando factores

ϵc

(1− χ)(1− β̃)

(
ĉt + σ−1ψ(σ − 1)Ĥt

)
= β̃−1k̂t+

(
ϵw +

ϵcχ

1− χ

)
ŵt+R̃R̂

K
t −β̃−1γ̂t+Êt

( ∞∑
T=t

β̃T−tβ̃

(
ϵw +

ϵcχ

1− χ

)
ŵT+1

)

+ Êt

( ∞∑
T=t

β̃T−tβ̃R̃R̂K
T+1

)
− Êt

( ∞∑
T=t

β̃T−tββ̃−1γ̂T+1

)
−

ϵc

1− χ

1

1− β̃
Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
(σ−1β̃2R̃R̂K

T+1)
)

+
ϵc

1− χ

1

1− β̃
Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
β̃(γ̂T+1)

)
(B.100)

Factorizando

ϵc

(1− χ)(1− β̃)

(
ĉt + σ−1ψ(σ − 1)Ĥt

)
= β̃−1k̂t+

(
ϵw +

ϵcχ

1− χ

)
ŵt+R̃R̂

K
t −β̃−1γ̂t+Êt

∞∑
T=t

β̃T−t

(
β̃

(
ϵw +

ϵcχ

1− χ

))
ŵT+1

+ Êt

∞∑
T=t

β̃T−t

(
1−

σ−1β̃ϵc

(1− χ)(1− β)

)
β̃R̃R̂k

T+1 + Êt

∞∑
T=t

β̃T−t

(
β̃ϵc

(1− χ)(1− β)
− 1

)
γ̂T+1 (B.101)

Simplificando, se obtiene la decisión óptima de consumo en términos de los

pronósticos de los precios de los factores.

ĉt + σ−1ψ(1− σ)Ĥt =
(1− χ)(1− β̃)

ϵc

[
β̃−1k̂t + R̃R̂kt − β̃−1γ̂t +

(
ϵw + ϵc

χ

(1− χ)

)
ŵt

]
+Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(1− χ)(1− β̃)

ϵc
β̃

(
ϵw + ϵc

χ

(1− χ)

)
ŵT+1+Êt

∞∑
T=t

β̃T−t

[
(1− χ)(1− β̃)

ϵc
− β̃σ−1

]
β̃R̃R̂KT+1

+ Êt

∞∑
T=t

β̃T−t

[
β̃ − (1− χ)(1− β̃)

ϵc

]
ˆγT+1 (B.102)

Fijando a σ = 1 y χ = 0, se tiene un modelo RBC simple.
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B.8 Formación de creencias de los agentes en el

contexto de aprendizaje dentro del modelo

B.8.1 Conexión con el modelo original de expectativas

racionales

Se presenta una conexión entre las diferentes presentaciones de la solución del sistema

de ecuaciones con el algorito de aprendizaje de los agentes. Inicialmente, se presenta

la solución al sistema de ecuaciones por medio del método de Blanchard y Kahn que

ofrece un sistema matricial de todas las variables expresado en términos de las variables

de estado (Minimum State Variable):

Wt+1 = ΩRE
0 + ΩRE

1 Kt + ΩRE
2 εt

Donde el vector Wt+1 es una matriz que incluye tanto variables de control como

variables de estado, ΩRE
0 son los interceptos, ΩRE

1 es la matriz de coeficientes, Kt es

una matriz de variables de estado (en el presente modelo capital kt), Ω
RE
2 es el vector

de coeficientes que acompañan el choque, y εt es el choque de tecnoloǵıa.

La anterior solución bajo expectativas racionales, se puede escribir aśı:

A0Wt = A1 + A5Wt−1 + A3Wt+1 + A4

∞∑
T=0

βTWT + Cεt

Donde
∑∞

T=0 β
TWT representa el flujo futuro descontado solo para la variable

consumo (ct) bajo su regla de decisión. Tanto el coeficiente A4 como la variable que la

acompaña solo se emplean bajo el modelo de aprendizaje de expectativas con el flujo

descontado del consumo y, en su lugar, la ecuación empleada se excluye tanto de A3

como de Wt+1. Lo opuesto sucede bajo expectativas racionales. C es un vector que

acompaña al choque de tecnoloǵıa.

Bajo aprendizaje se tiene que:

Wt+1 = T0(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) + T1(Ω

L
0,t,Ω

L
1,t)Kt + T2(Ω

L
0,t,Ω

L
1,t)εt
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Donde T0(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) (Mapeo del vector intercepto), T1(Ω

L
0,t,Ω

L
1,t) (Mapeo de la

matriz de transición) y T2(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) (Mapeo de la matriz de incidencia de choques)

son los mapas de coeficientes de la Ley de movimiento real o verdadera de estos, la

cual combina los parámetros del sistema de ecuaciones con los parámetros estimados

por los agentes bajo su ley de movimiento percibida.

El mapeo de los agentes (o ley de movimiento real) se construye empleando los

coeficientes A0, A1, A3, A4 y A5 y los valores estimados por los agentes no racionales

por medio de su ley de movimiento percibido, mediante su mecanismo de formación

de creencias o expectativas. En tal sentido se tiene que:

F0 = [I − ΩL
1 ]

−1[1/β − ΩL
1 ][(1− β)[I − ΩL

1 ]]
−1ΩL

0

F1 = ΩL
1 (1− β)[I − ΩL

1 ]
−1

Ahora, se define:

TI = A−1
0 [A3Ω

L
0 ] + A−1

0 [A4F0] = A−1
0 [A3Ω

L
0 + A4F0]

TC = A−1
0 [A3Ω

L
1 ] + A−1

0 [A4F1] = A−1
0 [A3Ω

L
1 + A4F1]

A partir de las anteriores definiciones, se consigue:

T0(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) = (I − TC)

−1TI

T1(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) = (I − TC)

−1[A−1
0 (A2 + A5Ω

L
1 )]

Como A2 = 0

T1(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) = (I − TC)

−1[A−1
0 A5Ω

L
1 ]

Finalmente,
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T2(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) = (I − TC)

−1C

B.8.2 Formación de las creencias o expectativas de los agentes

La formación de creencias se realiza a través de un sistema de ecuaciones que se

actualiza con la ley de movimiento percibida por los agentes del modelo, mediante

el algoritmo de Mı́nimos Cuadrados Recursivos. Los agentes aprenden sobre los

parámetros asociados al comportamiento de las variables consumo de los hogares (ĉt),

trabajo (l̂t), salario (ŵt), tasa de interés (r̂t), inversión (̂it) y producto y (ŷt). En este,

cada variable estará en función de las variables de estado, es decir, del capital de los

hogares (k̂t). A continuación se presenta dicho sistema:

ĉt = ξc0 + ξc1k̂t + ξc2ẑt (B.103)

l̂t = ξl0 + ξl1k̂t + ξl2ẑt (B.104)

ŵt = ξw0 + ξw1 k̂t + ξw2 ẑt (B.105)

r̂t = ξr0 + ξr1k̂t + ξr2 ẑt (B.106)

ît = ξi0 + ξi1k̂t + ξz2 ẑt (B.107)

ŷt = ξy0 + ξy1 k̂t + ξy2 ẑt (B.108)

ZLMP
t = ΩtQt−1

En el modelo, se alternan las parámetros sobre los cuales aprender, entre: los

asociados a todas las variables (sistema anterior), solo los asociados al capital y a

los salarios, y solo los asociados al capital y al retorno de capital. Esto con el fin

de analizar sensibilidad de resultados en un modelo de pequeña escala como el presente.

El anterior sistema de formación de creencias puede expresarse en forma matricial

de la siguiente manera. Sea:
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ZLMP
t =



ĉt

l̂t

ŵt

r̂t

ît

ŷt


; Ωt =



ξc0 ξc1 ξc2
ξl0 ξl1 ξl2
ξw0 ξw1 ξw2
ξr0 ξr1 ξr2
ξi0 ξi1 ξi2
ξy0 ξy1 ξy2


;Qt−1

 1

k̂t

ẑt



Como se observa, ZLMP
t es un subconjunto de la matrizWt y contiene los elementos

del sistema de ecuaciones del pronosticador bajo la ley de movimiento percibida (LMP).

Por otra parte, se tiene a:

ZLMR
t = T (ΩL

t )Qt−1

Es la ley de movimiento real de la economı́a. Esta ley de movimiento real es el

resultado del mapeo de expectativas que tienen los agentes, la cuál es retroalimentada

por la estimación de los parámetros de la ley de movimiento percibida por los agentes

en el periodo inmediatamente anterior. La representación matricial de la Ley de

Movimiento Real (LMR) es la siguiente:

ZLMR
t =



ĉt

l̂t

ŵt

r̂t

ît

ŷt


;T (ΩL

t ) =


τ1,1 τ1,2 τ1,3

τ2,1 τ2,2 τ2,3

τ3,1 τ3,2 τ3,3

τ4,1 τ4,2 τ4,3

τ5,1 τ5,2 τ5,3

 ;Qt−1

 1

k̂t

ẑt



Ahora, se sabe que la solución del modelo bajo expectativas racionales implica que

los coeficientes ξ de cada modelo econométrico sean invariantes en el tiempo, es decir,

ξ1,t−1 = ξ1,t = ξ1,t+1. Bajo aprendizaje, es necesario suponer que los agentes aprenden

a partir de modelos econométricos cuando el término de intercepto y el coeficiente

de respuesta ante las variables regresoras, son variantes en el tiempo, ξ0,t ̸= ξ0,t−1,

ξ1,t ̸= ξ1,t−1 y ξ2,t ̸= ξ2,t−1.

Para llevar a cabo el proceso de aprendizaje, los agentes estiman la ecuación

(3.172), actualizando los coeficientes variantes en el tiempo a medida que obtienen
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nueva información. Los únicos coeficientes que no se actualizan son los que acompañan

al choque tecnoloǵıa. Para llevar a cabo la estimación, se aplica la herramienta de

Mı́nimos Cuadrados Recursivos que se explica a continuación.

A partir de la ecuación de simulación del ciclo de las variables de variable de estado

mı́nima en el peŕıodo t:

Wt = T0(Ω
L
0,t) + T1(Ω

L
1,t)Kt−1 + T2(Ω

L
2,t)εt

Se define al algoritmo de Mı́nimos Cuadrados Recursivos de la forma:

Rt = Rt−1 + g(Qt−1Q
′
t−1 −Rt−1) (B.109)

ΩL
t = ΩL

t−1 + g(R−1
t Qt−1)(Z

LMR
t − ΩL

t−1
′Qt−1) (B.110)

Donde:

• ΩL
t es el vector j-dimensional que contiene los coeficientes a estimar en el periodo

t, Ω′
t
j = [ξj0, ξ

j
1, ξ

j
2], con j = [c; l;w; r; y; k]. En el peŕıodo inicial, antes del choque,

es igual al valor de expectativas racionales ΩRE
0 .

• Rt es la matriz de precisión que incluye las varianzas y las covarianzas.

• g es el parámetro de ganancia del algoritmo. Esta ganancia regula el peso que

atribuyen los agentes pronosticadores al error de pronósticos de las variables,

el cual se activa con los cambios generados por el choque de tecnoloǵıa. Para

comprender un poco mejor su función, suponga que g → 0. En tal caso, los

agentes le dan un nulo peso a los errores de pronóstico, y están estimando que

estos son totalmente transitorios y no implican un cambio en el valor real del

parámetro. En contraste, entre más grande sea el valor de g, los agentes toman

estos cambios como permanentes y le dan un gran peso a las variables.

En el presente estudio se emplean dos tipos de ponderación de los errores de

pronóstico: (i) ganancia constante, y (ii) ganancia decreciente en función del

tiempo, es decir, con el tiempo de denominador.
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• Qt−1 es el vector de variables regresoras del modelo econométrico de los agentes

tal que Q′
t−1 = [1, kt, zt].

• Z ′
t
LMR = [ĉt; l̂t; ŵt; r̂t; ŷt; k̂t es el vector de variables dependientes.

Estabilidad del proceso de aprendizaje. El sistema de aprendizaje es estable

si los coeficientes estimados por los agentes (Ω̂L
t ) covergen monotónicamente hacia el

valor de los coeficientes de expectativas racionales (ΩRE
1 ) con el paso de los peŕıodos. Es

decir, que hay un aprendizaje. Matemáticamente, esto se verifica mediante la siguiente

ecuación diferencial ordinaria:

˙̂
ΩL
t = R(Mq(Ω̂L))−1[T1(Ω

L
t )

′ − ΩRE
t ]

Ṙ =Mq(Ω̂L)−R

La estabilidad se obtiene si la parte real de los valores propios del sistema es

negativa. Esto está comprobado, ya que las estimaciones de los agentes convergen

monotónicamente a sus valores de expectativas racionales. Es decir, asintóticamente,

R converge a Mq(Ω̂
L).

B.8.3 Ejemplo ilustrativo del proceso de actualización de

expectativas

La secuencia de actualización de los pronósticos o creencias es la siguiente. En el

periodo t, los agentes forman creencias con base en los parámetros estimados con la

información disponible en t-1. Operativamente en el modelo, la primera estimación de

los coeficientes es el valor de expectativas racionales. Ésta estimación se aleja luego

del choque de tecnoloǵıa de los agentes, con base en la regla de pronóstico de los

MCR. Posteriormente, generan su aprendizaje hasta que convergen al verdadero valor

de los parámetros.

Buscándo dar más claridad a lo anterior, como ejemplo se mostrará la estimación

de la ecuación de la variable consumo de la Ley de Movimiento Percibida de los agentes

de la forma:
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ĉt = ξc0 + ξc1k̂t + ξc2ẑt

La estimación de la anterior ecuación se realiza utilizando el algoritmo de Mı́nimos

Cuadrados Recursivos, con ganancia contante en este ejemplo, y g tiene un valor de

0,002.

El valor inicial que toman la variable dependiente y las variables independientes,

aśı como el valor de los coeficientes provienen de la solución de expectativas racionales.

Es decir, los valores que tomarán las matrices Ωt−1, Z
LMR
t y Qt−1 son obtenidos de la

solución de expectativas racionales en la primera simulación del algoritmo. A partir

de la segunda simulación, dichos valores se alejan a ráız de la simulación y el error

de pronóstico que genera una diferencia entre la ley de movimiento percibida por los

agentes y la ley de movimiento real. De manera que es posible definir las anteriores

matrices aśı:

Ωc
t−1 =

[
ξc,RE0

ξc,RE1

]
Donde el supeŕındice c hace referencia a los coeficientes asociados a la ecuación

(3.172). Recuérdese que la matriz Ωt es j-dimensional y vaŕıa según la ecuación a

estimar.

La matriz de precisión inicial será igual a:

Rt−1 =

[
1 0 0

0 σ2
k 0

]

Por último, la matriz de variables independientes es:

Qt−1 =

[
1

kt

]
La anterior matriz hace referencia a las variables independientes de la ecuación

(3.172). Además, los valores de la variable kt son previamente estimados mediante la

solución de expectativas racionales.
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Posteriormente, se procede a estimar la matriz de precisión inicial Rt utilizando la

ecuación (3.188) de la forma:

Rt = Rt−1 + g(Qt−1Q
′
t−1 −Rt−1)

Ampliando la ecuación anterior, se tiene que

Rt =

[
1 0

0 σ2
k

]
+ 0.002

([
1

kt

]
[1; kt]−

[
1 0

0 σ2
k

])

Rt =

[
1 0

0 σ2
k

]
+ 0.002

([
1 kt

kt k
2
t

]
−

[
1 0

0 σ2
k

])

Rt =

[
1 0

0 σ2
k

]
+ 0.002

([
0 kt

kt k
2
t − σ2

k

]

Rt =

[
1 0

0 σ2
k

]
+

[
0 0.002kt

0.002kt 0.002(k
2
t − σ2

k)

]

Rt =

[
1 0.002kt

0.002kt 0.002(k
2
t − σ2

k) + σ2
k

]

Rt =

[
1 0.002kt

0.002kt 0.002k
2
t + 0.998σ2

k

]
En este ejemplo, se supone que Rt es invertible y por tanto es posible continuar

con el algoritmo de aprendizaje.

Luego, se procede a estimar la matriz de los coeficientes utilizando la ecuación

(3.189) de la forma:

Ωt = Ωt−1 + g(R−1
t Qt−1)(Z

LMR
t − Ω′

t−1Qt−1)

Ampliando la anterior ecuación, se tiene que:
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Ωc
t =

[
ξc,RE0

ξc,RE1

]
+ 0.002

[ 1 0.002kt

0.002kt 0.002k
2
t + 0.998σ2

k

]−1 [
1

kt

]
(
[ct]−

[
ξc,RE0 ; ξc,RE1

] [ 1
kt

])

Donde la matriz ZLMR
t contiene el valor estimado para la variable de este ejemplo,

es decir, la variable consumo tal que ZLMR
t = [ct].

Continuando

Ωc
t =

[
ξc,RE0

ξc,RE1

]
+ 0.002

[ 1 0.002kt

0.002kt 0.002k
2
t + 0.998σ2

k

]−1 [
1

kt

]
(
[ct]−

[
ξc,RE0 + ξc,RE1 kt

])
Dado que es necesario conocer la inversa de la matriz de precisión Rt, se define a

R−1
t como

R−1
t =

[
R11 R12

R21 R22

]
Utilizando la definición anterior, se tiene que

Ωc
t =

[
ξc,RE0

ξc,RE1

]
+ 0.002

([
R11 R12

R21 R22

][
1

kt

])(
[ct]−

[
ξc,RE0 + ξc,RE1 kt

])

Ωc
t =

[
ξc,RE0

ξc,RE1

]
+ 0.002

([
R11 +R12kt

R21 +R22kt

])(
[ct − ξc,RE0 ξc,RE1 kt

)

Ωc
t =

[
ξc,RE0

ξc,RE1

]
+ 0.002

([
(R11 +R12kt)(ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt)

(R21 +R22kt)(ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt)

])
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Ωc
t =

[
ξc,RE0

ξc,RE1

]
+

[
0.002(R11 +R12kt)(ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt)

0.002(R21 +R22kt)(ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt)

]

Ωc
t =

[
ξc,RE0 + 0.002(R11 +R12kt +R13zt)(ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt)

ξc,RE1 + 0.002(R21 +R22kt)(ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt)

]
La matriz Ωc

t estimada comienza con la solución de expectativas racionales, pero

se aleja gradualmente gracias al parámetro de ganancia y al error de pronóstico de la

ecuación (3.172). Nótese que el proceso anterior debe hacerse para las demás variables

dentro del sistema de creencias de los agentes del modelo. Es decir, dado que el vector

Ωj
t es j-dimensional, donde

j = [c; l;w; r; y; k]

Se repite el proceso para las demás variables dentro de j.

Los agentes emplean el anterior algoritmo para estimar los coeficientes variantes

asociados a la matriz Ωt; los cuales alimentan la verdadera ley de movimiento

de la economı́a a través del mapeo de expectativas, es decir, alimentan a

Wt = T0(Ω
L
0,t) + T1(Ω

L
1,t)Kt−1 + T2(Ω

L
2,t)εt.
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Otros parámetros empleados
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Calibración con respecto a la desviación estándar del componente ćıclico del producto
de los EE.UU. 1959-2019, con ganancia decreciente
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Variables empleadas y fuentes



Appendix C

Caṕıtulo 3

Estad́ısticas de la calibración con respecto a la desviación estándar del producto y
posterior simulación, con ganancia decreciente

Estad́ısticas de la calibración con respecto a la desviación estándar del producto y
posterior simulación, con ganancia decreciente
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Valores de estado estacionario del modelo con fricción en el mercado de inversión
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Valores de estado estacionario del modelo con fricción en el mercado de bien final
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3.1 Desarrollo matemático y metodoloǵıa del

modelo con fricción en el mercado de inversión

Contenido

• C.2.1 Solución del modelo en niveles

• C.2.2 Linealización del sistema de ecuaciones

• C.2.3 Introducción de las expectativas de aprendizaje por medio de la ecuación

de Euler de los hogares

• C.2.4 Formación de creencias de los agentes en el contexto del aprendizaje dentro

del modelo

• C.2.5 Función de distribución normal

3.1.1 Solución del modelo en niveles

En esta economı́a hay hogares, empresarios y fondos mutuos. A su vez, los empresarios

son propietarios de las firmas y son neutrales al riesgo. Los empresarios pueden tomar

recursos adicionales a los propios (patrimonio, nt) a través de fondos mutuos que

obtienen recursos provenientes de los hogares. Un número infinito de empresarios

paga una prima de riesgo. Además, se diseña un contrato financiero para los contratos

de préstamo.

Hogares

El problema de los hogares es maximizar su nivel de consumo, trabajo y ahorro, tal

que:

max
(ct,lt,kt+1)∞0

E0

∞∑
t=0

u(ct, lt)

sujeto a: ct + qt(it − nt) = wtlt + rtkt + (Rt − 1)bt

Donde, en su orden de escritura en la ecuación, ct es el consumo de los hogares;

lt, el trabajo de los hogares; it, la inversión; nt, el patrimonio neto inicial de los
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empresarios; Rt, la tasa bruta cobrada por los créditos de los hogares a las empresas,

los cuales son intermediados a través de un fondo mutuo; y bt, el monto de créditos de

los hogares a las empresas.

Cada una de las firmas del continuo de firmas tiene un riesgo idiosincrático y

los créditos son intermediados por el fondo mutuo, de tal modelo que los hogares

no enfrentan el riesgo de los créditos. Asimismo, los créditos son hechos de forma

intra-peŕıodo, por lo cual, se sigue un equilibrio planteado por Carlstrom and Fuerst

(1998), en el cual Rt = 1.

De otro lado, qt(it − nt) denota el nivel de ahorro de los hogares valuado al costo

de invertir y qt(it − nt) = kt+1 − (1 − δ)kt, donde kt+1 y kt son el capital de los

hogares en el peŕıodo t+1 y t, respectivamente; y δ es la tasa de depreciación del capital.

Por tanto, la restricción se puede escribir como: ct + kt+1 − (1− δ)kt = wtlt + rtkt.

Al reescribir el problema anterior, se tiene que:

max
(ct,lt,kt+1)∞0

E0

∞∑
t=0

u(ct, lt) (3.1)

sujeto a: ct + qtkt+1 = wtlt + rtkt + (1− δ)qtkt (3.2)

Una vez definido el problema de los hogares, se puede solucionar mediante el

lagrangiano de la siguiente forma:

L = E0

∞∑
t=0

βt (u(ct, lt)− λt [ct + qt(kt+1 − (1− δ)kt)− wtlt − rtkt]) (3.3)

A partir del lagrangiano, se pueden hallar las condiciones de primer orden, y se

consigue que:

[ct] : u
′
c(ct, lt)− λt = 0 (3.4)

[lt] : u
′
l(ct, lt) + λtwt = 0 (3.5)
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[kt+1] : −λtqt + βλt+1(qt+1(1− δ) + rt+1) = 0 (3.6)

[λt] : ct + qt(kt+1 − (1− δ)kt)− wtlt − rtkt = 0 (3.7)

Reemplazando la ecuación (3.4) en la ecuación (3.6) y considerando que λt+1 =

u′c(ct+1, lt+1), se halla la siguiente ecuación intertemporal de Euler que relaciona el

consumo presente con el consumo futuro:

qtu
′
c(ct, lt) = Etβu

′
c(ct+1, lt+1)[qt+1(1− δ) + rt+1] (3.8)

Luego, al combinar las ecuaciones (3.4) y (3.5), se halla la ecuación intratemporal

que marca la decisión entre consumo y trabajo 1.

wt = −u′l(ct, lt)

u′c(ct, lt)
(3.9)

Firmas

Las firmas tienen el problema de maximizar su beneficio dado un nivel de producción

con una tecnoloǵıa Cobb-Douglas. Por consiguiente,

max
(kt,lt)

yt − rtkt − wtlt (3.10)

sujeto a: yt = F (kt, lt) (3.11)

Donde la función de producción F (kt, lt) es de la forma:

F (kt, lt) = θtk
α
t l

1−α
t (3.12)

θt = θρt−1 + ϵt (3.13)

La ecuación (3.13) define el choque de productividad que recibirá la firma en el periodo

t. Donde ϵt ∼ N(0, 1).

El siguiente paso es reemplazar la restricción en la función objetivo en (3.10), de la

siguiente forma:

1La función de utilidad espećıfica empleada es ln(ct) + v(1− lt).
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max
(kt,lt)

F (kt, lt)− rtkt − wtlt (3.14)

Al derivar con respecto al capital kt, se tiene:

[kt] : F
′
k(kt, lt)− rt = 0

Al derivar con respecto al trabajo lt, se tiene:

[lt] : F
′
l (kt, lt)− wt = 0

En consecuencia, el resultado del problema de las firmas es el siguiente:

rt = F ′
k(kt, lt) = α

yt
kt

(3.15)

wt = F ′
l (kt, lt) = (1− α)

yt
lt

(3.16)

Empresarios

Los empresarios, que son neutrales al riesgo, financian su proyecto de inversión en el

periodo t con recursos propios y recursos que provienen de los hogares a través del

fondo mutuo. Estos recursos son invertidos en la producción de bienes de capital,

puesto que la fricción se encuentra en el mercado de inversión.

Cada empresario produce sus bienes, observa un choque idiosincrático de tecnoloǵıa

(ωt) y, dependiendo del resultado del choque, toma su decisión de consumo. Cuando

ωt < ω̄t, el empresario no puede pagar y se declara en bancarrota, por lo cual no

consume. En tal caso, su proyecto de inversión es monitoreado y adquirido por el

fondo mutuo. Cuando ωt < ω̄t, el empresario paga el préstamo y obtiene ingresos para

consumir. En śıntesis:

ωt ≥ ω̄t Empresario paga el préstamo y usa sus ingresos

ωt < ω̄t Empresario se declara en bancarrota y se queda sin ingreso
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ω̄t es el valor cŕıtico del éxito del proyecto y ωt es una variable aleatoria con

distribución log-normal e independiente e idénticamente distribuida en el tiempo.

ωt ∼ LogN(−1
2
σ2, σ2), Φ(ωt) es la función de distribución acumulada, y ϕ(ωt) es la

función de densidad de ωt. Las siguientes son sus formas funcionales.

Φ(ω̄) =
1

σ
√
2π

∫ ω̄

0

e−
1
2

(log(ω)+ 1
2σ2)

2

σ2 dω (3.17)

ϕ(ω̄) =
1

ω̄σ
√
2π
e−

1
2

(log(ω̄)−x̄)2

σ2 (3.18)

La siguiente ecuación será de utilidad para la linealización.

ϕ′(ω̄) =
−ϕ(ω̄)
ω̄

[
log(ω̄) + 1

2
σ2

σ2
+ 1

]
(3.19)

El desarrollo matemático de las anteriores tres ecuaciones se encuentra en Función

de distribución normal.

Recuérdese que el proyecto del empresario es financiado con recursos provenientes

de los hogares por el intermedio del fondo mutuo. En tal sentido, los hogares tienen

derecho a una participación del producto generado por el empresario. En consecuencia,

se definen las siguientes ecuaciones:

g(ω̄t) =

∫ ω̄t

0

ωΦ(dω)− Φµ+ [1− Φ]ω̄t (3.20)

f(ω̄t) =

∫ ∞

ω̄t

ωΦ(dω)− [1− Φ]ω̄t (3.21)

Donde g(ω̄t) es la participación de la producción que reciben los hogares a través

del fondo mutuo, por prestar recursos. Por su parte, f(ω̄t) es la participación de la

producción que recibe el empresario.

Al emplear la regla de Leibniz, se derivan las anteriores ecuaciones:

g′(ω̄t) =
∂

∂ω̄

[∫ ω̄t

0

ωΦ(dω)− Φµ+ [1− Φ]ω̄t

]
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g′(ω̄t) = ω̄Φ′(ω̄)− µΦ′(ω̄) + (1− Φ(ω̄))− ω̄Φ′(ω̄) = −µΦ′(ω̄) + (1− Φ(ω̄))

f ′(ω̄t) =
∂

∂ω̄

[∫ ∞

ω̄t

ωΦ(dω)− [1− Φ]ω̄t

]
f ′(ω̄t) = −ω̄Φ′(ω̄)− (1− Φ(ω̄)) + ω̄Φ′(ω̄) = −(1− Φ(ω̄))

Las anteriores dos funciones más el costo de monitoreo (Φ(ω̄)µ) de la economı́a

suman la unidad, es decir, todo el producto:

f(ω̄t) + g(ω̄t) + Φµ = 1

f(ω̄t) + g(ω̄t) = [1− Φ(ω̄)µ] (3.22)

La parte derecha de la ecuación (3.22) incluye el costo esperado de bancarrota

(Φ(ω̄)µ) a ráız de los costos de monitoreo (µ). Se asimila a la pérdida de eficiencia de

la economı́a por la falta de información completa.

πt = −Φµ (3.23)

Luego de definir el comportamiento del prestamista (hogares por medio del fondo

mutuo) y del prestatario (empresario), se procede a solucionar el problema de este

último, el cual consiste en maximizar su beneficio esperado. 2.

Beneficio esperado = qtit

∫ ∞

ω̄t

ωΦ(dω)︸ ︷︷ ︸
Ingresos del empresario

−
∫ ∞

ω̄t

(it − nt)Φ(dω)︸ ︷︷ ︸
Pago del préstamo

= qtit

∫ ∞

ω̄t

ωΦ(ω)(dω)−
∫ ∞

ω̄t

qtitω̄tΦ(ω)(dω)

= qtit

(∫ ∞

ω̄

ωΦ(dω)− ω̄t

∫ ∞

ω̄t

Φ(dω)

)
= qtit

(∫ ∞

ω̄

ωΦ(dω)− ω̄t[1− Φ(ω̄t)]

)
= qtitf(ω̄t)

2Los empresarios declarados en bancarrota tienen un beneficio de cero ya que toda su producción
se va al fondo de capital mutuo.
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Dónde qi es el precio o markup de una unidad de inversión. El beneficio esperado

debe ser mayor a cero, de lo contrario el empresario decidirá no invertir y conservar

su patrimonio inicial nt. Por tanto,

qtitf(ω̄t)︸ ︷︷ ︸
Beneficio esperado

> nt︸︷︷︸
Patrimonio inicial

Condición de retorno nulo para el fondo mutuo

Antes de analizar la maximización de beneficios del empresario, se analiza la

condición de retorno nulo del fondo mutuo, el cual no obtiene margen alguno por su

intermediación, ya que se asume competencia perfecta. En tal sentido, los ingresos

del fondo son iguales a sus costos. El fondo mutuo es financiado en su totalidad con

recursos de los hogares. Asimismo, como se dijo anteriormente, el fondo mutuo realiza

préstamos intra-peŕıodo y no recibe ni paga intereses del préstamo.

Por tanto, si el fondo mutuo obtiene it − nt unidades de consumo por parte de los

hogares, este debe devolver la misma cantidad de unidades a los prestamistas (hogares).

E(Ingreso) = E(Costos)

∫ ∞

ω̄t

(it − nt)Φ(dω)︸ ︷︷ ︸
Ingreso (pago del préstamo)

+ qtit

∫ ω̄t

∞
ωΦ(dω)−

∫ ω̄

∞
µΦ(dω)︸ ︷︷ ︸

Ingreso (bancarrota)

= (it − nt)[1− Φ(ω̄t)] + qtit

(∫ ω̄t

0

ωΦ(dω)− µΦ(ω̄t)

)
= qtitω̄t[1− Φ(ω̄t)] + qtit

(∫ ω̄t

0

ωΦ(dω)− µΦ(ω̄t)

)
= qtit

(∫ ω̄t

0

ωΦ(dω)− µΦ(ω̄t) + ω̄t[1− Φ(ω̄t)]

)
= qtitg(ω̄t)
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En consecuencia, la condición de retorno nulo para el fondo mutuo, y a su vez para

los hogares, es:

qtitg(ω̄t)︸ ︷︷ ︸
Ingreso esperado del prestamista

= it − nt︸ ︷︷ ︸
Costo esperado

Maximización de beneficio de los empresarios

Una vez conocidas las condiciones a las cuales se enfrenta el empresario, se define el

problema de maximización del beneficio. El problema está sujeto a la condición de

retorno nulo por parte del fondo mutuo (que presta los recursos de los hogares).

max
ω̄t,it

qtitf(ω̄t) (3.24)

sujeto a: qtitg(ω̄t) = it − nt (3.25)

El lagrangiano del problema anterior es

L = qtitf(ω̄t)− λt(qtitg(ω̄t)− it + nt) (3.26)

Las condiciones de primer orden están dadas por

ω̄t : qtitf
′(ω̄t)− λqtitg

′(ω̄t) = 0 (3.27)

it : qtf(ω̄t)− λ(qtg(ω̄t)− 1) = 0 (3.28)

λt : qtitg(ω̄t)− it + nt = 0 (3.29)

Al combinar las ecuaciones (3.27) y (3.28), se tiene:

qtf(ω̄t) =
f ′(ω̄t)

g′(ω̄)
(qtg(ω̄t)− 1) (3.30)

De la ecuación (3.29), se tiene:

it =
nt

1− qtg(ω̄t)
(3.31)

De la ecuación (3.30), es posible encontrar la ecuación del contrato óptimo de la
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siguiente manera.

qtf(ω̄t) =
f ′(ω̄t)

g′(ω̄)
qtg(ω̄t)−

f ′(ω̄t)

g′(ω̄)

qt

[
f(ω̄t)−

f ′(ω̄t)

g′(ω̄)
g(ω̄t)

]
= −f

′(ω̄t)

g′(ω̄)

qt =
−f ′(ω̄t)

g′(ω̄)

g′(ω̄t)f(ω̄t)−f ′(ω̄t)g(ω̄t)
g′(ω̄t)

qt =
−f ′(ω̄t)

g′(ω̄t)f(ω̄t)− f ′(ω̄t)g(ω̄t)

qt =
1

f ′(ω̄t)g(ω̄)t
f ′(ω̄t)

− g′(ω̄t)f(ω̄t)
f ′(ω̄t)

qt =
1

g(ω̄)t − g′(ω̄t)f(ω̄t)
f ′(ω̄t)

Como se tiene que:

g′(ω̄t) = −µϕ(ω̄t) + (1− Φ(ω̄t))

f ′(ω̄t) = −(1− Φ(ω̄t))

Se reemplazan estas dos ecuaciones y teniendo en cuenta que g(ω̄t) = (1 − Φ(ω̄tµ)) −
f(ω̄t), se consigue que:

qt =
1

(1− Φ(ω̄tµ))− f(ω̄t) +
−µϕ(ω̄)+(1−Φ(ω̄t))f(ω̄t)

f ′(ω̄t)

qt =
1

(1− Φ(ω̄tµ))− f(ω̄t)
[
1 + −µϕ(ω̄)+(1−Φ(ω̄t))

f ′(ω̄t)

]
qt =

1

(1− Φ(ω̄tµ))− f(ω̄t)
[
f ′(ω̄t)+(1−Φ(ω̄t))−µϕ(ω̄)

f ′(ω̄t)

]
Como f ′(ω̄t) = −(1− Φ(ω̄t)), se obtiene:

qt =
1

(1− Φ(ω̄tµ)) +
f(ω̄t)µϕ(ω̄)
f ′(ω̄t)

(3.32)
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La ecuación (3.32) describe el contrato financiero óptimo y representa la evolución

del markup de la economı́a.

Decisión de consumo de los empresarios

Una vez los empresarios reciben sus ingresos, toman su decisión de consumo teniendo

en cuenta su restricción presupuestaria, tal que:

max
et,zt+1

Et

∞∑
t=0

(γβ)tet (3.33)

sujeto a: et + qtzt+1 = qtitf(ω̄t) (3.34)

Donde et es el consumo de los empresarios y zt+1 es su capital en el peŕıodo t+ 1.

Ambas variables representan la suma de los gastos. La restricción plantea que los

gastos de los empresarios deben ser iguales a los ingresos dados por qtitf(ω̄t). El

parámetro γ denota el factor de descuento adicional para los empresarios, tal que

0 < γ < 1.

El lagrangiano del anterior problema es:

L = Et

∞∑
t=0

(γβ)t(et − λt[et + qtzt+1 − qtitf(ω̄t)]) (3.35)

Reemplazando la ecuación (3.31) en la ecuación anterior, se consigue:

L = Et

∞∑
t=0

(γβ)t(et − λt[et + qtzt+1 − qt

[
nt

1− qtg(ω̄t)

]
f(ω̄t)]) (3.36)

El patrimonio neto de los empresarios al principio del peŕıodo consiste en la

valoración del mercado de su capital acumulado (zt). De manera que es posible definirlo

de la forma:

nt = zt[qt(1− δ) + rt] (3.37)

Al reemplazar la ecuación (3.37) en el lagrangiano, se obtiene:

L =
∞∑
t=0

(γβ)t(et − λt[et + qtzt+1 − qt

[
zt[qt(1− δ) + rt]

1− qtg(ω̄t)

]
f(ω̄t)]) (3.38)
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En consecuencia, las condiciones de primer orden son:

et : 1− λt = 0 (3.39)

zt+1 : −qtλt + Etγβλt+1

(
qt+1

1

1− qt+1g(ω̄t)
(rt+1 + qt+1(1− δ))f(ω̄)

)
= 0 (3.40)

λt : et + qtzt+1 − qtitf(ω̄t) = 0 (3.41)

Al combinar (3.39) y (3.40), se tiene la ecuación de Euler para los empresarios.

qt = γβEt

(
[rt+1 + qt+1(1− δ)]

qt+1f(ω̄t+1)

1− qt+1g(ω̄t+1)

)
(3.42)

Ecuaciones de cierre del modelo

Para cerrar el modelo, se introducen las siguientes dos condiciones de que implican que

el mercado se vaćıa.

ct + et + it = yt (3.43)

kt+1 = (1− δ)kt + it[1− Φ(ω̄t)µ] (3.44)

La ecuación (3.43) cierra el mercado de bienes de consumo, y la ecuación (3.44)

cierra el mercado de bienes de capital3.

3.1.2 Linealización del sistema de ecuaciones

La linealización del anterior sistema de ecuaciones se realiza mediante la aplicación de

la siguiente fórmula: f(x) ≈ f ′(x̄)x̂t, donde x̂ = xt− x̄ es la desviación con respecto al

estado estacionario.

Consumo

De la ecuación de Euler de los hogares (3.8)

qtu
′
c(ct, lt) = βEtu

′
c(ct+1, lt+1)[qt+1(1− δ) + rt+1]

3El stock de capital de los hogares está descrito por una ley de movimiento, mientras que el stock
de capital de los empresarios no.
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Dado que u′c(ct, lt) =
1
ct
, se tiene que:

qt
ct

= Et

(
β (qt+1(1− δ) + rt+1)

ct+1

)
(3.45)

Al aplicar la formula de linealización, se obtiene:

1

c̄
q̂t −

q̄

c̄2
ĉt = −β (q̄ (1− δ) + r̄)

c̄2
Etĉt+1 +

β (1− δ)

c̄
Etq̂t+1 +

β

c̄
Etr̂t+1 (3.46)

Trabajo

De la ecuación de productividad marginal del trabajo (3.16)

wt = (1− α)
yt
lt

Aplicando la formula de linealización se obtiene:

ŵt =
1− α

l̄
ŷt −

(1− α) ȳ

l̄2
l̂t (3.47)

Despejando la variable trabajo (l̂t), se tiene:

(1− α) ȳ

l̄2
l̂t =

1− α

l̄
ŷt − ŵt (3.48)

l̂t =
l̄

ȳ
ŷt −

l̄2

(1− α)ȳ
ŵt (3.49)

Salarios

De la ecuación intratemporal de los hogares (3.9):

wt = −u′l(ct, lt)

u′c(ct, lt)

Dada la siguientes función de utilidad con preferencias separables:

u(ct, lt) = ln(ct) + ν(1− lt)
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Donde u′c(ct, lt) =
1
ct

y u′l(ct, lt) = −ν. Reemplazando las derivadas, se tiene que

wt = −
−ν
1
1
ct

wt = νct

Aplicando la formula de linealización:

ŵt = νĉt (3.50)

Rendimientos de capital

De la ecuación de productividad del capital (3.15):

rt = α
yt
kt

Al aplicar la fórmula de linealización se tiene:

r̂t =
α

k̄
ŷt −

α ȳ

k̄2
k̂t (3.51)

Inversión

it =
nt

1− qtg(ω̄t)

Aplicando la formula de linealización, se consigue:

ît =
1

1− q̄ g(ω̄)
n̂t +

g(ω̄) n̄

(1− q̄ g(ω̄))2
q̂t +

q̄ n̄ g′(ω̄)

(1− q̄ g(ω̄))2
ˆ̄ωt (3.52)

Función de producción

Dada la ecuación (3.12)

yt = θtk
α
t l

1−α
t

Aplicando la fórmula de linealización:

ŷt = k̄αl̄1−αθ̂t + αθ̄k̄α−1l̄1−αk̂t + (1− α)θ̄k̄αl̄1−α−1l̂t
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Dado el estado estacionario de la ecuación (3.12):

ȳ = θ̄k̄αl̄1−α

ŷt =
ȳ

θ̄
θ̂t + α

ȳ

k̄
k̂t + (1− α)

ȳ

l̄
l̂t

Consumo de los emprendedores

De la ecuación de equilibrio macroeconómico (3.43)

ct + et + it = yt

Aplicando la formula de linealización

êt = ŷt − ît − ĉt (3.53)

Patrimonio de los empresarios

Dada la ecuación (3.37)

nt = zt[qt(1− δ) + rt]

Aplicando la formula de linealización

n̂t = [q̄ (1− δ) + r̄] ẑt + [(1− δ) z̄]q̂t + z̄r̂t (3.54)

Ecuación de Euler de los empresarios

Dada la ecuación (3.42)

qt = γβEt

(
[rt+1 + qt+1(1− δ)]

qt+1f(ω̄t+1)

1− qt+1g(ω̄t+1)

)
Agrupando términos

qt = Et

(
γβ(1− δ)q2t+1f(ω̄t+1)

1− qt+1g(ω̄t+1)

)
+ Et

(
γβrt+1qt+1f(ω̄t+1)

1− qt+1g(ω̄t+1)

)



163

Se aplica la fórmula de linealización a cada término, tal que:

q̂t =
2βγ(1− δ)q̄f(ω̄)

1− q̄g(ω̄)
Etq̂t+1+

βγ(1− δ)q̄2f ′(ω̄)

1− q̄g(ω̄)
Et ˆ̄ωt+1+

βγ(1− δ)q̄2f(ω̄)g(ω̄)

(1− q̄g(ω̄))2
Etq̂t+1+

βγ(1− δ)q̄2f(ω̄)q̄g′(ω̄)

(1− q̄g(ω̄))2
Et ˆ̄ωt+1

+
βγq̄f(ω̄)

1− q̄g(ω̄)
Etr̂t+1 +

βγr̄f(ω̄)

1− q̄g(ω̄)
Etq̂t+1 +

βγr̄q̄f ′(ω̄)

1− q̄g(ω̄)
ˆ̄ωt+1 +

βγr̄q̄f(ω̄)g(ω̄)

(1− q̄g(ω̄))2
Etq̂t+1 +

βγr̄q̄f(ω̄)q̄g′(ω̄)

(1− q̄g(ω̄))2
Et ˆ̄ωt+1

Al agrupar términos se tiene:

q̂t =
β γ f(ω̄)

1− q̄ g(ω̄)

(
r̄ + 2q̄ (1− δ) +

q̄2g(ω̄) (1− δ)

1− q̄ g(ω̄)
+

g(ω̄) q̄ r̄

1− q̄ g(ω̄)

)
Etq̂t+1+

(
q̄ β γ f(ω̄)

1− q̄ g(ω̄)

)
Etr̂t+1

+
q̄ β γ

1− q̄ g(ω̄)

(
q̄ (1− δ) f ′(ω̄) +

g′(ω̄) f(ω̄) (1− δ) q̄2

1− q̄ g(ω̄)
+ r̄ f ′(ω̄) +

g′(ω̄) q̄ r̄ f(ω̄)

1− q̄ g(ω̄)

)
Et ˆ̄ωt+1

(3.55)

Pérdida de eficiencia

Dada la ecuación (3.23):

πt = −Φ(ωt)µ

π̂t = −ϕ(ω̄)µ ˆ̄ωt (3.56)

Bancarrota

Dada la ecuación de contrato óptimo (3.32)

qt =
1

(1− Φ(ω̄tµ)) +
f(ω̄t)µϕ(ω̄)
f ′(ω̄t)

La cual es posible escribirla tal que:

1

qt
= (1− Φ(ω̄t)µ) +

f(ω̄t)µϕ(ω̄)

f ′(ω̄t)

Dado que f ′(ω) = −(1− Φ(ωt)), es posible reescribir la expresión anterior tal que:

1

qt
= (1− Φ(ω̄t)µ)−

f(ω̄t)µϕ(ω̄)

(1− Φ(ωt))
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Al aplicar la fórmula de linealización se tiene que:

− 1

q̄2
q̂t = −ϕ(ω̄)µ ˆ̄ωt −

f ′(ω̄)µϕ(ω̄)

(1− Φ(ω̄))
ˆ̄ωt −

f(ω̄)µϕ′(ω̄)

(1− Φ(ω̄))
ˆ̄ωt −

f(ω̄)µϕ(ω̄)2

(1− Φ(ω̄))2
ˆ̄ωt

Factorizando ˆ̄ωt en el lado derecho de la ecuación:

− 1

q̄2
q̂t = −

[
ϕ(ω̄)µ+

f ′(ω̄)µϕ(ω̄)

(1− Φ(ω̄))
+
f(ω̄)µϕ′(ω̄)

(1− Φ(ω̄))
+
f(ω̄)µϕ(ω̄)2

(1− Φ(ω̄))2

]
ˆ̄ωt

Multiplicando a ambos lados por −1 y reordenando términos, se tiene que[
ϕ(ω̄)µ+

f ′(ω̄)µϕ(ω̄)

(1− Φ(ω̄))
+
f(ω̄)µϕ′(ω̄)

(1− Φ(ω̄))
+
f(ω̄)µϕ(ω̄)2

(1− Φ(ω̄))2

]
ˆ̄ωt =

1

q̄2
q̂t

ˆ̄ωt =
1[

ϕ(ω̄)µ+ f ′(ω̄)µϕ(ω̄)
(1−Φ(ω̄))

+ f(ω̄)µϕ′(ω̄)
(1−Φ(ω̄))

+ f(ω̄)µϕ(ω̄)2

(1−Φ(ω̄))2

]
q̄2
q̂t (3.57)

Función de densidad de probabilidad log-normal

Dada la función de distribución acumulada de la variable aleatoria ω:

Φ(ω̄) =
1

σω
√
2π

∫ ω̄

0

exp

[
−1

2

(
ln(ω̄)− µω

σω

)2
]
dω

Es posible definir su derivada como la función de densidad de probabilidad de la

forma:

ϕ(ω̄) =
1

ω̄

1

σω
√
2π
exp

[
−1

2

(
ln(ω̄)− µω

σω

)2
]

Para ver el desarrollo matemático de las dos funciones anteriores, ver el Función de

distribución normal.

Capital del empresario

Dada la ecuación (3.34):

qtzt+1 = qtitf(ω̄t)− et

zt+1 = itf(ω̄t)−
et
qt
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Al aplicar la fórmula de linealización

ẑt+1 = [f ′(ω̄) ī] ˆ̄ωt + f(ω̄)̂it −
1

q̄
êt +

ē

q̄2
q̂t (3.58)

Capital del hogar

Dada la ecuación (3.44) de la forma:

kt+1 = (1− δ)kt + it[1− Φ(ω̄t)µ]

Aplicando la fórmula de linealización

k̂t+1 = (1− δ) k̂t + (1− Φ(ω̄)µ) ît − (̄i µ ϕ(ω̄))ˆ̄ωt (3.59)

Choque de productividad

Dada la ecuación (3.13)

θt = θρt−1 + ϵt

Aplicando la fórmula de linealización

θ̂t = ρθ̂t−1 + ϵt (3.60)

A continuación se presentan las ecuaciones de participación de los empresarios y de

los hogares en la producción. Estas ecuaciones están determinadas de forma exógena

al sistema de ecuaciones, y se definen de forma no linealizada, como se explica a

continuación.

Participación del empresario

De la ecuación de participación total (3.22):

f(ω̄t) + g(ω̄t) = [1− Φ(ω̄t)µ]

f(ω̄t) = [1− Φ(ω̄t)µ]− g(ω̄t)
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Se define la desviación del estado estacionario de la participación del empresario tal

que

f(ˆ̄ωt) ≡ −Φ′(ω̄)µ ˆ̄ωt − g′(ω̄)ˆ̄ωt

f(ˆ̄ωt) = −Φ′(ω̄)µ ˆ̄ωt − g′(ω̄)ˆ̄ωt

Dado que Φ′(ω̄) = ϕ(ω̄), se tiene que

f(ˆ̄ωt) = − (g′(ω̄) + µϕ(ω̄)) ˆ̄ωt

Si se reemplaza a g′(ω̄t) = −µϕ(ω̄) + (1− Φ(ω̄)) dentro de la ecuación anterior, se

tiene

f(ˆ̄ωt) = − (−µϕ(ω̄) + (1− Φ(ω̄)) + µϕ(ω̄)) ˆ̄ωt

f(ˆ̄ωt) = − (1− Φ(ω̄)) ˆ̄ωt

Dado que f ′(ω̄t) = −(1− Φ(ω̄)), se tiene que

f(ˆ̄ωt) = f ′(ω̄)ˆ̄ωt (3.61)

Participación del hogar

De la ecuación de participación del prestamista (3.20), se tiene:

g(ω̄t) =

∫ ω̄t

0

ωΦ(dω)− Φµ+ [1− Φ]ω̄t

Cuya derivada es

g′(ω̄t) = −µϕ(ω̄) + (1− Φ(ω̄))

Aplicando la fórmula de la linealización, es posible definir la forma linealizada g(ˆ̄ωt)

tal que

g(ˆ̄ωt) = g′(ω̄)ˆ̄ωt (3.62)
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Resumen de las ecuaciones linealizadas
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3.1.3 Introducción de las expectativas de aprendizaje por

medio de la ecuación de Euler de los hogares

Hasta la anterior sesión, el modelo es similar al de uno bajo el supuesto de expectativas

racionales. El siguiente paso es modificar la ecuación intertemporal de los hogares

para implementar el aprendizaje de expectativas. Bajo la nueva ecuación de Euler,

se fundamenta el comportamiento de la ley de movimiento real de los parámetros del

modelo, los cuales son desconocidos, a diferencia de lo que se supone en el mundo de

expectativas racionales.

En consecuencia, se encontrará la regla de decisión óptima de consumo para

los hogares (ct). Se asume que los agentes no tienen conocimiento completo de los

parámetros del modelo, y forman creencias a través de sendas futuras de las variables

relevantes en su decisión óptima de consumo. Aśı, el operador Êt denota el valor

esperado de expectativas no racionales.

Para la construcción de la senda óptima de consumo de los hogares se siguen los

siguientes pasos:

1. Linealizar la restricción presupuestaria de hogares, con base en la aplicación de

la siguiente fórmula de linealización f(x) ≈ f ′(x̄)x̂t, donde x̂ = xt − x̄ es la

desviación con respecto al estado estacionario.

2. Iterar hacia el futuro la restricción presupuestaria.

3. Iterar la ecuación de Euler de los hogares hacia atrás desde un peŕıodo T hasta

t.

4. Combinar las ecuaciones iteradas hacia el futuro y pasado.

5. Despejar la variable clave para la ecuación de Euler, en este caso es el consumo.

Linealizar la restricción presupuestaria de hogares

Dada la siguiente restricción presupuestaria:

ct + qtEtkt+1 = wtlt + rtkt + (1− δ)qtkt
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Su forma linealizada es:

ĉt + q̄Etk̂t+1 + k̄q̂t = w̄l̂t + l̄ŵt + r̄k̂t + k̄r̂t + q̄(1− δ)k̂t + (1− δ)k̄q̂t

ĉt + q̄Etk̂t+1 = w̄l̂t + l̄ŵt + r̄k̂t + k̄r̂t + q̄(1− δ)k̂t + (1− δ)k̄q̂t − k̄q̂t

Factorizando términos

ĉt + q̄Etk̂t+1 = w̄l̂t + l̄ŵt + k̄r̂t + (r̄ + q̄(1− δ))k̂t + k̄ [(1− δ)− 1] q̂t

ĉt + q̄Etk̂t+1 = w̄l̂t + l̄ŵt + k̄r̂t + (r̄ + q̄(1− δ))k̂t − δk̄q̂t

Dividiendo a ambos lados por q̄, se tiene que:

1

q̄
ĉt + Etk̂t+1 =

w̄

q̄
l̂t +

l̄

q̄
ŵt +

k̄

q̄
r̂t +

(r̄ + q̄(1− δ))

q̄
k̂t −

δk̄

q̄
q̂t

Dado que el estado estacionario de la ecuación (3.8) es 1
β
= r̄+q̄(1−δ)

q̄
, es posible

reemplazarlo en la anterior ecuación aśı:

1

q̄
ĉt + Etk̂t+1 =

w̄

q̄
l̂t +

l̄

q̄
ŵt +

k̄

q̄
r̂t + β−1k̂t −

δk̄

q̄
q̂t (3.63)

Iterar hacia el futuro la restricción presupuestaria

Para iterar hacia el futuro, es necesario reescribir la ecuación anterior tal que

β−1k̂t =
1

q̄
ĉt −

w̄

q̄
l̂t −

l̄

q̄
ŵt −

k̄

q̄
r̂t +

δk̄

q̄
q̂t + Etk̂t+1

k̂t =
β

q̄
ĉt −

βw̄

q̄
l̂t −

βl̄

q̄
ŵt −

βk̄

q̄
r̂t +

βδk̄

q̄
q̂t + βEtk̂t+1 (3.64)

Donde las expectativas futuras de k̂t tienen la siguiente forma

Êtk̂t+1 = Êt

[
β

q̄
Êtĉt+1 −

βw̄

q̄
Êtl̂t+1 −

βl̄

q̄
Êtŵt+1 −

βk̄

q̄
Êtr̂t+1 +

βδk̄

q̄
Êtq̂t+1 + βÊt+1k̂t+2

]
(3.65)

Êt denota las creencias subjetivas o no racionales. En el caso donde se está
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trabajando con expectativas racionales, se emplea la notación usual de Et. Además, se

asume que las creencias son homogéneas y por tanto satisfacen la ley de probabilidad

estándar tal que ÊtÊt+i = Êt.

Reemplazando la ecuación Êtk̂t+1 dentro de la ecuación k̂t, se tiene que

k̂t =
β

q̄
ĉt −

βw̄

q̄
l̂t −

βl̄

q̄
ŵt −

βk̄

q̄
r̂t +

βδk̄

q̄
q̂t

+ βÊt

[
β

q̄
Êtĉt+1 −

βw̄

q̄
Êtl̂t+1 −

βl̄

q̄
Êtŵt+1 −

βk̄

q̄
Êtr̂t+1 +

βδk̄

q̄
Êtq̂t+1 + βÊt+1k̂t+2

]
(3.66)

k̂t =
β

q̄
ĉt −

βw̄

q̄
l̂t −

βl̄

q̄
ŵt −

βk̄

q̄
r̂t +

βδk̄

q̄
q̂t

+
β2

q̄
Êtĉt+1 −

β2w̄

q̄
Êtl̂t+1 −

β2l̄

q̄
Êtŵt+1 −

β2k̄

q̄
Êtr̂t+1 +

β2δk̄

q̄
Êtq̂t+1 + β2ÊtÊt+1k̂t+2

(3.67)

Como se tiene que ÊtÊt+i = Êt:

k̂t =
β

q̄
ĉt −

βw̄

q̄
l̂t −

βl̄

q̄
ŵt −

βk̄

q̄
r̂t +

βδk̄

q̄
q̂t

+
β2

q̄
Êtĉt+1 −

β2w̄

q̄
Êtl̂t+1 −

β2l̄

q̄
Êtŵt+1 −

β2k̄

q̄
Êtr̂t+1 +

β2δk̄

q̄
Êtq̂t+1 + β2Êtk̂t+2 (3.68)

Tomando las expectativas un peŕıodo adicional, se consigue:

Êtk̂t+2 = Êt

[
β

q̄
Êt+1ĉt+2 −

βw̄

q̄
Êt+1l̂t+2 −

βl̄

q̄
Êt+1ŵt+2 −

βk̄

q̄
Êt+1r̂t+2 +

βδk̄

q̄
Êt+1q̂t+2 + βÊt+2k̂t+3

]
(3.69)

Reemplazando la ecuación Êtk̂t+2 en la ecuación k̂t, se tiene que
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k̂t =
β

q̄
ĉt −

βw̄

q̄
l̂t −

βl̄

q̄
ŵt −

βk̄

q̄
r̂t +

βδk̄

q̄
q̂t

+
β2

q̄
Êtĉt+1 −

β2w̄

q̄
Êtl̂t+1 −

β2l̄

q̄
Êtŵt+1 −

β2k̄

q̄
Êtr̂t+1 +

β2δk̄

q̄
Êtq̂t+1

+β2Êt

[
β

q̄
Êt+1ĉt+2 −

βw̄

q̄
Êt+1l̂t+2 −

βl̄

q̄
Êt+1ŵt+2 −

βk̄

q̄
Êt+1r̂t+2 +

βδk̄

q̄
Êt+1q̂t+2 + βÊt+2k̂t+3

]
(3.70)

k̂t =
β

q̄
ĉt−

βw̄

q̄
l̂t−

βl̄

q̄
ŵt−

βk̄

q̄
r̂t+

βδk̄

q̄
q̂t+

β2

q̄
Êtĉt+1−

β2w̄

q̄
Êtl̂t+1−

β2l̄

q̄
Êtŵt+1−

β2k̄

q̄
Êtr̂t+1+

β2δk̄

q̄
Êtq̂t+1

+
β3

q̄
ÊtÊt+1ĉt+2−

β3w̄

q̄
ÊtÊt+1l̂t+2−

β3l̄

q̄
ÊtÊt+1ŵt+2−

β3k̄

q̄
ÊtÊt+1r̂t+2+

β3δk̄

q̄
ÊtÊt+1q̂t+2+β

3ÊtÊt+2k̂t+3

(3.71)

Dado lo anterior, es posible seguir iterando hacia ∞ y se encuentra la siguiente

forma funcional

k̂t = Êt

∞∑
T=1

βT
1

q̄
ĉt+T−1−Êt

∞∑
T=1

βT
w̄

q̄
l̂t+T−1−Êt

∞∑
T=1

βT
l̄

q̄
ŵt+T−1−Êt

∞∑
T=1

βT
k̄

q̄
r̂t+T−1+Êt

∞∑
T=1

β̃T
δk̄

q̄
q̂t+T−1

k̂t = β

[
Êt

∞∑
T=1

βT−1 1

q̄
ĉt+T−1 − Êt

∞∑
T=1

βT−1 w̄

q̄
l̂t+T−1 − Êt

∞∑
T=1

βT−1 l̄

q̄
ŵt+T−1 − Êt

∞∑
T=1

βT−1 k̄

q̄
r̂t+T−1 + Êt

∞∑
T=1

β̃T−1 δk̄

q̄
q̂t+T−1

]

β−1k̂t = Êt

∞∑
T=1

βT−1 1

q̄
ĉt+T−1−Êt

∞∑
T=1

βT−1 w̄

q̄
l̂t+T−1−Êt

∞∑
T=1

βT−1 l̄

q̄
ŵt+T−1−Êt

∞∑
T=1

βT−1 k̄

q̄
r̂t+T−1+Êt

∞∑
T=1

β̃T−1 δk̄

q̄
q̂t+T−1

β−1k̂t = Êt

∞∑
T=t

βT−11

q̄
ĉT−Êt

∞∑
T=t

βT−1 w̄

q̄
l̂T−Êt

∞∑
T=t

βT−1 l̄

q̄
ŵT−Êt

∞∑
T=t

βT−1 k̄

q̄
r̂T+Êt

∞∑
T=t

β̃T−1 δk̄

q̄
q̂T

Reorganizando términos, se tiene que
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Êt

∞∑
T=t

βT−11

q̄
ĉT = β−1k̂t+Êt

∞∑
T=t

βT−1 w̄

q̄
l̂T+Êt

∞∑
T=t

βT−1 l̄

q̄
ŵT+Êt

∞∑
T=t

βT−1 k̄

q̄
r̂T−Êt

∞∑
T=t

β̃T−1 δk̄

q̄
q̂T

(3.72)

La anterior ecuación describe la restricción presupuestaria del flujo de los hogares.

Iterar hacia el pasado la ecuación de Euler

En ĺınea con lo anterior, se parte la ecuación de Euler de los hogares de la forma:

1

c̄
q̂t −

q̄

c̄2
ĉt = −β (q̄ (1− δ) + r̄)

c̄2
Etĉt+1 +

β (1− δ)

c̄
Etq̂t+1 +

β

c̄
Etr̂t+1

Multiplicando a ambos lados por c̄, se tiene que

q̂t −
q̄

c̄
ĉt = −β (q̄ (1− δ) + r̄)

c̄
Etĉt+1 + β (1− δ)Etq̂t+1 + βEtr̂t+1

Dado que en estado estacionario q̄
c̄
= Et

(
β(q̄(1−δ)+r̄)

c̄

)
, se tiene que

q̂t −
q̄

c̄
ĉt = − q̄

c̄
Etĉt+1 + β (1− δ)Etq̂t+1 + βEtr̂t+1

Reescribiendo la ecuación anterior:

q̄

c̄
Etĉt+1 = −q̂t +

q̄

c̄
ĉt + β (1− δ)Etq̂t+1 + βEtr̂t+1

Etĉt+1 = − c̄
q̄
q̂t + ĉt +

β (1− δ) c̄

q̄
Etq̂t+1 +

βc̄

q̄
Etr̂t+1

Ahora, se itera recursivamente desde un periodo T hacia atrás hasta llegar a t.

ÊtĉT = − c̄
q̄
q̂T−1 +

β (1− δ) c̄

q̄
Êtq̂T +

βc̄

q̄
Êtr̂T + ĉT−1 (3.73)

Rezagando un peŕıodo, se tiene que

ÊtĉT−1 = Êt

[
− c̄
q̄
q̂T−2 +

β (1− δ) c̄

q̄
Êtq̂T−1 +

βc̄

q̄
Êtr̂T−1 + ĉT−2

]
(3.74)

Reemplazando la ecuación (3.74) en (3.73) y sabiendo que ÊtĉT−1 = ĉT−1.
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ÊtĉT = − c̄
q̄
q̂T−1+

β (1− δ) c̄

q̄
Êtq̂T+

βc̄

q̄
Êtr̂T+Êt

[
− c̄
q̄
q̂T−2 + ĉT−2 +

β (1− δ) c̄

q̄
Êtq̂T−1 +

βc̄

q̄
Êtr̂T−1

]
Reescribiendo

ÊtĉT = − c̄
q̄
Êt [q̂T−1 + q̂T−2] +

β (1− δ) c̄

q̄
Êt [q̂T + q̂T−1] +

βc̄

q̄
Êt [r̂T + r̂T−1] + ĉT−2

Si se itera repetitivamente con base en reemplazo de cT−i, hasta llegar al periodo t,
se tiene que

ÊtĉT = −
c̄

q̄
Êt [q̂T−1 + q̂T−2 + · · ·+ q̂t] +

β (1− δ) c̄

q̄
Êt [q̂T + q̂T−1 + · · ·+ q̂t+1] +

βc̄

q̄
Êt [r̂T + r̂T−1 + · · ·+ r̂t+1] + ĉt

Factorizando a q̂T con temporales iguales, se tiene que

ÊtĉT = ĉt −
c̄

q̄
Êtq̂t + Êt

T−1∑
T=t

βc̄

q̄
r̂T+1 + Êt

T−2∑
T=t

(
β (1− δ) c̄

q̄
− c̄

q̄

)
q̂T+1 +

β (1− δ) c̄

q̄
Êtq̂T

Se suma y resta al lado derecho de la ecuación la expresión,
(
β(1−δ)c̄

q̄
− c̄

q̄

)
q̂T , tal

que

ÊtĉT = ĉt−
c̄

q̄
q̂t+Êt

T−1∑
T=t

βc̄

q̄
r̂T+1+Êt

T−2∑
T=t

(
β (1− δ) c̄

q̄
−
c̄

q̄

)
q̂T+1+

β (1− δ) c̄

q̄
Êtq̂T+

(
β (1− δ) c̄

q̄
−
c̄

q̄

)
q̂T−

(
β (1− δ) c̄

q̄
−
c̄

q̄

)
q̂T

Aśı, se posibilita escribir la siguiente ecuación

ÊtĉT = ĉt −
c̄

q̄
q̂t + Êt

T−1∑
T=t

βc̄

q̄
r̂T+1 + Êt

T−1∑
T=t

(
β (1− δ) c̄

q̄
− c̄

q̄

)
q̂T+1 +

c̄

q̄
Êtq̂T (3.75)

La anterior es la ecuación de Euler iterada hacia atrás.

Combinar las ecuaciones iteradas hacia el futuro

Al reemplazar la ecuación (3.75) en la ecuación (3.72), se tiene que:
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Êt

∞∑
T=t

β̃T−t

(
ĉt −

c̄

q̄
q̂t + Êt

T−1∑
T=t

βc̄

q̄
r̂T+1 + Êt

T−1∑
T=t

(
β (1− δ) c̄

q̄
− c̄

q̄

)
q̂T+1 +

c̄

q̄
Êtq̂T

)
= β−1k̂t

+ Êt

∞∑
T=t

βT−1 w̄

q̄
l̂T + Êt

∞∑
T=t

βT−1 l̄

q̄
ŵT + Êt

∞∑
T=t

βT−1 k̄

q̄
r̂T − Êt

∞∑
T=t

β̃T−1 δk̄

q̄
q̂T

Êt

∞∑
T=t

β̃T−t

(
ĉt −

c̄

q̄
q̂t

)
+ Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
T−1∑
T=t

(
β (1− δ) c̄

q̄
−
c̄

q̄

)
q̂T+1 + Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
T−1∑
T=t

βc̄

q̄
r̂T+1 + Êt

∞∑
T=t

β̃T−t c̄

q̄
q̂T

= β−1k̂t + Êt

∞∑
T=t

βT−1 w̄

q̄
l̂T + Êt

∞∑
T=t

βT−1 l̄

q̄
ŵT + Êt

∞∑
T=t

βT−1 k̄

q̄
r̂T − Êt

∞∑
T=t

β̃T−1 δk̄

q̄
q̂T

Despejar la variable consumo

Si se tiene en cuenta que para una variable cualquiera aT
4:

Et

∞∑
T=t

βT−t
T−1∑
T=t

aT =
β

1− β
Et

∞∑
T=t

βT−taT

Se consigue que:

Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
ĉt −

c̄

q̄
q̂t

)
+

β̃

1− β̃
Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
β (1− δ) c̄

q̄
− c̄

q̄

)
q̂T+1+

β̃

1− β̃
Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
βc̄

q̄
r̂T+1

= β−1k̂t+Êt

∞∑
T=t

βT−1 w̄

q̄
l̂T+Êt

∞∑
T=t

βT−1 l̄

q̄
ŵT+Êt

∞∑
T=t

βT−1 k̄

q̄
r̂T−Êt

∞∑
T=t

β̃T−1

(
c̄

q̄
+
δk̄

q̄

)
q̂T

Reorganizando términos:

Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
ĉt −

c̄

q̄
q̂t

)
= β−1k̂t+Êt

∞∑
T=t

βT−1 w̄

q̄
l̂T+Êt

∞∑
T=t

βT−1 l̄

q̄
ŵT+Êt

∞∑
T=t

βT−1 k̄

q̄
r̂T

−Êt
∞∑
T=t

β̃T−1

(
c̄

q̄
+
δk̄

q̄

)
q̂T−

β̃

1− β̃
Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
β (1− δ) c̄

q̄
− c̄

q̄

)
q̂T+1−

β̃

1− β̃
Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
βc̄

q̄
r̂T+1

4También empleado por Preston (2005).
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Ahora, se hace uso de la siguiente propiedad de la sumatoria:

Et

∞∑
T=t

βT−taT = at + Et

∞∑
T=t

βT−tβaT+1

Se tiene que

Êt

∞∑
T=t

β̃T−t

(
ĉt −

c̄

q̄
q̂t

)
= β−1k̂t +

l̄

q̄
ŵt +

w̄

q̄
l̂t +

k̄

q̄
r̂t −

(
c̄

q̄
+
δk̄

q̄

)
q̂t + Êt

∞∑
T=t

βT−1 w̄

q̄
l̂T+1 + Êt

∞∑
T=t

βT−1 l̄

q̄
ŵT+1

+ Êt

∞∑
T=t

βT−1 k̄

q̄
r̂T+1 − Êt

∞∑
T=t

β̃T−1

(
c̄

q̄
+
δk̄

q̄

)
q̂T+1 −

β̃

1− β̃
Êt

∞∑
T=t

β̃T−t

(
β (1− δ) c̄

q̄
−
c̄

q̄

)
q̂T+1

−
β̃

1− β̃
Êt

∞∑
T=t

β̃T−t βc̄

q̄
r̂T+1

Teniendo en cuenta que:

Et

∞∑
T=t

βT−tat =
1

(1− β)
at

El lado izquierdo de la ecuación cambia de la siguiente forma:

1

1− β

(
ĉt −

c̄

q̄
q̂t

)
= β−1k̂t+

l̄

q̄
ŵt+

w̄

q̄
l̂t+

k̄

q̄
r̂t−
(
c̄

q̄
+
δk̄

q̄

)
q̂t+Êt

∞∑
T=t

βT−1 w̄

q̄
l̂T+1+Êt

∞∑
T=t

βT−1 l̄

q̄
ŵT+1

+Êt

∞∑
T=t

βT−1 k̄

q̄
r̂T+1−Êt

∞∑
T=t

β̃T−1

(
c̄

q̄
+
δk̄

q̄

)
q̂T+1−

β̃

1− β̃
Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
(
β (1− δ) c̄

q̄
− c̄

q̄

)
q̂T+1

− β̃

1− β̃
Êt

∞∑
T=t

β̃T−t
βc̄

q̄
r̂T+1

Agrupando términos se tiene que

1

1− β

(
ĉt −

c̄

q̄
q̂t

)
= β−1k̂t+

l̄

q̄
ŵt+

w̄

q̄
l̂t+

k̄

q̄
r̂t−
(
c̄

q̄
+
δk̄

q̄

)
q̂t+Êt

∞∑
T=t

βT−1 w̄

q̄
l̂T+1+Êt

∞∑
T=t

βT−1 l̄

q̄
ŵT+1

+Êt

∞∑
T=t

βT−1

[
k̄

q̄
− β

1− β

βc̄

q̄

]
r̂T+1+Êt

∞∑
T=t

β̃T−1

[(
c̄

q̄
+
δk̄

q̄

)
− β

1− β

(
β (1− δ) c̄

q̄
− c̄

q̄

)]
q̂T+1

Despejando el lado izquierdo (ĉt − c̄
q̄
q̂t), se tiene que
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ĉt−
c̄

q̄
q̂t = (1−β)

(
β−1k̂t +

l̄

q̄
ŵt +

w̄

q̄
l̂t +

k̄

q̄
r̂t −

(
c̄

q̄
+
δk̄

q̄

)
q̂t

)
+Êt

∞∑
T=t

βT−1 (1− β)w̄

q̄
l̂T+1+Êt

∞∑
T=t

βT−1 (1− β)l̄

q̄
ŵT+1

+ Êt

∞∑
T=t

βT−1

[
(1− β)k̄

q̄
−
β2c̄

q̄

]
r̂T+1 + Êt

∞∑
T=t

β̃T−1

[
(1− β)c̄

q̄
+

(1− β)δk̄

q̄
−
β2 (1− δ) c̄

q̄
−
βc̄

q̄

]
q̂T+1

La anterior ecuación describe la senda óptima de consumo de los hogares bajo

expectativas arbitrarias y es la que permite la implementación del mecanismo de

aprendizaje.

3.1.4 Formación de creencias de los agentes en el contexto de

aprendizaje dentro del modelo

Conexión con el modelo original de expectativas racionales

El primer paso muestra las diferentes representaciones de solución del sistema de

ecuaciones que permiten hacer la conexión entre el mundo de expectativas racionales

y de aprendizaje de expectativas. Un segundo paso es obtener la solución del método

de Blanchard y Kahn, el cual ofrece un sistema matricial de ecuaciones expresado en

términos de las variables de estado (Minimum State Variable), tal que:

Wt+1 = ΩRE
0 + ΩRE

1 Kt + ΩRE
2 εt

Donde el vector Wt es una matriz que incluye tanto variables de control como

variables de estado, ΩRE
1 es la matriz de coeficientes, Kt es una matriz de variables

de estado (en el presente modelo capital de los hogares kt y capital del empresario

zt), Ω
RE
2 es el vector de coeficientes que acompañan el choque, y εt es el choque de

tecnoloǵıa.

La anterior solución también se puede representar mediante la siguiente forma

estructural:

A0Wt = A1 + A5Wt−1 + A3Wt+1 + A4

∞∑
T=0

βTWT + Cεt

Donde
∑∞

T=0 β
TWT representa el flujo futuro descontado de la variable consumo

(ct) bajo su regla de decisión. Tanto el coeficiente A4 como la variable que la acompaña
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solo se emplean bajo el modelo de aprendizaje de expectativas con el flujo descontado

del consumo y, en su lugar, la ecuación empleada se excluye tanto de A3 como de

Wt+1. Lo opuesto sucede bajo expectativas racionales. Además, C es un vector que

acompaña al choque de tecnoloǵıa.

Bajo aprendizaje se tiene que:

Wt+1 = T0(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) + T1(Ω

L
0,t,Ω

L
1,t)Kt + T2(Ω

L
0,t,Ω

L
1,t)εt

Donde T0(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) (Mapeo del vector intercepto), T1(Ω

L
0,t,Ω

L
1,t) (Mapeo de la

matriz de transición) y T2(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) (Mapeo de la matriz de incidencia de choques)

son los mapas de coeficientes de la Ley de movimiento real o verdadera de estos, la

cual combina los parámetros del sistema de ecuaciones con los parámetros estimados

por los agentes bajo su ley de movimiento percibida.

El mapeo de los agentes (o ley de movimiento real) se construye empleando los

coeficientes A0, A1, A3, A4 y A5 y los valores estimados por los agentes no racionales

por medio de su ley de movimiento percibido, mediante su mecanismo de formación de

creencias o expectativas. En tal sentido se tiene que:

F0 = [I − ΩL
1 ]

−1[1/β − ΩL
1 ][(1− β)[I − ΩL

1 ]]
−1ΩL

0

F1 = ΩL
1 (1− β)[I − ΩL

1 ]
−1

Ahora se define:

TI = A−1
0 [A3Ω

L
0 ] + A−1

0 [A4F0] = A−1
0 [A3Ω

L
0 + A4F0]

TC = A−1
0 [A3Ω

L
1 ] + A−1

0 [A4F1] = A−1
0 [A3Ω

L
1 + A4F1]

A partir de las anteriores definiciones, se consigue:

T0(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) = (I − TC)

−1TI



178

T1(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) = (I − TC)

−1[A−1
0 (A2 + A5Ω

L
1 )]

Como A2 = 0

T1(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) = (I − TC)

−1[A−1
0 A5Ω

L
1 ]

Finalmente,

T2(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) = (I − TC)

−1C

Formación de las creencias o expectativas de los agentes

La formación de creencias se realiza a través de un sistema de ecuaciones que se

actualiza por medio de la ley de movimiento percibida por los agentes del modelo,

mediante el algoritmo de Mı́nimos Cuadrados Recursivos (MCR), que se expondrá más

adelante. Los agentes aprenden sobre los parámetros asociados al comportamiento de

las variables consumo de los hogares (ĉt), trabajo (l̂t), salario (ŵt), tasa de interés

(r̂t), inversión (̂it), producto (ŷt), consumo de los empresarios (êt), patrimonio del

empresario (n̂t), precio de la inversión (q̂t), participación del empresario (f(ˆ̄ωt)) y

participación de los hogares (g(ˆ̄ωt)), bancarrota (ˆ̄ωt), pérdida de eficiencia (πt), función

de densidad acumulada (Φ(ˆ̄ωt)), capital de los hogares (k̂t+1) y capital de empresarios

(ẑt+1). Cada variable estará en función de las variables de estado, es decir, del capital

de los hogares (k̂t) y el capital de los empresarios (ẑt). A continuación se presenta

dicho sistema:

ĉt = ξc0 + ξc1k̂t + ξc2ẑt (3.76)

l̂t = ξl0 + ξl1k̂t + ξl2ẑt (3.77)

ŵt = ξw0 + ξw1 k̂t + ξw2 ẑt (3.78)

r̂t = ξr0 + ξr1k̂t + ξr2 ẑt (3.79)

ît = ξi0 + ξi1k̂t + ξz2 ẑt (3.80)

ŷt = ξy0 + ξy1 k̂t + ξy2 ẑt (3.81)

êt = ξe0 + ξe1k̂t + ξe2ẑt (3.82)
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n̂t = ξn0 + ξn1 k̂t + ξn2 ẑt (3.83)

q̂t = ξq0 + ξq1k̂t + ξq2 ẑt (3.84)

f(ˆ̄ωt) = ξ
f(ω̄)
0 + ξ

f(ω̄)
1 k̂t + ξ

f(ω̄)
2 ẑt (3.85)

g(ˆ̄ωt) = ξ
g(ω̄)
0 + ξ

g(ω̄)
1 k̂t + ξ

g(ω̄)
2 ẑt (3.86)

ˆ̄ωt = ξω̄0 + ξω̄1 k̂t + ξω̄2 ẑt (3.87)

π̂t = ξπ0 + ξπ1 k̂t + ξπ2 ẑt (3.88)

Φ(ˆ̄ωt) = ξ
Φ(ω̄)
0 + ξ

Φ(ω̄)
1 k̂t + ξ

Φ(ω̄)
2 ẑt (3.89)

k̂t+1 = ξk0 + ξk1 k̂t + ξk2 ẑt (3.90)

ẑt+1 = ξz0 + ξz1 k̂t + ξz2 ẑt (3.91)

El anterior sistema de formación de creencias puede expresarse en forma matricial

de la siguiente manera. Sea:

ZLMP
t = ΩtQt−1

ZLMP
t =



ĉt

l̂t

ŵt

r̂t

ît

ŷt

êt

n̂t

p̂t

f(ˆ̄ωt)

g(ˆ̄ωt)

ˆ̄ωt

π̂t

Φ(ˆ̄ωt)

k̂t+1

ẑt+1



; Ωt =



ξc0 ξc1 ξc2
ξl0 ξl1 ξl2
ξw0 ξw1 ξw2
ξr0 ξr1 ξr2
ξi0 ξi1 ξi2
ξy0 ξy1 ξy2
ξe0 ξe1 ξe2
ξn0 ξn1 ξn2
ξq0 ξq1 ξq2
ξ
f(ω̄)
0 ξ

f(ω̄)
1 ξ

f(ω̄)
2

ξ
g(ω̄)
0 ξ

g(ω̄)
1 ξ

g(ω̄)
2

ξω̄0 ξω̄1 ξω̄2
ξπ0 ξπ1 ξπ2
ξ
Φ(ω̄)
0 ξ

Φ(ω̄)
1 ξ

Φ(ω̄)
2

ξk0 ξk1 ξk2
ξz0 ξz1 ξz2



;Qt−1

 1

k̂t

ẑt


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Como se observa, ZLMP
t es un subconjunto de la matrizWt y contiene los elementos

del sistema de ecuaciones del pronosticador bajo la Ley de Movimiento Percibida

(LMP).

Por otra parte, se tiene a:

ZLMR
t = T (ΩL

t )Qt−1

Es la ley de movimiento real de la economı́a. Esta ley de movimiento real es el resultado

del mapeo de expectativas que tienen los agentes, la cuál es retroalimentada por la

estimación de los parámetros de la ley de movimiento percibida por los agentes en el

periodo inmediatamente anterior. La representación matricial de la Ley de Movimiento

Real (LMR) es la siguiente:

ZLMR
t =



ĉt

l̂t

ŵt

r̂t

ît

ŷt

êt

n̂t

q̂t

f(ˆ̄ωt)

g(ˆ̄ωt)

ˆ̄ωt

π̂t

Φ(ˆ̄ωt)

k̂t

ẑt



;T (ΩL
t ) =



τ1,1 τ1,2 τ1,3

τ2,1 τ2,2 τ2,3

τ3,1 τ3,2 τ3,3

τ4,1 τ4,2 τ4,3

τ5,1 τ5,2 τ5,3

τ6,1 τ6,2 τ6,3

τ7,1 τ7,2 τ7,3

τ8,1 τ8,2 τ8,3

τ9,1 τ9,2 τ9,3

τ10,1 τ10,2 τ10,3

τ11,1 τ11,2 τ11,3

τ12,1 τ12,2 τ12,3

τ13,1 τ13,2 τ13,3

τ14,1 τ14,2 τ14,3

τ15,1 τ15,2 τ15,3

τ16,1 τ16,2 τ16,3



;Qt−1

 1

k̂t

ẑt



Se sabe que la solución del modelo bajo expectativas racionales implica que los

coeficientes ξ de cada modelo econométrico sean invariantes en el tiempo, es decir,

ξ1,t−1 = ξ1,t = ξ1,t+1. Además, implicaŕıa que el término de intercepto en el modelo

econométrico es estad́ısticamente no significativo, ξ0 = 0. Por tanto, es necesario

suponer que los agentes aprenden a partir de modelos econométricos cuando el término
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de intercepto y el coeficiente de respuesta ante las variables regresoras, son variantes

en el tiempo, ξ0,t ̸= ξ0,t−1, ξ1,t ̸= ξ1,t−1 y ξ2,t ̸= ξ2,t−1.

Para llevar a cabo el proceso de aprendizaje, los agentes estiman las ecuaciones

para actualizar los coeficientes variantes en el tiempo a medida que obtienen nueva

información. Los únicos coeficientes que no se actualizan son los que acompañan

al choque tecnoloǵıa, como se dijo anteriormente. Para llevar a cabo la estimación,

se aplica la herramienta de Mı́nimos Cuadrados Recursivos (MCR) que se explica a

continuación.

A partir de la ecuación de simulación del ciclo de las variables de variable de estado

mı́nima en el peŕıodo t:

Wt+1 = T0(Ω
L
0,t,Ω

L
1,t) + T1(Ω

L
0,t,Ω

L
1,t)Kt + T2(Ω

L
0,t,Ω

L
1,t)εt

Se define al algoritmo de Mı́nimos Cuadrados Recursivos (MCR) de la forma:

Rt = Rt−1 + g(Qt−1Q
′
t−1 −Rt−1) (3.92)

ΩL
t = ΩL

t−1 + g(R−1
t Qt−1)(Z

LMR
t − ΩL

t−1
′Qt−1) (3.93)

Donde:

• ΩL
t es el vector j-dimensional que contiene los coeficientes a estimar en el periodo

t, Ω′
t
j = [ξj0, ξ

j
1, ξ

j
2], con j = [c; l;w; r; i; y; e;n; q; f(ω̄); g(ω̄). El valor en el

peŕıodo cero antes del choque coincide con el valor de expectativas racionales

;π; Φ(ω̄); k; z].

• Rt es la matriz de precisión que incluye las varianzas y las covarianzas.

• g es el parámetro de ponderación del error (ganancia) del algoritmo. Esta

ganancia regula el peso que atribuyen los agentes pronosticadores al error de

pronósticos de las variables, el cual se activa con los cambios generados por el

choque de tecnoloǵıa. Entre más grande sea el valor de g, los agentes asumen un

mayor grado de ignoracia con respecto a los parámetros.
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En el presente estudio, esta ganancia se trabajo de dos sentidos: (i) ganancia

constante, y (ii) ganancia decreciente en función del tiempo, es decir, con el

tiempo de denominador.

• Qt−1 es el vector de variables regresoras del modelo econométrico de los agentes

tal que Q′
t−1 = [1, kt, zt].

• Z ′
t
LMR = [ĉt; l̂t; ŵt; r̂t; ît; ŷt; êt; n̂t; q̂t; f(ˆ̄ωt); g(ˆ̄ωt); ˆ̄ωt; π̂t; Φ(ˆ̄ωt); k̂t; ẑt] es el vector de

variables dependientes.

Estabilidad del proceso de aprendizaje. El sistema de aprendizaje es estable

si los coeficientes estimados por los agentes (Ω̂L
t ) covergen monotónicamente hacia el

valor de los coeficientes de expectativas racionales (ΩRE) con el paso de los peŕıodos. Es

decir, que hay un aprendizaje. Matemáticamente, esto se verifica mediante la siguiente

Ecuación Diferencial Ordinaria:

˙̂
ΩL
t = R(Mq(Ω̂L))−1[T1(Ω

L
t )

′ − ΩRE
t ]

Ṙ =Mq(Ω̂L)−R

La estabilidad se obtiene si la parte real de los valores propios del sistema es

negativa. Esto está comprobado, ya que las estimaciones de los agentes convergen

monotónicamente a sus valores de expectativas racionales. Es decir, asintóticamente,

R converge a Mq(Ω̂
L
1 ).

Ejemplo ilustrativo del proceso de actualización de expectativas

La secuencia de actualización de los pronósticos de los agentes es la siguientes. En el

periodo t, los agentes forman creencias con base en los parámetros estimados con la

información disponible en t-1. Operativamente en el modelo, la primera estimación de

los coeficientes es el valor de expectativas racionales. Ésta estimación se aleja luego

del choque de tecnoloǵıa de los agentes, con base en la regla de pronóstico de los

MCR. Posteriormente, generan su aprendizaje hasta que convergen al verdadero valor

de los parámetros.
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Para dar más claridad a lo anterior, como ejemplo, se mostrará la estimación de la

ecuación de la variable consumo de la Ley de Movimiento Percibida de los agentes de

la forma:

ĉt = ξc0 + ξc1k̂t + ξc2ẑt

La estimación de la anterior ecuación se realiza utilizando el algoritmo de mı́nimos

cuadrados recursivos, con ganancia contante en este ejemplo. También se hace con

una ganancia constante. En el presente caso, g tiene un valor de 0,002.

El valor inicial que toman la variable dependiente y las variables independientes,

aśı como el valor de los coeficientes provienen de la solución de expectativas racionales.

Es decir, los valores que tomarán las matrices Ωt−1, Z
LMR
t y Qt−1 son obtenidos de la

solución de expectativas racionales únicamente en la primera simulación del algoritmo.

A partir de la segunda simulación, dichos valores se alejan a ráız de la simulación y el

error de pronóstico que genera una diferencia entre la ley de movimiento percibida por

los agentes y la ley de movimiento real. De manera que es posible definir las anteriores

matrices aśı:

Ωc
t−1 =

ξ
c,RE
0

ξc,RE1

ξc,RE2


Donde el supeŕındice c hace referencia a los coeficientes asociados a la ecuación

inicial. Recuérdese que la matriz Ωt es j-dimensional y vaŕıa según la ecuación a estimar.

La matriz de precisión inicial será igual a:

Rt−1 =

1 0 0

0 σ2
k 0

0 0 σ2
z


Por último, la matriz de variables dependientes es:

Qt−1 =

 1

kt

zt


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La anterior matriz hace referencia a las variables dependientes de la ecuación

inicial. Además, los valores de las variables kt y zt son previamente estimados mediante

la solución de expectativas racionales.

Posteriormente, se procede a estimar la matriz de precisión inicial Rt utilizando:

Rt = Rt−1 + g(Qt−1Q
′
t−1 −Rt−1)

Ampliando la ecuación anterior, se tiene que

Rt =

1 0 0

0 σ2
k 0

0 0 σ2
z

+ 0.002


 1

kt

zt

 [1; kt; zt]−

1 0 0

0 σ2
k 0

0 0 σ2
z




Rt =

1 0 0

0 σ2
k 0

0 0 σ2
z

+ 0.002


 1 kt zt

kt k
2
t ktzt

zt ztkt z
2
t

−

1 0 0

0 σ2
k 0

0 0 σ2
z




Rt =

1 0 0

0 σ2
k 0

0 0 σ2
z

+ 0.002


 0 kt zt

kt k
2
t − σ2

k ktzt

zt ztkt z2t − σ2
z




Rt =

1 0 0

0 σ2
k 0

0 0 σ2
z

+

 0 0.002kt 0.002zt

0.002kt 0.002(k
2
t − σ2

k) 0.002ktzt

0.002zt 0.002ztkt 0.002(z2t − σ2
z)



Rt =

 1 0.002kt 0.002zt

0.002kt 0.002(k
2
t − σ2

k) + σ2
k 0.002ktzt

0.002zt 0.002ztkt 0.002(z2t − σ2
z) + σ2

z



Rt =

 1 0.002kt 0.002zt

0.002kt 0.002k
2
t + 0.998σ2

k 0.002ktzt

0.002zt 0.002ztkt 0.002z2t + 0.998σ2
z


En este ejemplo, se supone que Rt es invertible y por tanto es posible continuar

con el algoritmo de aprendizaje.

Luego, se procede a estimar la matriz de los coeficientes utilizando la siguiente
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ecuación:

Ωt = Ωt−1 + g(R−1
t Qt−1)(Z

LMR
t − Ω′

t−1Qt−1)

Ampliando la anterior ecuación, se tiene que:

Ωc
t =

ξ
c,RE
0

ξc,RE1

ξc,RE2

+ 0.002


 1 0.002kt 0.002zt

0.002kt 0.002k
2
t + 0.998σ2

k 0.002ktzt

0.002zt 0.002ztkt 0.002z2t + 0.998σ2
z


−1  1

kt

zt




[ct]−
[
ξc,RE0 ; ξc,RE1 ; ξc,RE2

] 1

kt

zt




Donde la matriz ZLMR
t contiene el valor estimado para la variable de este ejemplo, es

decir, la variable consumo tal que ZLMR
t = [ct].

Continuando

Ωc
t =

ξ
c,RE
0

ξc,RE1

ξc,RE2

+ 0.002


 1 0.002kt 0.002zt

0.002kt 0.002k
2
t + 0.998σ2

k 0.002ktzt

0.002zt 0.002ztkt 0.002z2t + 0.998σ2
z


−1  1

kt

zt




(
[ct]−

[
ξc,RE0 + ξc,RE1 kt + ξc,RE2 zt

])
Dado que es necesario conocer la inversa de la matriz de precisión Rt, se define a

R−1
t como

R−1
t =

R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33


Utilizando la definición anterior, se tiene que
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Ωc
t =

ξ
c,RE
0

ξc,RE1

ξc,RE2

+ 0.002


R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33


 1

kt

zt


([ct]− [ξc,RE0 + ξc,RE1 kt + ξc,RE2 zt

])

Ωc
t =

ξ
c,RE
0

ξc,RE1

ξc,RE2

+ 0.002


R11 +R12kt +R13zt

R21 +R22kt +R23zt

R31 +R32kt +R33zt


([ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt − ξc,RE2 zt]

)

Ωc
t =

ξ
c,RE
0

ξc,RE1

ξc,RE2

+ 0.002


(R11 +R12kt +R13zt)(ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt − ξc,RE2 zt)

(R21 +R22kt +R23zt)(ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt − ξc,RE2 zt)

(R31 +R32kt +R33zt)(ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt − ξc,RE2 zt)




Ωc
t =

ξ
c,RE
0

ξc,RE1

ξc,RE2

+

0.002(R11 +R12kt +R13zt)(ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt − ξc,RE2 zt)

0.002(R21 +R22kt +R23zt)(ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt − ξc,RE2 zt)

0.002(R31 +R32kt +R33zt)(ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt − ξc,RE2 zt)



Ωc
t =

ξ
c,RE
0 + 0.002(R11 +R12kt +R13zt)(ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt − ξc,RE2 zt)

ξc,RE1 + 0.002(R21 +R22kt +R23zt)(ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt − ξc,RE2 zt)

ξc,RE2 + 0.002(R31 +R32kt +R33zt)(ct − ξc,RE0 − ξc,RE1 kt − ξc,RE2 zt)


La matriz Ωc

t estimada comienza con la solución de expectativas racionales; pero

se aleja gradualmente gracias al parámetro de ganancia y al error de pronóstico de la

ecuación (3.172). Nótese que el proceso anterior debe hacerse para las demás variables

dentro del sistema de creencias de los agentes del modelo. Es decir, dado que el vector

Ωj
t es j-dimensional, donde

j = [c; l;w; r; i; y; e;n; p; f(ω̄); g(ω̄); ω̄; π; Φ(ω̄); k; z]

Se repite el proceso para las demás variables dentro de j.
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Los agentes emplean el anterior algoritmo para estimar los coeficientes variantes

en el tiempo asociados a la matriz Ωt; los cuales alimentan la verdadera ley de

movimiento de la economı́a a través del mapeo de expectativas, es decir, alimentan a

Wt = T0(Ω
L
0,t) + T1(Ω

L
1,t)Kt−1 + T2(Ω

L
2,t)εt.

3.1.5 Función de distribución normal

Sea x una variable aleatoria con una distribución normal, es posible definir a una

variable aleatoria ω con una distribución log-normal tal que ω = exp(x). De manera

similar, si una variable ω está log-normalmente distribuida, entonces x = log(ω) tiene

una distribución normal.

La función de distribución acumulada de ω se define como:

Φ(ω) ≡ Fω(ω̄) = P [ω ≤ ω̄]

Dado que ω = exp(x), es posible reescribir la función aśı:

Fω(ω̄) = P [exp(x) ≤ ω̄] = P [x ≤ ln(ω̄)] = Fx(ln(ω̄))

Donde

FX(ln(ω̄)) = P [x ≤ ln(ω̄)]

La anterior ecuación describe la función de distribución acumulada de X evaluada

hasta el punto ln(ω̄). Recuerde que ln(ω̄) = X̄.

Por otro lado, es posible definir a la función de densidad de probabilidad de la

variable aleatoria ω aśı:

ϕ(ω) ≡ fω(ω̄) =
d

dω
Fω(ω̄)

Dado lo anterior, se puede reescribir tal que

fω(ω̄) =
d

dω
Fx(ln(ω̄))
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Aplicando la derivada se tiene que

fω(ω̄) =
1

ω
fx(ln(ω̄))

Dado que la definición de función de densidad de probabilidad para una variable

aleatoria X que se distribuye normal con media µx y varianza σ2
x de la forma:

fx(x̄) =
1

σx
√
2π
exp

[
−1

2

(
x̄− µx
σx

)2
]

Reemplazando la ecuación anterior dentro de la ecuación previa, se tiene que:

ϕ(ω̄) =
1

ω̄

1

σω
√
2π
exp

[
−1

2

(
ln(ω̄)− µω

σω

)2
]

La anterior ecuación describe la función de densidad de probabilidad de la variable

aleatoria ω.

Una vez definida la función de densidad de probabilidad, es posible definir la función

de distribución acumulada. Recuerde que la primera es igual a la derivada de la

segunda. De manera similar, la función de distribución acumulada es igual a la integral

definida de la función de densidad de probabilidad.

Fω(ω̄) = Fx(ln(ω̄)) =

∫ ln(ω̄)

−∞
fx(x̄)dx (3.94)

Los ĺımites de integración son iguales al dominio de la variable aleatoria. Recuerde

que el dominio de la función de distribución acumulada de una variable aleatoria x

con distribución normal son todos los reales, pero el dominio de una variable aleatoria

ω con distribución log-normal son los reales positivos.

Reemplazando la ecuación fx(x̄) dentro de la ecuación Fω(ω̄), se tiene que

Fω(ω̄) = Fx(ln(ω̄)) =

∫ ln(ω̄)

−∞

1

σx
√
2π
exp

[
−1

2

(
x̄− µx
σx

)2
]
dx

Dado los ĺımites de integración, −∞ < ln(ω) < ln(ω̄), es posible aplicar una

transformación exponencial tal que 0 < ω < ω̄. Cambiando los ĺımites de integración

se tiene que
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Fω(ω̄) =

∫ ω̄

0

1

σω
√
2π
exp

[
−1

2

(
ln(ω̄)− µω

σω

)2
]
dω

Φ(ω̄) =
1

σω
√
2π

∫ ω̄

0

exp

[
−1

2

(
ln(ω̄)− µω

σω

)2
]
dω (3.95)

El siguiente paso es derivar la ecuación ϕ(ω̄) de la siguiente forma:

ϕ(ω̄) =
1

ω̄

1

σω
√
2π
exp

[
−1

2

(
ln(ω̄)− µω

σω

)2
]

ϕ′(ω̄) =


(
e
− 1

2
(ln(ω̄)−µω)2

σ2
ω

)(
−
(
ln(ω̄)−µω

σ2
ω

)
1
ω̄

)
ω̄σω

√
2π − σω

√
2π

(
e
− 1

2

(
(ln(ω̄)−µω)2

σ2
ω

))
(ω̄σω

√
2π)2



ϕ′(ω̄) =


−

(
e
− 1

2

(
(ln(ω̄)−µω)2

σ2
ω

))
ω̄σω

√
2π

ln(ω̄)− µω
ω̄σ2

ω

−


−

(
e
− 1

2

(
(ln(ω̄)−µω)2

σ2
ω

))
ω̄2σω

√
2π



ϕ′(ω̄) =

−

(
e
− 1

2

(
(ln(ω̄)−µω)2

σ2
ω

))
ω̄σω

√
2π

[
ln(ω̄)− µω

ω̄σ2
ω

+
1

ω̄

]
Reemplazando a ϕ(ω̄) = 1

ω̄σω
√
2π
e−

1
2(

ln(ω̄)−µω
σω

)
2

, se tiene que

ϕ′(ω̄) = −ϕ(ω̄)
[
ln(ω̄)− µω

ω̄σ2
ω

+
1

ω̄

]

ϕ′(ω̄) =
−ϕ(ω̄)
ω̄

[
ln(ω̄)− µω

σ2
ω

+ 1

]
Dado que la media de la distribución log-normal es µω = −1

2
σ2
ω, se tiene que:
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ϕ′(ω̄) =
−ϕ(ω̄)
ω̄

[
ln(ω̄) + 1

2
σ2
ω

σ2
ω

+ 1

]
(3.96)
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3.2 Desarrollo matemático y metodoloǵıa del

modelo con fricción en el mercado de bienes

Contenido

• C.3.1 Solución del modelo en niveles

• C.3.2 Linealización del sistema de ecuaciones

• C.3.3 Introducción de las expectativas de aprendizaje por medio de la ecuación

de Euler de los hogares

• C.3.4 Formación de creencias de los agentes en el contexto del aprendizaje dentro

del modelo

3.2.1 Solución del modelo en niveles

En esta economı́a cerrada hay hogares, empresarios y fondos mutuos. A su vez, los

empresarios son propietarios de las firmas y son neutrales al riesgo. Los empresarios

pueden tomar recursos adicionales a los propios (patrimonio, nt) a través de fondos

mutuos que obtienen recursos provenientes de los hogares. Los empresarios, cuyo

número es infinito, pagan una prima de riesgo.

Hogares

El problema de los hogares es maximizar su nivel de consumo, trabajo y ahorro, tal

que:

max
(ct,lt,kt+1)∞0

E0

∞∑
t=0

u(ct, lt)

sujeto a: ct + (mt − nt) = wtlt + rtkt + (Rt − 1)bt

Donde, en su orden de escritura en la ecuación, ct es el consumo de los hogares; lt, el

trabajo de los hogares; mt, el tamaño del proyecto de inversión; nt, el patrimonio neto

inicial de los empresario; Rt, la tasa bruta cobrada por los créditos de los hogares a

las empresas, los cuales son intermediados a través de un fondo mutuo; y bt, el monto
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de créditos de los hogares a las empresas.

Cada una de las firmas del continuo de firmas tiene un riesgo idiosincrático y

los créditos son intermediados por el fondo mutuo, de tal modo que los hogares

no enfrentan el riesgo de los créditos. Asimismo, los créditos son hechos de forma

intra-peŕıodo, por lo cual, se sigue un equilibrio planteado por Carlstrom and Fuerst

(1998), en el cual Rt = 1.

De otro lado, (mt − nt) denota el ahorro de los hogares valuado al nivel de precios

actual y (mt − nt) = kt+1 − (1− δ)kt, donde kt+1 y kt son el capital de los hogares en

el peŕıodo t+ 1 y t, respectivamente; y δ es la tasa de depreciación del capital.

Por tanto, la restricción se puede escribir como: ct + kt+1 − (1− δ)kt = wtlt + rtkt.

Al reescribir el problema anterior, se tiene que:

max
(ct,lt,kt+1)∞0

E0

∞∑
t=0

u(ct, lt) (3.97)

sujeto a: ct + kt+1 = wtlt + rtkt + (1− δ)kt (3.98)

Una vez definido el problema de los hogares, se puede solucionar mediante el

lagrangiano de la siguiente forma:

L = E0

∞∑
t=0

βt (u(ct, lt)− λt [ct + kt+1 − wtlt − rtkt − (1− δ)kt]) (3.99)

A partir del lagrangiano, se pueden hallar las condiciones de primer orden, y se consigue

que:

[ct] : u
′
c(ct, lt)− λt = 0 (3.100)

[lt] : u
′
l(ct, lt) + λtwt = 0 (3.101)

[kt+1] : −λt + βλt+1 ((1− δ) + rt+1) = 0 (3.102)

[λt] : ct + kt+1 − wtlt − rtkt − (1− δ)kt = 0 (3.103)

Reemplazando la ecuación (3.100) en la ecuación (3.102) y considerando que λt+1 =

u′c(ct+1, lt+1), se halla la siguiente ecuación intertemporal de Euler que relaciona el
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consumo presente con el consumo futuro:

u′c(ct, lt) = βu′c(ct+1, lt+1) [(1− δ) + rt+1] (3.104)

Luego, al combinar las ecuaciones (3.100) y (3.101), se halla la ecuación intratemporal

que marca la decisión entre consumo y trabajo 5.

− u′l(ct, lt)

u′c(ct, lt)
= wt (3.105)

Firmas

Las firmas tienen el problema de maximizar su beneficio dado un nivel de producción

con una tecnoloǵıa Cobb-Douglas. Por consiguiente,

max
(kt,lt)

yt − rtkt − wtlt (3.106)

sujeto a: yt =
F (kt, lt)

pt
(3.107)

Donde yt es el ingreso de producción y pt denota es el markup de precios de bienes

finales. F (kt, lt) se define de la siguiente forma:

F (kt, lt) = θtk
α
t l

1−α
t (3.108)

θt = θρt−1 + ϵt (3.109)

La ecuación (3.109) define el choque de productividad que recibirá la firma en el

periodo t. Donde ϵt ∼ N(0, 1).

El siguiente paso es reemplazar la restricción en la función objetivo en (3.106), de

la siguiente forma:

max
(kt,lt)

F (kt, lt)

pt
− rtkt − wtlt (3.110)

5La función de utilidad espećıfica empleada es ln(ct) + v(1− lt).
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Al derivar con respecto al capital kt, se tiene:

[kt] :
F ′
k(kt, lt)

pt
− rt = 0

Al derivar con respecto al trabajo lt, se tiene:

[lt] :
F ′
k(kt, lt)

pt
− wt = 0

En consecuencia, el resultado del problema de las firmas es el siguiente:

rt =
F ′
k(kt, lt)

pt
= α

yt
ktpt

(3.111)

wt =
F ′
l (kt, lt)

pt
= (1− α)

yt
ltpt

(3.112)

Empresarios

Los empresarios, que son neutrales al riesgo, financian el presupuesto de las firmas que

financian la producción en el periodo t con recursos propios y recursos que provienen

de los hogares a través del fondo mutuo. Estos recursos son invertidos en la producción

de bienes de capital.

Cada empresario que financia la producción de sus bienes finales, observa un

choque idiosincrático de tecnoloǵıa (ωt) y, dependiendo del resultado del choque,

toma su decisión de consumo. Cuando ωt < ω̄t, el empresario no puede pagar y se

declara en bancarrota, por lo cual no consume. En tal caso, su proyecto de inversión

es monitoreado y adquirido por el fondo mutuo. Cuando ωt < ω̄t, el empresario paga

el préstamo y obtiene ingresos para consumir.

En śıntesis:

ωt ≥ ω̄t Empresario paga el préstamo y usa sus ingresos

ωt < ω̄t Empresario se declara en bancarrota y se queda sin ingreso
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ω̄t es el valor cŕıtico del éxito del proyecto y es una variable aleatoria con

distribución log-normal e independiente e idénticamente distribuida en el tiempo.

ω̄t ∼ LogN(−1
2
σ2, σ2), Φ(ω̄t) es la función de distribución, y ϕ(ω̄t) es la función de

densidad de ω̄t. Las siguientes son sus formas funcionales.

Φ(ω̄) =
1

σ
√
2π

∫ ω̄

0

e−
1
2

(log(ω)+ 1
2σ2)

2

σ2 dω (3.113)

ϕ(ω̄) =
1

ω̄σ
√
2π
e−

1
2

(log(ω̄)−x̄)2

σ2 (3.114)

La siguiente ecuación será de utilidad para la linealización.

ϕ′(ω̄) =
−ϕ(ω̄)
ω̄

[
log(ω̄) + 1

2
σ2

σ2
+ 1

]
(3.115)

El desarrollo matemático de las anteriores tres ecuaciones es el mismo del Función

de distribución normal de la sección anterior.

Recuérdese que el proyecto del empresario es financiado con recursos provenientes

de los hogares por el intermedio del fondo mutuo. En tal sentido, los hogares tienen

derecho a una participación del producto generado por el empresario. En consecuencia,

se definen las siguientes ecuaciones:

g(ω̄t) =

∫ ω̄t

0

ωΦ(dω)− Φµ+ [1− Φ]ω̄t (3.116)

f(ω̄t) =

∫ ∞

ω̄t

ωΦ(dω)− [1− Φ]ω̄t (3.117)

Donde g(ω̄t) es la participación de la producción que reciben los hogares a través

del fondo mutuo, por prestar recursos. Por su parte, f(ω̄t) es la participación de la

producción que recibe el empresario.

Al derivar y utilizar la regla de Leibniz, es posible derivar las anteriores ecuaciones

de la siguiente forma:
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g′(ω̄t) =
∂

∂ω̄

[∫ ω̄t

0

ωΦ(dω)− Φµ+ [1− Φ]ω̄t

]
g′(ω̄t) = ω̄Φ′(ω̄)− µΦ′(ω̄) + (1− Φ(ω̄))− ω̄Φ′(ω̄) = −µΦ′(ω̄) + (1− Φ(ω̄))

f ′(ω̄t) =
∂

∂ω̄

[∫ ∞

ω̄t

ωΦ(dω)− [1− Φ]ω̄t

]
f ′(ω̄t) = −ω̄Φ′(ω̄)− (1− Φ(ω̄)) + ω̄Φ′(ω̄) = −(1− Φ(ω̄))

Las anteriores dos funciones más el costo de monitoreo (Φ(ω̄)µ) de la economı́a

suman la unidad, es decir, todo el producto:

f(ω̄t) + g(ω̄t) + Φµ = 1

f(ω̄t) + g(ω̄t) = [1− Φµ] (3.118)

La parte derecha de la ecuación (3.118) es el costo esperado de bancarrota (Φ(ω̄)µ) a

ráız de los costos de monitoreo (µ). Se asimila a la pérdida de eficiencia de la economı́a

por la falta de información completa.

πt = −Φµ (3.119)

El término [1 − Φ] es un término que implica una transferencia del prestatario al

prestamista según la probabilidad de éxito del proyecto en función del valor de ω.

Luego de definir el comportamiento del prestamista (hogares por medio del fondo

mutuo) y del prestatario (empresario), se procede a solucionar el problema de este

último, el cual consiste en maximizar su beneficio esperado. 6.

6Los empresarios declarados en bancarrota tienen un beneficio de cero ya que toda su producción
se va al fondo de capital mutuo.
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Beneficio esperado = ptmt

∫ ∞

ω̄t

ωΦ(dω)︸ ︷︷ ︸
Ingresos del empresario

−
∫ ∞

ω̄t

(mt − nt)Φ(dω)︸ ︷︷ ︸
Pago del préstamo

= ptmt

∫ ∞

ω̄t

ωΦ(ω)(dω)−
∫ ∞

ω̄t

ptmtω̄tΦ(ω)(dω)

= ptmt

(∫ ∞

ω̄

ωΦ(dω)− ω̄t

∫ ∞

ω̄t

Φ(dω)

)
= ptmt

(∫ ∞

ω̄

ωΦ(dω)− ω̄t[1− Φ(ω̄t)]

)
= ptmtf(ω̄t)

El beneficio esperado debe ser mayor a cero, de lo contrario el empresario decidirá

no invertir y conservar su patrimonio inicial nt. Por consiguiente, el beneficio esperado

debe ser mayor a su patrimonio inicial, de la siguiente forma:

ptmtf(ω̄t)︸ ︷︷ ︸
Beneficio esperado del empresario

> nt︸︷︷︸
Patrimonio inicial

Condición de retorno nulo para el fondo mutuo

Antes de pasar a analizar la maximización de beneficios del empresario, se analiza

la condición de retorno nulo del fondo mutuo, el cual no obtiene margen alguno

por su intermediación, ya que se asume competencia perfecta. En tal sentido,

los ingreso del fondo es igual a sus costos. El fondo mutuo es financiado en

su totalidad con recursos de los hogares. Asimismo, como se dijo anteriormente, el

fondo mutuo realiza préstamos intra-peŕıodo y no recibe ni paga intereses del préstamo.

Por tanto, si el fondo mutuo obtiene mt− nt unidades de consumo por parte de los

hogares, este debe devolver la misma cantidad de unidades a los prestamistas (hogares).

E(Ingreso) = E(Costos)
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∫ ∞

ω̄t

(mt − nt)Φ(dω)︸ ︷︷ ︸
Ingreso (pago del préstamo)

+ ptmt

(∫ ω̄t

∞
ωΦ(dω)−

∫ ω̄

∞
µΦ(ω)

)
︸ ︷︷ ︸

Ingreso (bancarrota)

= (mt − nt)[1− Φ(ω̄t)] + ptmt

(∫ ω̄t

0

ωΦ(dω)− µΦ(ω̄t)

)
= ptmtω̄t[1− Φ(ω̄t)] + ptmt

(∫ ω̄t

0

ωΦ(dω)− µΦ(ω̄t)

)
= ptmt

(∫ ω̄t

0

ωΦ(dω)− µΦ(ω̄t) + ω̄t[1− Φ(ω̄t)]

)
= ptmtg(ω̄t)

En consecuencia, la condición de retorno nulo para el fondo mutuo, y a su vez para los

hogares, es:

ptmtg(ω̄t)︸ ︷︷ ︸
Ingreso esperado del prestamista

= mt − nt︸ ︷︷ ︸
Costo esperado

Maximización de beneficio de los empresarios

Una vez conocidas las condiciones a las cuales se enfrenta el empresario, se define el

problema de maximización del beneficio. El problema está sujeto a la condición de

retorno nulo por parte del fondo mutuo (que presta los recursos de los hogares).

max
ω̄t,mt

ptmtf(ω̄t) (3.120)

sujeto a: ptmtg(ω̄t) = mt − nt (3.121)

El lagrangiano del problema anterior es:

L = ptmtf(ω̄t)− λt(ptmtg(ω̄t)−mt + nt) (3.122)

Las condiciones de primer orden están dadas por

ω̄t : ptmtf
′(ω̄t)− λptmtg

′(ω̄t) = 0 (3.123)

mt : ptf(ω̄t)− λ(ptg(ω̄t)− 1) = 0 (3.124)
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λt : ptmtg(ω̄t)−mt + nt = 0 (3.125)

Al combinar las ecuaciones (3.123) y (3.124), se tiene:

ptf(ω̄t) =
f ′(ω̄t)

g′(ω̄)
(ptg(ω̄t)− 1) (3.126)

De la ecuación (3.125), se tiene:

mt =
nt

1− ptg(ω̄t)
(3.127)

De la ecuación (3.126), es posible encontrar la ecuación del contrato óptimo de la

siguiente manera.

ptf(ω̄t) =
f ′(ω̄t)

g′(ω̄)
ptg(ω̄t)−

f ′(ω̄t)

g′(ω̄)

pt

[
f(ω̄t)−

f ′(ω̄t)

g′(ω̄)
g(ω̄t)

]
= −f

′(ω̄t)

g′(ω̄)

pt =
−f ′(ω̄t)

g′(ω̄)

g′(ω̄t)f(ω̄t)−f ′(ω̄t)g(ω̄t)
g′(ω̄t)

pt =
−f ′(ω̄t)

g′(ω̄t)f(ω̄t)− f ′(ω̄t)g(ω̄t)

pt =
1

f ′(ω̄t)g(ω̄t)
f ′(ω̄t)

− g′(ω̄t)f(ω̄t)
f ′(ω̄t)

pt =
1

g(ω̄t)− g′(ω̄t)f(ω̄t)
f ′(ω̄t)

Como se tiene que:

g′(ω̄t) = −µϕ(ω̄t) + (1− Φ(ω̄t))

f ′(ω̄t) = −(1− Φ(ω̄t))

Se reemplazan estas dos ecuaciones y teniendo en cuenta que g(ω̄t) = (1 − Φ(ω̄tµ)) −
f(ω̄t), se consigue que:

pt =
1

(1− Φ(ω̄tµ))− f(ω̄t) +
(−µϕ(ω̄)+(1−Φ(ω̄t)))f(ω̄t)

f ′(ω̄t)
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pt =
1

(1− Φ(ω̄tµ))− f(ω̄t)
[
1 + −µϕ(ω̄)+(1−Φ(ω̄t))

f ′(ω̄t)

]
pt =

1

(1− Φ(ω̄tµ))− f(ω̄t)
[
f ′(ω̄t)+(1−Φ(ω̄t))−µϕ(ω̄)

f ′(ω̄t)

]
Como f ′(ω̄t) = −(1− Φ(ω̄t)), se obtiene:

pt =
1

(1− Φ(ω̄tµ)) +
f(ω̄t)µϕ(ω̄)
f ′(ω̄t)

(3.128)

La ecuación (3.128) describe el contrato financiero óptimo.

Decisión de consumo de los empresarios

Una vez los empresarios reciben sus ingresos, toman su decisión de consumo teniendo

en cuenta su restricción presupuestaria. Esto se plantea en el siguiente problema:

max
et,zt+1

E0

∞∑
t=0

(γβ)tet (3.129)

sujeto a: et + zt+1 = ptmtf(ω̄t) (3.130)

Donde et es el consumo de los empresarios y zt+1 es su capital en el peŕıodo t+ 17.

Ambas variables representan la suma de los gastos. La restricción plantea que los

gastos de los empresarios deben ser iguales a los ingresos dados por ptmtf(ω̄t). El

parámetro γ denota el factor de descuento adicional para los empresarios, tal que

0 < γ < 1.

El lagrangiano del anterior problema es:

L =
∞∑
t=0

(γβ)tet − λt[et + zt+1 − ptmtf(ω̄t)] (3.131)

Reemplazando la ecuación (3.127) en la ecuación anterior, se consigue:

7El capital de los hogares es kt y el capital de los empresarios es zt.
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L =
∞∑
t=0

(γβ)tet − λt[et + zt+1 − pt

[
nt

1− ptg(ω̄t)

]
f(ω̄t)] (3.132)

El patrimonio neto de los empresarios al principio del peŕıodo consiste en la

valoración del mercado de su capital acumulado (zt). De manera que es posible definirlo

de la forma:

nt = zt[(1− δ) + rt] (3.133)

Al reemplazar la ecuación (3.133) en el lagrangiano, se obtiene:

L =
∞∑
t=0

(γβ)tet − λt[et + zt+1 − pt

[
zt[(1− δ) + rt]

1− ptg(ω̄t)

]
f(ω̄t)] (3.134)

En consecuencia, las condiciones de primer orden son:

et : 1− λt = 0 (3.135)

zt+1 : −λt + γβλt+1

(
pt+1

1

1− pt+1g(ω̄t+1)
(rt+1 + (1− δ)) f(ω̄t+1)

)
= 0 (3.136)

λt : et + zt+1 − ptmtf(ω̄t) = 0 (3.137)

Al combinar (3.135) y (3.136), se tiene la ecuación de Euler para los empresarios.

1 = γβ

(
[(1− δ) + rt+1]

pt+1f(ω̄t+1)

1− pt+1g(ω̄t+1)

)
(3.138)

Ecuaciones de cierre del modelo

Para cerrar el modelo, se introducen las siguientes dos condiciones que implican que el

mercado se vaćıa. La ecuación (3.139) se cierra el mercado de bienes de consumo, y la

ecuación (3.140) cierra el mercado de bienes de capital.

ct + et + it = yt[1− Φ(ω̄t)µ] (3.139)

kt+1 = (1− δ)kt + it (3.140)

Finalmente, a partir de (3.127) valuada por el markup, se define el total de

producción generada por los empresarios, aśı:
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ptmt ≡ yt =
ptnt

1− ptg(ω̄t)
(3.141)

3.2.2 Linealización del sistema de ecuaciones

Se aplica la siguiente fórmula de linealización f(x) ≈ f ′(x̄)x̂t, donde x̂ = xt − x̄ es la

desviación con respecto al estado estacionario.

Consumo

De la ecuación de Euler de los hogares (3.104) de la forma:

u′c(ct, lt) = βu′c(ct+1, lt+1) [(1− δ) + rt+1]

Dado que u′c(ct, lt) =
1
ct
, se tiene que:

1

ct
= β

1

ct+1

[(1− δ) + rt+1]

Aplicando la formula de linealización, se tiene que:

1

c̄2
ĉt =

β (1− δ + r̄)

c̄2
ĉt+1 −

β

c̄
r̂t+1

ĉt = β (1− δ + r̄) ĉt+1 − βc̄r̂t+1

Dado que el estado estacionario de la ecuación de Euler de los hogares puede ser escrito

de la siguiente forma, 1 = β (1− δ + r̄), se tiene que

ĉt = ĉt+1 − βc̄r̂t+1 (3.142)

Trabajo

De la ecuación de productividad marginal del trabajo (3.112)

wt = (1− α)
yt
ltpt

wtpt = (1− α)
yt
lt
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p̄ŵt + w̄p̂t =
1− α

l̄
ŷt −

(1− α) ȳ

l̄2
l̂t

Despejando la variable trabajo (l̂t), se tiene:

l̄2p̄

(1− α)ȳ
ŵt +

l̄2w̄

(1− α)ȳ
p̂t =

l̄

ȳ
ŷt − l̂t (3.143)

l̂t = − l̄2p̄

(1− α)ȳ
ŵt −

l̄2w̄

(1− α)ȳ
p̂t +

l̄

ȳ
ŷt (3.144)

Salarios

De la ecuación intratemporal de los hogares (3.105):

wt = −u′l(ct, lt)

u′c(ct, lt)

Donde u′c(ct, lt) =
1
ct

y u′l(ct, lt) = −ν. Reemplazando las derivadas, se tiene que

wt = νct

Aplicando la formula de linealización, se tiene que

ŵt = νĉt (3.145)

Rendimientos de capital

De la ecuación de productividad del capital (3.111):

rt = α
yt
ktpt

rtpt = α
yt
kt

Al aplicar la fórmula de linealización se tiene:

p̄r̂t + r̄p̂t =
α

k̄
ŷt −

α ȳ

k̄2
k̂t

r̂t =
α

k̄p̄
ŷt −

αȳ

k̄2p̄
k̂t −

r̄

p̄
p̂t (3.146)
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Inversión

A partir de la ecuación:

ct + kt+1 − (1− δ)kt = wtlt + rtkt

Combinando con la ecuación de movimiento de capital kt+1 = (1−δ)kt+ it, se tiene
que:

ct + it = wtlt + rtkt

Ahora, dada la ecuación (3.106) de la forma

yt = rtkt + wtlt

Se tiene que

ct + it = yt

Dado que yt =
ptnt

1−ptg(ω̄t)
, se puede escribir la anterior ecuación de la siguiente forma:

ct + it =
ntpt

1− ptg(ω̄t)
(3.147)

Lo anterior se hace con el fin de ajustar el sistema de ecuaciones para que no tenga

dos definiciones de la misma variable, en este caso yt, y proceder a programarla.

Aplicando la fórmula de linealización a la anterior ecuación, se tiene que:

ĉt + ît =
p̄

1− p̄g(ω̄)
n̂t +

n̄

1− p̄g(ω̄)
p̂t +

n̄p̄g(ω̄)

(1− p̄g(ω̄))2
p̂t +

p̄n̄g′(ω̄)

(1− p̄g(ω̄))2
ˆ̄ωt

Factorizando términos comunes se tiene que:

ĉt + ît =
p̄

1− p̄g(ω̄)
n̂t +

[
n̄

1− p̄g(ω̄)
+

n̄p̄g(ω̄)

(1− p̄g(ω̄))2

]
p̂t +

p̄n̄g′(ω̄)

(1− p̄g(ω̄))2
ˆ̄ωt
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ĉt + ît =
p̄

1− p̄g(ω̄)
n̂t +

[
n̄(1− p̄g(ω̄)) + n̄p̄g(ω̄)

(1− p̄g(ω̄))2

]
p̂t +

p̄n̄g′(ω̄)

(1− p̄g(ω̄))2
ˆ̄ωt

ĉt + ît =
p̄

1− p̄g(ω̄)
n̂t +

[
n̄− n̄p̄g(ω̄) + n̄p̄g(ω̄)

(1− p̄g(ω̄))2

]
p̂t +

p̄n̄g′(ω̄)

(1− p̄g(ω̄))2
ˆ̄ωt

ĉt + ît =
p̄

1− p̄g(ω̄)
n̂t +

[
n̄

(1− p̄g(ω̄))2

]
p̂t +

p̄n̄g′(ω̄)

(1− p̄g(ω̄))2
ˆ̄ωt

ît =
p̄

1− p̄g(ω̄)
n̂t +

[
n̄

(1− p̄g(ω̄))2

]
p̂t +

p̄n̄g′(ω̄)

(1− p̄g(ω̄))2
ˆ̄ωt − ĉt (3.148)

Función de producción

A la ecuación yt = θtk
α
t l

1−α
t , se le aplica la fórmula de linealización:

ŷt = k̄αl̄1−αθ̂t + αθ̄k̄α−1l̄1−αk̂t + (1− α)θ̄k̄αl̄1−α−1l̂t

Dado que el estado estacionario de la variable del producto (yt) es:

ȳ = θ̄k̄αl̄1−α

ŷt =
ȳ

θ̄
θ̂t + α

ȳ

k̄
k̂t + (1− α)

ȳ

l̄
l̂t

Consumo de los empresarios

De la ecuación de equilibrio macroeconómico ct + et + it = yt[1−Φ(ω̄t)µ] se obtiene la

ecuacón et = yt[1− Φ(ω̄t)µ]− ct − it, a la cual se la aplica la fórmula de linealización:

êt = (1− Φ(ω̄)µ) ŷt − [ȳµϕ(ω̄)]ˆ̄ωt − ĉt − ît (3.149)

Patrimonio de los empresarios

A la ecuación de patrimonio neto nt = zt [(1− δ) + rt], se le aplica la fórmula de

linealización, tal que:

n̂t = (1− δ + r̄) ẑt + z̄r̂t (3.150)
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Ecuación de Euler de los empresarios

A la ecuación:

1 = γβ

(
[(1− δ) + rt+1]

pt+1f(ω̄t+1)

1− pt+1g(ω̄t+1)

)

1 =
γβ(1− δ)pt+1f(ω̄t+1)

1− pt+1g(ω̄t+1)
+
γβrt+1pt+1f(ω̄t+1)

1− pt+1g(ω̄t+1)

Se le aplica la fórmula de linealización:

0 =
γβ(1− δ)f(ω̄)

1− p̄g(ω̄)
p̂t+1+

γβ(1− δ)p̄f ′(ω̄)

1− p̄g(ω̄)
ˆ̄ωt+1+

γβ(1− δ)p̄f(ω̄)g(ω̄)

(1− p̄g(ω̄))2
p̂t+1+

γβ(1− δ)p̄2f(ω̄)g′(ω̄)

(1− p̄g(ω̄))2
ˆ̄ωt+1

+
γβf(ω̄)p̄

1− p̄g(ω̄)
r̂t+1+

γβr̄f(ω̄)

1− p̄g(ω̄)
p̂t+1+

γβr̄p̄f ′(ω̄)

1− p̄g(ω̄)
ˆ̄ωt+1+

γβr̄f(ω̄)p̄g(ω̄)

(1− p̄g(ω̄))2
p̂t+1+

γβr̄f(ω̄)p̄2g′(ω̄)

(1− p̄g(ω̄))2
ˆ̄ωt+1

Factorizando los términos comunes de las anteriores ecuaciones, se tiene:

0 =
βγf(ω̄)

1− p̄g(ω̄)

(
(1− δ) +

g(ω̄) (1− δ) p̄

1− p̄g(ω̄)
+ r̄ +

r̄p̄g(ω̄)

1− p̄g(ω̄)

)
p̂t+1 +

βγf(ω̄)p̄

1− p̄g(ω̄)
r̂t+1

+
βγp̄

1− p̄g(ω̄)

(
(1− δ) f ′(ω̄) +

g′(ω̄)f(ω̄) (1− δ) p̄

1− p̄g(ω̄)
+ r̄f ′(ω̄) +

g′(ω̄)p̄r̄f(ω̄)

1− p̄g(ω̄)

)
ˆ̄ωt+1

(3.151)

Pérdida de eficiencia

A la ecuación πt = −Φ(ωt)µ, se le aplica la fórmula de linealización, aśı:

π̂t = −ϕ(ω̄)µ ˆ̄ωt (3.152)

Bancarrota

La ecuación de contrato óptimo:

pt =
1

(1− Φ(ω̄tµ)) +
f(ω̄t)µϕ(ω̄)
f ′(ω̄t)

Se puede escribir de esta forma tal que:
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1

pt
= (1− Φ(ω̄t)µ) +

f(ω̄t)µϕ(ω̄)

f ′(ω̄t)

Dado que f ′(ω) = −(1− Φ(ωt)), es posible reescribir la expresión anterior:

1

pt
= (1− Φ(ω̄t)µ)−

f(ω̄t)µϕ(ω̄)

(1− Φ(ωt))

Al aplicar la fórmula de linealización se tiene que:

− 1

p̄2
p̂t = −ϕ(ω̄)µ ˆ̄ωt −

f ′(ω̄)µϕ(ω̄)

(1− Φ(ω̄))
ˆ̄ωt −

f(ω̄)µϕ′(ω̄)

(1− Φ(ω̄))
ˆ̄ωt −

f(ω̄)µϕ(ω̄)2

(1− Φ(ω̄))2
ˆ̄ωt

Factorizando ˆ̄ωt en el lado derecho de la ecuación:

− 1

p̄2
p̂t = −

[
ϕ(ω̄)µ+

f ′(ω̄)µϕ(ω̄)

(1− Φ(ω̄))
+
f(ω̄)µϕ′(ω̄)

(1− Φ(ω̄))
+
f(ω̄)µϕ(ω̄)2

(1− Φ(ω̄))2

]
ˆ̄ωt

Multiplicando a ambos lados por −1 y reordenando términos, se tiene que[
ϕ(ω̄)µ+

f ′(ω̄)µϕ(ω̄)

(1− Φ(ω̄))
+
f(ω̄)µϕ′(ω̄)

(1− Φ(ω̄))
+
f(ω̄)µϕ(ω̄)2

(1− Φ(ω̄))2

]
ˆ̄ωt =

1

p̄2
p̂t

ˆ̄ωt =
1[

ϕ(ω̄)µ+ f ′(ω̄)µϕ(ω̄)
(1−Φ(ω̄))

+ f(ω̄)µϕ′(ω̄)
(1−Φ(ω̄))

+ f(ω̄)µϕ(ω̄)2

(1−Φ(ω̄))2

]
p̄2
p̂t (3.153)

Función de distribución de probabilidad log-normal

Dada la función de distribución acumulada de la variable aleatoria ω:

Φ(ω̄) =
1

σω
√
2π

∫ ω̄

0

exp

[
−1

2

(
ln(ω̄)− µω

σω

)2
]
dω

Es posible definir su derivada como la función de densidad de probabilidad de la

forma:

ϕ(ω̄) =
1

ω̄

1

σω
√
2π
exp

[
−1

2

(
ln(ω̄)− µω

σω

)2
]

Para ver el desarrollo matemático de las dos funciones anteriores, ver el Función de

distribución normal.
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Capital de los empresario

Dada la ecuación (3.130):

zt+1 = ytf(ω̄t)− et

Al aplicar la fórmula de linealización, se tiene que

ẑt+1 = [ȳf ′(ω̄)]ˆ̄ωt + f(ω̄)ŷt − êt (3.154)

Capital de los hogares

A la ley de movimiento del capital kt+1 = (1 − δ)kt + it, se le aplica la fórmula de

linealización y se tiene que

k̂t+1 = (1− δ)k̂t + ît (3.155)

Choque de productividad

A la ecuación θt = θρt−1 + ϵt, se le aplica la fórmula de linealización:

θ̂t = ρθ̂t−1 + ϵt (3.156)

A continuación se presentan las ecuaciones de participación de los empresarios y de

los hogares en la producción. Estas ecuaciones están determinadas de forma exógena

al sistema de ecuaciones, y se definen de forma no linealizada.

Participación del empresario

De la ecuación de participación total f(ω̄t) + g(ω̄t) = [1 − Φ(ω̄t)µ], se obtiene que

f(ω̄t) = [1− Φ(ω̄t)µ]− g(ω̄t)

Ahora, se define la desviación del estado estacionario de la participación del

empresario tal que:

f(ˆ̄ωt) ≡ −Φ′(ω̄)µ ˆ̄ωt − g′(ω̄)ˆ̄ωt

f(ˆ̄ωt) = −Φ′(ω̄)µ ˆ̄ωt − g′(ω̄)ˆ̄ωt
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Dado que Φ′(ω̄) = ϕ(ω̄), se tiene que

f(ˆ̄ωt) = − (g′(ω̄) + µϕ(ω̄)) ˆ̄ωt

Si se reemplaza a g′(ω̄t) = −µϕ(ω̄) + (1− Φ(ω̄)) dentro de la ecuación anterior, se

tiene

f(ˆ̄ωt) = − (−µϕ(ω̄) + (1− Φ(ω̄)) + µϕ(ω̄)) ˆ̄ωt

f(ˆ̄ωt) = − (1− Φ(ω̄)) ˆ̄ωt

Dado que f ′(ω̄t) = −(1− Φ(ω̄)), se tiene que

f(ˆ̄ωt) = f ′(ω̄)ˆ̄ωt (3.157)

Participación de los hogares

De la ecuación de participación del prestamista se tiene:

g(ω̄t) =

∫ ω̄t

0

ωΦ(dω)− Φµ+ [1− Φ]ω̄t

Su derivada es:

g′(ω̄t) = −µϕ(ω̄) + (1− Φ(ω̄))

Aplicando la fórmula de la linealización, es posible definir la forma linealizada g(ˆ̄ωt)

tal que

g(ˆ̄ωt) = g′(ω̄)ˆ̄ωt (3.158)
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Resumen de las ecuaciones linealizadas

3.2.3 Introducción de las expectativas de aprendizaje por

medio de la ecuación de Euler de los hogares

Esta sección presenta la modificación de la ecuación intertemporal de los hogares

para implementar el aprendizaje de expectativas, de tal modo que se refleje el

comportamiento de la ley de movimiento real de los parámetros del modelo.

En consecuencia, se encontrará la decisión óptima de consumo para los hogares (ct).
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Se sabe que los hogares toman sus decisiones óptimas de consumo. Para la construcción

de la senda óptima de los hogares se siguen los siguientes pasos:

1. Linealizar la restricción presupuestaria de hogares, con base en la aplicación de

la siguiente fórmula de linealización f(x) ≈ f ′(x̄)x̂t, donde x̂ = xt − x̄ es la

desviación con respecto al estado estacionario.

2. Iterar hacia el futuro la restricción presupuestaria.

3. Iterar la ecuación de Euler de los hogares hacia atrás desde un periodo T hasta

t.

4. Combinar las ecuaciones iteradas hacia el futuro y pasado.

5. Despejar la variable clave para la ecuación de Euler, en este caso es el consumo.

Linealizar la restricción presupuestaria de hogares

Dada la siguiente restricción presupuestaria:

ct + Etkt+1 = wtlt + rtkt + (1− δ)kt

Su forma linealizada es:

ĉt + Etk̂t+1 = w̄l̂t + l̄ŵt + r̄k̂t + k̄r̂t + (1− δ)k̂t (3.159)

ĉt + Etk̂t+1 = w̄l̂t + l̄ŵt + (r̄ + (1− δ)) k̂t + k̄r̂t

Dado que en estado estacionario 1
β
= r̄ + (1− δ), se tiene que:

ĉt + Etk̂t+1 = β−1k̂t + w̄l̂t + l̄ŵt + k̄r̂t

Iterar hacia el futuro la restricción presupuestaria

En primer lugar, se reescribe la ecuación anterior tal que:

β−1k̂t = ĉt + Etk̂t+1 − w̄l̂t − l̄ŵt − k̄r̂t

Luego, se tiene que:
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kt = βĉt + βEtk̂t+1 − βw̄l̂t − βl̄ŵt − βk̄r̂t (3.160)

De forma análoga a la anterior ecuación aplicada en el peŕıodo t+ 1 se consigue:

Êtk̂t+1 = Êt

[
βÊtĉt+1 + βÊt+1k̂t+2 − βw̄Êtl̂t+1 − βl̄Êtŵt+1 − βk̄Êtr̂t+1

]
(3.161)

Êt denota las expectativas no racionales de los agentes. Cuando se está trabajando

con expectativas racionales, se usa la notación usual Et. Además, se asume que las

creencias son homogéneas y por tanto satisfacen la ley de probabilidad estándar tal

que ÊtÊt+i = Êt.

Reemplazando la ecuación Êtk̂t+1 en la ecuación kt, se tiene que:

k̂t = βĉt−βw̄l̂t−βl̄ŵt−βk̄r̂t+βÊt
[
βÊtĉt+1 − βw̄Êtl̂t+1 − βl̄Êtŵt+1 − βk̄Êtr̂t+1 + βÊt+1k̂t+2

]
(3.162)

k̂t = βĉt−βw̄l̂t−βl̄ŵt−βk̄r̂t+β2
t ĉt+1−β2Êtw̄l̂t+1−β2Êtl̄ŵt+1−β2Êtk̄r̂t+1+β

2ÊtÊt+1k̂t+2

(3.163)

Como se tiene que ÊtÊt+i = Êt:

k̂t = βĉt−βw̄l̂t−βl̄ŵt−βk̄r̂t+β2Êtĉt+1−β2Êtw̄l̂t+1−β2Êtl̄ŵt+1−β2Êtk̄r̂t+1+β
2Êtk̂t+2

(3.164)

Tomando las expectativas un peŕıodo adicional hacia adelante, se consigue:

Êtk̂t+2 = Êt

[
βÊt+1ĉt+2 − βw̄Êt+1l̂t+2 − βl̄Êt+1ŵt+2 − βk̄Êt+1r̂t+2 + βÊt+2k̂t+3

]
(3.165)

Reemplazando la ecuación de Êtk̂t+2 en la ecuación de k̂t, se tiene que
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kt = βĉt − βw̄l̂t − βl̄ŵt − βk̄r̂t + β2ktÊtĉt+1 − β2ktw̄Êtl̂t+1 − β2ktl̄Êtŵt+1 − β2ktk̄r̂t+1

+ β2kt

[
βÊtĉt+2 − βw̄Êtl̂t+2 − βl̄Êtŵt+2 − βÊtk̄r̂t+2 + βÊtktk̂t+3

]
(3.166)

k̂t = βĉt − βw̄l̂t − βl̄ŵt − βk̄r̂t + β2Êtĉt+1 − β2Êtw̄l̂t+1 − β2Êtl̄ŵt+1 − β2Êtk̄r̂t+1

+ β3Êtĉt+2 − β3Êtw̄l̂t+2 − β3Êtl̄ŵt+2 − β3Êtk̄r̂t+2 + β3Êtk̂t+3 (3.167)

A partir de lo anterior, es posible seguir iterando hacia∞ y se encuentra la siguiente

forma funcional:

k̂t = Êt

∞∑
T=1

βT ĉt+T−1 − Êt

∞∑
T=1

βT w̄l̂t+T−1 − Êt

∞∑
T=1

βT l̄ŵt+T−1 − Êt

∞∑
T=1

βT k̄r̂t+T−1

k̂t = β

[
Êt

∞∑
T=1

βT−1ĉt+T−1 − Êt

∞∑
T=1

βT−1w̄l̂t+T−1 − Êt

∞∑
T=1

βT−1l̄ŵt+T−1 − Êt

∞∑
T=1

βT−1k̄r̂t+T−1

]

β−1k̂t = Êt

∞∑
T=1

βT−1ĉt+T−1−Êt
∞∑
T=1

βT−1w̄l̂t+T−1−Êt
∞∑
T=1

βT−1l̄ŵt+T−1−Êt
∞∑
T=1

βT−1k̄r̂t+T−1

β−1k̂t = Êt

∞∑
T=t

βT−tĉT − Êt

∞∑
T=t

βT−tw̄l̂T − Êt

∞∑
T=t

βT−tl̄ŵT − Êt

∞∑
T=t

βT−tk̄r̂T

Reorganizando términos, se tiene que

Êt

∞∑
T=t

βT−tĉT = β−1k̂t + Êt

∞∑
T=t

βT−tw̄l̂T + Êt

∞∑
T=t

βT−tl̄ŵT + Êt

∞∑
T=t

βT−tk̄r̂T (3.168)

La anterior ecuación describe la restricción presupuestaria de los hogares en flujos

hacia infinito.
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Iterar hacia el pasado la ecuación de Euler

Se parte de la siguiente ecuación ĉt = Etĉt+1 − βc̄Etr̂t+1, la cual se reescribe aśı:

Etĉt+1 = ĉt + βc̄Etr̂t+1

Ahora, se itera esta ecuación de forma recursiva desde un periodo T hacia atrás

hasta llegar a t, partiendo de lo siguiente:

ÊtĉT = ÊtĉT−1 + βc̄Êtr̂T (3.169)

Al rezagar un peŕıodo, se obtiene:

ÊtĉT−1 = βc̄Êtr̂T−1 + ÊtĉT−2 (3.170)

Ahora, se reemplaza la ecuación (3.170) en la ecuación (3.169) y sabiendo que

ÊtĉT−1 = ĉT−1.

ÊtĉT = βc̄Êtr̂T + βc̄Êtr̂T−1 + ÊtĉT−2

Al reescribir, se tiene:

ÊtĉT = βc̄[r̂T + r̂T−1] + ĉT−2

Si se itera repetitivamente con base en reemplazo de cT−i, hasta llegar al peŕıodo t,

se tiene la siguiente ecuación:

ÊtĉT = ĉt + Êt

T−1∑
T=t

βc̄r̂T+1 (3.171)

Combinar las ecuaciones iteradas hacia el futuro

Al reemplazar la ecuación (3.171) en la ecuación (3.168), se consigue que:

Êt

∞∑
T=t

βT−t

(
ĉt + Êt

T−1∑
T=t

βc̄r̂T+1

)
= β−1k̂t+Êt

∞∑
T=t

βT−tw̄l̂T+Êt

∞∑
T=t

βT−tl̄ŵT+Êt

∞∑
T=t

βT−tk̄r̂T
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Êt

∞∑
T=t

βT−tĉt+Êt

∞∑
T=t

βT−t
T−1∑
T=t

βc̄r̂T+1 = β−1k̂t+Êt

∞∑
T=t

βT−tw̄l̂T+Êt

∞∑
T=t

βT−tl̄ŵT+Êt

∞∑
T=t

βT−tk̄r̂T

Si se tiene en cuenta que para una variable cualquiera aT
8:

Et

∞∑
T=t

βT−t
T−1∑
T=t

aT =
β

1− β
Et

∞∑
T=t

βT−taT

Se consigue que:

Êt

∞∑
T=t

βT−tĉt+
β

1− β
Êt

∞∑
T=t

βT−tβc̄r̂T+1 = β−1k̂t+Êt

∞∑
T=t

βT−tw̄l̂T+Êt

∞∑
T=t

βT−tl̄ŵT+Êt

∞∑
T=t

βT−tk̄r̂T

Despejar la variable consumo

Reorganizando términos:

Êt

∞∑
T=t

βT−tĉt = β−1k̂t+Êt

∞∑
T=t

βT−tw̄l̂T+Êt

∞∑
T=t

βT−tl̄ŵT+Êt

∞∑
T=t

βT−tk̄r̂T−
β

1− β
Êt

∞∑
T=t

βT−tβc̄r̂T+1

Ahora, se hace uso de la siguiente propiedad de la sumatoria:

Et

∞∑
T=t

βT−taT = at + Et

∞∑
T=t

βT−tβaT+1

Aplicando lo anterior, se tiene:

Êt

∞∑
T=t

βT−tĉt = β−1k̂t + w̄l̂t + l̄ŵt + k̄r̂t + Êt

∞∑
T=t

βT−tw̄l̂T+1 + Êt

∞∑
T=t

βT−tl̄ŵT+1

+ Êt

∞∑
T=t

βT−tk̄r̂T+1 −
β

1− β
Êt

∞∑
T=t

βT−tβc̄r̂T+1

8También empleado por Preston (2005).
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Teniendo en cuenta que:

Et

∞∑
T=t

βT−tat =
1

(1− β)
at

El lado izquierdo de la ecuación cambia de la siguiente forma:

1

1− β
ĉt = β−1k̂t + w̄l̂t + l̄ŵt + k̄r̂t + Êt

∞∑
T=t

βT−tw̄l̂T+1 + Êt

∞∑
T=t

βT−tl̄ŵT+1

+ Êt

∞∑
T=t

βT−tk̄r̂T+1 −
β

1− β
Êt

∞∑
T=t

βT−tβc̄r̂T+1

Agrupando términos se tiene que

1

1− β
ĉt = β−1k̂t+w̄l̂t+l̄ŵt+k̄r̂t+Êt

∞∑
T=t

βT−tw̄l̂T+1+Êt

∞∑
T=t

βT−t l̄ŵT+1+Êt

∞∑
T=t

βT−t
[
k̄ − β

1− β
βc̄

]
r̂T+1

ĉt = (1−β)
[
β−1k̂t + w̄l̂t + l̄ŵt + k̄r̂t

]
+ Êt

∞∑
T=t

βT−t(1−β)w̄l̂T+1+ Êt

∞∑
T=t

βT−t(1−β)l̄ŵT+1

+ Êt

∞∑
T=t

βT−t
[
(1− β)k̄ − β2c̄

]
r̂T+1

La anterior ecuación describe la senda óptima de consumo de los hogares bajo

expectativas arbitrarias.

3.2.4 Formación de creencias de los agentes en el contexto de

aprendizaje dentro del modelo

Formación de las creencias o expectativas de los agentes

La formación de creencias se realiza a través de un sistema de ecuaciones que se

actualiza por medio de la ley de movimiento percibida por los agentes del modelo,

mediante el algoritmo de Mı́nimos Cuadrados Recursivos (MCR), que se expondrá más

adelante. Los agentes aprenden sobre los parámetros asociados al comportamiento de

las variables consumo de los hogares (ĉt), trabajo (l̂t), salario (ŵt), tasa de interés
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(r̂t), inversión (̂it), producto (ŷt), consumo de los empresarios (êt), patrimonio del

empresario (n̂t), mark-up de precios (p̂t), participación del empresario (f(ˆ̄ωt)) y

participación de los hogares (g(ˆ̄ωt)), bancarrota (ˆ̄ωt), pérdida de eficiencia (πt), función

de densidad acumulada (Φ(ˆ̄ωt)), capital de los hogares (k̂t+1) y capital de empresarios

(ẑt+1). En este, cada variable estará en función de las variables de estado, es decir,

del capital de los hogares (k̂t) y el capital de los empresarios (ẑt). A continuación se

presenta dicho sistema:

ĉt = ξc0 + ξc1k̂t + ξc2ẑt (3.172)

l̂t = ξl0 + ξl1k̂t + ξl2ẑt (3.173)

ŵt = ξw0 + ξw1 k̂t + ξw2 ẑt (3.174)

r̂t = ξr0 + ξr1k̂t + ξr2 ẑt (3.175)

ît = ξi0 + ξi1k̂t + ξz2 ẑt (3.176)

ŷt = ξy0 + ξy1 k̂t + ξy2 ẑt (3.177)

êt = ξe0 + ξe1k̂t + ξe2ẑt (3.178)

n̂t = ξn0 + ξn1 k̂t + ξn2 ẑt (3.179)

p̂t = ξp0 + ξp1 k̂t + ξp2 ẑt (3.180)

f(ˆ̄ωt) = ξ
f(ω̄)
0 + ξ

f(ω̄)
1 k̂t + ξ

f(ω̄)
2 ẑt (3.181)

g(ˆ̄ωt) = ξ
g(ω̄)
0 + ξ

g(ω̄)
1 k̂t + ξ

g(ω̄)
2 ẑt (3.182)

ˆ̄ωt = ξω̄0 + ξω̄1 k̂t + ξω̄2 ẑt (3.183)

π̂t = ξπ0 + ξπ1 k̂t + ξπ2 ẑt (3.184)

Φ(ˆ̄ωt) = ξ
Φ(ω̄)
0 + ξ

Φ(ω̄)
1 k̂t + ξ

Φ(ω̄)
2 ẑt (3.185)

k̂t+1 = ξk0 + ξk1 k̂t + ξk2 ẑt (3.186)

ẑt+1 = ξz0 + ξz1 k̂t + ξz2 ẑt (3.187)

El anterior sistema de formación de creencias puede expresarse en forma matricial

de la siguiente manera. Sea
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ZLMP
t = ΩtQt−1

ZLMP
t =



ĉt

l̂t

ŵt

r̂t

ît

ŷt

êt

n̂t

p̂t

f(ˆ̄ωt)

g(ˆ̄ωt)

ˆ̄ωt

π̂t

Φ(ˆ̄ωt)

k̂t+1

ẑt+1



; Ωt =



ξc0 ξc1 ξc2
ξl0 ξl1 ξl2
ξw0 ξw1 ξw2
ξr0 ξr1 ξr2
ξi0 ξi1 ξi2
ξy0 ξy1 ξy2
ξe0 ξe1 ξe2
ξn0 ξn1 ξn2
ξp0 ξp1 ξp2
ξ
f(ω̄)
0 ξ

f(ω̄)
1 ξ

f(ω̄)
2

ξ
g(ω̄)
0 ξ

g(ω̄)
1 ξ

g(ω̄)
2

ξω̄0 ξω̄1 ξω̄2
ξπ0 ξπ1 ξπ2
ξ
Φ(ω̄)
0 ξ

Φ(ω̄)
1 ξ

Φ(ω̄)
2

ξk0 ξk1 ξk2
ξz0 ξz1 ξz2



;Qt−1

 1

k̂t

ẑt



Como se observa, ZLMP
t es un subconjunto de la matrizWt y contiene los elementos

del sistema de ecuaciones del pronosticador bajo la Ley de Movimiento Percibida

(LMP).

Por otra parte, se tiene a:

ZLMR
t = T (ΩL

t )Qt−1

Es la ley de movimiento real de la economı́a. Esta ley de movimiento real es el resultado

del mapeo de expectativas que tienen los agentes, la cuál es retroalimentada por la

estimación de los parámetros de la ley de movimiento percibida por los agentes en el

periodo inmediatamente anterior. La representación matricial de la ley de movimiento

real (LMR) es la siguiente:
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ZLMR
t =



ĉt

l̂t

ŵt

r̂t

ît

ŷt

êt

n̂t

p̂t

f(ˆ̄ωt)

g(ˆ̄ωt)

ˆ̄ωt

π̂t

Φ(ˆ̄ωt)

k̂t

ẑt



;T (ΩL
t ) =



τ1,1 τ1,2 τ1,3

τ2,1 τ2,2 τ2,3

τ3,1 τ3,2 τ3,3

τ4,1 τ4,2 τ4,3

τ5,1 τ5,2 τ5,3

τ6,1 τ6,2 τ6,3

τ7,1 τ7,2 τ7,3

τ8,1 τ8,2 τ8,3

τ9,1 τ9,2 τ9,3

τ10,1 τ10,2 τ10,3

τ11,1 τ11,2 τ11,3

τ12,1 τ12,2 τ12,3

τ13,1 τ13,2 τ13,3

τ14,1 τ14,2 τ14,3

τ15,1 τ15,2 τ15,3

τ16,1 τ16,2 τ16,3



;Qt−1

 1

k̂t

ẑt



Se sabe que la solución del modelo bajo expectativas racionales implica que los

coeficientes ξ de cada modelo econométrico sean invariantes en el tiempo, es decir,

ξ1,t−1 = ξ1,t = ξ1,t+1. Además, implicaŕıa que el término de intercepto en el modelo

econométrico es estad́ısticamente no significativo, ξ0 = 0. Por tanto, es necesario

suponer que los agentes aprenden a partir de modelos econométricos cuando el término

de intercepto y el coeficiente de respuesta ante las variables regresoras, son variantes

en el tiempo, ξ0,t ̸= ξ0,t−1, ξ1,t ̸= ξ1,t−1 y ξ2,t ̸= ξ2,t−1.

Para llevar a cabo el proceso de aprendizaje, los agentes estiman las ecuaciones

(3.172) - (3.187), actualizando los coeficientes variantes en el tiempo a medida que

obtienen nueva información. Los únicos coeficientes que no se actualizan son los que

acompañan al choque tecnoloǵıa, como se dijo anteriormente. Para llevar a cabo la

estimación, se aplica la herramienta de Mı́nimos Cuadrados Recursivos (MCR) que se

explica a continuación.

A partir de la ecuación de simulación del ciclo de las variables de variable de estado

mı́nima en el peŕıodo t:
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Wt = T0(Ω
L
0,t) + T1(Ω

L
1,t)Kt−1 + T2(Ω

L
2,t)εt

Se define al algoritmo de Mı́nimos Cuadrados Recursivos (MCR) de la forma:

Rt = Rt−1 + g(Qt−1Q
′
t−1 −Rt−1) (3.188)

Ωt = Ωt−1 + g(R−1
t Qt−1)(Z

LMR
t − Ω′

t−1Qt−1) (3.189)

Donde:

• Ωt es el vector j-dimensional que contiene los coeficientes a estimar en el periodo

t, Ω′
t
j = [ξj0, ξ

j
1, ξ

j
2], con j = [c; l;w; r; i; y; e;n; p; f(ω̄); g(ω̄); ω̄; π; Φ(ω̄); k; z].

• Rt es la matriz de precisión que incluye las varianzas y las covarianzas.

• g es el parámetro de ganancia del algoritmo. Esta ganancia regula el peso que

atribuyen los agentes pronosticadores al error de pronósticos de las variables,

el cual se activa con los cambios generados por el choque de tecnoloǵıa. Para

comprender un poco mejor su función, suponga que g → 0. En tal caso, los

agentes le dan un nulo peso a los errores de pronóstico, y están estimando que

estos son totalmente transitorios y no implican un cambio en el valor real del

parámetro. En contraste, entre más grande sea el valor de g, los agentes toman

estos cambios como permanentes y le dan un gran peso a las variables.

En el presente trabajo, esta ganancia se trabajo de dos sentidos: (i) ganancia

constante, y (ii) ganancia decreciente en función del tiempo, es decir, con el

tiempo de denominador.

• Qt−1 es el vector de variables regresoras del modelo econométrico de los agentes

tal que Q′
t−1 = [1, kt, zt].

• Z ′
t
LMR = [ĉt; l̂t; ŵt; r̂t; ît; ŷt; êt; n̂t; p̂t; f(ˆ̄ωt); g(ˆ̄ωt); ˆ̄ωt; π̂t; Φ(ˆ̄ωt); k̂t; ẑt] es el vector de

variables dependientes.
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Conexión con el modelo original de expectativas racionales

El contenido de esta sección es el mismo que explica en la subsección del modelo con

fricción en el mercado de inversión, por lo cual no se desarrolla aqúı.

Ejemplo ilustrativo del proceso de actualización de expectativas

El contenido de esta sección es el mismo que explica en la subsección del modelo con

fricción en el mercado de inversión, por lo cual no se desarrolla aqúı.
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