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Resumen

Esta investigación desarrolló un modelo computacional basado en dinámica de fluidos para el análisis

hemodinámico de la enfermedad arterial coronaria, caracterizando el impacto de la morfologı́a de

la estenosis y la fisiologı́a microvascular sobre ı́ndices diagnósticos como la reserva fraccional de

flujo (FFR). Se implementó un solver para las ecuaciones de Navier-Stokes, mediante elementos

finitos de igual orden, estabilizado con términos SUPG/PSPG/LSIC y penalización de backflow,

utilizando FEniCSx y PETSc para la resolución paralela. El modelo se validó con benchmarks

estándar. Las geometrı́as arteriales parametrizadas, con estenosis de severidad y pendiente variables,

se acoplaron a árboles microvasculares sintéticos generados según la ley de Murray. Los resultados

mostraron que un modelo de ecuaciones estructurales que integra la reducción de área relativa y la

severidad de la estenosis predice el FFR con R2 = 0.85, mientras que la resistencia microvascular

no mostró una correlación significativa (p = 0.98), explicando menos del 0.01 % de su varianza.

Se identificaron zonas de bajo esfuerzo cortante (< 4 dyn/cm2) en regiones post-estenóticas y

bifurcaciones, condiciones pro-aterogénicas. Se concluye que bajo las condiciones evaluadas el FFR

está dominado por la geometrı́a de la estenosis, y que la caracterización morfológica cuantitativa

proporciona una base para modelos predictivos del diagnóstico funcional.

Palabras clave

Simulación hemodinámica, reserva fraccional de flujo, enfermedad arterial coronaria, dinámica de

fluidos computacional.

Abstract

This research developed a computational model based on fluid dynamics for the hemodynamic

analysis of coronary artery disease, characterizing the impact of stenosis morphology and

microvascular physiology on diagnostic indices such as fractional flow reserve (FFR). A solver for

the Navier-Stokes equations was implemented using equal-order finite elements, stabilized with

SUPG/PSPG/LSIC terms and backflow penalization, employing FEniCSx and PETSc for parallel

solving. The model was validated against standard benchmarks. Parameterized arterial geometries,
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with variable stenosis severity and slope, were coupled to synthetic microvascular trees generated

according to Murray’s law. Results showed that a structural equation model integrating relative area

reduction and stenosis severity predicts FFR with R2 = 0.85, while microvascular resistance showed

no significant correlation (p = 0.98), explaining less than 0.01% of its variance. Low wall shear

stress zones (< 4 dyn/cm2) were identified in post-stenotic regions and bifurcations, pro-atherogenic

conditions. It is concluded that under the studied conditions FFR is dominated by stenosis geometry

under maximal hyperemia, and that quantitative morphological characterization provides a basis for

predictive models of functional diagnosis.

Keywords

Hemodynamic simulation, fractional flow reserve, coronary artery disease, computational fluid

dynamics.
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1 Introducción

La enfermedad arterial coronaria (EAC) constituye uno de los desafı́os de salud pública más

importantes a nivel global y es una de las principales causas de mortalidad [1]. Esta patologı́a se

caracteriza por la estenosis progresiva o el estrechamiento de las arterias coronarias, un proceso

fundamentalmente impulsado por la aterosclerosis [2]. A nivel hemodinámico, este estrechamiento

altera drásticamente el flujo sanguı́neo, provocando un aumento de la velocidad a través de las

regiones restringidas y la formación de zonas de recirculación; además, en las zonas de recirculación

se genera un bajo esfuerzo de corte en las paredes, lo que activa las células endoteliales y promueve

la acumulación de placa [3, 4].

Tradicionalmente, el diagnóstico se ha apoyado en técnicas anatómicas como la Angiografı́a

Coronaria Invasiva (ICA) y la Angiografı́a Coronaria por Tomografı́a Computarizada (CTCA) [2].

Si bien estas ofrecen un detalle anatómico sin igual, la severidad anatómica de una lesión no siempre

se correlaciona con su impacto fisiológico en el flujo sanguı́neo [2,5]. Esta limitación cobra aún más

relevancia ante la Isquemia con Arterias Coronarias no Obstructivas (INOCA), una condición donde

los pacientes presentan sı́ntomas de angina o isquemia pero sin estenosis obstructivas significativas en

las arterias epicárdicas, un fenómeno estrechamente ligado a la Disfunción Microvascular Coronaria

(DMV) [6].

Para superar el enfoque puramente anatómico, se introdujo la evaluación funcional mediante la

Reserva Fraccional de Flujo (FFR), que mide la relación de presiones distal y proximal a una

estenosis bajo condiciones de hiperemia (flujo máximo) [2, 5]. Aunque la FFR ha transformado

el manejo clı́nico al guiar la intervención coronaria percutánea (PCI) de forma más precisa, sigue

siendo un procedimiento invasivo y, al igual que sus predecesores, no ofrece una visión directa ni

detallada de la microvasculatura [6].

En este contexto, la Dinámica de Fluidos Computacional (CFD) y el Método de los Elementos Finitos

(FEM) emergen como un paradigma innovador y no invasivo para el análisis hemodinámico. La

CFD permite simular el flujo sanguı́neo en geometrı́as arteriales reconstruidas a partir de imágenes

médicas, permitiendo el cálculo detallado de campos de presión, velocidad y variables cruciales

como el esfuerzo de corte de pared (WSS) [7]. Esta aproximación ha llevado al desarrollo de ı́ndices
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como la FFR virtual (vFFR), que busca estimar la FFR a partir de modelos computacionales basados

en imágenes médicas [7–9]. Este enfoque permite una evaluación de la estenosis de forma no invasiva

o mı́nimamente invasiva, a partir de datos de tomografı́a computarizada (TC) o angiografı́a [7, 8].

Estudios pioneros como DeFACTO y HeartFlow NXT validaron la viabilidad de la vFFR/FFR-CT,

demostrando niveles de precisión diagnóstica significativos en comparación con la FFR invasiva

[10, 11]. Sin embargo, los enfoques actuales de vFFR no están exentos de limitaciones. Una de

las crı́ticas más importantes es su dependencia de las condiciones de frontera, ya que son modelos

matemáticos simplificados para representar la microcirculación distal [12]. Además, las simulaciones

transitorias completas, que capturan la naturaleza pulsátil del flujo sanguı́neo a lo largo de todo

el ciclo cardı́aco, tienen un costo computacional muy elevado. Esto ha impulsado el desarrollo de

métodos alternativos basados en estado estacionario, que son mucho más rápidos pero sacrifican

parte de la fidelidad fisiológica [9].

La necesidad de refinar estos modelos, especialmente en la representación de la microvasculatura,

es crucial para extender su aplicabilidad a patologı́as como la DMV, donde la disfunción reside

precisamente en la dinámica que los modelos actuales simplifican [6]. El enfoque predominante

ha sido el uso de modelos de parámetros concentrados, como los modelos tipo Windkessel para

representar la resistencia y la compliancia del lecho distal y acoplarlos a una simulación 3D [9, 13],

o el acoplamiento multi-escala 3D-0D/1D para buscar condiciones más fisiológicas y especı́ficas

del paciente [9, 13]. En paralelo, el desarrollo de redes microvasculares sintéticas ha emergido

como una vı́a para representar de forma explı́cita la microcirculación distal, permitiendo reducir la

incertidumbre asociada a la simplificación en las condiciones de frontera [9].

Aprovechando este enfoque, la presente investigación desarrolla un modelo que integra la arteria

principal con una red microvasculares sintética para investigar la interacción hemodinámica entre

la EAC y la DMV. Al explorar esta relación, el estudio se propone caracterizar la sensibilidad del

ı́ndice FFR ante variaciones tanto en la morfologı́a de la estenosis como en la resistencia del lecho

distal, proporcionando una base para el desarrollo de herramientas diagnósticas que integren la

fisiologı́a completa y mejoren la interpretación de la condición clı́nica del paciente.

Con esto en cuenta, el trabajo se centra inicialmente en la implementación y validación de un solver
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de CFD en dos dimensiones que garantice la estabilidad numérica en el régimen de flujo coronario.

A continuación, se procede a la generación de redes microvasculares sintéticas cuya morfologı́a se

rige por leyes de escalamiento biológico. Estas herramientas se integran en un marco de simulación

que permite la evaluación sistemática de diversos escenarios mediante la parametrización de la

severidad de la estenosis arterial y el grado de disfunción microvascular. Finalmente, el análisis

de estos resultados busca caracterizar la interacción entre ambas patologı́as e identificar patrones

hemodinámicos que contribuyan a mejorar los criterios del diagnóstico funcional no invasivo.

2 Objetivos

2.1 Objetivo general

Desarrollar un modelo computacional basado en CFD para caracterizar el cambio en las variables

hemodinámicas ante la presencia de estenosis y disfunción microvascular, evaluando su impacto

sobre los ı́ndices de diagnóstico funcional.

2.2 Objetivos especı́ficos

2.2.1 Implementar el dominio sobre el cuál se construirá el modelo computacional.

2.2.2 Solucionar las ecuaciones de Navier-Stokes en el dominio planteado.

2.2.3 Validar la precisión y estabilidad del solver a través de la simulación de problemas de referencia

estándar.

2.2.4 Parametrizar las condiciones de frontera y el dominio para evaluar el impacto de la morfologı́a

y la resistencia microvascular en las variables asociadas a la hemodinámica.

3 Metodologı́a

La simulación precisa de la hemodinámica coronaria exige una metodologı́a robusta que combine el

modelado fı́sico de las ecuaciones gobernantes con estrategias de solución numérica eficientes y

estables. Esta sección describe el marco computacional utilizado.
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3.1 Ecuaciones gobernantes y formulación débil

En el contexto coronario, el CFD permite una resolución espacial y temporal de variables

hemodinámicas difı́cil de obtener in vivo. Especı́ficamente, permite cuantificar el impacto funcional

de una estenosis y analizar fenómenos locales clave para la aterosclerosis, como las zonas de

recirculación y las zonas de bajo esfuerzo de corte de pared (WSS) [3].

El flujo sanguı́neo en las arterias coronarias presenta una naturaleza compleja debido a su

composición celular. No obstante, en arterias de gran y mediano calibre, la velocidad de corte

es lo suficientemente elevada como para que la viscosidad se mantenga prácticamente constante.

En este sentido, estudios previos [14–16] han demostrado que un modelo newtoniano para la

sangre constituye una aproximación válida para el cálculo de variables hemodinámicas en estos

vasos. Por ejemplo, para velocidades medias como las de la arteria descendente anterior izquierda

(≈ 0, 2m/s) [17], el esfuerzo de corte de pared (WSS) es casi idéntico entre modelos newtonianos y

no-newtonianos [15].

Bajo esta premisa, se adoptan dos supuestos fundamentales para el desarrollo del modelo:

• Incompresibilidad: La sangre se considera un fluido de densidad constante, una aproximación

estándar en el estudio de grandes vasos donde las variaciones de presión no afectan el volumen

del fluido [4].

• Comportamiento Newtoniano: Se asume una relación lineal entre el esfuerzo y la

deformación con una viscosidad dinámica constante (µ ≈ 0.0035Pa · s) [4]. No obstante,

esta simplificación introduce imprecisiones locales en regiones de bajo esfuerzo de corte y

zonas de recirculación o división de flujo, donde el modelo newtoniano subestima el WSS

real [15, 16]. Asimismo, en escenarios de bajo número de Reynolds (≤ 100), omitir la

naturaleza no-newtoniana puede subestimar la caı́da de presión entre un 12% y un 23% [16].

En este estudio se simula la arteria descendente anterior izquierda, cuyos parámetros (descritos

en apartado 3.8.1) determinan un flujo con un número de Reynolds mayor a ese umbral

(Re ≈ (1.060×10−3 g/mm3)·(280 mm/s)·(2.41 mm)
3.5×10−3 g/(mm·s) ≈ 204).

Teniendo en cuenta estos supuestos, la velocidad y presión del fluido se describen mediante las
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ecuaciones de Navier-Stokes para flujo incompresible en estado transitorio, las cuales representan la

conservación del momento lineal y de la masa:

ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
= ∇ · σ(u, p) + f. (1a)

∇ · u = 0. (1b)

σ(u, p) = µ(∇u+ (∇u)T )− pI. (1c)

Donde u : Rd ×R+ → Rd, p : Rd ×R+ → R corresponden a velocidad y presión, respectivamente,

como funciones de espacio y tiempo, d ∈ {2, 3} es la dimensión espacial, ρ = 1060 kg/m3 es la

densidad de la sangre, µ = 0.0035Pa · s es la viscosidad dinámica [4] y f : Rd → Rd es una fuerza

externa aplicada al sistema.

A partir de σ, se define el esfuerzo cortante de pared (WSS) como la componente tangencial de la

tracción en la frontera:

τ⃗w = σ · n⃗− ((σ · n⃗) · n⃗)n⃗, (2)

Las ecuaciones (1a) y (1b), junto con unas condiciones de frontera Dirichlet g(t), una condición

inicial u0, y un dominio geométrico Ω ⊂ Rd conforman la formulación del problema en su versión

fuerte.

u(x, 0) = u0(x) (3a)

u(x, t) = g(t) ∀x ∈ ΓD (3b)

Donde ΓD ⊂ Ω es la parte de la frontera del dominio en la que se está prescribiendo la condición de

frontera.

Para resolver este problema usando CFD, se debe transformar a su forma variacional, también
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conocida como la formulación débil. Este procedimiento transforma una ecuación diferencial en un

problema algebraico definido sobre espacios funcionales de dimensión posiblemente infinita. Lo

que esto hace es permitir el uso de métodos del álgebra lineal para resolver un sistema del cual no se

conoce una solución analı́tica.

En términos prácticos, esto se consigue al multiplicar las ecuaciones por funciones de prueba

pertenecientes a espacios funcionales adecuados e integrando sobre el dominio Ω. Para el campo

de velocidades, se emplean funciones del espacio de Sobolev V = [H1(Ω)]d, que garantiza la

integrabilidad de las derivadas primeras, mientras que para la presión se utiliza el espacio Q = L2(Ω),

correspondiente a funciones de cuadrado integrable [18]. Al aplicar integración por partes sobre el

término del tensor de esfuerzos, se obtiene un sistema de ecuaciones donde las derivadas son de un

orden menor que en la formulación fuerte. A continuación se ejemplifica el proceso.

Primero, se multiplica la ecuación (1a) por una función de prueba v, y se integra sobre el dominio Ω,

∫
Ω

ρ(
∂u

∂t
+ u · ∇u) · v dx =

∫
Ω

∇ · σ(u, p) · v dx+

∫
Ω

f · v dx.

Se integra por partes el tensor de esfuerzos,

∫
Ω

ρ
∂u

∂t
·v dx+

∫
Ω

ρu ·∇u ·v dx = −
∫
Ω

σ(u, p) ·∇v dx+

∫
∂Ω

(σ(u, p) ·n) ·v ds+

∫
Ω

f ·v dx. (4)

Ahora se multiplica la ecuación (1b) por una función de prueba q,

∫
Ω

∇ · u · q dx = 0. (5)
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Se reorganiza la ecuación (4) y la ecuación (5) para definir las formas a y b que corresponden a las

ecuaciones de momento y conservación de masa, respectivamente:

a(u, p, v) =

∫
Ω

ρ
∂u

∂t
· v dx+

∫
Ω

ρu · ∇u · v dx+

∫
Ω

σ(u, p) · ∇v dx

−
∫
∂Ω

(σ(u, p) · n) · v ds−
∫
Ω

f · v dx,

(6)

b(u, q) =

∫
Ω

∇ · u · q dx. (7)

Finalmente, para que el problema sea computable, el dominio se discretiza en una malla de elementos

finitos. Esta etapa permite aproximar los espacios funcionales de dimensión infinita mediante

espacios de dimensión finita compuestos por polinomios por partes.

La formulación débil del problema es: encontrar u ∈ V y p ∈ Q tales que a(u, p, v) = 0 y

b(u, q) = 0 para todo v ∈ V y q ∈ Q. Donde V = [H1(Ω)]d y Q = L2(Ω).

3.2 Esquema numérico

La resolución de las ecuaciones de Navier-Stokes en geometrı́as complejas, como las arterias

coronarias, presenta varios retos numéricos que deben abordarse en la formulación del esquema.

El primero es el término convectivo u·∇u, que introduce una no linealidad inherente a las ecuaciones

de Navier-Stokes, lo que impide la resolución directa del problema en un solo paso algebraico. En

consecuencia, la solución numérica requiere un esquema que trate adecuadamente esta no linealidad.

Por otra parte, la integración temporal impone restricciones adicionales de estabilidad y costo

computacional. En una etapa inicial se exploraron estrategias explı́citas como el método de Euler y

aproximaciones semi-implı́citas con los métodos de Adams-Bashforth, que aproximan el término

convectivo evaluando u en pasos de tiempo anteriores ya conocidos (un,un−1, . . . ) en lugar de la

incógnita un+1. Esto linealiza el término, evitando resolver un sistema no lineal en cada paso. Sin

embargo, al tratar el término convectivo de forma no implı́cita, estos métodos quedan restringidos
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por la condición de Courant–Friedrichs–Lewy (CFL), que obliga a utilizar pasos de tiempo muy

pequeños para mantener la estabilidad y evitar la divergencia numérica [19].

Dada la rigidez del problema hemodinámico y la necesidad de utilizar pasos de tiempo mayores, en

este trabajo se adopta finalmente el método del punto medio implı́cito [20]. En particular, la derivada

temporal se aproxima como

∂u

∂t

∣∣∣∣
tn+1/2

≈ un+1 − un

∆t

y los términos espaciales (convectivo, viscoso y de presión) se evalúan en el estado de punto medio

un+1/2.

un+1/2 :=
un+1 + un

2
,

La discretización resultante conduce a un sistema no lineal en cada paso de tiempo, el cual se va a

resolver mediante el algoritmo iterativo de Newton-Raphson [20].

Como criterio de convergencia hacia el estado estacionario, se evalúa el cambio relativo del campo

de velocidades entre dos instantes de tiempo consecutivos. Se considera que el flujo ha convergido

cuando la norma L∞ de la diferencia, normalizada por la norma de la solución actual y el tamaño

del paso de tiempo, es inferior a una tolerancia predefinida ϵ:

∥un+1 − un∥L∞

∥un+1∥L∞∆t
< ϵ, (8)

donde se emplea ϵ = 10−3 para todas las simulaciones de este estudio.

Para garantizar estabilidad numérica con pares de interpolación de igual orden (P1/P1) y en

regı́menes con advección dominante, se añaden términos de estabilización a la formulación

variacional [21–24]. En todos los casos, se construyen a partir del residuo fuerte de la ecuación de

momento (1a).
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R(u, p) = ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u− f

)
−∇ · σ(u, p). (9)

A partir de R(u, p) se incorporan, de manera separada, los siguientes términos:

(i) SUPG (Streamline-Upwind Petrov–Galerkin). Este término introduce difusión numérica en

la dirección de las lı́neas de corriente para suprimir oscilaciones no fı́sicas en el campo de velocidad

cuando el transporte convectivo domina [22].

fSUPG(u, p, v) = τSUPG (u · ∇v) ·R(u, p), (10)

con parámetro de estabilización

τSUPG =

[(
2∥u∥2
h

)2

+

(
2

∆t

)2

+

(
4ν

h2

)2
]−1/2

. (11)

donde h es el tamaño local de la celda.

Antes de introducir el término de estabilización para la presión, es importante notar

que la discretización mixta de Navier-Stokes mediante elementos finitos requiere que

los espacios de aproximación de velocidad Vh y presión Qh satisfagan la condición de

Ladyzhenskaya-Babuška-Brezzi (LBB) o condición inf-sup [24]. Esta condición exige que exista

una constante β > 0, independiente del tamaño de malla h, tal que

ı́nf
qh∈Qh\{0}

sup
vh∈Vh\{0}

∫
Ω
qh∇ · vh dx

∥vh∥H1∥qh∥L2

≥ β,

lo que asegura la estabilidad del problema discreto y la existencia y unicidad de la solución.

En este trabajo se utiliza interpolación de igual orden P1/P1, es decir, funciones continuas lineales a

trozos (polinomios de grado 1 en cada elemento) tanto para la velocidad como para la presión. Este

par reduce el costo computacional pero no satisface la condición LBB, lo que se manifiesta como

oscilaciones no fı́sicas en el campo de presión y sistemas lineales mal condicionados. El término de
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estabilización PSPG que se introduce a continuación está diseñado para corregir esta deficiencia,

suprimiendo las oscilaciones al añadir difusión numérica controlada por el residuo R(u, p) de la

ecuación de momento (9).

(ii) PSPG (Pressure-Stabilizing Petrov–Galerkin). Este término estabiliza el campo de presión

y permite el uso de pares de igual orden evitando el “ruido” espurio asociado a la violación de la

condición LBB [21].

fPSPG(u, p, q) = τPSPG ∇q ·R(u, p), τPSPG := τSUPG. (12)

donde se emplea el mismo τ para ambos términos, como es habitual en las formulaciones

estabilizadas residuales SUPG/PSPG [21, 22].

(iii) LSIC (Least-Squares Incompressibility Constraint). Este término penaliza desviaciones de

la condición de incompresibilidad en el problema discreto, mejorando la estabilidad y robustez del

esquema numérico, especialmente en mallas complejas o flujos dominados por la advección [23]. Se

define como:

fLSIC(u, v) = νLSIC (∇ · v) ρ (∇ · u), (13)

donde νLSIC representa el parámetro de viscosidad artificial intrı́nseco de la estabilización, el cual se

calcula localmente en cada elemento mediante:

νLSIC :=
h

2
∥u∥2 z, (14)

donde h es la longitud caracterı́stica del elemento triangular, definida como el diámetro de su

circunferencia circunscrita.

El factor adimensional z actúa como una función de amortiguamiento basada en el número de

Reynolds local del elemento (Re). Regula la magnitud de la estabilización introducida para evitar la
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sobre-estabilización en regı́menes difusivos. Siguiendo el enfoque de Tezduyar [25], este parámetro

se define como

z =


(
Re

3

)
, si Re ≤ 3,

1, si Re > 3.

(15)

El sistema no lineal que resulta de la discretización de la formulación débil puede representarse

como F (u, p) = 0, donde

F (u, p) =

A(u)
B(p)

 , con
Ai(u, p) := a(u, p, vi) + fSUPG(u, p, vi) + fLSIC(u, vi),

Bi(u, p) := b(u, qi) + fPSPG(u, p, qi).
(16)

siendo {vi}ni=1 y {qi}ni=1 bases de los espacios discretos de prueba de velocidad y presión, Vh y Qh,

respectivamente. El sistema se resuelve entonces mediante el método de Newton-Raphson:

xk+1 = xk − J(xk)
−1F (xk), k = 0, 1, 2, . . . (17)

donde J(x) es la matriz Jacobiana del residuo, definida por Jij(x) := ∂Fi/∂xj , y xk = [uk pk]
T

es el vector que contiene los coeficientes de expansión de la solución en la iteración k, y x0 es la

aproximación inicial.

El sistema lineal para la actualización de Newton-Raphson J(xk)∆xk = −F (xk) presenta una

estructura de punto de silla tı́pica de problemas de Stokes y Navier-Stokes [26]. Esta estructura

surge porque la presión actúa como un multiplicador de Lagrange que impone la restricción de
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incompresibilidad ∇ · u = 0, dando lugar a una matriz de bloques 2× 2 de la formaA BT

B −C

∆u

∆p

 =

Ru

Rp

 ,

donde A discretiza el operador de momento, B y BT corresponden a la divergencia y al gradiente

de presión, y C es nulo o muy pequeño en el caso estabilizado. La presencia del bloque C pequeño

o nulo hace que la matriz sea indefinida, con autovalores tanto positivos como negativos [27].

Esto descarta el uso de solucionadores para matrices definidas positivas como el método del

Gradiente Conjugado [26] y puede deteriorar la convergencia de métodos de Krylov si no se

emplea un precondicionamiento adecuado [28]. Para abordarlo, se recurre a estrategias basadas

en el complemento de Schur que desacoplan los campos de velocidad y presión dentro del solver

iterativo [26, 27].

Los bloques de esta matriz corresponden a las derivadas parciales de los residuos (16) respecto a las

variables evaluadas en la iteración k:

• Aij =
∂Ai

∂uj

corresponde a la conservación de momento.

• (BT )ij =
∂Ai

∂pj
corresponde al gradiente de presión.

• Bij =
∂Bi

∂uj

corresponde al operador de divergencia de velocidad.

• Cij = −∂Bi

∂pj
corresponde al término de estabilización de presión PSPG.

Los vectores del lado derecho, (Ru)i = −Ai(uk, pk) y (Rp)i = −Bi(uk, pk), representan los

residuos del sistema en la iteración actual.

Para resolver la apartado 3.2 de forma eficiente, se emplea un precondicionador basado en el

complemento de Schur [26]. El complemento de Schur asociado al bloque de presión se define como

S := −C −BA−1BT . (18)
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Una manera equivalente de ver el desacoplamiento es mediante la eliminación de ∆u:

∆u = A−1
(
Ru −BT∆p

)
, (19)

S∆p = Rp −BA−1Ru. (20)

En la implementación, el sistema se resuelve con un método de Krylov global (FGMRES) [29] y

una descomposición por campos (FieldSplit) con factorización de tipo Schur [26]. En particular, se

utiliza una factorización triangular inferior y una aproximación interna de Schur de PETSc de tipo

selfp [27].

Cada aplicación del precondicionador requiere resolver aproximadamente el bloque de velocidad

A y el bloque de presión (aproximación de S). Para ello, se emplean métodos iterativos con

precondicionamiento aditivo de Schwarz (ASM): GMRES+ASM para el bloque de velocidad y un

solver tipo ASM para el bloque de presión [30].

Finalmente, cuando no se prescribe presión mediante condiciones de Dirichlet, el sistema presenta

un espacio nulo asociado a presiones constantes. Para garantizar la convergencia del método de

Krylov, este espacio nulo se construye y se incorpora explı́citamente en el solver [26].

3.3 Benchmarks para validación

Antes de proceder con las simulaciones orientadas al estudio de la hemodinámica coronaria, es

necesario asegurar que la implementación del solver sea robusta y capaz de resolver con precisión

las ecuaciones de Navier-Stokes. En este sentido, se realizaron dos pruebas de validación utilizando

escenarios estándar de la literatura.

3.3.1 Flujo 2D en Cavidad Inducida por Tapa (Lid-Driven Cavity)

Este benchmark se define tal como se describe en [31], posteriormente se comparan los resultados

contra los reportados en ese mismo estudio.
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El dominio se define sobre un cuadrado unitario

Ω = (0, 1)× (0, 1), ∂Ω = Γlid ∪ Γwalls, (21)

donde Γlid = {(x, y) ∈ ∂Ω : y = 1} es la tapa móvil y Γwalls = ∂Ω \ Γlid corresponde a las otras

tres paredes.

Se consideran las ecuaciones de Navier–Stokes incompresibles en Ω con condición de no

deslizamiento en toda la frontera y velocidad prescrita en la tapa:

(u, v) = (U, 0) en Γlid,

(u, v) = (0, 0) en Γwalls,
(22)

y una condición inicial en reposo,

(u, v)(x, y, 0) = (0, 0) ∀(x, y) ∈ Ω \ Γlid. (23)

El número de Reynolds del problema se define como

Re =
U L

ν
, L = 1, (24)

donde U es la velocidad de la tapa, la longitud caracterı́stica L corresponde a la longitud de el lado

del dominio y ν es la viscosidad cinemática.

El benchmark se resolvió para Re = 1000. Se escogió este número de Reynolds porque de los

disponibles en el benchmark era el más cercano a los valores tı́picos del flujo coronario [4].

Los resultados obtenidos para este escenario se presentan detalladamente en la Sección 4.1.
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3.3.2 Flujo alrededor de un cilindro (Benchmark DFG 2D-1)

Este benchmark corresponde al caso 2D-1 del proyecto de benchmarking de la DFG/FeatFlow [32].

La geometrı́a consiste en un canal bidimensional con un obstáculo circular, definido por

Ω = [0, 2.2]× [0, 0.41] \ Br(c), c = (0.2, 0.2), r = 0.05, (25)

donde Br(c) es el disco de radio r centrado en c.

Figura 1: Geometrı́a del benchmark DFG 2D-1.

Se consideran las ecuaciones de Navier–Stokes incompresibles (adimensionalizadas con ρ = 1) en

Ω, con viscosidad cinemática ν = 0.001.

∂tu− ν∆u+ (u · ∇)u+∇p = 0, ∇ · u = 0, (26)

En las paredes superior e inferior del canal y sobre la frontera del disco se prescribe condición de

frontera de no deslizamiento:

u = 0 en Γwalls ∪ Γdisk, (27)

donde Γwalls = ([0, 2.2]× {0}) ∪ ([0, 2.2]× {0.41}) y Γdisk = ∂Br(c).

En la entrada Γin = {0} × [0, 0.41] se prescribe un perfil parabólico constante en el tiempo,

u(0, y) =

(
4U y (0.41− y)

0.412
, 0

)
, U = 0.3, (28)

mientras que en la salida Γout = {2.2} × [0, 0.41] se emplea una condición de tipo Neumann
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(do-nothing),

ν ∂n⃗u− p n⃗ = 0. (29)

El número de Reynolds se define usando la velocidad media asociada al perfil de entrada. Dado

U = 0.3, se tiene Umean = 0.2, y tomando como longitud caracterı́stica el diámetro del cilindro

L = 2r = 0.1 se obtiene

Re =
Umean L

ν
=

0.2 · 0.1
0.001

= 20. (30)

Para la comparación de resultados se miden las fuerzas de arrastre y sustentación sobre el cilindro.

Definiendo el tensor de esfuerzos como

σ := ν
(
∇u+ (∇u)T

)
− pI, (31)

las fuerzas se obtienen mediante FD

FL

 =

∫
Γdisk

σ n⃗ ds, (32)

donde η es el vector normal exterior al cı́rculo (apuntando hacia el fluido). Los coeficientes

adimensionales correspondientes se definen como

CD =
2

ρU2
mean L

FD, CL =
2

ρU2
mean L

FL. (33)

Para el caso Re = 20, el flujo alcanza un estado estacionario. La simulación transitoria se realiza

hasta que se satisfaga el criterio de convergencia relativa definido en la ecuación (8).

3.4 Geometrı́a arterial, EAC parametrizable

Para estudiar de forma controlada el efecto de la Enfermedad Arterial Coronaria (EAC) en las

variables hemodinámicas, se construyen geometrı́as arteriales bidimensionales con una estenosis

simétrica parametrizada. Se usa un parámetro continuo que permite recorrer desde un vaso sano

hasta estenosis severas.
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Se considera un canal bidimensional de longitud L a lo largo del eje x, donde la posición axial está

dada por x ∈ [0, L]. El eje central del canal se ubica en y = Rin. Para permitir vasos con perfil

variable, se fijan dos radios base Rin y Rout en la entrada y la salida. Se describe el radio a lo largo

del vaso como

Rtaper(x) := Rin + (Rout −Rin)
x

L
, x ∈ [0, L]. (34)

Sobre este perfil base sano, se parametriza el grado de estenosis con una severidad adimensional

η ∈ [0, 1], Rmı́n(η) = (1− η)Rtaper(xm), (35)

donde xm ∈ (0, L) es la posición axial (centro) de la estenosis y Rmı́n indica el radio interior efectivo

en ese punto. De este modo, η = 0 representa un modelo completamente sano y η → 1 refleja una

constricción de severidad extrema.

La frontera del dominio de flujo está determinado por la pared superior en ytop(x) = Rin + r(x) y la

inferior en ybot(x) = Rin − r(x). El perfil del radio local r(x) se define por tramos continuos. Fuera

de la región de estenosis, el canal mantiene su estrechamiento fisiológico natural:

r(x) = Rtaper(x), x ∈ [0, xm − d] ∪ [xm + d, L]. (36)

La distancia d controla qué tan pronunciada es la transición y se define a partir de un parámetro de

pendiente ajustable α > 0 como

d =
Rtaper(xm)−Rmı́n

α
. (37)

Para asegurar la continuidad y suavidad de la geometrı́a, la interpolación se establece mediante las

siguientes condiciones en los extremos de la región y en el punto central de la estenosis:

r(xm − d) = Rtaper(xm − d), r(xm) = Rmı́n, r(xm + d) = Rtaper(xm + d),

r′(xm − d) = R′
taper(xm − d), r′(xm) = R′

taper(xm), r′(xm + d) = R′
taper(xm + d).

21



Para cumplir estas condiciones, se usan curvas de Bézier cúbicas, una para x ∈ [xm − d, xm] y otra

para x ∈ [xm, xm + d]. Si bien cada una debe pasar solo por dos puntos de control, es necesario que

la curva sea cubica porque no es posible que un polinomio cuadrático tenga la misma derivada en

dos puntos (R′
taper es constante).

Se define la reducción del radio respecto a Rtaper como una curva de Bézier cúbica h(t) para el

intervalo axial x ∈ [xm − d, xm], donde t ∈ [0, 1] es el parámetro de la curva. Los puntos de control

para la coordenada radial de esta reducción son h0 = 0, h1 = 0, h2 = hsten y h3 = hsten (siendo

hsten = Rtaper(xm)−Rmı́n). El polinomio resultante es:

h(t) = (1− t)3h0 + 3(1− t)2th1 + 3(1− t)t2h2 + t3h3 = hsten(3t
2 − 2t3). (38)

Para la coordenada axial x(t), se emplea otra curva de Bézier que permite controlar la distribución

de los elementos de malla mediante un parámetro de tensión τ ∈ [0, 1]. Los puntos de control axiales

son x0 = xm − d, x1 = x0 + τd, x2 = xm − τd y x3 = xm:

x(t) = (1− t)3x0 + 3(1− t)2tx1 + 3(1− t)t2x2 + t3x3. (39)

Este esquema paramétrico se aplica de forma simétrica para la mitad distal del vaso (x ∈ [xm, xm +

d]), completando la geometrı́a de la estenosis.

La discretización espacial se realiza con elementos triangulares generados con GMSH mediante el

algoritmo MeshAdapt [33] (Figura 2a). Adicionalmente, se desarrolló una variante de mallado

estructurado transfinito (Figura 2b) que preserva exactamente la simetrı́a radial del dominio,

empleada como verificación para evaluar la influencia de la discretización sobre la simetrı́a del flujo.

3.5 Geometrı́a del lecho microvascular

Para representar la red microvascular, se genera un árbol arterial. La geometrı́a se construye mediante

bifurcaciones simétricas progresivas.
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Figura 2: Ejemplo de geometrı́a arterial mallada generada con η = 0.6 y α = 0.3: (a) malla no
estructurada, (b) malla estructurada transfinita.

El descenso del radio entre las ramas de cada nivel vascular sigue la ley de Murray [34]. Asumiendo

una bifurcación simétrica y un exponente estándar γ = 3, el radio de las ramas hijas rh se relaciona

con el radio de la rama padre rp mediante:

r3p = 2r3h =⇒ rh = rp 2
−1/3. (40)

La longitud L de los segmentos en red es directamente proporcional a su radio particular mediante

una constante de proporción λ:

L = λr. (41)

En cuanto a la orientación de las ramas, cada bifurcación desvı́a las ramas hijas respecto a la

dirección de la rama padre en 35◦.
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Figura 3: Geometrı́a de ejemplo para un árbol microvascular con 3 generaciones y relación de
aspecto λ = 16.

3.6 Condiciones de frontera

La presión de entrada pin se impone de forma débil tal como se describe en [35], lo que permite

prescribir simultáneamente condiciones de presión y de velocidad sobre la misma frontera Γin.

Siguiendo la formulación de [35], el término de frontera del tensor de esfuerzos sobre Γin en (4) se

reemplaza por:

∫
Γin

pin (v · n⃗) ds. (42)

Adicionalmente, para mejorar la estabilidad numérica, se decidió prescribir que la componente

tangencial de la velocidad en el inlet sea nula, es decir, uT := u− (u · n⃗) n⃗ = 0 sobre Γin. Puesto

que la frontera de entrada es tratada de forma débil, esta condición no puede imponerse como una

restricción de Dirichlet. Por ello, se emplea el método de Nitsche [36], que permite imponer de

forma consistente y estable condiciones de frontera de tipo Dirichlet de forma débil.

El método de Nitsche para la condición uT = 0 introduce en el residuo los tres términos siguientes

[37]:

−
∫
Γin

(
2µ ε(u) · n⃗

)
· vT ds−

∫
Γin

(
2µ ε(v) · n⃗

)
· uT ds+

βNµ

h

∫
Γin

uT · vT ds, (43)
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donde vT = v − (v · n⃗) n⃗ es la componente tangencial de la función de prueba, h es la longitud

caracterı́stica de la celda, definida especı́ficamente como el diámetro de la circunferencia circunscrita

a cada elemento triangular, y βN > 0 es el parámetro de penalización de Nitsche. El primer término

es la consistencia adjunta de la condición, el segundo garantiza la simetrı́a de la formulación, y el

tercero es el término de penalización que asegura la coercividad del problema y el cumplimiento de

la condición uT = 0. La formulación resultante es consistente (la solución exacta satisface la forma

débil), simétrica e incondicionalmente estable para valores suficientemente grandes de βN .

En el outlet Γout, la condición de salida se impone de forma débil prescribiendo una presión pnout

sobre la frontera. Esto se logra de la misma forma que con la presión en la frontera de entrada,

añadiendo el término que reemplaza al término de tracción natural del tensor de esfuerzos sobre

Γout: ∫
Γout

pnout (v · n⃗) ds. (44)

No obstante, la condición de presión impuesta débilmente en el outlet puede inducir inestabilidades

numéricas cuando el flujo local se invierte, por ejemplo, al paso de vórtices o en régimen pulsátil.

En esos instantes, el flujo que retrocede introduce energı́a cinética al sistema, lo que puede llevar a

la divergencia del método [38,39]. Para suprimir este fenómeno, se añade el término de penalización

de backflow propuesto en [38]:

−
∫
Γout

βb ρ (u
n−1 · n⃗)− (u · v) ds, (45)

donde βb > 0 es el parámetro de penalización y

(un−1 · n⃗)− = 1
2

(
un−1 · n⃗ − |un−1 · n⃗|

)
es la parte negativa de la velocidad normal evaluada en el paso anterior, de modo que el término solo

penaliza donde el flujo retrocede.

La elección de pnout requiere especial atención. La presión en la salida del dominio no es

independiente de la geometrı́a simulada, ya que a mayor severidad de la estenosis, mayor es

el gradiente de presión a través del vaso, y la presión en el outlet también depende de la
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resistencia hidráulica en la microvasculatura distal que no se simula explı́citamente por completo.

En consecuencia, la presión de salida no puede prescribirse directamente a partir de datos conocidos

a priori. Tampoco es adecuado imponer una condición de velocidad media en la salida, pues fijarı́a

el caudal que atraviesa la estenosis, cuando este debe ser una consecuencia de la interacción entre la

geometrı́a y la resistencia distal; al predeterminar el caudal se condiciona artificialmente la caı́da de

presión y, por tanto, la FFR.

Una elección consistente con la fisiologı́a es suponer una relación lineal entre el flujo volumétrico Q

y la presión en el outlet:

pout = R ·Q, (46)

donde R es la resistencia vascular periférica del lecho distal. Esta condición modela el dominio no

simulado aguas abajo del outlet y es independiente de la geometrı́a interna del dominio principal.

La relación (46) es consistente con un flujo de Poiseuille completamente desarrollado [40], donde

la caı́da de presión es proporcional al caudal. Esta suposición es pertinente en la microvasculatura,

dado que los radios de los vasos capilares son muy pequeños, el número de Reynolds local es bajo y

el flujo es efectivamente laminar y completamente desarrollado [41].

En la implementación se adopta un acoplamiento explı́cito: la presión de salida en el paso n se

calcula con el caudal del paso anterior,

pnout = R ·Qn−1, Qn−1 =

∫
Γout

un−1 · n⃗ ds. (47)

3.6.1 Resistencia para el árbol microvascular

Para el escenario acoplado de la estenosis con el árbol microvascular explı́cito, la condición de

frontera de resistencia prescrita en los terminales del árbol debe reflejar la resistencia total del lecho

microvascular (Rtarget), descontando la resistencia propia de la parte de la red microvascular que

sı́ es simulada de forma explı́cita (Rarbol). Por lo tanto, el valor de resistencia a prescribir en las

fronteras terminales del árbol es:

Rout = Rtarget −Rarbol. (48)
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El valor de Rarbol se puede aproximar de forma analı́tica aprovechando que se conoce el radio de los

vasos en cada nivel gracias a la ley de Murray (ecuación (40)). Para este desarrollo se asume el perfil

de flujo de Poiseuille para conductos cilı́ndricos; no se consideran efectos de tensión superficial,

fuerzas de adherencia ni partı́culas en suspensión. Bajo estas condiciones, la resistencia hidráulica

de un vaso de radio r y longitud L viene dada por [41]:

R =
8µL

πr4
(49)

En la generación de la geometrı́a del árbol microvascular, la longitud del vaso en cada nivel mantiene

una proporción fija con el radio, de manera que L = λr (ecuación (41)). Al sustituir esta definición,

se obtiene que la resistencia particular de un vaso en el primer nivel del árbol (de radio r0) es:

R0 =
8µλ

πr30
(50)

Luego, la ley de Murray especifica que para una bifurcación simétrica se cumple que r3padre = 2r3hija,

por lo que el radio para cualquier rama en un nivel del árbol j es:

rj = rj−1 2
−1/3

rj = r0

j∏
i=1

2−1/3

rj = r0 2
−j/3 (51)

Con esto, la resistencia local de un vaso en el nivel j es:

Rvaso,j =
8µλ

πr3j
=

8µλ

π (r0 2−j/3)
3 = R0 2

j (52)

Hay que tener en cuenta que en cada nivel del árbol, existen 2j vasos idénticos dispuestos en paralelo.

Por lo tanto, el caudal total del sistema (Qtotal) se divide equitativamente y cada vaso transporta una

fracción del flujo: Qj = Qtotal/2
j .
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Al ser un sistema simétrico, la caı́da de presión ∆Pj al atravesar el nivel j es la misma en cualquier

vaso: ∆Pj = Rvaso,j ·Qj . Sustituyendo la porción de caudal correspondiente se observa que:

∆Pj = Rvaso,j

(
Qtotal

2j

)
=

(
Rvaso,j

2j

)
Qtotal (53)

La resistencia de un nivel entero se define como la razón entre su caı́da de presión y el caudal total

del sistema:

Rnivel,j =
∆Pj

Qtotal

(54)

Reemplazando la caı́da de presión (53) se obtiene:

Rnivel,j =
Rvaso,j

2j
=

R0 2
j

2j
= R0 (55)

La resistencia total del árbol se obtiene sumando las resistencias de cada nivel:

Rarbol =

Ngen−1∑
j=0

Rnivel,j =

Ngen−1∑
j=0

R0 = Ngen
8µλ

πr30
(56)

3.7 Plataforma para la implementación

La implementación del modelo numérico se construye sobre un ecosistema de código abierto,

priorizando la reproducibilidad de los resultados. El código fuente y las instrucciones para la

instalación y ejecución de los experimentos se encuentran disponibles de forma abierta en el

repositorio github.com/JuanJoZP/cfd-hemodynamic.

El desarrollo se basa en la integración de dos librerı́as principales que permiten abordar la

complejidad del problema:

FEniCSx: Se utiliza para la definición de las formas variacionales y su asociación con la geometrı́a

del dominio [42]. Esta librerı́a permite realizar la discretización y el ensamblaje del sistema de

ecuaciones, integrando las condiciones de frontera previamente definidas.
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PETSc: Se encarga de resolver los sistemas de ecuaciones resultantes de forma paralela y eficiente

[43]. En este sentido, se emplea el método de Newton-Raphson para la no linealidad y los métodos

de Krylov para la resolución iterativa de los sistemas lineales, garantizando un alto rendimiento

computacional.

El sistema ha sido diseñado bajo una arquitectura modular de tres capas que separa la fı́sica del

problema, el método numérico y la orquestación del experimento:

Scenario: Define la fı́sica del problema, incluyendo la geometrı́a del dominio, las propiedades

del fluido y las condiciones iniciales y de frontera. Toda nueva configuración fı́sica se implementa

heredando de esta clase abstracta, lo que garantiza una interfaz consistente y permite extender el

sistema a nuevas geometrı́as únicamente implementando los métodos esenciales.

Solver: Contiene el esquema numérico para la resolución de las ecuaciones de Navier–Stokes

incompresibles. Este componente gestiona la definición de las formas variacionales, la integración

temporal y la aplicación de condiciones de frontera. Debido a su diseño modular, distintos esquemas

de solución pueden intercambiarse de forma transparente sin alterar la definición del escenario

fı́sico.

Simulation: Actúa como el orquestador del experimento. Recibe instancias de Scenario y Solver

para gestionar el bucle temporal, la persistencia de resultados y la trazabilidad de parámetros. Al

desacoplar la lógica de ejecución de la fı́sica y el esquema numérico, permite realizar estudios

paramétricos combinando cualquier par de componentes sin necesidad de reescribir código.

Esta separación en capas permite, por ejemplo, evaluar distintos esquemas numéricos sobre una

misma geometrı́a, o probar diferentes condiciones de frontera sin modificar el solver. Para incorporar

un nuevo escenario basta con implementar una subclase de Scenario; para añadir un nuevo

esquema numérico, una subclase de Solver.

Especı́ficamente para el escenario de la enfermedad coronaria, se combinan las geometrı́as de

la arteria y de la microvasculatura. Estas simulaciones se parametrizan mediante un sistema de

configuración que abarca desde la morfologı́a vascular hasta los esquemas de estabilización numérica.
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Los parámetros disponibles están consolidados en la Tabla 1.

Tabla 1: Parámetros de entrada para el sistema de modelado y simulación coronaria.

Categorı́a Nombre Rango Descripción

Arteria L [mm] R+ Longitud axial total del segmento.
R in [mm] R+ Radio del vaso en la sección de entrada x = 0 (ecuación (34)).
R out [mm] R+ Radio del vaso en la sección de salida x = L (ecuación (34)).
stenosis pos [0, 1] Centro axial de la lesión como fracción xm/L.
severity (η) [0, 1) Grado de oclusión radial fraccionaria (ecuación (35)).
slope (α) R+ Pendiente de la transición de la estenosis (ecuación (37)).
tension (τ ) [0, 1] Parámetro de tensión para el mapeo axial x(t) (ecuación (39)).
res [mm] R+ Resolución de la malla (tamaño caracterı́stico de celda h).

Árbol 2D n gen Z+ Cantidad de niveles de ramificación binaria (apartado 3.5).
tree gamma R+ Exponente γ de la ley de Murray para radios (ecuación (40)).
tree angle [◦] [0, 180] Ángulo de apertura en cada bifurcación.
tree len ratio R+ Relación de aspecto λ = L/r de los vasos (ecuación (41)).
tree asym [0, 1] Factor de reparto de flujo entre ramas (0.5 para simetrı́a).
couple slope R+ Pendiente de la transición entre la arteria y el árbol.

Solver T [s] R+ Tiempo fı́sico total de la simulación.
dt [s] R+ Paso de tiempo para la integración temporal.
p inlet [mmHg] R Presión estática prescrita en la entrada (ecuación (42)).
R resistance R+

0 Resistencia periférica total del lecho distal (ecuación (46)).
v max [mm/s] R+

0 Velocidad para el perfil de inicialización (Stokes).
rho [g/mm3] R+ Densidad del fluido (sangre).
mu [g/mm·s] R+ Viscosidad dinámica del fluido.
p grade {1, 2} Orden polinomial de la discretización (hp-refinement).
beta nitsche R+ Penalización para condición tangencial uT = 0

(ecuación (43)).
beta backflow R+

0 Estabilización ante flujos reversos en salida (ecuación (45)).
early stop R+ Tolerancia para alcanzar estado estacionario.

Finalmente, con el objetivo de garantizar la trazabilidad, cada resultado se almacena junto con

sus metadatos correspondientes. La información se organiza automáticamente en subcarpetas con

una jerarquı́a que identifica claramente el tipo de simulación, el solver empleado y los parámetros

especı́ficos de la ejecución, facilitando el post-procesamiento y los análisis posteriores.
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3.8 Simulación

3.8.1 Parámetros de la simulación

La geometrı́a del segmento arterial se parametrizó con base en medidas morfométricas de la arteria

descendente anterior izquierda (LAD) obtenidas mediante angiogramas coronarios y angiografı́a

de rayos X. La longitud del segmento se fijó en L = 138mm, valor que cae dentro del rango de

72.46–144.78mm reportado en [44]. El radio de entrada se estableció en Rin = 1.57mm, mientras

que el radio de salida se fijó en Rout = 1.20mm, de acuerdo a los valores reportados en [45].

La presión de entrada se fijó en pin = 70mmHg, valor representativo de la presión diastólica

normal [46]. Para las propiedades del fluido se adoptaron valores estándar de la sangre: densidad

ρ = 1.060 × 10−3 g/mm3 y viscosidad dinámica µ = 3.5 × 10−3 Pa · s [4]. Para el esquema

numérico se seleccionó un paso de tiempo ∆t = 10−4 s, un parámetro de penalización de backflow

βb = 0.6 y un parámetro de Nitsche βN = 100.

Para el árbol microvascular, se decidió generar 3 niveles. En la arteria y en los primeros niveles

del árbol (j = 0, 1, 2), el número de Reynolds se mantiene en el orden de 101–102 (e.g., Re ≈ 204

en la arteria, Re ≈ 102 en j = 1), por lo que los efectos inerciales son importantes y se requiere

simulación numérica. En cambio, a partir del tercer nivel, simulaciones preliminares mostraron

que el número de Reynolds es bajo (Re < 5), los efectos inerciales se vuelven menores y la

dinámica converge hacia un flujo de Stokes completamente desarrollado, que puede aproximarse

analı́ticamente [40, 41].

Por otro lado, el valor de la resistencia de salida R se estimó a partir de mediciones promedio de

presión y flujo en pacientes sanos. Según [17], la velocidad de flujo media en la LAD a nivel distal

es de vmedia = 280mm/s. La velocidad media sobre un diámetro transversal de altura h se expresa

como:

vmedia =
1

h

∫ h

0

v(y) dy.

Asumiendo que el flujo es laminar y, por lo tanto, la velocidad es normal a la sección transversal, se
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puede relacionar el caudal Q con la velocidad media de la siguiente manera:

Q =

∫ h

0

(v(y) · n) dy =

∫ h

0

v(y) dy = vmedia · h. (57)

Entonces, al considerar un diámetro h = 2.41mm, el flujo resulta en Q = 280mm/s · 2.41mm =

674.8mm2/s.

Teniendo en cuenta la presión diastólica normal previamente seleccionada, la cual se puede expresar

en el sistema de unidades empleado en la simulación asumiendo que 1mmHg ≈ 133Pa, se obtiene

una presión efectiva de p ≈ 9310Pa, lo que equivale a 9310 g/(mm · s2). Con base en la relación

p = R ·Q, la resistencia a nivel distal de la arteria se estima como:

R =
p

Q
=

9310 g/(mm · s2)
674.8mm2/s

≈ 13.79 g · s/mm. (58)

3.8.2 Convergencia de malla

Se realizó un estudio de convergencia de malla con el fin de determinar una resolución

suficientemente refinada para las simulaciones posteriores.

Se adoptó una estrategia de refinamiento hp, donde se reduce el tamaño de los elementos de la malla,

al tiempo que se aumenta el orden de los polinomios de aproximación, hasta lograr convergencia de

la solución [47]. La convergencia se evaluó una vez alcanzado el estado estacionario, mediante el

cambio en la norma L2 en el ultimo paso de tiempo, tanto de la velocidad como de la presión entre

dos simulaciones consecutivas.

Se analizó la geometrı́a completa, estenosis y árbol microvascular con tres niveles; se consideraron

tres escenarios: obstrucción leve (25 %), moderada (50 %) y severa (75 %). Se inició con polinomios

de grado uno y elementos de tamaño 0.3 mm y con polinomios de grado dos y elementos de tamaño

0.15 mm se obtuvo convergencia (cambio < 3%) para todas las mallas.
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3.8.3 Impacto de la forma de la estenosis

Para investigar de qué manera la morfologı́a de la lesión afecta las variables hemodinámicas y los

ı́ndices diagnósticos, se evaluó el impacto de la forma geométrica de la oclusión. En particular, se

buscó determinar si existe un comportamiento diferente entre una estenosis prolongada y una más

corta, si la forma abrupta de la lesión supone un factor importante, o si el impacto sobre el flujo

vascular está regido principalmente por el nivel de severidad.

Con este propósito, se plantearon 9 escenarios de simulación correspondientes a todas las

combinaciones posibles de tres niveles de severidad (η ∈ {0.25, 0.5, 0.75}) y tres parámetros

de pendiente (α ∈ {0.05, 0.15, 0.3}).

Figura 4: Comparación de formas de estenosis: gradual con severidad del 75 % y pendiente de 0.05
(arriba) y abrupta con severidad del 75 % y pendiente de 0.3 (abajo).

3.8.4 Impacto de la resistencia microvascular

Para evaluar el impacto hemodinámico de la disfunción microvascular (DMV), se planteó un

análisis variando la resistencia periférica desde un estado sano hasta uno patológico. Esta transición

simula las dos alteraciones principales de la DMV: la rarefacción capilar (pérdida de capilares) y el

engrosamiento de pared (reducción uniforme de radios) [48].

En primer lugar, se asume un árbol microvascular de referencia sano. Para establecer su profundidad,

se determinó el número de generaciones necesarias para que los vasos terminales alcancen

dimensiones capilares (diámetro entre 5 y 10µm) [49]. Evaluando la ley de Murray (rj = r0 2
−j/3,
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(51)) con rj ≤ 0.0025mm desde el vaso principal r0 = 1.2mm, se alcanzan las capilares en la

generación 27 (r27 ≈ 2.34µm). Estableciendo entonces Ngen = 27, la resistencia de este árbol sano

(Rsano
geom) se evalúa usando (56) y es igual a 27R0.

Posteriormente, se simulan las dos alteraciones patológicas en la topologı́a para obtener la resistencia

enferma (Renfermo
geom ):

Primero se modela el engrosamiento de pared utilizando el porcentaje de área transversal ocupada por

la pared respecto al área total del vaso. En un estudio de arteriolas coronarias intramiocárdicas [50],

los pacientes con presión arterial normal presentaban en promedio un 66%, mientras que los

pacientes hipertensos presentaban un 69.9%. Definiendo el área luminal como el complemento

(100%− área de pared), el área de flujo en sujetos sanos es del 34%, mientras que en hipertensos

se reduce al 30.1%. El estudio muestra que el radio externo se mantiene constante, por lo que el

factor por el que se reduce el radio interno en pacientes enfermos es β =
√

0.301
0.340

≈ 0.9409.

Luego se modela la rarefacción, los valores normales de densidad capilar varı́an entre

2500 y 3000 capilares/mm2. Bajo ciertas patologı́as, la densidad disminuye a unos 1500 −

2000 capilares/mm2 [51], lo que equivale a una reducción de capilares (ξ) de entre un 20% y

40%. Para reproducirlo matemáticamente, el número de ramas se reduce multiplicando el número

de vasos en paralelo por el factor (1 − ξ). Esta disminución se aplica exclusivamente sobre las

generaciones correspondientes a la microcirculación (niveles j ≥ Nmicro).

Aplicando la constricción luminal (que aumenta la resistencia tubular por un factor de 1/β4) y

la reducción de capilares (que disminuyen el flujo en paralelo por 1 − ξ), la resistencia del árbol

representativo de DMV es:

Renfermo
geom =

Nmicro−1∑
j=0

R0

β4
+

Ngen−1∑
j=Nmicro

R0

β4(1− ξ)
(59)

Con estas ecuaciones, el factor de aumento resistivo (kR) se evalúa como:

kR =
Renfermo

geom

Rsano
geom

(60)
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Para evaluar la severidad máxima, se determinó el inicio de la red capilar (Nmicro) como el nivel donde

el radio luminal es ≤ 10µm [49]. Evaluando la ecuación (51) con rj ≤ 0.01mm y r0 = 1.2mm, se

obtiene que la rarefacción inicia en Nmicro = 21.

Sustituyendo los parametros calculados para el árbol enfermo Ngen = 27, Nmicro = 21, β = 0.9409

y ξ = 0.40 en la ecuación (56):

kR =

R0

β4

[
21 + 27−21

0.6

]
27R0

≈ 1.275 [21 + 10]

27
≈ 1.464 (61)

Escalando la resistencia basal, la condición de frontera para el árbol enfermo resulta en:

Renfermo = Rbase · 1.464 = 13.79 · 1.464 ≈ 20.19 g · s/mm (62)

De esta manera, el rango de resistencias a explorar para determinar el impacto de la enfermedad es

[13.79, 20.19] g · s/mm.

4 Resultados

4.1 Benchmarks de validación

4.1.1 Flujo en cavidad inducida por tapa (Lid-Driven Cavity)

Como paso previo a la comparación con los datos de referencia, se realizó un estudio de convergencia

de malla con el fin de determinar una resolución suficientemente refinada. Se simuló hasta llegar al

estado estacionario con mallas uniformes de N ×N elementos, con N ∈ {20, 30, . . . , 90, 100}, y

se registró la norma L2 de la velocidad y de la presión en el último paso de tiempo en cada caso.

Los resultados se muestran en la Figura 5.

Ambas normas decrecen monótonamente al refinar la malla y se estabilizan a partir de N = 90. En

particular, la variación relativa entre las dos últimas mallas consecutivas (N = 90 y N = 100) fue

inferior al 1% en ambas variables: 0,11% para la velocidad y 0,5% para la presión. Este criterio

confirma la convergencia de la solución y justifica el uso de N = 100 como malla de referencia para
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Figura 5: Convergencia de malla para el benchmark del apartado 3.3.1: norma L2 de la velocidad
(izquierda) y de la presión (derecha) en función de la resolución de malla N .

las comparaciones posteriores.

La Figura 6 muestra la comparación de la componente x de la velocidad en el último paso de tiempo

a lo largo de la recta {(x, y) : x = 0.5; 0 ≤ y ≤ 1} frente a los datos de referencia reportados por

Ghia et al. [31] para Re = 1000, utilizando la malla de N = 100.

La curva simulada reproduce con fidelidad el perfil de referencia, capturando correctamente tanto

las zonas de recirculación cercanas a las esquinas como el máximo de velocidad en la región central.

Esto confirma la validez del solver para este número de Reynolds.

Adicionalmente, en la Figura 7 se contrastan cualitativamente los mapas de lı́neas de corriente.

Ambos muestran un vórtice primario centrado ligeramente por encima del centro geométrico, ası́

como dos vórtices secundarios en las esquinas inferiores y otro en la superior izquierda. El patrón

obtenido en la simulación concuerda cualitativamente con la referencia.

Las lı́neas de corriente representan la trayectoria que seguirı́a una partı́cula en el campo de velocidad.

Se obtuvieron visualmente en ParaView mediante el filtro Surface LIC (Line Integral Convolution).

4.1.2 Flujo alrededor de un cilindro (Benchmark DFG 2D-1)

Como paso previo a la validación con los valores de referencia, se realizó un estudio de convergencia

de malla para determinar una resolución suficientemente refinada en las cercanı́as del obstáculo.
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Figura 6: Componente x de la velocidad en la recta x = 0.5 para el benchmark del apartado 3.3.1
con N = 100, frente a los datos de [31].

Figura 7: Lı́neas de corriente para el benchmark del apartado 3.3.1: simulación con N = 100
(izquierda) y referencia de [31] (derecha).
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Inicialmente, se evaluó la convergencia de la solución analizando el cambio en la norma L2 de

los campos de velocidad y presión para distintas resoluciones, res ∈ {0.02, 0.01, 0.005, 0.0025},

utilizando elementos de segundo y de primer orden. Los resultados se presentan en la Figura 8.

Figura 8: Convergencia de malla para el benchmark del apartado 3.3.2: norma L2 de la velocidad
(izquierda) y de la presión (derecha) en función de los grados de libertad del sistema.

Se obtuvo convergencia en ambas variables; el cambio entre la norma L2 tanto para el campo de

velocidades como para el de presión entre las dos últimas simulaciones fue menor al 2%. Este

comportamiento permite asegurar que la resolución espacial es adecuada para capturar los gradientes

del flujo.

Posteriormente, se registraron los coeficientes de arrastre (CD) y sustentación (CL) para el cilindro.

Se muestran en la Figura 9.

Se observa que ambos coeficientes convergen hacia los valores tabulados a medida que se refina la

malla. La variación relativa entre las mallas más finas fue inferior al 5%, y el error respecto a los

valores de referencia de [32] fue del 5%, en promedio. Estos resultados garantizan que el esquema

numérico es robusto y fiable en escenarios como este, que se asemejan a las condiciones de flujo en

arterias.

4.2 Análisis descriptivo de parámetros hemodinámicos

En esta sección se presenta un análisis descriptivo de las variables hemodinámicas obtenidas en

los distintos escenarios, con el fin de caracterizar cualitativa y cuantitativamente los fenómenos
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Figura 9: Convergencia de los coeficientes de fuerza para el benchmark del apartado 3.3.2:
coeficiente de arrastre CD (izquierda) y de sustentación CL (derecha) en función de los grados de
libertad del sistema.

hemodinámicos inducidos por la patologı́a.

4.2.1 Geometrı́a con estenosis

El comportamiento del flujo en la arteria estenosada varı́a drásticamente según el nivel de severidad

(η) y, en menor medida, según la pendiente de la lesión (α).

Para casos de severidad baja (η = 0.25), se observa un régimen predominantemente laminar que

alcanza el estado estacionario rápidamente, independientemente de la pendiente de la estenosis.

En ninguno de estos escenarios se generaron zonas de recirculación, y el perfil de velocidades se

estabiliza rápidamente tras superar la obstrucción, como se ilustra en la Figura 10.

Figura 10: Campos de velocidad para severidad baja (η = 0.25): pendiente baja (α = 0.05, arriba) y
pendiente alta (α = 0.3, abajo).
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En los escenarios de severidad alta (η = 0.75), la simulación con malla no estructurada presenta un

flujo altamente inestable, se observa una perturbación que se propaga axialmente como una onda,

acompañada de unos vórtices que viajan junto a ella a lo largo de la arteria (Figura 11). Al alcanzar

el estado estacionario, el flujo exhibe una asimetrı́a marcada en la región post-estenótica, con el

chorro de fluido adhiriéndose lateralmente a una pared (Figura 12).

(mm/s)

Figura 11: Campos de velocidad en T = 0.07 s para severidad alta (η = 0.75) con malla no
estructurada: pendiente baja (α = 0.05, arriba) y pendiente alta (α = 0.3, abajo).

Figura 12: Campo de velocidad en estado estacionario para severidad alta (η = 0.75) con malla no
estructurada.

Sin embargo, al emplear la malla estructurada que preserva la simetrı́a radial, la perturbación

transitoria desaparece y el flujo permanece simétrico durante toda la simulación (Figura 13). Esto

indica que la asimetrı́a observada con la malla no estructurada es un artefacto numérico inducido

por una discretización que no reproduce la simetrı́a del dominio. Fisicamente la onda no tiene razón

de ser, ya que el flujo es simétrico y para el número de Reynolds en este caso (Re ≈ 204), se espera

que el flujo sea laminar.

Para cuantificar el impacto de este artefacto sobre el indicador diagnóstico central del estudio,

se compararon los valores de FFR obtenidos con ambas discretizaciones para varios escenarios

representativos del rango de parámetros de interés. La diferencia relativa promedio del FFR entre
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Figura 13: Campo de velocidad en estado estacionario para severidad alta (η = 0.75) con malla
estructurada simétrica.

ambos tipos de malla fue de aproximadamente 2%, en lı́nea con el criterio de convergencia de

malla empleado en este caso, que fue del 3%. Es razonable que los indices no sean exactamente

iguales, ya que las mallas no solo tienen distinta estructura sino que tienen un número de elementos

ligeramente diferente. No obstante, la concordancia del FFR no es inesperada, ya que el canal es lo

suficientemente largo (L = 138 mm) como para que las perturbaciones generadas en la malla no

estructurada se disipen antes de alcanzar la salida, de modo que en ambos tipos de malla el perfil de

velocidad recupera la forma parabólica y la presión distal resulta ser equivalente.

Respecto al comportamiento de la presión, en la figura 14 se presenta el campo de presión para

un escenario de severidad baja (η = 0.25) y pendiente baja (α = 0.05). Se observa un gradiente

de presión uniforme desde la entrada hasta la salida del dominio, consistente con el valor de FFR

obtenido (donde la pérdida de presión global está determinada por la morfologı́a, como se analiza en

la apartado 4.3). No obstante, existe una caı́da de presión localizada en el centro de la estenosis;

en este punto, la presión disminuye de forma más pronunciada que el gradiente general para luego

recuperarse parcialmente y continuar con la tendencia del gradiente hacia la salida. Este descenso

puntual es tanto más abrupto como de mayor magnitud a medida que aumentan la pendiente y la

severidad de la lesión, comportamiento que contrasta con el del ı́ndice FFR, el cual presenta una

relación inversa con el parámetro de pendiente.

(Pa)

Figura 14: Campo de presión para severidad baja (η = 0.25) y pendiente baja (α = 0.05).

En cuanto a la magnitud de la velocidad, se cuantificó el efecto de la estenosis comparando la

velocidad en el centro de la lesión con la velocidad al inicio de la arteria. En la Tabla 2 se presentan
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los incrementos porcentuales para distintos escenarios representativos. Se observa que la severidad

es el factor predominante en la aceleración del flujo, con incrementos que superan el 300% en los

casos de severidad alta (η = 0.75). Además, para una misma severidad, se aprecia que las pendientes

bajas inducen incrementos ligeramente mayores que las pendientes abruptas, lo que indica una

dependencia secundaria de la velocidad respecto a la extensión axial de la estenosis.

Tabla 2: Incremento porcentual de la velocidad en el centro de la estenosis respecto a la velocidad
de entrada.

Severidad (η) Pendiente (α) Incremento ( %)

0.75 0.005 302.83
0.75 0.300 297.82
0.25 0.005 21.32
0.25 0.300 13.37

Se evaluó cómo la presencia de la estenosis compromete el suministro de flujo hacia el lecho distal.

En la Tabla 3 se presenta la reducción porcentual del caudal volumétrico respecto al escenario

de referencia con mayor flujo. Se observa que los casos con menor FFR presentan las mayores

disminuciones de caudal, alcanzando una pérdida superior al 20% en la condición más crı́tica. Esto

es consistente con la literatura clı́nica, que establece que un ı́ndice FFR por debajo del umbral crı́tico

se asocia con la isquemia miocárdica [52].

Tabla 3: Reducción porcentual del caudal distal respecto al escenario de referencia (η = 0.25,
α = 0.3).

Severidad (η) Pendiente (α) Reducción de Caudal ( %)

0.25 0.300 0.00
0.25 0.005 0.20
0.75 0.300 10.72
0.75 0.005 21.67

Finalmente, se analizó el esfuerzo cortante medio en la pared (TAWSS) debido a su relevancia en

la predicción de la formación de placa. Este ı́ndice se calcula promediando la magnitud del vector

WSS en el intervalo de tiempo T :

TAWSS =
1

T

∫ T

0

∥τ⃗w∥ dt. (63)
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Según [53], valores de TAWSS superiores a 15 dyn/cm2 se consideran ateroprotectores, mientras que

valores inferiores a 4 dyn/cm2 son pro-aterogénicos. El cálculo se realizó promediando el esfuerzo

en el intervalo de tiempo [0, 0.5] s, correspondiente a la fase diastólica; se asume una velocidad

inicial nula ya que, durante la sı́stole, la contracción miocárdica eleva la presión interna, reduciendo

el gradiente de presión coronario y el flujo.

En la Tabla 4 se presentan los valores de TAWSS obtenidos en el centro de la estenosis, la zona

inmediatamente posterior y el extremo distal de la arteria. Los resultados muestran que las zonas

de mayor aceleración en la garganta de la lesión presentan niveles de TAWSS elevados, superando

el umbral de protección especialmente en los casos severos. No obstante, en las regiones de

recirculación post-estenótica, los niveles de esfuerzo caen drásticamente por debajo del lı́mite

aterogénico, evidenciando un alto riesgo de progresión de la enfermedad en dichas áreas.

Tabla 4: Comparativa de TAWSS en diferentes regiones de la arteria para los escenarios evaluados.

Localización Severidad (η) Pendiente (α) TAWSS (dyn/cm2)

Distal

0.75 0.005 3.696
0.75 0.300 4.242
0.25 0.005 4.771
0.25 0.300 4.781

Estenosis

0.75 0.005 27.832
0.75 0.300 35.753
0.25 0.005 7.070
0.25 0.300 9.408

Post-estenosis

0.75 0.005 0.828
0.75 0.300 2.216
0.25 0.005 1.904
0.25 0.300 0.829

4.2.2 Geometrı́a del árbol microvascular

Cualitativamente, el campo de velocidades (Figura 15) en el árbol no presenta variaciones

significativas ante cambios en la resistencia periférica o en la morfologı́a de la estenosis. Por

otro lado, el análisis de las lı́neas de corriente (Figura 16) revela la existencia de dos zonas de

recirculación en las paredes de la primera bifurcación del árbol. Estas estructuras son persistentes,

encontrándose en todos los casos evaluados. Es notable que, a pesar de que en los niveles inferiores
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del árbol también se observa una disminución de velocidad en las paredes previas a la bifurcación,

en dichos niveles no se generan zonas de recirculación. Este comportamiento se debe probablemente

a que, al reducirse las dimensiones de los vasos, las fuerzas viscosas se vuelven predominantes y

disipan la tendencia a la división del flujo.

Figura 15: Campo de velocidad en el árbol microvascular.

Respecto a la distribución del flujo y la simetrı́a, se observa que ésta solo se mantiene en la primera

bifurcación. Tras la división inicial, el fluido sale con más velocidad por la pared interna (la más

cercana al centro del árbol) de los vasos del segundo nivel. En consecuencia, al alcanzar la siguiente

ramificación, el flujo no encuentra la bifurcación de forma frontal sino con un ligero desplazamiento

hacia el centro, provocando que los vasos del tercer nivel no reciban el mismo caudal; los centrales

reciben más que los periféricos. En niveles posteriores, siguiendo la misma lógica, el patrón se

repetirı́a aunque con una magnitud decreciente, ya que el incremento de las fuerzas viscosas favorece

una mayor disipación radial del flujo.

Por otro lado, la distribución de presiones en el árbol microvascular (Figura 17) muestra un rango de

variación reducido, con valores que oscilan apenas entre 43.41 y 43.98mmHg. En cada bifurcación
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Figura 16: Lı́neas de corriente en el árbol microvascular.

se observan incrementos localizados de presión en la pared que se enfrenta directamente al flujo

del vaso precedente. A pesar de la pequeña magnitud de las diferencias, se presentaron de forma

sistematica en todos los casos evaluados, y en las mallas de menor resolución. Fisicamente este

comportamiento es consistente con la conversión de energı́a cinética en energı́a de presión en las

bifurcaciones. El flujo incide frontalmente sobre la bifurcación, entonces la velocidad disminuye y

la presión aumenta, tal como se observa en las figuras 15 y 17.

Finalmente, el análisis del TAWSS en el árbol microvascular revela que existen zonas crı́ticas en las

bifurcaciones. En las paredes externas, al inicio de la bifurcación, se observan valores de TAWSS

muy bajos, situándose por debajo del umbral de 4 dyn/cm2 [53].

4.3 Impacto de la morfologı́a de la estenosis

Para investigar cómo la forma geométrica de la lesión afecta el comportamiento del flujo, se calculó

el FFR para los nueve escenarios planteados y se modeló la relación entre la severidad (η), la

pendiente (α) como variables independientes y el FFR como variable dependiente (ver apartado A.1).
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(Pa)

Figura 17: Campo de presión en el árbol microvascular.

Inicialmente, se observó que un modelo de regresión lineal multivariable simple no lograba capturar

adecuadamente la fı́sica del problema, especialmente en escenarios de baja severidad donde el efecto

de la pendiente no es tan relevante.

Con el fin de capturar esta interdependencia, se propuso un enfoque basado en Modelos de

Ecuaciones Estructurales (SEM). Estos modelos permiten representar relaciones causales entre

variables mediante ecuaciones, incluyendo variables latentes (no observadas directamente) que

se infieren a partir de variables observadas [54]. En este caso, se introdujo una variable latente

de reducción de área relativa del canal (∆Arel). Esta variable integra de forma no lineal tanto la

severidad como la pendiente, basándose en la diferencia entre el perfil de radio luminal de la arteria

sana (Rtaper(x)), que sigue una transición lineal desde el radio de entrada Rin hasta el radio de salida

(Rout), y el perfil luminal con estenosis Rsten(x), que es una curva de Bézier cúbica que se ajusta a

la geometrı́a de la lesión en torno al centro axial de la lesión (xm):

La estenosis reduce el radio luminal en hsten y se extiende en una longitud axial 2d, definidos por la
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severidad (η) y la pendiente (α) según las ecuaciones (35) y (37):

hsten = Rtaper(xm)−Rmı́n = ηRtaper(xm)

d =
hsten

α
=

ηRtaper(xm)

α

La pérdida de área absoluta (∆Aabs) se obtiene integrando la diferencia entre el perfil de radio del

taper sano y el perfil de la estenosis. Debido a la simetrı́a del problema respecto al eje central y

respecto al centro de la lesión (mitades proximal y distal), el cálculo se simplifica a cuatro veces

la integral de la reducción de área de una sola pared, en su mitad proximal (x ∈ [xm − d, xm]).

Realizando el cambio de variable al parámetro t ∈ [0, 1] (apartado 3.4), se tiene:

∆Aabs = 2

∫ xm+d

xm−d

[Rtaper(x)−Rsten(x)] dx

= 4

∫ xm

xm−d

h(x) dx con x = x(t), dx = x′(t)dt

= 4

∫ 1

0

h(t) · x′(t) dt (64)

Donde h(t) y x(t) son los polinomios de Bézier definidos en las ecuaciones (38) y (39). A partir de

estos, la derivada axial x′(t) es:

x′(t) = 3d
[
τ + (2− 6τ)t+ (6τ − 2)t2

]
. (65)

Sustituyendo los términos en la ecuación (64), la integral paramétrica completa es:

∆Aabs = 4

∫ 1

0

hsten(3t
2 − 2t3) · 3d

[
τ + (2− 6τ)t+ (6τ − 2)t2

]
dt. (66)

Al evaluar esta integral, se pueden separar los términos que dependen del parámetro de tensión τ de

aquellos que no:

∆Aabs = 12dhsten

[∫ 1

0

(3t2 − 2t3)(2t− 2t2) dt+ τ

∫ 1

0

(3t2 − 2t3)(1− 6t+ 6t2) dt

]
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Se observa que la segunda integral se anula:

∫ 1

0

(3t2 − 20t3 + 30t4 − 12t5) dt =
[
t3 − 5t4 + 6t5 − 2t6

]1
0
= 1− 5 + 6− 2 = 0 (67)

mientras que la primera integral resulta en 1/6:

∫ 1

0

(3t2 − 2t3)(2t− 2t2) dt = 2

∫ 1

0

(3t3 − 5t4 + 2t5) dt = 2

[
3

4
t4 − t5 +

1

3
t6
]1
0

=
1

6
(68)

Entonces la pérdida de área por la estenosis es:

∆Aabs = 12dhsten

(
1

6

)
= 2dhsten (69)

Sustituyendo d y hsten en función de los parámetros morfológicos con los que se genera la geometrı́a:

∆Aabs = 2

(
ηRtaper(xm)

α

)
(ηRtaper(xm)) =

2η2Rtaper(xm)
2

α

Para obtener la reducción de área relativa, se normaliza por el área total del dominio sano (Acanal =

L(Rin +Rout)), obteniendo la expresión final:

∆Arel =
∆Aabs

Acanal
=

2Rtaper(xm)
2

L(Rin +Rout)

η2

α
(70)

Utilizando los valores de la arteria LAD ensayada (L = 138, Rin = 1.57, Rout = 1.2, xm = 30),

∆Arel = 0.01161η2

α
, permitiendo evaluar el impacto relativo para cualquier combinación de severidad

y pendiente.

Se evaluaron diversos modelos estructurales para determinar la combinación de variables que mejor

predice el FFR (ver Tabla 5). El análisis demuestra que el modelo que incorpora la reducción de

área relativa junto con la severidad axial (∆Arel + η) es el que mejor predice el FFR, obteniendo un

coeficiente de determinación de R2 = 0.8506.
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Tabla 5: Comparativa de modelos estadı́sticos para la predicción del FFR.

Configuración del Modelo R2 RMSE MAE
∆Arel + η 0.8506 0.0283 0.0251
∆Arel + α 0.7515 0.0365 0.0294
η + α 0.7635 0.0356 0.0296
∆Arel 0.6578 0.0428 0.0321
η/α 0.4247 0.0555 0.0465
η · α 0.0396 0.0717 0.0584

A continuación se presentan los coeficientes del mejor modelo:

FFR = −0.8885∆Arel − 0.2004 η + 1.0238 (71)

En este modelo, por cada incremento de un 10% en la reducción de área relativa respecto al área

total del canal (∆Arel), el valor del FFR disminuye en aproximadamente 0.089. Por otro lado, un

aumento del 10% en la severidad axial (η) provoca una reducción adicional de 0.020 en el FFR.

En la Tabla 6 se detallan los parámetros del modelo. Los resultados de la prueba t de Student

realizada por variable muestran que tanto la reducción de área relativa como la severidad axial

son significativos (p < 0.05). Esto permite rechazar la hipótesis nula de que los coeficientes son

iguales a cero, confirmando que cada variable aporta información adicional que mejora la capacidad

predictiva del modelo. Fı́sicamente, esto valida que la caı́da de presión está regida tanto por la

contracción máxima (η) como por la reducción de área del lumen del vaso (∆Arel).

Tabla 6: Significancia de los coeficientes para el mejor modelo (∆Arel + η).

Variable Coeficiente Error Est. t p-valor
Intercepto 1.0238 0.0261 39.272 < 0.0001
∆Arel -0.8885 0.3136 -2.833 0.0298
η (Severidad) -0.2004 0.0588 -3.408 0.0144

4.4 Impacto de la resistencia microvascular

Se seleccionó para el FFR un rango objetivo de 0.2 a 1.0, que abarca desde una oclusión muy

severa hasta un vaso completamente sano [52]. Para referencia, los manuales de cardiologı́a de
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la sociedad europea de cardiologı́a consideran que un FFR menor a 0.80 indica una estenosis

hemodinámicamente significativa que debe ser intervenida [52].

Para cubrir este rango, es necesario definir el dominio de los parámetros de severidad (η) y pendiente

(α). Asumiendo una estenosis centrada en la arteria (xm = L/2), el radio base del vaso sano

corresponde a R̄ = (Rin +Rout)/2.

Con esto, la reducción de área relativa ∆Arel es:

∆Arel =
2η2R̄2/α

2LR̄
=

Rin +Rout

2L

η2

α
(72)

Sustituyendo los valores de la arteria LAD (L = 138, Rin = 1.57, Rout = 1.2), queda un factor de

≈ 0.010036. Al integrar esta relación en el modelo seleccionado (71), se puede despejar para el

parámetro de pendiente α en función de la severidad η y el FFR objetivo:

α(η,FFR) =
0.8885 · 0.010036 · η2

1.0238− 0.2004 η − FFR
≈ 0.008917 η2

1.0238− 0.2004 η − FFR
(73)

Esta expresión permite construir el espacio de muestreo para el diseño de experimentos.

Especı́ficamente, para garantizar que se alcance el lı́mite inferior de FFR = 0.2, se seleccionó

una severidad máxima de η = 0.85, ya que para valores más grandes la geometrı́a se vuelve difı́cil

de mallar; con esto, el valor de la pendiente debe ser aproximadamente α ≈ 0.0098. Por otro lado,

se definieron las otras cotas η = 0.10 y α = 0.40, permitiendo alcanzar el estado de normalidad

hemodinámica de sobra.

Por otro lado, para evaluar el impacto de la disfunción microvascular, se adoptó el rango de resistencia

vascular periférica [13.79, 20.19] g · s/mm escogido previamente (62).

El espacio de muestreo de los parámetros de este experimento es amplio, y además, correr cada

escenario para calcular el FFR es computacionalmente costoso. Por lo anterior, se optó por un

muestreo estratificado sobre el ı́ndice FFR, para tratar de que los datos se distribuyan uniformemente

en el rango de FFR de interés. Debido a la relación no lineal entre los parámetros morfológicos y

el FFR, un muestreo uniforme en el espacio de parámetros morfológicos genera una distribución

50



sesgada del ı́ndice diagnóstico. Por lo anterior, se definieron N = 15 niveles de FFR equidistantes en

el rango [0.22, 0.98]. Para cada nivel, se determinaron pares aleatorios de severidad (η) y pendiente

(α) que satisfacen la relación del modelo (71). Finalmente, la resistencia vascular R se muestreó de

una distribución uniforme, asegurando que el diseño de experimentos cubra de forma sistemática

tanto el espectro de isquemia como el compromiso microvascular.

Después de haber seleccionado las 15 muestras de parámetros, se ejecutó la simulación y se

obtuvo el dataset (ver apartado A.2). Luego se llevó a cabo un análisis estadı́stico para determinar

si la resistencia microvascular (R) presenta una correlación significativa con el ı́ndice FFR.

Especı́ficamente, se calcularon los coeficientes de correlación de Pearson (r = −0.0082, p = 0.9777)

y de Spearman (ρ = −0.1385, p = 0.6369), encontrando en ambos casos p-valores muy altos.

Una regresión lineal simple basada únicamente en la resistencia explicó tan solo el 0.0068% de la

varianza del FFR (R2 = 0.000068). Asimismo, la incorporación de la resistencia como variable

predictora adicional en el modelo morfológico previo (71) no supuso una mejora significativa en

la capacidad explicativa del sistema (∆R2 = 0.029, p = 0.2511 mediante la prueba F). Estas

pruebas en conjunto confirman que bajo las condiciones evaluadas, el ı́ndice FFR está dominado

casi exclusivamente por las caracterı́sticas geométricas de la estenosis, mientras que la variación en

la resistencia microvascular tiene un impacto despreciable en la caı́da de presión.

5 Discusión

La discusión de los resultados obtenidos se centra en la aparente independencia del ı́ndice FFR

respecto a la resistencia microvascular observada en el presente estudio, un hallazgo que invita a una

revisión crı́tica de las premisas fisiológicas del diagnóstico coronario y de las limitaciones inherentes

a la modelación computacional presente.

Fisiológicamente, la medición del FFR exige un estado de hiperemia máxima, tı́picamente inducido

por agentes vasodilatadores como la adenosina [55, 56]. El objetivo clı́nico de esta maniobra es

minimizar y estabilizar la resistencia del lecho microvascular, de modo que el gradiente de presión

a través de la estenosis sea una función lineal del flujo y refleje exclusivamente la severidad de la

obstrucción epicárdica [57]. Bajo esta premisa, se asume que en el estado hiperémico la resistencia
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es lo suficientemente baja y constante como para ser ignorada en el cálculo del ı́ndice de isquemia.

Sin embargo, los resultados estadı́sticos obtenidos contradicen la noción de que el FFR es sensible

a variaciones en la resistencia microvascular dentro de los rangos evaluados. En el diseño de

experimentos realizado, la resistencia microvascular explicó menos del 0.01% de la varianza del

FFR (R2 = 0.000068), lo que sugiere una independencia casi total del ı́ndice respecto a la carga

distal. Este resultado contrasta con trabajos previos que utilizan mediciones in-vivo y otros modelos

teóricos. Por ejemplo, Garcia et al. [58] y van de Hoef et al. [59] sostienen que la resistencia

microvascular hiperémica (HMR) y la resistencia de la estenosis contribuyen de forma comparable

al valor final del FFR en lesiones de severidad intermedia. Asimismo, modelos de vFFR basados en

CFD han reportado que la fisiologı́a microvascular puede representar hasta el 59% de la varianza en

la significancia funcional de una lesión [60].

Una posible explicación para la discrepancia entre los valores obtenidos y la sensibilidad reportada

en la literatura es la dominancia de la impedancia geométrica en el presente modelo. La resistencia

hidráulica de la estenosis se vuelve predominante al aumentar la severidad, de modo que las

fluctuaciones de la resistencia microvascular no se perciben. Alternativamente, esta discrepancia

podrı́a atribuirse a las simplificaciones del modelo, que podrı́an ocultar efectos presentes en

configuraciones más completas, como se describe a continuación.

En primer lugar, la suposición de paredes rı́gidas en la arteria y el árbol es una limitación. El trabajo

de Konala et al. [61] muestra que omitir el movimiento de las paredes vasculares sobreestima la caı́da

de presión entre un 27.7% y un 37.6% en estenosis severas. La falta de interacción fluido-estructura

también distorsiona la distribución del esfuerzo de corte en la pared, concentrándolo de forma

artificial sobre la curvatura externa de los vasos [62, 63].

Por otro lado, el tratamiento de la sangre como un fluido Newtoniano subestima la caı́da de presión

total entre un 7.8% y un 12.4% según Dutra et al. [64]. Johnston [65] y Wajihah et al. [66] reportan

que el modelo no-Newtoniano adecuado captura variaciones en el esfuerzo de corte de pared en

regiones de bajo flujo y recirculación post-estenótica, donde la viscosidad aumenta de forma no

lineal debido a la agregación eritrocitaria.
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Por último, la prescripción de condiciones de frontera fijas de resistencia constituye una

simplificación que, según Gashi [67], introduce incertidumbre en los cálculos de flujo coronario.

Adicionalmente, el modelo no incorpora ni el tono vasomotor dinámico (contracción del miocardio)

ni la respuesta a estı́mulos quı́micos [68] que inducen la constricción o dilatación de los vasos. Esta

simplificación, sin embargo, no compromete los resultados del presente estudio, dado que el FFR

se mide bajo condiciones de hiperemia máxima, donde la regulación vascular está suprimida

y la resistencia microvascular se aproxima a un valor estable. De igual manera, si bien un

modelo 3D permitirı́a observar efectos de flujo más complejos [4], no está claro si esto cambiarı́a

significativamente los resultados sobre el flujo coronario obtenidos con el presente modelo 2D;

explorar estas diferencias en trabajos posteriores serı́a interesante.

Un hallazgo metodológico relevante fue la sensibilidad del patrón de flujo post-estenótico a la

estrategia de mallado. La malla no estructurada que no preserva la simetrı́a radial indujo una

asimetrı́a espuria en el chorro post-estenótico que desapareció al emplear una malla estructurada

transfinita. Sin embargo, los valores de FFR resultaron robustos frente a la discretización espacial.

Esto se debe a que la longitud del canal es suficiente para que el perfil parabólico de velocidad se

reestablezca antes de la salida. En consecuencia, las conclusiones sobre la relación entre morfologı́a

de la estenosis y FFR no se ven afectadas por este fenómeno.

Más allá de las limitaciones mencionadas, el modelo paramétrico logró predicciones significativas

del FFR (R2 = 0.85) con un costo de inferencia mı́nimo.

En el contexto de los enfoques computacionales para la predicción del FFR, el costo de las

simulaciones CFD tradicionales limita su aplicación en entornos clı́nicos, donde se requieren tiempos

de respuesta breves. En este contexto, surgen enfoques alternativos como los modelos algebraicos de

orden reducido [69] y las técnicas de Aprendizaje Profundo Geométrico [70], que ofrecen tiempos

de inferencia mı́nimos para la predicción del FFR. El modelo de regresión estructural del presente

estudio, al ser una expresión algebraica simple, también presenta un costo computacional bajo;

sin embargo, no fue desarrollado con propósitos de inferencia. Esto requerirı́a primero entrenar el

modelo con un conjunto de datos más amplio y someterlo a una validación robusta.

La escasez de datos de entrenamiento representa un desafı́o para el desarrollo de modelos predictivos,
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dado que la generación de datasets de alta fidelidad mediante CFD sigue siendo costosa. En este

trabajo se mostró un enfoque paramétrico, apoyado en una hipótesis fı́sica, que logró un buen

rendimiento (R2 = 0.85) incluso con un número limitado de muestras. En contraste, los modelos

no parametricos, como los de aprendizaje profundo convencionales, al no asumir una estructura

a priori sobre la relación entre variables, tienden a sobreajustarse cuando se entrenan con pocos

datos. Una excepción notable son las Redes Neuronales Informadas por la Fı́sica (PINNs) [71], las

cuales integran las leyes fı́sicas del problema en su estructura. No obstante, el presente enfoque

paramétrico y el uso de modelos estructurales permiten desglosar la sensibilidad del FFR ante

cambios morfológicos especı́ficos, aportando interpretabilidad fı́sica a los resultados.

En sı́ntesis, el presente trabajo demuestra que la representación explı́cita de la arquitectura

microvascular no produjo un cambio significativo en la predicción del FFR bajo las condiciones

evaluadas. El FFR resultó estar dominado casi exclusivamente por las caracterı́sticas geométricas

de la estenosis, lo que indica que, en el régimen de hiperemia máxima, la impedancia hidráulica

de la lesión constituye el factor determinante del gradiente de presión. El modelo de ecuaciones

estructurales desarrollado (R2 = 0.85) proporciona una expresión algebraica que relaciona la

morfologı́a de la estenosis con el ı́ndice funcional. Este enfoque puede ser útil para el diseño de

experimentos sistemáticos y la generación de datos de entrenamiento para modelos más complejos,

sin requerir un costo computacional elevado para la inferencia.

6 Conclusiones

Se cumplieron los objetivos del trabajo mediante la implementación y validación de una plataforma

de simulación hemodinámica parametrizable orientada al estudio del flujo coronario bajo condiciones

de estenosis y disfunción microvascular. El aporte principal fue la cuantificación de la influencia

de la morfologı́a de la lesión sobre el ı́ndice FFR mediante un modelo predictivo con buen

rendimiento (R2 = 0.85). Si bien el modelo presenta limitaciones en su aplicabilidad, por

su carácter bidimensional y por las simplificaciones fı́sicas discutidas, constituye un enfoque

computacionalmente eficiente y fı́sicamente interpretable para el análisis de la enfermedad. Esta

metodologı́a tiene el potencial de ser una herramienta rápida para evaluar el compromiso coronario

a partir de imágenes de la geometrı́a vascular, siempre que se valide sobre conjuntos de datos
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exhaustivos y con anatomı́as reales.
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Anexos

A Resultados de las simulaciones computacionales

A.1 Dataset del impacto de la morfologı́a de la estenosis

En esta sección se presentan los resultados de las simulaciones para el estudio de la sensibilidad del

FFR ante variaciones en la morfologı́a de la estenosis.

Tabla 7: Escenarios de simulación evaluados para el análisis de morfologı́a de la estenosis.

Severidad (η) Pendiente (α) FFR

0.25 0.30 0.948972
0.25 0.15 0.948758
0.25 0.05 0.947467
0.50 0.30 0.940283
0.50 0.15 0.938325
0.50 0.05 0.928025
0.75 0.30 0.844959
0.75 0.15 0.804668
0.75 0.05 0.740223

A.2 Dataset del impacto de la resistencia microvascular

En esta sección se presentan los resultados de las simulaciones para el estudio de sensibilidad del

FFR ante variaciones en la resistencia microvascular distal.
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Tabla 8: Conjunto de datos de simulación para el estudio de resistencia microvascular.

Severidad (η) Pendiente (α) Resistencia (R) FFR

0.21 0.3505 15.62 0.9548
0.41 0.1005 17.90 0.9570
0.56 0.0697 17.45 0.9387
0.61 0.0112 14.25 0.8124
0.64 0.0477 16.08 0.8939
0.71 0.0134 19.28 0.7431
0.72 0.0267 13.79 0.7501
0.77 0.0108 20.19 0.7367
0.78 0.0257 19.73 0.6674
0.81 0.0111 18.82 0.4481
0.81 0.0600 18.36 0.5449
0.83 0.0104 16.99 0.4978
0.83 0.0146 16.53 0.3580
0.84 0.0173 14.70 0.2803
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