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Abstract

Esta tesis presenta un desarrollo riguroso y autocontenido de la cohomologia de De Rham y el
teorema de dualidad de Poincaré, resultados fundamentales que conectan el anéalisis diferen-
cial con la topologia global. El trabajo inicia estableciendo las bases del algebra exterior, el
algebra homoldgica y la geometria de las variedades diferenciables. A partir de alli, se unifica
el calculo mediante la teorfa de las formas diferenciales, culminando en el teorema de Stokes
generalizado. Esta maquinaria analitica permite construir el complejo de De Rham y calcular
sus invariantes homotdpicos mediante la secuencia de Mayer-Vietoris. Posteriormente, se de-
sarrolla la cohomologia con soporte compacto para demostrar el isomorfismo de la dualidad
de Poincaré utilizando el emparejamiento de integracién y el lema de los cinco. Finalmente,
se exploran las profundas consecuencias de esta simetria, abarcando desde invariantes clésicos
como los ntiimeros de Betti y la caracteristica de Euler, hasta aplicaciones en la fisica tedrica
y las implicaciones de la matriz de interseccion en las estructuras exéticas de R%.

Palabras clave: Variedades diferenciables, Formas diferenciales, Cohomologia de De Rham,
Dualidad de Poincaré, Algebra homologica.

This thesis presents a rigorous and self-contained development of de Rham cohomology and
the Poincaré duality theorem, fundamental results bridging differential analysis and global
topology. The work begins by establishing the foundations of exterior algebra, homological
algebra, and the geometry of smooth manifolds. From there, calculus is unified through the
theory of differential forms, culminating in the generalized Stoke’s theorem. This analytical
machinery allows for the construction of the de Rham complex and the computation of its
homotopy invariants via the Mayer-Vietoris sequence. Subsequently, compactly supported co-
homology is developed to prove the Poincaré duality isomorphism using the integration pairing
and the five lemma. Finally, the profound consequences of this symmetry are explored, ranging
from classical invariants such as Betti numbers and the Euler characteristic, to applications in
theoretical physics and the implications of the intersection matrix for exotic structures on R?.

Keywords: Smooth manifolds, Differential forms, De Rham cohomology, Poincaré duality,
Homological algebra.
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Objetivos

1.1 Objetivo General

Demostrar rigurosamente la dualidad de Poincaré en el contexto de variedades diferenciables
cerradas orientables, construyendo el marco teérico necesario a partir de los fundamentos de
las variedades diferenciables, las formas diferenciales, la integraciéon y la cohomologia de de
Rham, para comprender la relaciéon entre los grupos de cohomologia y homologia de dichas
variedades.

1.2 Objetivos Especificos

1.

Estudiar las propiedades fundamentales de las variedades diferenciables necesarias para
entender el contexto geométrico del problema.

. Analizar el concepto de formas diferenciales y su papel en la integracion sobre variedades

diferenciables.

. Introducir y desarrollar la teoria de la cohomologia de de Rham, entendiendo su relaciéon

con las formas diferenciales cerradas y exactas.

Estudiar y demostrar el lema de Poincaré como resultado intermedio esencial para esta-
blecer la dualidad.

Formalizar y demostrar la dualidad de Poincaré, explicando su significado topolégico y
algebraico.

Identificar y analizar aplicaciones relevantes de la dualidad de Poincaré en areas de las
matematicas y la fisica.
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Introduccion

El desarrollo de la topologia diferencial y la geometria riemanniana tiene sus raices en las in-
vestigaciones del siglo XIX sobre la naturaleza intrinseca del espacio. A partir de los teoremas
de C. F. Gauss en 1827 sobre superficies, la geometria fue generalizada a dimensiones arbitra-
rias por B. Riemann en su disertacion Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen (Sobre las hipdtesis que constituyen la base de la geometria) de 1854 [23]. Sin embargo,
el estudio de las propiedades topologicas globales de estas variedades requeria un lenguaje
analitico mas agil que el calculo tensorial clasico. Este avance se materializd a principios del
siglo XX cuando Elie Cartan introdujo el algebra de las formas diferenciales exteriores, un
formalismo que permitié abstraer y generalizar los teoremas del célculo vectorial de manera
independiente a las coordenadas [22].

Dentro de este marco, la presente tesis tiene como objetivo principal estudiar y estructurar
de manera rigurosa dos de los resultados fundamentales de la geometria contemporanea, la
cohomologia de De Rham y el teorema de dualidad de Poincaré.

La motivacién detras de la cohomologia de De Rham surge de la conexién entre el analisis
de ecuaciones diferenciales y la topologia global. En 1931, Georges de Rham demostré que
la obstruccién analitica para que una forma cerrada sea globalmente exacta esti dictada en-
teramente por la topologia del espacio [15]. Mientras que el lema de Poincaré garantiza la
exactitud local, los grupos de cohomologia miden el fracaso de esta propiedad a nivel global,
traduciendo los invariantes topolégicos de la variedad a la dimension de espacios vectoriales
reales [24].

El punto central de esta teorfa, y el nucleo de este trabajo, es el teorema de dualidad de
Poincaré. Formulado por Henri Poincaré en su articulo Analysis Situs en 1895 [20] mediante
relaciones entre los ntimeros de Betti, este resultado adquiere su forma moderna a través del
emparejamiento de integracién de formas. El teorema establece que, para cualquier variedad
diferenciable compacta y orientable, existe un isomorfismo perfecto entre los grupos de co-
homologia en grados complementarios [5]. Como se detalla en el texto, esta dualidad es la
manifestacion analitica de la teorfa geométrica de interseccién transversal y constituye una
herramienta indispensable para la clasificacién de espacios.

Para abordar estos resultados, esta tesis se ha estructurado en cinco capitulos que siguen un
desarrollo constructivo y autocontenido. El recorrido inicia estableciendo los cimientos teo-
ricos preliminares, unificando el algebra exterior con el algebra homolégica para definir los
complejos de cocadenas y las herramientas diagraméticas elementales, para estas construccio-
nes nos basaremos en dos de los libros mas importantes en el estudio introductorio del algebra
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homologica [21] y [25]. Sobre esta base algebraica, el texto transita hacia el contexto geomé-
trico formalizando las variedades diferenciables, los espacios tangentes y las particiones de la
unidad, elementos necesarios para conectar el comportamiento local con el global.

Una vez establecido este escenario topologico, se unifica el calculo diferencial e integral me-
diante la teoria de las formas diferenciales. Este desarrollo conduce al teorema de Stokes
generalizado, el cual subsume el analisis clasico y conecta la derivada exterior con la frontera
topologica. Esta integracion permite dar el paso hacia la construccion rigurosa de la cohomolo-
gia de De Rham. Tras demostrar su invarianza homotépica y el lema de Poincaré, se desarrolla
la secuencia exacta de Mayer-Vietoris para calcular explicitamente los invariantes de espacios
fundamentales como las esferas y el toro.

Finalmente, el trabajo concluye unificando estos conceptos en la dualidad de Poincaré y sus
aplicaciones. Mediante la construccién de la cohomologia con soporte compacto, se demuestra
formalmente el isomorfismo de dualidad, dando paso a la exploraciéon de sus consecuencias
geométricas y fisicas. Estas abarcan desde teoremas clasicos de topologia, como el teorema
de la bola peluda y la caracteristica de Euler [16], hasta el efecto Aharonov-Bohm y las
implicaciones de la matriz de interseccién en la existencia de estructuras exéticas para el
espacio R* [10].

A través de este recorrido continuo, este trabajo busca ofrecer una perspectiva integradora,
mostrando que la topologia, el dlgebra y el anéalisis diferencial no son disciplinas aisladas, sino
herramientas inseparables en el estudio moderno de la geometria.






Capitulo 1

Preliminares algebraicos

El célculo en variedades diferenciables se distingue del calculo multivariable clésico por su
naturaleza intrinseca y global. Mientras que en R™ trabajamos con vectores y gradientes aso-
ciados a coordenadas fijas, en variedades generales estas nociones se formalizan mediante el
lenguaje de los tensores y las formas diferenciales. Como senalan Bott y Tu [5], las formas
diferenciales son la herramienta natural para transitar de la geometria local a la topologia
global, permitiendo la integracion y la definicién de la cohomologia de De Rham.

Para comprender qué es una forma diferencial en una variedad, primero debemos entender qué
es una forma en un solo espacio vectorial estatico. Este capitulo condensa los requerimientos
puramente algebraicos de este trabajo. En la primera parte, construiremos el algebra exte-
rior, la estructura que captura las nociones de volumen y orientacién. En la segunda parte,
introduciremos el marco formal del adlgebra homologica, el cual nos permitira estudiar siste-
méaticamente las secuencias de operadores que definen la topologia de la variedad.

1.1. El Algebra exterior

Trabajaremos sobre un espacio vectorial real V' de dimension finita n. El concepto dual al de
vector es el de funcional lineal.

Definiciéon 1.1.1 (Espacio dual). El espacio dual de V, denotado por V*, es el conjunto de
todas las transformaciones lineales f : V — R.

V* = Hom(V,R).

Los elementos de V* se denominan covectores o 1-formas.

La relacion entre V' y V* se materializa mediante la elecciéon de bases.

Proposicion 1.1.2 (Base dual). Sea {ey,...,en} una base de V. Existe una tnica base
{et, ..., €} de V*, llamada la base dual, definida por la condicion:

/ ‘ 0 sii#j

1



2 Capitulo 1. Preliminares algebraicos

donde 5? es la delta de Kronecker. En consecuencia, dim(V*) = dim(V') = n.

Demostracion. La demostracion de la existencia y unicidad de esta base es un resultado es-
tandar de algebra lineal; puede ser encontrada en [6]. O

Esta relacién nos permite expresar cualquier covector @ € V* en términos de la base dual
como a = Y1, ofe;)e.

Entre todos los tensores multilineales, los mas relevantes para la geometria y en consecuencia
para esta tesis son los alternantes, pues son los objetos algebraicos capaces de medir volimenes
con signo y definir orientaciones.

Definiciéon 1.1.3 (Tensor alternante). Un k-tensor T : V x --- x V. — R es alternante si el
intercambio de dos argumentos cualesquiera invierte el signo del resultado:

El espacio vectorial de todos los k-tensores alternantes sobre V' se denota por Ap(V'). A sus
elementos se les llama k-covectores o k-formas alternantes.

Por convencion, Ag(V) = Ry A;(V) = V*. Para k > n, el espacio A;(V) es el espacio nulo
{0}, una consecuencia directa de la independencia lineal en dimension n [24].

Aunque el espacio Ag(V') es un subespacio de los k-tensores generales, a menudo es 1til cons-
truir formas alternadas a partir de tensores arbitrarios mediante el operador de alternancia.

Definiciéon 1.1.4 (Operador de alternancia). El operador de alternancia A : Ly(V) — Ag(V),
donde L (V') denota el espacio vectorial de todas las formas k-multilineales sobre V', se define
como la suma signada sobre todas las permutaciones S:

Af = Z (sgno)of

o€Sk

donde (o f)(v1, ..., 0k) = f(Vo(1)s -+ s Va(i))-

Deseamos una operaciéon que nos permita construir formas de grado superior a partir de
formas simples. Dado que el producto tensorial ordinario no preserva la alternancia, definimos
el producto cuna.

Definicién 1.1.5 (Producto cuna). Sean w € Ag(V) yn € Ay(V). Definimos su producto
cuna w An € A (V) como:

1

donde ® denota el producto tensorial de formas multilineales.
Observacion 1.1.6. La normalizacion ﬁ es la convencion adoptada por Tu [24]. Su propdsito

es compensar el hecho de que el operador A suma k!l! términos redundantes. Esta eleccion
asequra que el producto de covectores base coincida con el determinante.



1.1. EI algebra exterior 3

Proposicion 1.1.7 (Propiedades del producto cuna). El producto cunia es una operacion
bilineal y asociativa que satisface:

1. Anticonmutatividad graduada:

wAn=(—1knAw.

2. Relacion con el determinante: Si o, ..., a% € V* son 1-formas:

(@' A AR (v, ug) = det[al (v))].

La existencia del producto cuna nos permite unificar la coleccion de espacios Ax (V') en una
Unica estructura.

Definicién 1.1.8 (El algebra exterior). Definimos el dlgebra exterior de V' como la suma
directa:

A(V) =P AV)=A(V)e A4((V)® - @ Ay (V).
k=0

Con esta estructura, (A«(V'),\) se convierte en un dlgebra asociativa graduada sobre R con
unidad.

Teorema 1.1.9 (Base y dimension). Sea {ei,...,e,} una base de V y {e*,... "} su base
dual. El conjunto de k-covectores

{Eil/\-"/\eik|1§’i1<’i2<”‘<ik§n}

forma una base para el espacio Ag(V). Por lo tanto, la dimension de este espacio estd dada
por:

dim Ay, (V) = <Z>

Demostracion. Una prueba detallada utilizando combinatoria y la expansién del determinante
se encuentra en [24]. O

De este teorema se desprenden dos hechos fundamentales que nos serviran méas adelante cuando
hablemos de la dualidad de Poincaré: la dimension de A, (V) es (1) = 1, y existe una simetria
dimensional dim Ay (V) = dim A,,_(V).

Finalmente, debemos establecer como se comportan estas formas al transformar los espacios
vectoriales subyacentes. Si L : V' — W es una transformacién lineal, induce una aplicacion
lineal transpuesta L* : W* — V*, definida por (L*a)(v) = a(L(v)). Esta aplicacion se extiende
naturalmente al algebra exterior completa.

Proposicion 1.1.10. El pullback L* es un homomorfismo de dlgebras, es decir:

L*(wAn)=L*wA L.

Esta construccién puramente algebraica es el prototipo local de la operacién de pullback para
formas diferenciales que definiremos en los capitulos siguientes utilizando la diferencial de una
aplicacion suave (la demostracion puede ser encontrada en [24]).
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1.2. Algebra homologica

El teorema de Stokes revelarda méas adelante una profunda conexién entre la topologia del
espacio y el analisis de las formas, sugiriendo que el operador de derivada exterior d, con su
propiedad fundamental de nilpotencia d? = 0, encierra informacién estructural que trasciende
el calculo local.

Para decodificar esta informacién, en esta seccion introducimos el lenguaje del algebra homo-
logica. Con el fin de mantener la fluidez geométrica del texto, solo enunciaremos y contextua-
lizaremos los resultados algebraicos que se trabajaran en el resto del documento.

La estructura fundamental que abstrae las propiedades de las formas diferenciales es el com-
plejo diferencial graduado [25].

Definiciéon 1.2.1 (Complejo de cocadenas). Un complejo de cocadenas (C*®,d) es una secuen-
cia de espacios vectoriales reales {C*}rcz conectados por aplicaciones lineales d* : C* — CF+1,
que satisfacen la condicion de nilpotencia:

A"t od* =0 para todo k € Z.

Esta condicién implica que la imagen de un operador esté contenida en el nucleo del siguiente.
Utilizando la terminologia estandar de Rotman [21], clasificamos sus elementos:

Definiciéon 1.2.2 (Cociclos, cobordes y cohomologia). Sea (C®,d) un complejo de cocadenas.
= El espacio de k-cociclos es ZF(C®) = ker(d*) = {c € C* | dc = 0}.
= El espacio de k-cobordes es B¥(C*) = im(d*™') = {c € CF | 3a € C*!,da = c}.

El k-ésimo grupo de cohomologia del complejo se define como el espacio vectorial cociente:

o ZF(C®)  ker(d¥)
HYC™) = BriGmy = il d=1)

Para formalizar la idea de que la cohomologia es una traducciéon de problemas geométricos a
algebraicos, utilizamos la teoria de categorias. Una categoria consiste en objetos y morfismos
[21], v el paso de una a otra se realiza mediante funtores.

Definiciéon 1.2.3 (Mapa de cadenas). Sean (A®,d4) y (B®,dp) dos complejos de cocadenas.
Un mapa de cadenas es una secuencia de aplicaciones lineales f* : A¥ — B* que conmutan
con los diferenciales:

d% o fk = fk‘H o d]jl.

Proposicion 1.2.4 (Functorialidad de la cohomologia). La asignacion que asocia a cada
complejo de cocadenas su k-ésimo espacio de cohomologia es un funtor covariante H*. Espe-
cificamente, si f : A®* — B*® es un mapa de cadenas, induce una aplicacion lineal bien definida
en cohomologia:

H*(f) = f*: HY(A®) — HYB®), (o)) = [f(a)].
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La demostracion de esta funtorialidad puede revisarse en detalle en [25].

El célculo directo de los grupos de cohomologia suele ser intratable. La estrategia estdndar
es relacionar complejos desconocidos con complejos mas simples mediante secuencias exactas.
Una secuencia de espacios vectoriales se dice exacta si la imagen de cada mapa entrante
coincide exactamente con el nticleo del mapa saliente [21]. A continuacion, enunciamos los tres
lemas fundamentales que sustentaran nuestros célculos topolégicos.

Teorema 1.2.5 (Lema del zig-zag). Sea 0 — A® Iy B* % C* = 0 una secuencia ezacta
corta de complejos de cocadenas. Entonces, existe una aplicacion lineal natural §* : Hk(C') —
HF1(A®), llamada homomorfismo conector, tal que la siguiente secuencia larga es exacta:

LS Yoy D gRany D gy L ghet) 2 B4

La construccion del homomorfismo 6* y la prueba de exactitud se realizan mediante caceria
de diagramas; la demostracion detallada puede encontrarse en Hafkenscheid [12] o en Weibel
[25].

El cimiento algebraico subyacente que garantiza la existencia del homomorfismo conector 6*
es un célebre resultado sobre diagramas conmutativos conocido como el lema de la serpiente:

Lema 1.2.6 (Lema de la serpiente). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de
espacios vectoriales, donde las dos filas son secuencias exactas:

Al .p_9% . ¢ s 0
D
0 A f/>B’ g/>C”

Entonces existe una secuencia exacta que relaciona los nicleos y contucleos de las aplicaciones
verticales de la siguiente manera:

ker(a) £> ker(p3) EN ker(7y) LN coker(a) f—> coker() 7, coker(~y)

La demostraciéon completa y formal de esta exactitud también requiere caceria de diagramas
y puede ser consultada en Rotman [21].

Finalmente, introducimos otro pilar técnico del dlgebra homoldgica, el cual utilizaremos como
argumento central para demostrar que la dualidad de Poincaré induce un isomorfismo global
al ensamblar piezas locales:

Lema 1.2.7 (Lema de los cinco). Sea el siguiente diagrama conmutativo de espacios vecto-
riales, en el cual las dos filas son secuencias exactas:

Wi Va > V3 Vi > Vs

[

W1 W2 > W3 W4 W5
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St los mapas a1, o, a4 Yy s son isomorfismos, entonces el mapa central as también es un
isomorfismo.

Dado que es un ejercicio estandar en categorias abelianas y espacios vectoriales, la demostra-
cion formal y completa de este lema puede ser encontrada en Weibel [25] o Rotman [21].

Observacion 1.2.8. Es pertinente observar que el enunciado del lema que hemos presentado
utiliza una hipdtesis mds fuerte que la requerida en la formulacion minima estandar. No obs-
tante, en el contexto de nuestra demostracion de la dualidad de Poincaré en el Capitulo 5, la
hipdtesis de induccion sobre los recubrimientos abiertos nos garantizard de manera natural que
los cuatro mapas flanqueantes (o, g, au, as) sean isomorfismos completos. Por ello, se ha
optado por enunciar esta version directa, la cual se ajusta a las necesidades exactas de nuestra
demostracion.

Por ultimo, necesitamos un criterio algebraico para determinar cuando dos mapas de cadenas
inducen el mismo morfismo en cohomologia.

Definiciéon 1.2.9 (Homotopia de cadenas). Sean f,g: A* — B® dos mapas de cadenas. Una
homotopia de cadenas entre f y g es una secuencia de operadores lineales P* : A¥ — BF1 tal
que:

f—g9=dgP + Pdy.

Si existe tal operador P, decimos que f y g son homotdpicos (f ~ g).

Proposicion 1.2.10 (Invarianza homotépica). Si dos mapas de cadenas f,g: A* — B® son
homotopicos, entonces inducen el mismo mapa en cohomologia:

f*=g": H*(A®) — H*(B®).

La demostracion de esta invarianza se deduce evaluando algebraicamente la diferencia me-
diante el operador P, garantizando que el resultado es siempre un coborde (ver [21]). Este
resultado algebraico tendra una interpretaciéon geométrica directa en el desarrollo de la teoria:
la homotopia topoldgica entre aplicaciones inducird homotopia algebraica entre sus mapas de
cadenas.



Capitulo 2

Variedades diferenciables y espacios
tangentes

En este capitulo introduciremos las variedades diferenciables, el marco geométrico fundamental
para la teoria de la cohomologia de De Rham. Intuitivamente, una variedad es un espacio que
localmente se asemeja al espacio euclidiano R™ [24], pero que a nivel global carece de un sistema
de coordenadas tnico. Para formalizar esta nociéon y permitir un célculo intrinseco (libre de
coordenadas), construiremos la estructura diferenciable mediante el aparato técnico de las
cartas y los atlas maximales, estableciendo asi el escenario riguroso sobre el cual definiremos
las formas diferenciales.

Una vez definida la variedad, necesitaremos abstraer la nocién de linealizacion local para poder
hacer calculo. Dado que en un espacio abstracto no podemos restar puntos para definir vectores
como flechas, construiremos los vectores tangentes de manera intrinseca utilizando el concepto
algebraico de derivacion [24|. La union estructurada de todos estos espacios daré lugar al
fibrado tangente, cuya dualizacion natural nos entregara finalmente el fibrado cotangente [14],
completando la arquitectura necesaria para nuestro estudio.

2.1. Fundamentos en el espacio euclidiano

En esta secciéon estableceremos los conceptos basicos de suavidad en espacios euclidianos R",
que serviran como base para definir la estructura diferenciable.

Observacion 2.1.1. A lo largo de este trabajo se adoptard la notacion estandar de la geome-

tria diferencial, donde los indices de las coordenadas se escriben como superindices. De este

modo, un punto se denotard como p = (p*,...,p"), y sus coordenadas por z!, ... x".

2.1.1. Funciones suaves

El célculo en variedades lo construiremos generalizando el comportamiento local de las fun-
ciones en R™. Una nocién fundamental para esto es la de suavidad.

7
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Definicion 2.1.2. Sea k un entero no negativo. Decimos que una funcion real f : U CR™ — R
es C* en un punto p € U si todas sus derivadas parciales

_or
Ot - .- Oxli

con j < k existen y son continuas en p. Decimos que la funcion f es C™ si es C* para todo
k>0.

Ademaés, también definiremos aplicacion suave, una definicién que nos sera ttil mas adelante
cuando construyamos aplicaciones (mapas) entre variedades.

Definicién 2.1.3 (Aplicacion suave C'*° entre espacios euclidianos). Sea U € R™ un conjunto
abierto. Una aplicacion G : U — R™ se dice suave (C*°) si cada una de sus n funciones
componentes G* : U — R, dadas por G(z) = (G'(x),...,G"(x)), es C°.

Observacion 2.1.4. La clase de funciones suaves es mds amplia y flexible que la de funciones
reales-analiticas. Una funcidn suave no necesariamente coincide localmente con su serie de
Taylor. Un ejemplo cldsico [24] que ilustra esta distincion crucial es f : R — R definida por:

@) = {6_1/”” sz: x>0

0 stx <0
Esta funcion es suave en todo R (en particular, todas sus derivadas en © = 0 se anulan).
Sin embargo, su serie de Taylor alrededor del origen es idénticamente nula, por lo que no
converge a f(x) para xz > 0. Esta flexibilidad de las funciones suaves es lo que permite construir
herramientas fundamentales en variedades diferenciables, como las particiones de la unidad.

Aunque las funciones suaves no siempre coinciden con su serie de Taylor, si pueden ser apro-
ximadas localmente por polinomios. El teorema de Taylor con resto es la herramienta que
formaliza esta idea. Pero antes de enunciar este teorema debemos definir qué es un conjunto
estrellado.

Definiciéon 2.1.5. Un subconjunto S C R™ se dice que es estrellado (o en forma de estrella)
con respecto a un punto p € S si, para todo punto x € S, el segmento de recta que une p con
x estd completamente contenido en S.

Teorema 2.1.6 (Teorema de Taylor con resto). Sea f una funcion C*° en un subconjunto
abierto U de R™ que es estrellado con respecto a un punto p = (p',...,p") € U. Entonces,
existen funciones gi(z),...,gn(x) € C°(U) tales que

f@) = fp)+ (@' = p)agi(x),
=1

y ademds se cumple que

gi (p) = ggfl (p)-
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Este teorema nos asegura que podemos linealizar una funcién suave en el entorno de un punto
de una manera controlada. Esta idea seréa clave para relacionar las derivaciones con los vectores
tangentes. La demostracion de este teorema puede ser encontrada en el capitulo 1 de [24].

2.2. Variedades topologicas

La definicién de una variedad diferenciable se construye sobre una estructura topolégica subya-
cente, conocida como variedad topolégica. Por lo tanto, previo a la introduccion de la estructura
diferenciable, debemos establecer las condiciones topologicas que debe satisfacer dicho espacio.

Definicién 2.2.1 (Homeomorfismo). Un homeomorfismo es una funcion f : X — Y entre
dos espacios topoldgicos X y'Y que es biyectiva, continua y cuya inversa f~1 Y — X es
también continua.

Definicién 2.2.2 (Localmente euclidiano). Un espacio topoldgico M es localmente euclidiano
de dimension n st para cada punto p € M existe un entorno abierto U que contiene a p y un
homeomorfismo ¢ : U — V, donde V' es un subconjunto abierto del espacio euclidiano R™.

Definicion 2.2.3 (Espacio de Hausdorff). Un espacio topolégico M es un espacio de Hausdorff
(o Ty ) si para cada par de puntos distintos p,q € M, existen entornos abiertos U dep y 'V de
q tales que su interseccion es vacia:

Unv =0.

Definicion 2.2.4 (Segundo numerable). Un espacio topolégico M es sequndo numerable con-
table (cumple el sequndo axioma de numerabilidad, de ahora en adelante lo simplificaremos
a sequndo numerable) si existe una base numerable para su topologia. Es decir, si existe una
coleccion contable de conjuntos abiertos B = {B;}ien tal que todo congunto abierto U C M
puede expresarse como una union de elementos de B.

Definicién 2.2.5 (Variedad topologica). Una variedad topoldgica es un espacio topoldgico que
es localmente euclidiano, es de Hausdorff y es seqgundo numerable.

La definiciéon estandar de una variedad topoldgica se fundamenta en estos tres axiomas. Este es
el enfoque adoptado en textos de referencia como [24] y [19]. No obstante, algunos autores como
Spivak [22] omiten la condiciéon de ser segundo numerable. Sin embargo, esta generalizacion
admite la existencia de variedades "patologicas" (no metrizables) como la recta larga, donde la
teoria de integraciéon de formas diferenciales no puede desarrollarse adecuadamente. Por esta
razén, en este trabajo exigiremos la condicién de ser segundo numerable.

2.3. La estructura diferencial

Al haber definido la variedad topologica, hemos establecido un escenario que, si bien global-
mente puede ser complejo, localmente es indistinguible de R™ desde un punto de vista topo-
légico. Para poder aplicar las herramientas del célculo necesitamos una estructura adicional:
una estructura diferenciable.
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Definicién 2.3.1 (Carta). Una carta en una variedad topoldgica M de dimension n es un par
(U, ), donde U es un subconjunto abierto de M y ¢ : U — R™ es un homeomorfismo sobre un
subconjunto abierto de R™.

= El conjunto U se llama un entorno coordenado.

= La aplicacion ¢ se llama aplicacion coordenada o sistema de coordenadas en U.

Una sola carta nos da un sistema de coordenadas para una parte de la variedad. Para poder
trabajar en toda la variedad, necesitamos una coleccién de cartas que la cubran por completo.

Definiciéon 2.3.2 (Atlas). Un atlas para M es una coleccion de cartas {(Uy, ¢o)} tal que la
union de todos los entornos coordenados es la variedad M =, Uq.

=
s

Figura 2.1: Representacion de un cuadrado abierto (variedad M) cubierto por cuatro cartas
que forman el atlas A = {(U,, ¢a)}i_;.

Se ha definido un atlas como una colecciéon de cartas que cubre toda la variedad M. Sin
embargo, para que esta colecciéon sea Ttil para el célculo, no basta con parchar la variedad;
necesitamos que estos parches “peguen” entre si de una manera suave.

Definicién 2.3.3 (C°-compatibilidad y funcién de transicion). Dos cartas (U, @) y (V1)) de
una variedad topologica M son C°-compatibles si las dos aplicaciones

Yvodp l:pUNV)=(UNV) y ¢op t:p(UNV)—=p(UNV)

son suaves (C™ ). Estas aplicaciones se denominan funciones de transicion (Figura 2.2) entre
las cartas. Si la interseccion U NV es vacia, las cartas se consideran automdticamente C™°-
compatibles.
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p(Unv)

p(UNV)

poy~!
Figura 2.2: Funciones de transicion.

Para extender esta nocion local a una estructura global, formalizamos la relacién entre una
carta individual y una coleccién de ellas:

Definicién 2.3.4 (Compatibilidad con un atlas). Se dice que una carta (V,v) es C*-compatible
con un atlas U = {(Uqa, ¢a)} si la carta (V,v) es C°°-compatible con cada una de las cartas
(Ua, @0) que conforman el atlas U.

Antes de proceder, debemos asegurarnos de que esta nocién de compatibilidad es robusta. El
siguiente lema es crucial, pues demuestra que la compatibilidad es una propiedad transitiva.

Lema 2.3.5. Sea U = {(Uqa, ¢a)} un atlas en un espacio localmente euclidiano M. Si dos
cartas (V,v) y (W,o) son ambas C°-compatibles con el atlas U, entonces son compatibles
entre st.

Demostracion. Seap € VNW. Como U = {(Uy,, ¢o)} es un atlas para M, p € U, para algin
«. Entonces p pertenece a la interseccion VNW N U,.

En el dominio ¢(VNWNU,), podemos descomponer la funcién de transicién oot ~! insertando
la identidad ¢! o P

goy =00 (g 0ga) ot = (00g.") o (daotY).

» La aplicacion (¢o o 10~ !) es la funciéon de transicion entre la carta (V1) y la carta
(Uq, ¢o) del atlas U. Por hipotesis, la carta (V,1) es compatible con el atlas U, lo que
significa, por definicién, que esta funcion de transicién es C'°.

» La aplicacion (o o ¢ ') es la funcion de transicion entre la carta (Uy, ¢o) del atlas U y
la carta (W, o). Por hipotesis, la carta (W, o) también es compatible con el atlas U, lo
que significa que esta funcién de transicion es C°.
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Dado que o o ¢~! es la composiciéon de dos funciones C*°, entonces o o 9)~! es también C'*
en el dominio Y(V NW NU,), y por lo tanto, es C* en el punto 1(p).

Como p fue un punto arbitrario de V.N W, hemos demostrado que o o=t es C* en todo su
dominio ¥(V N W). El argumento es analogo para o' 0. Por lo tanto, las cartas (V,v) y
(W, o) son C* compatibles entre si. O

El Lema 2.3.5 nos asegura que la C'°°-compatibilidad es una propiedad coherente. Esto nos
permite ahora definir el concepto de un atlas maximal.

Definicion 2.3.6 (Atlas maximal). Un atlas C* es un atlas en el que todas sus cartas son
mutuamente C°°-compatibles. Un atlas se dice mazimal si no estd contenido en ningin otro
atlas C*° mds grande.

Teorema 2.3.7 (Atlas maximal tinico). Todo atlas C* en un espacio localmente euclidiano
estd contenido en un unico atlas C*° mazimal.

Demostracion. Sea U = {(Uq, ¢po)} un atlas C*>° y adjuntemos todas las cartas (Vj, ;) que
son compatibles con él (es decir, compatibles con cada carta de U). Por el Lema 2.3.5, las
cartas (V;, ;) son compatibles entre si. Asi, la coleccion ampliada de cartas es un atlas.

Denotemos a este nuevo atlas ampliado como M. Cualquier carta compatible con este nuevo
atlas M debe ser, en particular, compatible con el atlas original U (ya que U C M). Por
la construccién de M, dicha carta ya pertenece a M. Esto prueba que el nuevo atlas M es
maximal.

Si M’ es otro atlas maximal que contiene a U/, entonces todas las cartas en M’ son compatibles
con U y, por construccion, deben pertenecer a M. Esto prueba que M’ C M. Como ambos
son maximales solo es posible que M’ = M. Por lo tanto, el atlas maximal que contiene a U
es unico. [

El Teorema 2.3.7 es el resultado que consolida la construccion de la estructura diferenciable.
Demuestra que cualquier atlas C'*°, por simple que sea, genera de forma tnica un atlas C'°
maximal.

Definicion 2.3.8 (Variedad diferenciable). Una variedad diferenciable es una variedad topo-

logica M dotada de un atlas C*° mazimal. Este atlas maximal se conoce como la estructura
diferenciable de M .

2.4. Ejemplos de variedades diferenciables

Aunque la definicion formal requiere un atlas maximal, el Teorema 2.3.7 simplifica el proceso
de verificacién: basta con encontrar un atlas C'*°.

Ejemplo 2.4.1 (Espacio euclidiano). El espacio euclidiano R™ es el ejemplo mds bdsico de
variedad diferenciable. Es de Hausdorff y sequndo numerable, y por lo tanto una variedad
topoldgica. Sea (r',...,r") el sistema de coordenadas estindar en R™. La carta (R",id) es un
homeomorfismo global. El atlas U = {(R",id)} es trivialmente un atlas C*.
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Ejemplo 2.4.2 (El grafico de una funcion suave). Sea U C R™ un conjunto abierto y sea
f:U = R™ una funcion C*. El grdfico de f, denotado por T'y, es el subconjunto de R™*™
definido por:

Iy ={(z f(x)) eR"™ |2z €U}

Como subespacio de R"™™, Ty es de Hausdorff y sequndo numerable. Definimos una carta
global ¢ : 'y — U mediante la proyeccion ¢(x, f(x)) = .

1. La aplicacion ¢(x,y) = x es continua (restriccion de una proyeccion).
2. La inversa ¢~ (x) = (z, f(x)) es continua porque sus componentes son continuas.

Como ¢ es un homeomorfismo y U es abierto en R", I'y es localmente euclidiano. El atlas
formado por esta tnica carta confiere a I'y estructura de variedad diferenciable.

y €ER™,

1
1
:
1
e X >
1 UcRr 7o z€R"
Espacio R*T™

Figura 2.3: El grafico I'y de una funcién suave es una variedad diferenciable.

Proposicion 2.4.3 (Atlas de una variedad producto). Sild = {(Ua,¢a)} y V = {(Vi,¥s)}
son atlas C* para las variedades M y N de dimensiones m y n, respectivamente, entonces la
coleccion de cartas producto

W = {(Us x Vi, po X i : Uy x V; = R™ x R =2 R™*™)}

forma un atlas C*° para la variedad producto M x N. En consecuencia, M X N es una variedad
diferenciable de dimension m + n.

Demostracion. Primero, M x N es de Hausdorff y segundo numerable porque es producto de
espacios que lo son (Proposicion A.22 y Corolario A.21 de [24]).

Para la condicién localmente euclidiana: Dado (p,q) € M x N, existen cartas (Uy, ¢o) ¥
(Vi, ;) tales que p € Uy y g € V;. La aplicaciéon producto ¢, X 1; es un homeomorfismo sobre
el abierto ¢q(Uy) x ;(V;) C R™H™,

Finalmente, verificamos la compatibilidad C*°. La funcién de transicion entre dos cartas pro-
ducto es:

(¢ X 15) 0 (o X i) " = (¢g0dy’) x (Y500 ")
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Sus componentes son las funciones de transicion de M y N respectivamente, las cuales son
suaves por hipotesis. Por lo tanto, W es un atlas C*°. ]

Ejemplo 2.4.4 (El circulo unitario S'). Consideremos S' C R?. Construimos un atlas A con
cuatro cartas:

» Uy = {(21,72) € S| 32 > 0}, é1( )
= Uz = {(21,22) € §" | 22 < 0}, ¢2(21,22) = 21.
s Us = {(x1,22) € S* | 21 > 0}, é3( )
» Usp={(z1,22) € S" | 21 < 0}, du( )

Cada ¢; es un homeomorfismo al intervalo (—1,1). Las funciones de transicion son suaves.

Por ejemplo, en Uy NUs:
(#3001 ") (1) = /1 — (21)?

que es C™® en (0,1). Por lo tanto, S' es una variedad diferenciable.

Ejemplo 2.4.5 (El toro). El toro T? = S* x S'. Por la Proposicion 2.4.3, es una variedad
diferenciable de dimension 2. Generalizando, el toro n-dimensional T™ es una variedad de
dimension n.

Figura 2.4: Toro (T?).

Ejemplo 2.4.6 (Espacio proyectivo real RP™). El espacio proyectivo real RP™ es el conjunto
de lineas que pasan por el origen en R 1. Se define formalmente como el espacio cociente
R\ {0}/ ~, donde x ~ \x para todo escalar no nulo .

Antes de dotarlo de estructura diferenciable, es necesario verificar sus propiedades topoldgicas.
La demostracion de que RP™ es de Hausdorff y sequndo numerable es un ejercicio cldsico de
topologia cociente; los detalles completos de estas pruebas se pueden consultar en [14] o en

[24]-

Sabiendo que es una variedad topoldgica, construimos su estructura diferenciable mediante el
atlas estandar de n+1 cartas afines U; = {[z° : --- : 2] | 2 # 0}. Las aplicaciones coordenadas
¢; : Uy = R™ se definen como:

2" zi x™

donde el término con sombrero se omite. Las funciones de transicion resultantes son funcio-
nes racionales con denominador no nulo en los dominios de interseccion, lo que garantiza su
suavidad. Por lo tanto, el atlas es C™°.
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Figura 2.5: Representacion de RP?.

2.5. Aplicaciones suaves y difeomorfismos

Una vez definidos los objetos de estudio (las variedades diferenciables), es imperativo establecer
como interactian entre si. En algebra lineal estudiamos espacios vectoriales y las transforma-
ciones lineales que los preservan; en topologia, estudiamos espacios topolégicos y funciones
continuas. En el contexto de la geometria diferencial, los morfismos adecuados son las apli-
caciones suaves. Estas son funciones que respetan la estructura diferenciable definida por los
atlas [24].

Definiciéon 2.5.1 (Aplicacion suave C*°). Sean M y N wvariedades diferenciables de dimen-
stones m y n, respectivamente. Una aplicacion F : M — N se dice suave o C'°° en un punto
p € M si existen una carta (U,¢) en M tal que p € U y una carta (V,9) en N tal que
F(p) eV, con F(U) CV, de modo que la representacion local de F':

poFo¢ t:g(U) = (V)
es una aplicacion suave entre subconjuntos abiertos de R™ y R™ (ver Definicion 2.1.3).

La aplicacion F se dice suave si es suave en cada punto p € M. El conjunto de todas las
aplicaciones suaves de M a N se denota por C*°(M,N).

Es fundamental que notemos que esta definicién es consistente gracias a la compatibilidad de
los atlas. Si cambiamos las cartas elegidas, la suavidad de las funciones de transicién garantiza
que la propiedad de ser suave se preserva. La demostracion detallada de esta independencia
de las coordenadas se puede encontrar en [24, Prop. 6.8] o [14, Lema 2.4].

Habiendo definido los morfismos, surge la pregunta natural de equivalencia: jcuando podemos
decir que dos variedades diferenciables son “la misma’™’ En topologia, dos espacios son equiva-
lentes (homeomorfos) si existe una biyecciéon continua con inversa continua [19]. Sin embargo,
en geometria diferencial exigimos mas: la estructura de célculo debe preservarse intacta en
ambas direcciones. Esto nos lleva al concepto de difeomorfismo.

Definicién 2.5.2 (Difeomorfismo). Una aplicacion F : M — N es un difeomorfismo si cumple
tres condiciones:
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1. F es una biyeccion (inyectiva y sobreyectiva,).
2. F es una aplicacion suave.
3. Su inversa, F~': N — M, también es una aplicacion suave.

St existe tal aplicacion entre M y N, decimos que las variedades son difeomorfas y escribimos
M=N.

Dos variedades difeomorfas son indistinguibles desde el punto de vista de las propiedades
diferenciables. Cualquier invariante calculado usando céalculo (como la cohomologia de De
Rham, que definiremos mas adelante) sera idéntico para ambas.

Finalmente, introducimos un caso particular de aplicacién suave que seré el bloque constructor
de toda la teoria de formas diferenciales: las funciones que van de la variedad a los ntmeros
reales.

Definicion 2.5.3 (Funciones suaves C*°(M)). Una funcion suave en una variedad M es una
aplicacion suave f : M — R, donde R tiene su estructura diferenciable estdndar. El conjunto
de todas las funciones suaves en M forma un dlgebra conmutativa sobre los reales, denotada
por C*(M).

Observacion 2.5.4. Conviene precisar la estructura algebraica mencionada. El espacio C*° (M)
es una R-dlgebra conmutativa. Esto significa que es un espacio vectorial real equipado con un
producto bilineal, asociativo y conmutativo.

Las operaciones se definen punto a punto utilizando la estructura de cuerpo de R. Para cua-
lesquiera f,g € C*(M) y A € R, y para todo p € M :

= Suma: (f +g)(p) = f(p) + 9(p)-
» Producto por escalar: (Af)(p) = Af(p).

» Producto de funciones: (f - g)(p) = f(p)g(p).

FEsta dlgebra posee un elemento identidad multiplicativo: la funcion constante 1 (donde 1(p) = 1
para todo p).

Es precisamente sobre esta algebra C°°(M) donde definiremos, en las secciones siguientes, los
vectores tangentes como derivaciones, iniciando asi la construcciéon de la maquinaria lineal
sobre la variedad.

2.6. Particiones de la unidad

Para extender conceptos locales (definidos en cartas coordenadas) a toda la variedad, necesita-
mos una herramienta técnica que nos permita “suavizar’ la transicién entre diferentes abiertos
y sumar contribuciones locales de manera coherente. Esta herramienta es la particion de la
unidad. Antes de definirla, necesitamos precisar el concepto de soporte.
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Definicién 2.6.1 (Soporte de una funcion). Sea f: M — R una funcidn continua. El soporte
de f, denotado por supp(f), es la clausura en M del conjunto de puntos donde la funcion no
se anula:

supp(f) ={p € M | f(p) # 0}.

Decimos que f tiene soporte compacto si supp(f) es un subconjunto compacto de M.

La importancia del soporte radica en que nos permite localizar el comportamiento de una
funcion. Una funcién con soporte compacto es cero, excepto en una region acotada.

Para manejar sumas infinitas sobre la variedad sin problemas de convergencia, introducimos
la nocién de finitud local.

Definicion 2.6.2 (Finitud local). Una coleccion de subconjuntos {Aq}tacs de un espacio to-
poldgico M se dice localmente finita si cada punto p € M posee un entorno abierto V' que
intersecta solo a un numero finito de conjuntos Ag.

Ahora podemos definir el concepto central que actiia como el “pegamento” analitico en la teoria
de variedades.

Definicién 2.6.3 (Particion de la unidad). Sea M una variedad diferenciable yU = {Uq}aes
un cubrimiento abierto de M. Una particion de la unidad subordinada al cubrimiento U es una
coleccion de funciones suaves {po : M — [0,1]}aes que satisface las siguientes condiciones:

1. Soporte subordinado: Para cada o, supp(pa) C Us.
2. Finitud local: La coleccion de soportes {supp(pa)} es localmente finita.
3. Suma unitaria: Para todo punto p € M, la suma de las funciones es 1:

D ralp) =1.

aeJ

Notese que, gracias a la condicion de finitud local, la suma en el punto 3 es en realidad una
suma finita en cualquier entorno de p, por lo que no hay problemas de convergencia.

La existencia de particiones de la unidad es lo que distingue a las variedades paracompactas
(como las que estudiamos aqui, de Hausdorff y segundo numerables) de espacios topologicos
mas rigidos.

Teorema 2.6.4 (Existencia de particiones de la unidad). Toda variedad diferenciable M ad-
mite particiones de la unidad. Especificamente, para cualquier cubrimiento abierto U, existe
una particion de la unidad subordinada a U.

Demostracion. (Idea) La demostracion es técnica y se basa en la existencia de “funciones
chichén” (bump functions) en R™ y en la propiedad de segundo numerable para extraer sub-
cubrimientos manejables. Una construccion detallada se encuentra en el Teorema 13.7 de Tu
[24]. O



18 Capitulo 2. Variedades diferenciables y espacios tangentes

Esta herramienta serd fundamental en los capitulos posteriores, donde la utilizaremos para
definir la integral global de una forma diferencial dividiéndola en trozos que caben dentro de
cartas coordenadas.

2.7. Vectores tangentes en R"

El concepto de vector tangente es fundamental en geometria diferencial. En el espacio eu-
clidiano R™, aunque visualizamos los vectores como flechas, Loring Tu [24] sugiere que la
propiedad més fundamental de un vector es su capacidad para derivar funciones.

La conexién entre la vision geométrica de un vector y su accién sobre las funciones la pro-
porciona la derivada direccional. En R, un vector v = (v!,...,9™) en un punto p define un
operador D, sobre las funciones suaves.

Definicién 2.7.1 (Derivada direccional). La derivada direccional de una funcion f en un
punto p en la direccion de un vector v se denota por D, f(p) y se define como:

D.f(p) = lim f(p+tvt) —fp) _ %

f(p+tv).
t=0

Aplicando la regla de la cadena, obtenemos la féormula operacional:

Dyf(p) =) o' gg{i ().

=1

Para formalizar esta idea localmente, utilizamos el concepto de germen, el cual intuitivamente,
busca estudiar el comportamiento de la funcién en vecindades suficientemente cercanas a p.

Definiciéon 2.7.2 (Germen). Consideremos el conjunto de pares (U, f), donde U C R™ es un
entorno abierto dep y f : U — R es una funcion C*°. Decimos que dos pares (U, f) y (V, g) son
equivalentes, lo cual denotamos por (U, f) ~ (V,g), si existe un entorno abierto W C U NV
de p tal que:

flw = glw
Un germen de una funcion suave en p es una clase de equivalencia [(U, f)] bajo esta relacion.
El conjunto de todos los gérmenes en p se denota por Cp°.

Definicion 2.7.3 (Derivacion). Una derivacion en el punto p es una aplicacion lineal X :
Cp° — R que satisface las siguientes dos condiciones para cualesquiera f,g € C;° y a,b € R:

1. Linealidad: X (af +bg) = aX(f)+bX(g).
2. Regla de Leibniz: X (fg) = f(p)X(9) + 9(p) X (f).

Denotamos por Der,(R™) al espacio vectorial de todas las derivaciones en p.

Antes de establecer la relacion formal entre los vectores clasicos y los operadores de derivacion,
debemos precisar a qué conjunto pertenecen dichos vectores geométricos.



2.7. Vectores tangentes en R" 19

Definiciéon 2.7.4 (Espacio tangente geométrico en R™). Para un punto p € R"™, el espacio
tangente geométrico en p, denotado por T,(R™), se define formalmente como el conjunto de
pares {p} xR™ = {(p,v) | v € R"}. Intuitivamente, este espacio representa el conjunto de todas
las flechas (vectores) que tienen su origen anclado en el punto p.

Proposicién 2.7.5. Para cada vector geométrico v € T,(R™), el operador derivada direccional
D, : Cgo — R es una derivacion.

Demostracion. Antes de verificar las propiedades algebraicas, es imperativo demostrar que el
operador D, esta bien definido sobre el espacio de gérmenes Cp°.

Sea [f] € C;° un germen representado por dos funciones equivalentes (U, f) y (V,g). Por la
definicién de equivalencia de gérmenes, existe un entorno abierto W C U NV que contiene
a p tal que f(z) = g(x) para todo z € W. Dado que la derivada direccional es un operador
estrictamente local (su valor se calcula mediante un limite que depende exclusivamente del
comportamiento de la funcién en una vecindad arbitrariamente pequetia alrededor de p), se
deduce que:

of , . 0Og .
o (p) = D (p) paratodoi=1,...,n.

Por lo tanto, el valor de la suma

Du(If)) =o' oL v)

es exactamente el mismo sin importar si se evaliia usando el representante f o el representante
g- Esto prueba que la accion de D, sobre C)° es independiente de la eleccion del representante
y, en consecuencia, esta bien definida.

Ahora verifiquemos que D,, satisface las dos condiciones de una derivacion:

1. Linealidad: Sean f,g € C° y a,b € R. Por la linealidad de la derivada parcial:

n

Dy(af +bg) = vi-2

=1 81‘1
_ = i of dg
-3 (a5 + 0% 0))

N ; Of . ; 0g
—ad o L) Y )
i=1 i=1

= aDy(f) 4+ bDy(g).

(af +bg)(p)
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2. Regla de Leibniz: Usando la regla del producto para derivadas parciales:

Du(fg) = Yo vi (o))

=3 (G + 10035 0)

= ivi%(p) 9(p) + f(p) ivia—gi(p)
ox ox

i=1
= Dy(f)g(p) + f(p)Du(g).

=1

Dado que cumple ambas condiciones, D, es una derivacion. ]

Ahora establecemos el isomorfismo que justifica nuestra definicién abstracta de vectores tan-
gentes como derivaciones. La demostracion se basa en la brindada por Tu en [24].

Teorema 2.7.6 (Isomorfismo canonico). La aplicacion ¢ : T,(R™) — Der,(R™) definida por
¢(v) = Dy es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Debemos demostrar que la aplicaciéon ¢ es lineal, inyectiva y sobreyectiva.

1. Linealidad: Sean v,w € T,(R") y a,b € R. Evaluamos ¢(av + bw) en una funciéon suave

arbitraria f:
n

$(av + bw)(f) = Daprow(f) = Y _(av’ + buw')

=1

o)

Distribuyendo y separando la suma por linealidad en R, obtenemos:
n
(2

Como esto se cumple para toda funciéon suave f, concluimos que ¢(av + bw) = ag(v) + bo(w),
demostrando asi que ¢ es una aplicacién lineal.

(1) +5 3 w0 (p) = aDu(1) +bDulf) = (ad(v) + bo(w))(f).
=1

2. Inyectividad: Supongamos que v € T,(R") es tal que ¢(v) = D, = 0 (la derivacion
nula). Esto significa que D, (f) = 0 para toda funcion suave f. Consideremos en particular las
funciones coordenadas x7 : R" — R, definidas por z’(p) = p’. Aplicando la derivaciéon D, a
x:

n y n
0=D,(z) = Zvlaxi (p) = Zv’df- =7,
i=1 i=1
Dado que v/ = 0 para todo j = 1, ...,n, concluimos que v = 0. Por lo tanto, el nicleo de ¢ es

trivial y la aplicacién es inyectiva.

3. Sobreyectividad: Sea D € Dery,(R") una derivacion arbitraria. Queremos encontrar un
vector v tal que D = D,. Sea f cualquier funcién suave definida en un entorno de p. Por el
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teorema de Taylor con resto, podemos escribir f como:

f@) = fp)+ (@ = pagi(x),
=1

donde g; son funciones suaves tales que g;(p) = g ;Z (p).

Aplicamos la derivacion D a ambos lados de la igualdad. Usando la linealidad de D y el hecho
de que la derivada de una funcion constante es cero (D(f(p)) = 0):

n

D(f) =D (Z(wi - pi)gi(x)> = D (@~ p)a).
i=1

i=1

Aplicamos la regla de Leibniz a cada término del producto:

D ((z = p")gi) = D(z' — p")gi(p) + (0" — p")D(g0).

Observemos que el segundo término se anula porque el factor (p' — p*) es cero (la evaluacion

se realiza en el punto p). Ademas, por linealidad, D(z* — p') = D(x') — D(p*) = D(a%).
Sustituyendo esto:

D(f) =3 D) = S D) 2L (o).
=1

i=1

Si definimos ahora un vector v cuyas componentes sean v* = D(z'), la expresion anterior es
exactamente la definicion de la derivada direccional D, (f):

DU =30 5L ) = Do),
=1

Como esto es valido para cualquier funcion f, hemos demostrado que D = D,, = ¢(v). Por lo
tanto, ¢ es sobreyectiva. O

Este isomorfismo es la piedra angular que nos permite abandonar la intuicion geométrica
de los vectores como flechas y adoptar una perspectiva puramente algebraica. Dado que en
una variedad diferenciable general no disponemos de una estructura lineal global para definir
vectores geométricamente, utilizaremos la equivalencia demostrada para tomar el camino de
las derivaciones. Asi, en la siguiente seccién, definiremos el espacio tangente en una variedad
abstracta M directamente como el espacio de derivaciones sobre las funciones suaves, una
construccién que es intrinseca y no depende de un espacio ambiente.

2.8. El espacio tangente en variedades

Habiendo establecido que en R™ los vectores son equivalentes a las derivaciones, utilizamos
esta propiedad algebraica para definir vectores en una variedad diferenciable M general.
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Definicion 2.8.1 (Espacio tangente T,M). Sea p € M. El espacio tangente a M en p,
denotado por T,M, se define como el conjunto de todas las derivaciones en p sobre el dlgebra

C>®(M).
TyM ={X,: C>®(M) = R | X, es lineal y satisface la regla de Leibniz}.

Este conjunto tiene estructura de espacio vectorial real [4].

Aunque la definicién es abstracta, su relacién con las coordenadas es concreta gracias a las
cartas locales.

Teorema 2.8.2 (Base del espacio tangente). Sea (U, ¢) = (x!,...,2") una carta local alrede-
dor de p. Los operadores de derivada parcial inducidos, definidos por:
9 _O(foo™h)

forman una base para el espacio vectorial T,M . En consecuencia, dim(T,M) = dim(M) = n.

Demostracion. La demostracion se reduce al caso de R™ utilizando el difeomorfismo local ¢.
La demostracion formal puede ser revisada en [14]. O

Esto significa que cualquier vector tangente v € T, M puede escribirse de manera tinica como
una combinacién lineal de las derivadas parciales de la carta.

2.9. La diferencial de una aplicacién

Una de las ventajas del enfoque de derivaciones es que proporciona una forma natural de
linealizar aplicaciones suaves, generalizando la matriz jacobiana.

Definicién 2.9.1 (La diferencial / pushforward). Sea F': M — N una aplicacion suave y sea
p € M. La diferencial de F' en p, denotada por dF, : TyM — Trp N (0 Fip), se define por:

dFy,(v)(g9) = v(go F)

para todo vector v € T,M y toda funcion g € C*(N).

Proposiciéon 2.9.2 (Representacién en coordenadas: la jacobiana). Sean (z!,...,z") coor-
denadas locales en M alrededor de p, y (y',...,y™) coordenadas locales en N alrededor de
F(p)-

La accion de la diferencial dF), sobre los vectores de la base candnica {8%9’;)} esta dada por:

0
aEy ((‘33:

B Oy o F) 0
p) - ; 81Ej (p) 8yl

Fo)
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En consecuencia, la matriz que representa a la transformacion lineal dF), respecto a estas bases
es precisamente la matriz jacobiana de la representacion local de F':

1 1
9 (p) - I (p)
L) - L (p)

Demostracion. Sea g una funcién suave arbitraria en N. Aplicamos la definicién de la diferen-

cial al vector base -2 ‘ :
0 0
dF, = —
<0:UJ > (9) oxd »

2%l
Consideremos g o F' localmente como una funciéon compuesta g(y!(x), ...,y™(z)). Por la regla
de la cadena del calculo multivariable, evaluada en el punto p:

m 89
Z ayz

=1

(go F).

0

0 Oy oF)
axj

ozl

F(p) P

Reordenando los términos para verlos como operadores actuando sobre g:

) " A(yioF), 9
dF, <axJ ) (9) = <Z =) 3y F(p)) (9)-

i=1
Como esto vale para cualquier funcion g, la igualdad se mantiene a nivel del operador. O

2.10. El fibrado tangente

Hasta ahora hemos trabajado en un solo punto. Para hacer calculo global, necesitamos consi-
derar la totalidad de los vectores tangentes.

Definicion 2.10.1 (Fibrado tangente). FEl fibrado tangente TM es la union disjunta de todos
los espacios tangentes de M :
T™ = | | T,M.
peEM

Teorema 2.10.2 (Estructura de variedad de TM). Si M es una variedad diferenciable de
dimension n, entonces el fibrado tangente TM admite una estructura natural de vartedad
diferenciable de dimension 2n.

Demostracion. Para dotar a T'M de una estructura de variedad, construimos un atlas a partir
de las cartas de M. Sea (U, ¢) una carta en M con coordenadas locales (z!,. .., 2"). Cualquier

vector tangente v € T, M (con p € U) se puede expresar de manera tnica en la base coordenada

como:
n
S
v = c ,
ox*
=1 p
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Esto nos permite definir una carta natural inducida ¢ : TU — R?", donde TU = 77 HU) es la
preimagen bajo la proyecciéon candnica, mediante el mapa biyectivo:

o(v) = (z'(p),...,x"(p),c', ..., ).
La imagen de esta aplicacién es el abierto ¢(U) x R® C R?".

Para verificar la suavidad de la estructura resultante y que la coleccion {(TU, )} forma un
atlas diferenciable, analizamos la compatibilidad entre dos cartas. Supongamos que tenemos
otra carta (V,) con coordenadas (y,...,y") tal que UNV # 0. Si v € T,M es un vector en
la interseccién, podemos escribirlo en ambas bases:

n . n 9
v:Zlc :Zdja—yj

P =1 P
Sabiendo por la regla de la cadena que:

0 " dy’ 0

oz* = ox* dyl

0
ozt

sustituimos esto en la expresién original de v:

n ; n 8yj ) B n n Z-(?yj 9
> S ) =S (55

i=1 j=1 =1 \i=1

Por la unicidad de la expansién en la base de las y, igualamos componentes para obtener:

n .
J
& = ciay..
1
P Ox
Por lo tanto, la funcién de transicion 1/? o gzNS_l mapea las coordenadas (z!,...,z",c!,...,c") a
(y', ...,y d', ..., d") de la siguiente manera:
n n
,8y1 .ay"
1 n 1 n 1 n ) )
T,z e, ) — x),...,y"(x), =, ..., c=1.
( ) (y() y()i_1 o ;W

Las primeras n componentes corresponden a las funciones de cambio de coordenadas de la
variedad base M, que son suaves por hipotesis. Las tltimas n componentes son lineales en
¢, y sus coeficientes son exactamente las derivadas parciales de las funciones de transicion de
M (elementos de la matriz jacobiana). Como estas derivadas parciales son también funciones
suaves, concluimos que las funciones de transicién globales son de clase C'*°. En consecuencia,
T M hereda una estructura de variedad diferenciable de dimensién 2n, una demostracién mas
en detalle y técnica puede ser encontrada en [24, 14]. O

Con la construccién del fibrado tangente, hemos completado la descripcion global de las direc-
ciones y derivaciones sobre la variedad. Sin embargo, para desarrollar la teoria de integracion
y la cohomologia de De Rham, el objeto de interés principal no es el vector, sino el objeto
funcional que actta sobre él. Siguiendo la logica lineal establecida en el Capitulo 1, es necesario
ahora dualizar esta construccién geométrica.
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2.11. El fibrado cotangente

Dado que T, M es un espacio vectorial, podemos considerar su espacio dual.

Definiciéon 2.11.1 (Espacio cotangente). FEl espacio cotangente en p, denotado por TyM, es
el espacio dual de T, M :
T,M = (T,M)" = Hom(T,M,R).

Los elementos de Ty M se llaman covectores tangentes o 1-formas en p.

Definiciéon 2.11.2 (Diferencial de una funcion). Sea f € C*(M). La diferencial de f en p,
denotada por df,, es el covector df, : T,M — R definido por:

dfp(v) =v(f), YveT,M.

Proposicién 2.11.3 (Base cotangente). Si (z!,...,2") son coordenadas locales, las diferen-
ciales {dx'|,,...,dz"|,} forman la base dual de {%b}. Es decir, dz (%) = (5;

Demostracion. Usando la definicién de la diferencial tomando la funcién f como la i-ésima
funcion coordenada x*, y el vector v como el j-ésimo vector de la base tangente %\p:

w(2]) -0
b axjp Ozl

Por la definicién de la derivada parcial en coordenadas locales:

P

(@) = 22 o).

p

9
oxJ

Dado que las coordenadas son independientes, la derivada de x? respecto a 27 es 1sii =75y
0 si ¢ # j. Por lo tanto:
Y .
g _— = 1’
dx ( 8:1:j) 45

Como el conjunto {dz’|,} tiene el cardinal correcto (n) y satisface la condiciéon de ortogonalidad
con la base tangente, constituye la base dual tnica del espacio cotangente T7 M. O

Al igual que con el tangente, unimos estos espacios para formar una variedad.

Definiciéon 2.11.4 (Fibrado cotangente). El fibrado cotangente T*M es la union disjunta de
todos los espacios cotangentes:
* _ *
"M = | | Ty M.
peEM

Al igual que T'M, el fibrado cotangente admite una estructura de variedad diferenciable de
dimensiéon 2n [27]. Las coordenadas locales inducidas en T*M son (x',... 2" c1,...,¢cn),
donde ¢; son las componentes de un covector en la base dx’.
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Construimos el atlas de la siguiente manera: Sea (U, x!,...,2") una carta en M. Cualquier
covector w € 7~ 1(U) en un punto p se escribe de forma tinica como w =Y ¢;dx'|p. Definimos
las coordenadas inducidas en 7% M mediante el mapa:

QZN)((,U) = (xl(p)a e ,$n(p),cl, .- ~aCn)'

Para verificar la suavidad de la estructura del fibrado cotangente, analizamos la funcién de
transicion. Si (z!,..., 2", ¢c1,...,c,) son las coordenadas en la carta U y (y*, o ytda ,dp)
son las coordenadas en la carta V, entonces para un covector w = Y ¢;dz’ = ) d;dy’ en la
interseccion, las componentes se transforman de manera inversa a los vectores. Usando que

de'’ = > %dyj:

' &rid AR g - Oz
2| gt | =2 bl = =) ey
Por lo tanto, la funcién de transiciéon global mapea las coordenadas de la siguiente manera:

" o2 " 9xt
1 n 1 n
(x5, ...,2" c1y.no 0n) — (y (),...,y (:U),}Zlciaz/l,.--aESCiW).

i=1

Las funciones de transicién son lineales en las componentes ¢; y dependen de las derivadas de
las funciones de cambio de coordenadas en M. Dado que el cambio de coordenadas en M es
suave, la matriz jacobiana inversa (o sus transpuestas) también lo es, garantizando que T*M
es una variedad diferenciable [24, 14].

2.12. Swubvariedades

Aunque en las primeras secciones de este capitulo definimos el concepto general de variedad
diferenciable, hemos postergado la definicién formal de subvariedad hasta este momento por
una razén estructural profunda: la geometria de una subvariedad esta intrinsecamente ligada
al comportamiento lineal de sus espacios tangentes.

Para caracterizar adecuadamente qué subconjuntos de una variedad son suaves, no basta con la
topologia; necesitamos garantizar que el espacio tangente del subconjunto encaje linealmente
dentro del espacio tangente de la variedad global. Habiendo desarrollado en las secciones
anteriores la maquinaria de la diferencial, ahora tenemos el lenguaje preciso para formalizar
esta relacion. Ademés, establecer este marco geométrico aqui es indispensable para el siguiente
capitulo, donde necesitaremos restringir formas diferenciales a subvariedades (como el borde
de un dominio) para formular la teoria de integracion y el teorema de Stokes.

Definiciéon 2.12.1 (Subvariedad regular). Sea M una variedad diferenciable de dimension n.
Un subconjunto S C M se dice que es una subvariedad regular de dimension k (k < n) si para
cada punto p € S, existe una carta coordenada (U, ¢) = (U,z',...,2") de M centrada en p
(p(p) = 0) tal que la interseccion U NS se ve, bajo ¢, como un subespacio lineal de dimension
k en R™.
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Formalmente, esto significa que la imagen de la interseccion satisface la anulacion de las
ultimas n — k coordenadas:

H(UNS)=U)N{(rt,....r") e R | rFTl = ... =" =0},

A una carta con estas propiedades se le denomina carta adaptada a S relativa a M.

La existencia de estas cartas adaptadas tiene consecuencias inmediatas que validan nuestra
intuiciéon geométrica:

1. Estructura diferenciable: El conjunto S, equipado con la topologia subespacio, admite
una estructura de variedad diferenciable de dimensién k de forma natural. Las cartas
de S se obtienen simplemente restringiendo las primeras k coordenadas de las cartas
adaptadas de M.

2. Suavidad de la inclusion: La aplicaciéon de inclusion canénica ¢ : S — M, definida por
t(p) = p, resulta ser una aplicacion suave (C).

Proposicion 2.12.2. 5i S es una subvariedad reqular de M, la diferencial de la inclusion en
cualquier punto p € S,
du, : T, — T,M,

es una transformacion lineal inyectiva.

Demostracion. En una carta adaptada (U, ¢), la inclusion ¢ se representa localmente como la
inyeccion lineal (r!,...,7*) — (r!,... 7% 0,...,0). La matriz jacobiana de esta aplicacion es
la matriz identidad k X k seguida de n — k filas de ceros. Dicha matriz tiene rango maximo
k, lo que implica que la transformacién lineal inducida dt, tiene nicleo trivial y, por tanto, es
inyectiva [14]. O

Esta inyectividad nos permite identificar canénicamente el espacio tangente 7},S con su imagen
dup(T)S) dentro de T, M. Gracias a esta identificacion, en adelante podremos considerar a los
vectores tangentes a la subvariedad como un subespacio de los vectores tangentes a la variedad
ambiente (1,5 C T,M), una simplificacién conceptual que serd clave cuando definamos la
restriccion de formas diferenciales.

Esta construccion es la pieza final de este capitulo. En el Capitulo 1 construimos el algebra
exterior A¥(V*). Ahora, al reemplazar V por T, M, podemos construir el espacio AF (T;M ) en
cada punto. Una forma diferencial se definira en el proximo capitulo como una secciéon suave
de esta unién de espacios.



Capitulo 3

Formas diferenciales

En el capitulo anterior construimos el escenario geométrico de las variedades y sus espacios
tangentes. Para desarrollar una teoria de integracién y anélisis global, necesitamos herramien-
tas intrinsecas que nos permitan “medir” la geometria del espacio. Las formas diferenciales
cumplen precisamente este proposito: son la generalizaciéon covariante de los campos escalares
y vectoriales del calculo clasico, diseniadas algebraicamente para ser alimentadas con vectores
y actuar como dispositivos de medicion de longitudes, areas y volimenes [3].

El desarrollo de este capitulo comenzara analizando estas formas localmente en R™, donde
unifican los operadores clésicos del calculo vectorial tridimensional. Posteriormente, extende-
remos esta estructura a variedades generales mediante el fibrado cotangente y formalizaremos
el concepto geométrico de orientacion. Esta arquitectura nos permitira definir rigurosamente
la integral global y culminar con el teorema de Stokes generalizado, el cual revela la profun-
da dualidad analitica entre los dominios de integracion (cadenas) y las formas diferenciales
(cocadenas) [5].

3.1. Derivacion de formas diferenciales

3.1.1. Formas diferenciales en R"

Sea U un subconjunto abierto de R™ con coordenadas estandar (z!,...,2"). En cada punto
p € U, el espacio cotangente T (R™) posee una base canonica dada por las diferenciales de las

coordenadas: {(dz'),, ..., (dz"),}.

Definicién 3.1.1 (k-forma diferencial). Una k-forma diferencial w en U es una aplicacion
suave que asocia a cada punto p € U un elemento del dlgebra exterior Ak(T;R"). Es decir,
w(p) es una aplicacion k-lineal alternada sobre el espacio tangente TR™.

En términos de coordenadas locales, cualquier k-forma se puede expresar de manera unica
como una combinacion lineal con coeficientes funcionales:

w = Z arda’
I
donde los ay : U — R son funciones diferenciables de clase C*° y I denota un multi-indice.

28
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Observacion 3.1.2 (Notacion multi-indice y propiedades alternantes). Un multi-indice de
longitud k es una k-tupla de enteros I = (i1, ..., ix). Diremos que I es estrictamente ascendente
stl1 <y <idg <--- <k <n. Denotamos el producto cuna bdsico correspondiente como:

da’ = da™ Ada® Ao A da
Debido a la naturaleza alternante del producto cunia heredada del dlgebra exterior, las 1-formas
bdsicas satisfacen dos identidades algebraicas fundamentales:
1. El producto de una forma bdsica consigo misma se anula: dz® A dz® = 0.

2. La permutacion de dos formas invierte el signo: dx' A dx? = —dz? A dx'.

Aunque la definicion establece el rigor algebraico necesario, la interpretacion geométrica es
vital para la intuicion general. Bachman [3| propone entender una k-forma no solo como un
objeto algebraico, sino como una herramienta para medir el volumen k-dimensional proyectado,
con orientaciéon o con signo.

Consideremos k vectores vy, ...,v; en el espacio tangente que generan un paralelepipedo k-
dimensional.

» La forma basica dz’ A --- A dx’ toma este paralelepipedo y lo proyecta ortogonalmente
sobre el subespacio coordenado generado por los ejes dx™, ..., 0z**. El valor que devuelve
la forma es el volumen (determinante) de esta “sombra” o proyeccion con signo |[3].

= Una forma general w = 3" ayda’ descompone un objeto geométrico complejo en todas sus
proyecciones posibles sobre los planos coordenados, mide el volumen de cada proyecciéon
y realiza una suma ponderada por los coeficientes aj.

Esta perspectiva justifica por qué las formas diferenciales son los integrandos naturales: ge-
neralizan el concepto de medir longitudes (dx), areas (dx A dy) y volumenes (dx A dy A dz)
mediante un sistema coherente de proyecciones con signo.

Para manejar eficientemente la combinatoria de estas proyecciones y evitar redundancias de-
bidas a la antisimetria del producto cuna, se utiliza la notacién de multi-indices definida
anteriormente.

La derivada exterior en R"

La derivada exterior es el operador fundamental que nos permite diferenciar formas de cual-
quier grado, conectando la geometria local con la topologia global.

Definiciéon 3.1.3 (Derivada exterior local). La derivada exterior es un operador lineal d :
QF(U) — QFY(U) definido de la siguiente manera:

1. Para una 0-forma (funcion escalar) f € QO(U), df coincide con la diferencial total cldsica:

df = 5 da.
i=1
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2. Para una k-forma general w = ) ; ardx!, definimos dw diferenciando los coeficientes y
aplicando el producto cuna:

oI

dw:Zdaj/\de:Z %dmj Adal.
I I \j=1

Este operador satisface una serie de propiedades algebraicas que lo caracterizan como una
antiderivacion de grado 1.

Proposicion 3.1.4 (Propiedades de d). La derivada exterior satisface:
1. Linealidad: d(aw + bn) = adw + bdn para a,b € R.
2. Regla de Leibniz graduada: Siw € QF(U) yn € QYU), entonces:

dwAn) =dwAn+(=1)*w A dn.

3. Nilpotencia: d> =dod = 0.

Demostracion. 1. Linealidad: Es consecuencia inmediata de la linealidad de la derivada parcial
y de la suma. Si w = " aydx’ y n = brdx!, entonces:

dlw+n)=d <Z(a1 + b[)dml) = Z d(ar + br) A dx’.
Como d(f + g) = df + dg para funciones, la suma se separa directamente.

2. Regla de Leibniz: Basta probarlo para monomios w = fdz! y n = gdx’, donde f,g son
funciones e I, J multi-indices de longitud k y [ respectivamente.

El producto cufia es w A1 = (fdz!) A (gdz’) = fgdx! A dx’. Aplicamos la definicion de d:
d(wAn) =d(fg) Adal Ada’.
Usando la regla del producto para funciones (d(fg) = gdf + fdg):
d(w An) = (gdf + fdg) Adx! A dx? = (gdf Adaxt Adz?) + (fdg A dz! A da?).

Ahora reordenamos los términos. Para el primer sumando, ¢ es escalar y conmuta, asi que
tenemos (df A dz') A (gdz’) = dw A 7.

Para el segundo sumando, debemos mover la 1-forma dg a través de la k-forma da!. Como el
producto cuna es anticonmutativo, mover dg (grado 1) a través de k términos introduce un
factor (—1)1* = (=1)F.

fdg A da' A dx? = f(=1)kdz! A dg A da? = (—=1)*(fdz") A (dg A dz?).

Por tanto:
d(wAn) =dwAn+ (=1)Fw A dn.

3. Nilpotencia (d? = 0). Procedemos en dos pasos.
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Caso base (0-formas): Sea f una funcion.

2
<Ff:d< afmﬁ)—— o7 da? A dxt.

— Ozt — OxIOxt
T l,]

Por el teorema de Schwarz (igualdad de derivadas parciales mixtas [18]), sabemos que % =
o2 f

T DaT Al expandir la suma, los términos con indices iguales se anulan porque el producto cuna
de dos formas idénticas es cero (dz' A dz' = 0), y los términos cruzados se cancelan a pares
por su anticonmutatividad (dz? A dz' = —dx* A da?).

Caso general: Sea w = S ardx!. Usando la linealidad y la regla de Leibniz recién demostrada:

fw:d(EjmuA¢ﬁ):§:dwwAdﬂ)
Aplicamos Leibniz con da; (grado 1) y dx!:
d(day A dzt) = d(dag) A dzt — dag A d(dz?).

El primer término es d2a; A dz!, que es cero por el caso base. El segundo término implica
d(dz!). Como dx! son formas constantes (sus coeficientes son 1), sus derivadas son cero. Asf,
d*w = 0. O

Esta propiedad permite clasificar las formas diferenciales en dos categorias fundamentales para
la cohomologia.

Definicién 3.1.5 (Formas cerradas y exactas). Sea w € QF(U) una k-forma diferencial:
1. Se dice que w es cerrada si dw = 0. El espacio de formas cerradas se denota por Zk(U).

2. Se dice que w es exacta si existe n € QF1(U) tal que w = dn. El espacio de formas
ezactas se denota por B¥(U).

Debido a que d*> = 0, toda forma exacta es cerrada (B¥ C ZF).

3.1.2. EI complejo de De Rham en R?

Para dotar de intuicién fisica y geométrica a la derivada exterior, analizaremos detalladamente
el caso U = R3. Aqui, las formas diferenciales unifican los operadores clasicos del calculo
vectorial: gradiente, rotacional y divergencia.

En R3, podemos establecer identificaciones directas entre formas diferenciales y campos vecto-
riales. Esta correspondencia geométrica es posible debido a que dim A*'(R® = dim A*(R®) = 3),
y a que el espacio admite un sistema de coordenadas globales (x,y, z). Sea F = (P,Q, R) un
campo vectorial suave y f una funcién escalar.
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Grado Forma Diferencial Objeto Vectorial
0 f Funciéon Escalar
1 w! = Pdx + Qdy + Rdz Campo Vectorial F
2 w? = Pdy Ndz + Qdz A dx + Rdx A dy Campo Vectorial F
3 w3 = fdr ANdy Ndz Funciéon Escalar (Densidad)

Cuadro 3.1: Identificacion entre formas y campos en R3 [24].

Analicemos explicitamente como actia d en cada nivel:

Del gradiente al rotacional (d sobre 0-formas)

Si f es una O-forma, su derivada exterior es:

_Of . 9, Of
df = 8xdﬂc+ é)ydy+ szz'

Bajo la identificaciéon de la Tabla 3.1, y utilizando la métrica euclidiana para establecer el
isomorfismo entre el espacio cotangente y el espacio tangente, la 1-forma df corresponde al
campo vectorial gradiente V f.

Del rotacional a la divergencia (d sobre 1-formas)

Sea w! = Pdx + Qdy + Rdz. Calculamos su derivada exterior aplicando linealidad y la regla
del producto. Es instructivo ver el desarrollo completo para entender como surgen los términos
del rotacional:

dw! = d(Pdzx) + d(Qdy) + d(Rdz)

= a—Pclg//\clx+8—Palz:/\dx + a—Qdaz/\dy—Fa—de/\dy
y 0z Ox 0z

OR

OR
—dr Ndz+ —dy Ndz | .
+<8x T Z+8y Y z)

Recordando que dz A dy = —dy A dx, reordenamos los términos segin la base canénica de
2-formas (dy A dz, dz A dz, dz A dy):

dw! = (?91;_((9922> dy Ndz — <g§—g§> dr Ndz + (gff—gj) dx A dy.

Los coeficientes resultantes corresponden exactamente a las componentes del vector rotacional
V x F.
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De la divergencia a funciones escalares (d sobre 2-formas)

Sea w? = Pdy A dz + Qdz A dx + Rdx A dy. Calculamos su diferencial término a término:

8j
ox

d(Qdz N dx) = %Cy?dyAdz/\dx = gzgda:/\dy/\dz

d(Pdy Ndz) = —dxz Ndy N\ dz

d(Rdz N dy) = a—Rdz ANdx Ndy = 8—Rdx Ady A dz.

0z 0z
Sumando los resultados:
oP 0Q OR
2 _ =
dw® = <8x + By + 8z> de Ndy N dz.

El coeficiente escalar es precisamente la divergencia V - F.

Este comportamiento se resume en el siguiente diagrama conmutativo:

QOR3) —2 QI(R3) —4 O2(R3) —L— Q3(R3)

ook

gad, x(R3) —t x(R3) —4V, coo(R3)

|
C>(R?)

La propiedad d? = 0 implica las identidades vectoriales clasicas rot(grad f) = 0y div(rot F) =
0.

3.1.3. Formas diferenciales en variedades

Hasta ahora hemos trabajado con formas en subconjuntos de R™. Para globalizar este concepto
a una variedad diferenciable M, utilizamos la construccion de fibrados vectoriales.

El fibrado de k-covectores

Para cada punto p € M, el espacio tangente T),M es un espacio vectorial de dimension n.
Podemos construir el espacio de k-covectores alternados Ak(TIf M). La unién disjunta de estos
espacios para todo p € M forma un nuevo fibrado sobre M.

Definiciéon 3.1.6 (Fibrado de k-covectores). Definimos la k-ésima potencia exterior del fi-
brado cotangente, denotada por A*(T*M), como:

AR(T*M) = | | AR M),
peEM

Este conjunto admite una estructura natural de variedad diferenciable, ver [7] para su demos-
tracion.
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Definicion global de k-forma

Definicién 3.1.7 (Forma diferencial global). Una k-forma diferencial w sobre una variedad
M es una seccion suave del fibrado Ak(T*M). Es decir, es una aplicacion suave w : M —
AR(T*M) que satisface mo w = idys, donde 7 : AF(T*M) — M es la proyeccion candnica que
asigna a cada k-covector su punto base en M.

Localmente, para cualquier carta coordenada (U, @), la restriccion w|y coincide con la definicion
dada en la Seccion 3.1.1.

3.1.4. El pullback y la derivada global

Una propiedad distintiva de las formas diferenciales es que son contravariantes: pueden ser
transportadas “hacia atrés” mediante aplicaciones suaves.

Definicién 3.1.8 (Pullback). Sea F': N — M una aplicacion suave yw € QF(M). El pullback
de w por F, denotado F*w, es la forma en N definida puntualmente por:

(F*w)p(vl, ceny Uk) = wF(p) (de<’U1), “eey de(’Uk))

para vectores v; € T, N.

El pullback preserva toda la estructura algebraica (suma y producto cufia) y, crucialmente, la
estructura diferencial.

Teorema 3.1.9 (Existencia y unicidad de d global). En cualquier variedad diferenciable M,
existe un tinico operador lineal d : Q*(M) — Q*t1(M) que estiende la diferencial de funciones
y satisface d> = 0. Ademds, este operador conmuta con el pullback:

d(F*w) = F*(dw).

Demostracion. Supongamos primero que existen dos operadores que cumplen los axiomas
enunciados. En cualquier carta coordenada local (U, z!,...,2"), una forma arbitraria se ex-
presa como w = Y. ardx’. Al exigir que el operador sea lineal, cumpla la regla de Leibniz
graduada y satisfaga d(df) = 0 (lo cual asumiendo la linealidad implica que d(dz*) = 0), su
accion queda inexorablemente restringida a coincidir con la férmula estandar en coordenadas,
es decir, dw = day A dz!. En consecuencia, el operador esté determinado de manera tnica
a nivel local y, por extension, global.

Aprovechando esta unicidad, podemos definir el operador d localmente en cada carta de un
atlas utilizando la férmula estdndar de R™. Para asegurar que esto origina un operador global
coherente, debemos verificar que en la intersecciéon de dos cartas las definiciones no entren
en conflicto. Dado que en dicha intersecciéon ambos operadores locales satisfacen todos los
axiomas requeridos, el argumento de unicidad previo garantiza que coinciden en todo punto.
Asi, las restricciones locales se pegan perfectamente para definir d en toda la variedad M.

Finalmente, la afirmacion d(F*w) = F*(dw) se verifica primero explicitamente para funciones
(0-formas) valiéndose de la regla de la cadena. A continuacion, asumiendo que el pullback
distribuye sobre el producto cuna (F*(a A ) = F*a A F*/3) y aplicando la regla de Leibniz,
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el resultado se extiende rigurosamente a 1-formas exactas y, por extension de la linealidad, a
una k-forma general w.

Una demostracién més técnica y detallada de estas construcciones puede ser encontrada en el
Capitulo 19 de Tu [24]. O

Esta conmutatividad es la propiedad clave que asegurara que la estructura diferencial es in-
trinseca y no depende del observador. Sin embargo, para completar el ciclo del calculo en
variedades, no basta con saber derivar; necesitamos una teoria de integracién robusta. Las
formas diferenciales no solo son objetos derivables, sino que son los objetos geométricos que
pueden integrarse de manera consistente sobre una variedad, siempre y cuando esta posea una
estructura adicional fundamental: la orientacion.

3.2. Integracion de formas diferenciales

3.2.1. Orientaciéon en variedades

Debemos formalizar primero la definiciéon de orientacién en el dlgebra lineal antes de pasar a
las variedades.

Orientacién en espacios vectoriales

Sea V' un espacio vectorial real de dimension n. Dos bases ordenadas f = {vi,...,v,} ¥
B = {v],..., v} se dicen consistentemente orientadas si la matriz de cambio de base tiene
determinante positivo.

Es facil verificar que la orientacién consistente de bases en un espacio vectorial define una
relacion de equivalencia, y, por tanto, esta divide al conjunto de todas las bases ordenadas en
exactamente dos clases de equivalencia. Una orientacién en V' es simplemente la eleccién de
una de estas dos clases como positiva.

Orientacion en variedades

Para una variedad diferenciable M, una orientacién es una eleccién coherente de orientaciones
para cada espacio tangente T, M.

Definiciéon 3.2.1 (Atlas orientado). Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Un
atlas A = {(Ua,da)} se dice orientado si para todo par de cartas (Ua, ¢o) y (Us, ¢g) con
interseccion no vacia, el determinante del jacobiano de la funcion de transicion es positivo en
todo punto de la interseccion:

det(J (¢ 0 dx')) > 0.

Definicién 3.2.2 (Variedad orientable). Una variedad M se dice orientable si admite un atlas
orientado maximal.

La siguiente proposiciéon presenta una caracterizacién mucho mas elegante y 1til de la orien-
tacion utilizando formas diferenciales.



36 Capitulo 3. Formas diferenciales

Proposicion 3.2.3 (Caracterizacion por formas de volumen). Una variedad M de dimension
n es orientable si y solo si existe una n-forma global w € Q"(M) que no se anula en ningin
punto de M.

A tal forma w se le denomina forma de volumen (o forma de orientacion). Si tal forma eziste,
determina una orientacion puntual declarando que una base {vy,...,v,} C T,M es positiva s
wp(v1,...,vn) > 0.

Demostracion. Tal como exponen Madsen y Tornehave en [15], esta equivalencia se demuestra
de manera constructiva utilizando particiones de la unidad.

Si M es orientable, admite un atlas orientado. En cada carta (Uy, ¢o) de este atlas se puede
definir una n-forma local positiva (el pullback de la forma de volumen estandar dz' A - -- A dx™
de R™). Utilizando una particién de la unidad subordinada al recubrimiento {U,}, se suman
estas formas locales para construir una forma global w. Dado que en las intersecciones las
funciones de transicion preservan la orientacion (tienen jacobiano positivo), los términos de la
suma no se cancelan entre si, garantizando que la forma global w no se anule en ningin punto.

Reciprocamente, si existe una forma global w que nunca se anula, podemos cubrir M con
cartas coordenadas locales. Si en alguna carta el jacobiano invierte el signo con respecto a w,
simplemente invertimos una coordenada local (por ejemplo, cambiando z!' a —z!). Esto fuerza
a que las funciones de transicién entre todas estas cartas adaptadas tengan un jacobiano
estrictamente positivo, conformando asi un atlas orientado para M. O

Observacion 3.2.4. Esta proposicion es fundamental porque traduce una propiedad topoldgica
(orientabilidad) a la existencia de un objeto analitico global (la forma de volumen). Ejemplos
cldsicos incluyen la esfera S™, que es orientable y por tanto en ella existe una forma de volumen
global, y la banda de Mobius, en la cual, al no ser orientable, no existe ninguna de estas formas
continuas globales.

3.2.2. Integracion de formas

En el calculo clasico, integramos funciones f(z)dx. En variedades, integramos n-formas. La
razon fundamental es que el valor de la integral de una funcién cambia al cambiar de coorde-
nadas debido al factor jacobiano, mientras que una n-forma absorbe el jacobiano en su propia
regla de transformacion (el pullback), haciendo que la integral sea un invariante geométrico
[14].

Integral en una carta local

Supongamos primero que el soporte de una n-forma w estd contenido enteramente en una
tinica carta coordenada (U, ¢) con coordenadas z!,...,z". Entonces w tiene la forma:

w= flx)dz* A--- Adz"

Definimos la integral de w sobre U trasladando el problema a R™ mediante el difeomorfismo

o:
/w::/ flzt, .. 2™ dat . da”
U o(U)
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. Gracias a la féormula de cambio de variables para la integral, esta definicion es independiente
de la carta elegida, siempre que usemos un atlas orientado (donde el determinante del jacobiano
es positivo).

Integracion global: particiéon de la unidad

Para integrar una forma w definida sobre toda la variedad M, necesitamos una herramienta
técnica para dividir la forma en componentes que quepan en cartas locales y luego sumar los
resultados. Esta herramienta es la particiéon de la unidad, definida en la Seccion 2.6.

Definiciéon 3.2.5 (Integral global). Sea M wuna variedad orientada compacta y {(Uq, da)}
un atlas orientado que cubre M. Sea {pn} una particion de la unidad subordinada a este
cubrimiento. Para cualquier w € Q"(M), definimos su integral como:

g o

Como demuestran Bott y Tu [5], esta definicion esta bien planteada: el valor final es indepen-
diente de la eleccion del atlas y de la particiéon de la unidad. Es un nimero real intrinseco
asociado a la forma y a la variedad orientada.

3.2.3. El teorema de Stokes generalizado

El punto culminante de la teoria de integracion es el teorema de Stokes. Este resultado unifica
el teorema fundamental del calculo, el teorema de Green, el de la divergencia y el Stokes clasico
en una sola féormula elegante.

Para enunciarlo, primero debemos extender nuestro concepto de variedad para permitir espa-
cios que tienen una “frontera” bien definida, como un disco cerrado o un cilindro finito.

Definiciéon 3.2.6 (Semiespacio superior). Denotamos por H" al semiespacio superior de R™,
definido como:

H* = {(z',...,2") € R" | 2" > 0}.

La frontera de este espacio es el hiperplano OH™ = {x € R™ | 2™ = 0}, el cual identificamos
naturalmente con R*1.

Con este modelo local, podemos definir formalmente las variedades con borde.

Definiciéon 3.2.7 (Variedad con borde). Una variedad con borde M de dimension n es un
espacio topologico Hausdorff y seqgundo numerable, tal que para todo punto p € M, existe un
entorno abierto U de p y un homeomorfismo ¢ : U — V, donde V' es un subconjunto abierto
de H™.

El borde de M, denotado por OM, es el conjunto de puntos que se mapean a OH™ bajo alguna
carta coordenada.



38 Capitulo 3. Formas diferenciales

Es un resultado fundamental que M es, por si misma, una variedad diferenciable de dimension
n—1 (sin borde), cuya construccion técnica detallada puede ser consultada en [24, 14]. Ademas,
si M es orientable, esta orientacién induce de manera natural una orientaciéon coherente en su

borde OM.

Dado que esta orientaciéon inducida es la pieza geométrica que hace funcionar al teorema de
Stokes, es preciso definirla con rigor. Para cada punto p € OM, el espacio tangente total T), M
contiene al espacio tangente del borde T),(0M) como un subespacio de dimension n — 1. Esto
divide a los vectores de T),M que no son tangentes al borde en dos categorias: los que apuntan
hacia el interior de la variedad y los que apuntan hacia el exterior.

Si tomamos un vector saliente N,, € T,M (es decir, que apunta hacia el exterior), declara-
mos que una base ordenada {vy,...,v,—1} de T,(OM) tiene orientacidn positiva si la base
combinada {Np,v1,...,v,—1} tiene orientacion positiva en el espacio total T, M.

En términos de formas de volumen, si la orientacién de M estd definida por una n-forma
global w, esto equivale a decir que la base {v1,...,v,-1} del borde es positiva si y solo si al
ser evaluada junto con el vector saliente arroja un valor estrictamente positivo:

wp(Np,vl, .. ,Un_l) > 0.

Esta convencién geométrica, que matematicamente exige colocar el vector saliente en la pri-
mera posicion (conocida en la literatura estandar como la regla “outward normal first”), es la
generalizaciéon natural a n dimensiones de la clasica regla de la mano derecha utilizada en el
calculo vectorial en R3. Esta eleccién precisa es la responsable directa de los balances de signos
que apareceran en nuestra demostracion analitica del teorema de Stokes al restringir formas
sobre la frontera del semiespacio euclidiano H™.

Teorema 3.2.8 (Teorema de Stokes generalizado). Sea M una variedad orientada compacta
de dimension n con borde OM, y sea w € Q" 1(M) una (n — 1)-forma con soporte compacto.
Si dotamos a OM de la orientacion inducida, entonces:

/ dw:/ w.
M oM

Demostracion. Sea {(Uy, ¢o)} un atlas orientado de M y sea {p,} una particion de la unidad
subordinada a este cubrimiento. Gracias a la linealidad tanto de la integral como del operador
de derivada exterior d, podemos escribir:

/M = z@; /M Hpaw) ¥ /aMW N za: /8M P

En consecuencia, es suficiente demostrar la igualdad para una forma 1 = p,w que posea
soporte compacto contenido en una tnica carta coordenada U. Si U es una carta interior, es
difeomorfa a R™ y la igualdad se reduce a 0 = 0; el caso sustancial ocurre cuando U es una
carta de borde, difeomorfa al semiespacio superior H* = {(z!,...,2") € R® | 2" > 0}.

Asumamos entonces que trabajamos en H". Expandimos la (n — 1)-forma v de manera tnica
utilizando la notaciéon estandar:

) = Z(—l)“fz»da;l Ao AdTA - A dz,
i=1
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donde el sombrero indica la omision del término. Al calcular la derivada exterior di), el factor
de signo (—1)*"! se cancela con el signo introducido al permutar da’ a su posiciéon ordenada,
resultando en la divergencia clésica:

dip = < 6fi)d:cl/\---/\da:”.

£~ Oyt
=1

Procedemos a integrar este volumen sobre H". Aplicando el teorema de Fubini, analizamos la
integral término a término:

= Para los indices ¢ < n, integramos primero respecto a la variable z* en el intervalo
(—00, ). Dado que f; tiene soporte compacto, se anula en los limites:

< ofi

oo 0T

de' = fi(...,00,...) = fi(...,—00,...) = 0.

» Para el indice ¢ = n, la integracion respecto a ™ ocurre en el intervalo [0, 00). Evaluando
en los limites obtenemos:

/OOO 8fnd(13n _ fn( “700) _ fn( . _’0) = —fn([]j]-j... 7q:nfl,()).

dzm

Por lo tanto, la integral de volumen se reduce a la contribucién negativa del término en la
frontera:

/dzp——/ fu(zt,. .. 2" 0)det .. da™
n Rn—l

Por otro lado, evaluamos la integral sobre el borde. La frontera JH™ se identifica con el hiper-
plano ™ = 0. Al restringir la forma v a este borde (mediante el pullback de la inclusiéon ¢*),
cualquier término que contenga dz™ se anula. El tinico término que sobrevive es el correspon-
diente a i = n:

= (=1)"" (2, 0)dat Ao A da™

Para integrar esto correctamente, debemos considerar la orientacién. La orientacién inducida

en el borde JH" por el vector normal saliente (—0/0z") difiere de la orientacion estandar de
R™=! por un factor de (—1)". Al combinar ambos signos, obtenemos:

[ o= [ ey 0
OHn Rr—1

Observando que (—1)"(—1)""! = (-=1)?"~! = —1, concluimos que:

/3“” v /Rnl ful2,0)da’ .. da" .

Al comparar los resultados de la integral de volumen y la integral de superficie, verificamos la
igualdad [, d¢p = [, 1, completando asi la demostracion. O



Capitulo 4

Cohomologia de De Rham

En los capitulos precedentes hemos construido la maquinaria fundamental del célculo en va-
riedades: las formas diferenciales, la derivada exterior y la integraciéon. Hemos observado que
la propiedad fundamental d> = 0 permite clasificar las formas en cerradas y exactas, y que el
Teorema de Stokes implica que las formas exactas no detectan informacion global en variedades
cerradas.

En nuestro primer capitulo de preliminares, introdujimos el lenguaje abstracto del algebra
homolégica para estudiar complejos de cocadenas y funtores. Ahora, aplicaremos ese marco
teorico al caso concreto de las formas diferenciales. Definiremos la cohomologia de De Rham,
un invariante algebraico que destila la informacién topolégica de la variedad a partir de sus
propiedades analiticas. En este capitulo demostraremos que esta cohomologia es un invariante
homotoépico, lo que culminara en el lema de Poincaré y en la poderosa herramienta de calculo
conocida como la secuencia de Mayer-Vietoris.

4.1. El complejo de De Rham

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. Consideremos la secuencia de espacios
vectoriales de k-formas QF(M) conectados por la derivada exterior d:

0— QM) S o' (M) S ... & an) — 0.
Dado que d? = 0, esta secuencia constituye un complejo de cocadenas en el sentido definido
en el Capitulo 1. A este objeto se le denomina el complejo de De Rham de M, denotado por

(2 (M), d).

Para que esta construcciéon actte verdaderamente como un funtor, debemos establecer cémo
interactia con las aplicaciones suaves entre variedades.

Proposicion 4.1.1 (Functorialidad de la Cohomologia de De Rham). Sea f : M — N una
aplicacion suave entre variedades diferenciables. El pullback induce una aplicacion lineal en
los espacios de formas f* : Q¥(N) — Q¥(M). Dado que el pullback conmuta con la derivada
exterior (do f* = f*od), la aplicacion f* es un morfismo de complejos de cocadenas.

40
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Como consecuencia directa de la teoria homoldgica (ver Capitulo 1), f induce un homomor-
fismo bien definido en los grupos de cohomologia, el cual refleja la naturaleza contravariante
del pullback invirtiendo la direccion de la aplicacion original:

F* o Hip(N) = Hip(M),  [w] = [f*w].

Demostracion. Como se establecid en la teoria homologica del Capitulo 1, para verificar que el
homomorfismo inducido esté bien definido debemos comprobar que el pullback envia cociclos
en cociclos y cobordes en cobordes, respetando asf las clases de equivalencia del cociente.

Primero, si w € QF(N) representa un cociclo, es decir, es una forma cerrada (dw = 0), entonces
su pullback cumple:

d(f*w) = [*(dw) = [7(0) = 0.
Por lo tanto, f*w también es una forma cerrada (es un cociclo en M).

Segundo, si cambiamos el representante de la clase por otra forma w’ = w + dn, donde 1 €

QF1(N), la linealidad del pullback nos da;

[fW' = ffw4dn) = ffw+ f*(dn) = ffw+d(fn).

Dado que f*w'y f*w difieren tnicamente por el coborde d(f*n), ambas formas representan
la misma clase de cohomologia en H gR(M ). Esto prueba concluyentemente que la asignacion
f*(w]) = [f*w] es independiente de la eleccion del representante y, en consecuencia, esté
perfectamente bien definida. O

Definiciéon 4.1.2 (Cohomologia de De Rham). El k-ésimo grupo de cohomologia de De Rham
de la variedad M se define como la cohomologia del complejo de De Rham:

_ ker(d : QF(M) — QFTY(M))  ZF(M)

Hin(M) = im(d : QF (M) — QF(M)) — BF(M)

Los elementos de HZ?R(M) son clases de equivalencia [w], donde dos formas cerradas w y w’
son equivalentes si difieren en una forma ezxacta (w—w' = dn).

Antes de proceder al célculo de estos grupos, es necesario precisar una propiedad topologica
de la variedad que determina la estructura del grupo en grado cero: la conexidad.

Definicién 4.1.3 (Variedad conexa). Se dice que una variedad M es conexa si no puede
escribirse como la union de dos conjuntos abiertos no vacios y disjuntos. Es decir, si M = UUV
con U,V abiertos y UNV =0, entonces necesariamente U = o V = ).

Para variedades diferenciables (que son localmente conexas por caminos), esto es equivalente
a decir que dados dos puntos cualesquiera p,q € M, eziste una aplicacion suave v : [0,1] — M

tal que v(0) =p y v(1) = q.

Con esto, podemos caracterizar el primer grupo de cohomologia.
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Proposicion 4.1.4 (Cohomologia en grado 0). Si M es una variedad conexa, entonces:
Hgp(M) =R.
Si M mo es coneza y tiene k componentes conezas, entonces H)p(M) = RF.

Demostracion. Por definicion, HO(M) = Z%(M) = ker(d : Q° — Q). Los elementos de Q°(M)
son funciones suaves f : M — R. La condiciéon df = 0 implica que, localmente en cualquier
carta coordenada, todas las derivadas parciales de f son nulas.

Sabemos del calculo elemental que una funcién con derivada nula en un conjunto conexo es
constante. Dado que M es conexa, esta funcion es globalmente constante: f(p) = ¢ para todo
p € M. El espacio de funciones constantes es isomorfo a R (identificando la funcién con su
valor ¢).

Si M tiene varias componentes conexas, la funcién puede tomar un valor constante diferente
en cada componente, generando una copia de R por cada una. ]

4.2. Invarianza homotépica

La propiedad mas profunda de la cohomologia de De Rham es que no solo es un invariante
diferenciable (preservado por difeomorfismos), sino un invariante topolégico (preservado por
equivalencias de homotopia).

Para demostrar esto, necesitamos construir explicitamente una homotopia de cadenas entre
los mapas inducidos. Seguiremos la construccion de Bott y Tu [5] basada en la integracion a
lo largo de las fibras.

Definicién 4.2.1 (Aplicaciones homotopicas). Dos aplicaciones suaves f,g: M — N se dicen
homotdpicas (f ~ g) si existe una aplicacion suave F': M x [0,1] — N tal que:

F(z,0) = f(z) y F(z,1)=g(x) Vre M.

Nuestro objetivo es probar que si f y ¢g son homotépicas, entonces los mapas inducidos en
cohomologia coinciden, es decir, f* = g*. Esto se lograra si encontramos un operador lineal
K :QI(N) — Qi7Y(M) tal que g* — f* = dK + Kd.

Consideremos la proyeccion m: M x R — M y la inclusion a la altura ¢, i, : M — M x R dada
por i;(z) = (z,t). Cualquier forma diferencial w en M x R puede descomponerse de manera
tnica como una suma de formas que no contienen dt y formas que si lo contienen:

w=m"g+ (7)) Adt,

donde ¢ y v son familias de formas en M que dependen suavemente del parametro t.

Para ver esta descomposicién, basta con observar la estructura local de la variedad produc-
to. En cualquier carta coordenada (U, z',...,2") de M, el espacio cotangente de U x R esta
generado por la base canénica combinada {dz!,...,dz" dt}. En consecuencia, al expandir
cualquier k-forma w en esta base, podemos agrupar algebraicamente todos los monomios que
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no contienen a dt para formar la parte espacial ¢; (una k-forma), y factorizar el término dt
de los sumandos restantes para obtener v, (una (k — 1)-forma). Dado que esta separacion
entre la direcciéon temporal R y las direcciones espaciales M depende tnicamente de la estruc-
tura del producto tensorial y es independiente de los cambios de coordenadas que se hagan
estrictamente sobre M, la descomposicién resulta ser globalmente tnica y bien definida.

Definiciéon 4.2.2 (Operador de homotopia). Definimos el operador lineal K : Q4(M x R) —
QI=Y(M) mediante la integracion de la componente dt:

1
K (6 + () A dt) = /0 (1) dt.

Geométricamente, este operador integra a lo largo de la fibra del intervalo [0, 1], reduciendo el
grado de la forma en uno.

Lema 4.2.3 (Formula de homotopia). Sean ig,i1 : M — M X R las inclusiones ent = 0 y
t = 1. Para cualquier forma w € Q4(M x R), se cumple la identidad:

do K(w)+ K od(w) = ijw — igw.

Demostracion. Caso 1: w = 7*¢(x,t). (Términos sin dt). Entonces Kw = 0, por lo que dKw =
0. Calculamos la diferencial total en el espacio producto:

dw = dpr(7* @) + dt A %(ﬂ'*(b).

Aplicando K a dw:

_ 90\ _ 9¢ _ 199
o1 (0 20) < (2 ) = [V

Por el Teorema Fundamental del Calculo:

Kdw = —(6(1) = 6(0)) = 6(0) — 6(1) = ifw — ife.

(Nota: El signo depende de la convencion de orientacion. Siguiendo a Bott y Tu [5], el resultado
es consistente modulo signo).

Caso 2: w = (7)) Adt. Entonces ifw = ijw = 0 (pues dt restringido a una secciéon constante es
0). Tenemos Kw = fol dt. Por lo tanto, dKw = fol (darp)dt. Por otro lado, dw = (dptp) A dt.

Luego Kdw = — fol dpypdt. La suma de los términos se cancela, dando 0, que coincide con
1w — ijw. O

Teorema 4.2.4 (Invarianza homotopica). Si f,g : M — N son aplicaciones homotdpicas,
entonces inducen el mismo homomorfismo en cohomologia:

f*=9": Hig(N) = Hagp(M).
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Demostracion. Sea F : M x [0,1] — N la homotopia. Entonces f = Foigy g = F oiy.
Definimos el operador de homotopia compuesto L : Q¥(N) — QF1(M) como L = K o F*.
Para cualquier forma cerrada w € Q¥(N) (dw = 0):

g'w— ffw=1](F'w) — i5(Fw).
Aplicando el lema anterior a la forma n = F*w:
g'w— ffw=d(Kn)+ K(dn) = d(K(F*w)) + K(F*(dw)).
Como w es cerrada, dw = 0, anulando el segundo término. Asi:
g'w— ffw=d(Lw).

La diferencia es una forma exacta, por lo que [¢*w] = [f*w] en cohomologia. O

4.3. El lema de Poincaré

El resultado més importante de la invarianza homotépica es la determinacién de la cohomologia
local de cualquier variedad.

Corolario 4.3.1 (Lema de Poincaré¢). Si U es un subconjunto abierto contractil de R™ (o
cualquier variedad contrdctil), entonces su cohomologia es trivial en grados positivos:

R sik=0
k ~
Hipr(U) = ‘
0 stk>0
Observacion 4.3.2. Un espacio U se dice contrdctil si puede deformarse continuamente hasta
un solo punto dentro de si mismo. Formalmente, la aplicacion identidad es homotdpica a una
aplicacion constante. Ejemplos cldsicos incluyen R™ o cualquier bola abierta convexa.

El lema de Poincaré establece que la topologia de estos espacios es demasiado simple para
soportar cohomologia no trivial: no tienen “agujeros” que las formas cerradas puedan detectar,
garantizando que toda forma cerrada sea exacta (Z¥ = B para k > 0).

Demostracion. Si U es contractil, la aplicacion identidad id : U — U es homotépica a la
aplicacion constante ¢ : U — {p} < U. Por el teorema de invarianza, id* es igual a c*
en cohomologia. Pero la cohomologia de un punto es trivial para & > 0 (no hay formas de
grado superior). Como id* es la identidad en cohomologia, esto fuerza a que H*(U) = 0 para
k> 0. O

Esto significa que localmente (en cualquier bola abierta), toda forma cerrada es exacta. La
cohomologia de De Rham mide, por tanto, obstrucciones puramente globales.
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4.4. La secuencia de Mayer-Vietoris

Para calcular la cohomologia de variedades que no son contréctiles, necesitamos una herra-
mienta para reconstruir la informacién global a partir de la local. Esta herramienta es la
secuencia de Mayer-Vietoris.

Sea M = U UV una variedad cubierta por dos abiertos U y V. Las inclusiones naturales
inducen un diagrama de restricciones de formas:

-k

(M) S U) e (V) L (U V)
donde i*(w) = (w|v,wlv) ¥ j*(a, B) = Blunv — alunv.

Proposicion 4.4.1. La secuencia anterior se extiende a una secuencia exacta corta de com-
plejos:
00— QM) S QU)e(V) L (UNV) — 0.

Demostracion. Lainyectividad de i* es evidente. El nticleo de j* consiste en pares que coinciden
en la interseccién, es decir, formas globales bien definidas, lo que corresponde a la imagen
de i*. La sobreyectividad de j* es el paso crucial y requiere las particiones de la unidad
definidas en el Capitulo 2. Sea {py,pv} una particion subordinada al cubrimiento {U, V'}.
Dada v € Q*(U NV), definimos:

a=—pyy (en UNYV, cero fuera)

B =puy (enUNYV, cero fuera)
Entonces j*(a, 8) = puy = (=pvy) = (pv + pv)y = 7. B
Aplicando el lema del zig-zag (Capitulo 1) a esta secuencia exacta corta, obtenemos:

Teorema 4.4.2 (Secuencia de Mayer-Vietoris). Para M = UUV, existe una secuencia exacta
larga en cohomologia:

s HYNOD) S BRO) @ HYNV) S HR O V) S BRI -

4.5. Calculo de la cohomologia de esferas

Como aplicacién fundamental, calcularemos la cohomologia de la esfera n-dimensional S™.

Caso S': Cubrimos el circulo con dos arcos abiertos U y V (contréctiles) cuya interseccién
U NV consiste en dos intervalos disjuntos (homotépicamente equivalente a dos puntos). La
secuencia de Mayer-Vietoris para k = 0:

0 HSY) 5 ReR I RaOR D HL(SY) = 0.

Como S! es conexo, H°(S') = R. Por dimensién, 1 — 2 4+ 2 — dim H' = 0, lo que implica
H(SY) ~R.
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Caso General S™ (n > 1): Cubrimos S™ con dos hemisferios U y V' (contractiles). Su intersec-
ciéon es una banda ecuatorial homotépicamente equivalente a S~ 1. Para k > 0, como U y V
son contractiles, H*(U) = H*(V) = 0. La secuencia exacta da:

0 — H¥(s™) S mhsn1y & gEHL(Sm) - 0.

Esto implica el isomorfismo 6* : H*(S"~1) 2= F**+1(S™). Por induccion, obtenemos el resultado
clasico:
R sik=00k=n

0 en otro caso

Hjp(S™) = {

Este resultado confirma que la cohomologia detecta la dimensién de la variedad y su “cavidad”
fundamental.

4.6. Cohomologia del plano perforado y el toro

Para ilustrar la potencia de las herramientas desarrolladas (invarianza homotopica y Mayer-
Vietoris), calcularemos la cohomologia de dos espacios que modelan situaciones geométricas
fundamentales: el plano con un agujero y la superficie de un toro.

4.6.1. El plano perforado R?\ {0}

Consideremos el plano euclidiano al que se le ha removido el origen, M = R2\ {0}. Este espacio
no es contractil, pues tiene un “agujero”’ que impide colapsar las curvas que rodean el origen.

Calculo por invarianza homotoépica: La aplicacion de retraccion r : R? \ {0} — S! dada por
r(z) = x/||z|| y la inclusion i : St < R%\ {0} son equivalencias de homotopia. Por el teorema
de invarianza homotoépica 4.2.4, sus grupos de cohomologia son isomorfos:

R sik=0,1

Hjr(R*\ {0}) = Hjjp(s") = {0 sik>1

Un generador de H*(R?\ {0}) 2R es la famosa forma de &dngulo:

_ Y x
w= 2 +y2d1:+ = +y2dy.

Un célculo directo muestra que dw = 0 (es cerrada). Sin embargo, no es exacta globalmente.
Si lo fuera, w = df, entonces por el Teorema de Stokes la integral sobre el circulo unitario
cerrado deberia ser 0. Pero sabemos por calculo basico que:

f w=2m # 0.
S1

Esta forma “detecta” el agujero en el origen [24].
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4.6.2. El toro T?

El toro puede visualizarse como el producto cartesiano S' x S!. Para calcular su cohomologia
usando Mayer-Vietoris, descomponemos el toro en dos cilindros abiertos que se solapan en sus
extremos.

Sea T2 = U UV, donde:

s U es el toro menos un circulo meridiano (homotopicamente equivalente a un cilindro

St x (0,1) ~ SY).
= V es otro cilindro similar que cubre la parte faltante.

La interseccién U NV consiste en dos bandas cilindricas disjuntas, por lo que es homotdpica-
mente equivalente a la unién disjunta de dos circulos: UNV ~ St 1181,

~

Aplicamos la secuencia de Mayer-Vietoris. Sabemos por equivalencia homotépica que HO(U) =2
R, H'(U) 2R, al igual que para V. Como U NV tiene dos componentes conexas, sus grupos
son HO(UNV)~2RoRy H(UNV)=RaR.

Analizamos la secuencia exacta larga paso a paso evaluando las dimensiones de los espacios
vectoriales:

Grado 0: Dado que el toro T2 es un espacio conexo, sabemos directamente que:
0 (m2\ ~v
Hp(T?) =R,

El tramo inicial de la secuencia es:
0— HOYT?) % HOU) @ HO(V) 2% HOU N V) 2 HYT?) ...

El mapa jj : R® R — R ® R toma funciones constantes en U y V, y las evalta en las dos
componentes de la interseccion mediante la diferencia (a,b) — (b —a,b — a). La imagen de jj
esta generada por el vector (1, 1), por lo que dimim(jg) = 1. Por la exactitud de la secuencia,
ker(dp) = im(jg). Aplicando el primer teorema de isomorfismo (que garantiza que el dominio
del mapa cocientado por su nucleo es isomorfo a la imagen), deducimos que la imagen de d
dentro de H'(T?) tiene dimensién:

dim im(8p) = dim H*(U N V) — dimker(dp) =2 — 1 = 1.
Grado 1: Continuamos con el siguiente bloque de la secuencia:
o gy B vy e HY(V) B BV U N V) 2 B2(T?) S0

El mapa j7 : R® R — R ® R restringe las 1-formas generadoras de los cilindros U y V a los
dos cilindros més pequenos de U N V. Algebraicamente, su comportamiento es anélogo al de
grado 0: j¥(z,y) = (y — =,y — x). En consecuencia, la imagen de ji tiene dimension 1, y su
nicleo (los pares donde x = y) también tiene dimension 1.

Por la exactitud en H'(U) @ H!(V), sabemos que im(i}) = ker(j}), de modo que dimim(i%) =
1. Ahora, por el teorema del rango-nulidad aplicado a i}, la dimension total de H!(T?) es la
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suma de la dimension de su nicleo y su imagen. Sabiendo por exactitud que ker(i}) = im(do),
y recordando del paso anterior que esto tiene dimensién 1, concluimos:

dim HY(T?) = dimim(&p) + dimim(i}) = 1 + 1 = 2.

Por lo tanto, HéR(TQ) >~ R2. De forma explicita, si parametrizamos el toro 72 = S x S!
mediante el producto de dos coordenadas angulares (6, ), estos dos generadores de la coho-
mologia corresponden a las 1-formas df y dp. Es fundamental notar que, aunque los angulos 6
y © no son funciones globales continuas (debido a su salto en 27), sus diferenciales df y dyp si
son 1-formas suaves, globales y cerradas en T2. La prueba analitica de que representan clases
de cohomologia no triviales (es decir, que no son formas exactas) se obtiene al integrarlas: la
integral de df sobre el ciclo de la longitud y la de dp sobre el meridiano arroja 27 # 0, lo cual,
por el teorema de Stokes, serfa imposible si fuesen derivadas de una funcién global.

Grado 2: Para el final de la secuencia, observamos el tramo:
H\(U) o H\(V) 2% H\ U V) 2% B2(T?) = 0

Por la exactitud en el ultimo término, el mapa de borde §; es sobreyectivo, lo que implica
que im(81) = H?(T?). Por el primer teorema de isomorfismo, el dominio del mapa médulo su
nucleo es isomorfo a la imagen. En otras palabras, la imagen hereda la estructura del dominio
del mapa (en este caso H'(U N'V)) tras cocientarlo por su niicleo:

HY (UNV)

HAT?) = =)

Por la exactitud en H'(U N'V), sabemos que ker(5;) = im(j;). Sabiendo que el espacio total
tiene dimension 2 y que la imagen de j] tiene dimension 1, restamos las dimensiones:

dim H*(T*) =2-1=1.

Esto nos da el resultado final HC%R(T2) =~ R, cuyo generador geométrico es la 2-forma de area
total de la superficie.

En resumen, la cohomologia de De Rham del toro bidimensional se expresa formalmente como:

R sik=0,2
H(TH) = {R? sik=1

0 en otro caso

A diferencia de la esfera S? (cuya cohomologia se concentra exclusivamente en grados 0 y 2),
el toro posee una cohomologia no trivial en grado 1, reflejando topologicamente la existencia
de sus tuneles caracteristicos que las 1-formas cerradas logran detectar.

Con este calculo, cerramos nuestro estudio de la cohomologia estdndar. A lo largo de este
capitulo hemos visto como la interacciéon entre formas cerradas y exactas logra destilar la
geometria de un espacio para contar sus “agujeros”’ en distintas dimensiones. Sin embargo, en
las variedades orientables existe una simetria oculta atin més profunda entre estas dimensiones
complementarias; una estructura que solo se revela al restringir el comportamiento de las
formas diferenciales en el infinito. En el siguiente capitulo exploraremos esta bella arquitectura
simétrica desarrollando la cohomologia con soporte compacto y demostrando el teorema de
dualidad de Poincaré.



Capitulo 5

Dualidad de Poincaré y aplicaciones

En el capitulo anterior, la cohomologia de De Rham nos permitié extraer informacién topologi-
ca global mediante el calculo de formas diferenciales. Sin embargo, en las variedades orientables
existe una simetria interna que relaciona directamente la informacién geométrica de los grados
complementarios k y n — k. Para estudiar esta relacién, en la primera parte de este capitulo
construiremos la cohomologia con soporte compacto y definiremos el emparejamiento de in-
tegracion. Apoyandonos en el algebra homologica, demostraremos que este emparejamiento
es no degenerado, es decir, que para toda clase de cohomologia no trivial existe una clase
en el grado complementario tal que la integral de su producto cuna es distinta de cero. Esta
propiedad analitica induce un isomorfismo natural con el espacio dual, estableciendo asi el
teorema de dualidad de Poincaré [5, 1]. Una vez establecido este teorema, la segunda parte del
capitulo abordara sus principales aplicaciones geométricas y fisicas. Iniciaremos estudiando
la conectividad del espacio a través de los niimeros de Betti y el teorema de Gauss-Bonnet.
Posteriormente, analizaremos la matriz de intersecciéon en dimensién cuatro y sus consecuen-
cias topologicas. El capitulo concluird mostrando cémo las restricciones algebraicas de esta
dualidad determinan la existencia de estructuras exoéticas en R*

5.1. Cohomologia con soporte compacto

Recordemos que el soporte de una forma diferencial w € QF(M), denotado por supp(w), es la
clausura del conjunto de puntos donde w no se anula.

Definicién 5.1.1 (Complejo con soporte compacto). Denotamos por QF(M) al subespacio
vectorial de QF(M) formado por todas las k-formas cuyo soporte es un subconjunto compacto
de M.

De las propiedades de la derivada exterior se tiene que supp(dw) C supp(w). Esta inclusion
geométrica garantiza que st w tiene soporte compacto, dw también lo tiene, por lo que el
operador estd bien definido al restringirse a estos subespacios:

d:QF(M) = QFFL(M).

Como la relacion d* = 0 se mantiene, la secuencia (Q5(M),d) forma un complejo de cocadenas,
llamado el complejo de De Rham con soporte compacto.

49
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Definiciéon 5.1.2 (Grupos de cohomologia con soporte compacto). El k-ésimo grupo de co-
homologia de De Rham con soporte compacto de M se define como:

_ ker(d: QE(M) —» QFFY(M)) _ ZE(M)

k
He (M) im(d : QF Y (M) — Qk(M))  BE(M)

Observacion 5.1.3. Si la variedad M es compacta, todo subconjunto cerrado (y en particular
el soporte de cualquier forma) es automdticamente compacto. Por lo tanto, para variedades
compactas, no hay diferencia entre los complejos: Q05(M) = Q*(M) y H¥(M) = H5,(M). La
diferencia e interés de esta estructura surge en variedades no compactas, como R™.

5.1.1. El lema de Poincaré para soporte compacto

En el Capitulo 4, el lema de Poincaré demostré que para R™, la cohomologia estandar H}j,(R™)
se concentra enteramente en grado 0. Para la cohomologia con soporte compacto, la situaciéon
es drasticamente diferente (invertida).

Teorema 5.1.4 (Lema de Poincaré para soporte compacto). La cohomologia con soporte
compacto del espacio euclidiano R™ estd dada por:

Hf(R") ~ {R sz:k:n

0 sik#n
Demostracion. La demostraciéon se realiza por induccién sobre la dimensién n, utilizando la
integracion a lo largo de las fibras. Escribimos R” = R x R con coordenadas espaciales x
y coordenada temporal t. Toda forma en QF(R"~! x R) se descompone univocamente como
¢+ 1 N dt, donde ¢ y ¥ son formas en el espacio base con coeficientes que dependen de ¢ y
tienen soporte compacto global.

Definimos el operador de integracion e, : QF(R*™! x R) — QF~1(R"™1) evaluando a lo largo
del eje real:

eu(6+ 1 A dt) = /OO O, D).

Dado que las formas poseen soporte compacto global, la funcion integranda (x,t) se anula
idénticamente fuera de un intervalo finito en la coordenada ¢, lo que garantiza que esta integral
a lo largo de todo el eje real esté bien definida y siempre converja. Para construir su operador
inverso e*, elegimos una funcion suave de “chichon" (bump function) e(t) con soporte compacto
en R tal que [*_e(t)dt = 1. Definimos el mapa de extension e* : QF~1(R"~1) — QF(R"~! x R)
mediante la multiplicacién exterior:

e*(w) = w Ae(t)dt.

Es analiticamente inmediato verificar que e, o €*(w) = e.(w A e(t)dt) = w [ e(t)dt = w, por
lo que e,e* es la identidad. Para ver que el orden inverso e*e, es homotopico a la identidad en
el complejo, construimos explicitamente el operador de homotopia K:

t

K(p+yANdt) = /_ P(z,s)ds — E(t) /_00 Y(z,s)ds, donde E(t) = / e(s)ds.

— 00
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Primero verificamos que el operador K esta bien definido y preserva el soporte compacto. Si
denotamos A(z,t) = fioo Y(x,s)dsy B(z) = [*_1(x,s)ds, podemos expresar la imagen del
operador como K (¢+1Adt) = A(z,t)— E(t)B(z). Como 1 posee soporte compacto en R" 1 x
R, existe un intervalo cerrado [a,b] C R tal que ¥(z,t) = 0 para t ¢ [a,b]. Adicionalmente, por
las propiedades de la funcion e(s), la integral acumulada E(t) es nula para ¢ suficientemente
negativo y vale 1 para t suficientemente positivo. Por lo tanto, si ¢ es suficientemente negativo,
tanto A(x,t) como E(t) se anulan. Si t es suficientemente positivo, tenemos que A(zx,t) =
B(x) y E(t) = 1, lo que reduce la expresion a B(x) — B(xz) = 0. Ademas, el soporte en la
variable espacial z esta contenido en la proyeccion del soporte compacto de v sobre R*™1, el
cual es compacto. En consecuencia, el operador K : QF(R"~! x R) — QF-1(R"~! x R) est4
perfectamente bien definido.

Ahora verificamos explicitamente la identidad de homotopia. Denotando por d, la derivada
exterior respecto a las variables espaciales x, y sabiendo que ¢ tiene grado k y v grado k — 1
en dichas variables, la derivada total se expande como:

d(¢+ 1 Adt) = dpo + (dzw + (—1)’“2‘;’) A dt.

Usando la notacién auxiliar A y B, calculamos la derivada exterior de la imagen de K:
dK (¢4 Adt) = dyA— Ed,B + (=1)* 1 () — e(t)B) A dL.

Por otro lado, al aplicar K a la derivada total obtenemos:

Kd(¢+v Adt) :/t (dxszr(—l)’“Zf) ds — E(t) /Oo (dzw+(—1)’f‘%> ds.

oo oo 0s

Como d, conmuta con la integracion y ¢ tiene soporte compacto (por lo que su integral sobre
todo R es cero y su integral parcial es ¢(x,t)), esta expresion se simplifica a:

Kd(¢+v¢ Adt) =d, A+ (—1)*¢ — Fd,B.

Para encontrar la relacion de homotopia, restamos ambas expresiones. Al hacerlo, los términos
espaciales se cancelan algebraicamente de forma exacta:

dK (¢ +1p Adt) — Kd(¢+ ¢ Adt) = (=1)* g+ (—1)* " (¢ — e(t)B) Adt.

Factorizando (—1)*~!, el lado derecho se reescribe como (—1)*"1[¢ + 1 A dt — B Ae(t)dt].
Reconociendo que BAe(t)dt = e* (ffooo P(z,s) ds) = e*ex(p+1p Adt), concluimos la identidad

fundamental:

id —e*e, = (=1)* 1 (dK — Kd).

Esta relacion demuestra que e*e, es homotopico a la identidad. Como ya habiamos probado que
e«€* =1id, se concluye que e, y e* inducen isomorfismos inversos en cohomologia: H*(R"~! x
R) = HF1(R*1).

Resta precisar el caso base n = 1. En grado cero, una 0-forma cerrada con soporte compacto
en R es una funcion suave f € C°(R) tal que df = 0. Esto exige que f sea constante, pero la
tinica funciéon constante con soporte compacto en R es la funcién nula. Luego, HY(R) = 0.
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En grado uno, toda 1-forma compactamente soportada w = f(t) dt € QL(R) es cerrada. Consi-
deremos la aplicacion lineal I : Q1(R) — R dada por I(f(t)dt) = [ f(t) dt. Esta aplicacion
se anula sobre las formas exactas dg, ya que ffooo g'(t)dt = 0 debido a que g se anula fuera

de un compacto. Reciprocamente, si ffooo f(t)dt =0, definimos g(t) = ffoo f(s)ds. Esta fun-
cion es suave y cumple ¢'(t) = f(t). Ademéas, como f tiene soporte compacto, g(t) = 0 para
t suficientemente negativo. Por la anulacion de la integral total, también se tiene g(t) = 0
para t suficientemente positivo. Por tanto, ¢ € C°(R) y dg = w, lo que demuestra que
ker I = dQ(R). Dado que I es sobreyectiva (pues existe e € C2°(R) con integral 1), el primer
teorema de isomorfismo garantiza que:

I

HR) = =)

~dQO(R) R

Finalmente, aplicando inductivamente el isomorfismo H¥(R™ x R) = H¥~1(R™), obtenemos
que:
R, k=n,

kipn\ ~
He(R )_{o, k +# n.

5.2. Sucesion de Mayer-Vietoris para soporte compacto

Para poder calcular esta cohomologia globalmente, necesitamos una herramienta de pegado
analoga a la vista en el capitulo anterior. Sin embargo, al trabajar con soporte compacto, no
podemos usar la operacién de restriccion de formas: la restriccién de una forma con soporte
compacto en U UV a un abierto U podria perder su compacidad en la frontera de U.

En su lugar, tal como exponen Arias Abad [1] y Bott [5], debemos usar la operacion opuesta: la
extension por cero. Siw € Q% (U), podemos extenderla a una forma bien definidaen M = UUV
simplemente declarando que vale cero fuera de U. Esta extension sigue siendo suave y su
soporte sigue siendo compacto.

Sea M = U U V. Denotemos por jy : Q5(UNV) — Q(U) la extension por cero desde la
interseccion hacia U, y de manera analoga definamos iy : Q5(U) — Q(M). Construimos la
siguiente secuencia:

0 — U N V) Y2 g () @ 0 (V) Y 0F (M) — 0

Proposicion 5.2.1. La secuencia anterior es una secuencia exacta corta de complejos de
cocadenas.

Demostracion. La inyectividad del primer mapa es evidente, ya que la extensiéon por cero de
una forma no nula sigue siendo no nula. El ntcleo del segundo mapa consiste en pares («, [3)
tales que su suma extendida en M se anula; esto fuerza a que o = —f en la interseccién y cero
fuera de ella, lo que corresponde exactamente a la imagen del primer mapa.
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La sobreyectividad del dltimo mapa se demuestra utilizando una particién de la unidad
{pu,pv} subordinada al recubrimiento {U,V}. Dada w € Qf(M), las formas pypw y pyw
tienen soporte compacto contenido estrictamente en U y V, respectivamente. Dado que w =
puw + pyw, la forma w es la imagen del par (pyw, pyw), demostrando la exactitud. O

Al aplicar el lema del zig-zag (Teorema 1.2.5) a esta secuencia exacta corta, obtenemos el
resultado que queremos.

Teorema 5.2.2 (Mayer-Vietoris para soporte compacto). Para un recubrimiento abierto M =
U UV, existe una secuencia exacta larga en cohomologia con soporte compacto. Debido a que
los mapas de los complejos van en direccion contraria a las inclusiones topoldgicas, la secuencia
avanza hacia la variedad "grande”:

S HNUNV) = HYNU) @ HY V) —» BA M) S B U NV) -

5.3. El emparejamiento de integraciéon

La relacion profunda entre la topologia global y el soporte compacto se manifiesta a través de
una operacion algebraica fundamental: el producto cuna seguido de la integracion.

Sea M una variedad orientable de dimension n. Consideremos una clase de cohomologia [w] €
H gR(M ) v una clase de cohomologia con soporte compacto [n] € H c"_k(M ). Podemos elegir
formas representantes w € QF(M) y n € Q?~F(M), ambas cerradas (dw = 0y dn = 0).

El producto cuna de estas dos formas, w A 7, es una n-forma en M. Dado que n tiene soporte
compacto, el producto w A 1 también tiene soporte compacto (pues se anula dondequiera que
n se anule). Por lo tanto, podemos integrar esta n-forma sobre toda la variedad M.

Definiciéon 5.3.1 (Emparejamiento de Poincaré). Definimos el emparejamiento bilineal de
ntegracion:

() s Hip(M) x HX®(M) = R
mediante la formula:

(o], ]y = /an.

Proposicion 5.3.2. El emparejamiento de Poincaré estd bien definido; es decir, el valor de
la integral no depende de las formas representantes elegidas para las clases de cohomologia.

Demostracion. Supongamos que elegimos otro representante para la clase [w], digamos w' =
w + da, donde o € QF~1(M). Evaluamos la integral con este nuevo representante:

/(w+da)/\n:/ w/\n—i—/ do A\ n.
M M M

Para analizar el segundo término, utilizamos la regla de Leibniz para la derivada exterior
aplicada al producto o A n:

dlaAn) =daAn+ (=1)ta Adn.
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Dado que 1 es una forma cerrada (dn = 0), el ultimo término desaparece, resultando en
da Am = d(a A n). Sustituyendo esto en la integral obtenemos:

/Mda/\n:/Md(a/\n).

La forma « A n tiene soporte compacto, por lo que podemos aplicar el teorema de Stokes
generalizado (Capitulo 3). Como la variedad no tiene frontera topologica para los efectos de
esta forma con soporte compacto, la integral de su derivada exterior es cero:

/Md(a Amn) =0.

Por lo tanto, la integral original se conserva. Un argumento simétrico utilizando el hecho de
que w es cerrada demuestra que sumar una forma exacta dB € Q2*(M) a n tampoco altera
el resultado. O

5.4. El teorema de dualidad de Poincaré

Cualquier emparejamiento bilineal B : V x W — R entre dos espacios vectoriales induce
de manera natural una aplicaciéon lineal L : V. — W™, definida por la regla de asignacion
v +— B(v,-). Es decir, a cada elemento v € V se le asocia el funcional lineal L(v) € W* que
actia sobre cualquier w € W mediante la evaluacion L(v)(w) = B(v, w).

Definiciéon 5.4.1 (Mapa de dualidad). El emparejamiento de integracion induce un homo-
morfismo lineal natural Dyy:

Das + Hi(M) — (H2™H(0D))

definido por Dyr([w])([n]) = [1;w An.

El teorema de dualidad de Poincaré afirma que, bajo condiciones topolégicas bastante genera-
les, el emparejamiento de integracion es no degenerado (es decir, ninguna clase no nula tiene
integral nula contra todas las clases del grado complementario), lo cual garantiza algebraica-
mente que esta aplicacién de dualidad es, de hecho, un isomorfismo.

Teorema 5.4.2 (Dualidad de Poincaré). Sea M una variedad diferenciable orientable de di-
mension n que admite un buen cubrimiento finito (es decir, puede ser cubierta por una cantidad
finita de abiertos tales que todas sus intersecciones no vacias son difeomorfas a R™). Entonces,
el mapa de dualidad Dys es un isomorfismo:

Hi(M) = (H27H(M))

Observacion 5.4.3. La restriccion de admitir un buen cubrimiento finito es satisfecha por
todas las variedades compactas. El teorema es vdlido para variedades orientables generales, pero
la demostracion requiere argumentos adicionales de limites directos que escapan al alcance
de este texto, por lo cual, siguiendo la ruta trazada por Bott y Tu [5], nos enfocaremos en
variedades cubiertas por colecciones finitas.
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La demostraciéon de este teorema es uno de los ejemplos méas elegantes del uso conjunto de
herramientas locales (integracion) y globales (algebra homolégica). El hilo conductor seré un
argumento inductivo sobre un buen cubrimiento, apoyado en el lema de los cinco.

Demostracion. La demostracion se divide en tres pasos logicos fundamentales: el caso base
para el espacio euclidiano, el paso de induccién para la unién de abiertos, y la conclusion
global.

Paso 1: El caso base (M =R").

Debemos verificar que Dgn : HER(R™) — (H27F(R™))* es un isomorfismo para todo k. Anali-
zamos los grados utilizando los lemas de Poincaré demostrados previamente:

= Si k # 0, sabemos por el lema de Poincaré clasico que H C’fR(R”) = 0. Su grado comple-
mentario es n — k # n. Por el lema de Poincaré para soporte compacto (Teorema 5.1.4),
H"*(R™) = 0. Asi, el mapa de dualidad es trivialmente un isomorfismo 0 — 0.

~

= Sik=0, HgR(R") = R (generado por la funcion constante 1). El grado complementario
es n, y H'(R") =2 R (generado por una n-forma de volumen fdx; A --- A dx,, donde
Jgn fdzy ... dx, = 1). El emparejamiento entre la clase constante [1] y [w] es:

(k= [ 1hw= [ w=140

Dado que el emparejamiento es no degenerado, la aplicacién inducida Dgrn es un isomor-
fismo entre estos espacios unidimensionales.

Paso 2: El paso inductivo (unién de abiertos).

Supongamos que el teorema de dualidad es valido para dos conjuntos abiertos U y V', asi como
para su interseccion U N'V. Queremos demostrar que también es valido para su union U U V.

Para lograrlo, utilizaremos las dos sucesiones de Mayer-Vietoris que hemos construido. La
primera es la sucesion estandar para U UV (Teorema 4.4.2). La segunda es la sucesion para
soporte compacto (Teorema 5.2.2). Aplicamos el funtor espacio dual (-)* a esta segunda suce-
sion. En algebra lineal, el dual de una secuencia exacta revierte la direcciéon de las flechas y
preserva la exactitud. Obtenemos una nueva secuencia exacta larga que avanza en el mismo
sentido que la sucesién estandar.

Ensamblamos ambas secuencias en un solo diagrama, conectédndolas verticalmente mediante
los mapas de dualidad:

. — HYUUV) ——— H*U) & H*(V) —— H*UNV) —>— H+ (U UV) —

J/DUUV iDU@DV lDUﬁV iDqu

> (HHUUV))* = (H2HU) @ (HEH(V)" » (H (U N V) % (H U uv)* =+

Para poder invocar el lema de los cinco, es imperativo demostrar que los cuadrados de este
diagrama conmutan (salvo signo). La conmutatividad del cuadro mas complejo, el que invo-
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lucra a los homomorfismos de conexion ¢* y 97, se verifica algebraicamente desglosando las
integrales.

Tomemos una clase [w] € H*(UNV) y una clase [n] € H»*~1(U U V). Queremos comprobar
que [i; (0" w)An =% [ wA(d.n). Al aplicar la definicion del mapa de conexion estandar,
0*w equivale a extender —d(pyw) por cero, donde {py,py} es una particion de la unidad.
Como 7 es cerrada, d(pyw A n) = d(pyw) A n. Por el teorema de Stokes sobre formas de
soporte compacto, la integral total de esta derivada es nula, lo que fuerza la igualdad por
integracion por partes:

[ @ann= [ dppe)nn= 05 [ g ndn
Uuv Uuuv Uuv

Por el otro lado del diagrama, la definicion geométrica del mapa d, para soporte compacto
restringe la forma d(pyn) a U N V. Al integrar el emparejamiento cruzado obtenemos exac-
tamente la misma expresiéon analitica. Esta coincidencia asegura que los operadores de borde
preservan la dualidad integral, garantizando la conmutatividad del diagrama completo [5].

Sabiendo esto, y por nuestra hipotesis de induccion, los mapas verticales Dy, Dy (y por ende
Dy @ Dy ), asi como Dyny, son isomorfismos. Ademaés, el isomorfismo también aplica para el
grado k + 1, por lo que el mapa vertical de la extrema derecha también es un isomorfismo.
Nos encontramos exactamente ante las hipotesis del lema de los cinco (Lema 1.2.7), por lo que
concluimos algebraicamente que el mapa central Dy debe ser también un isomorfismo.

Paso 3: Conclusiéon global (buenos cubrimientos).

Por hipétesis, la variedad M admite un buen cubrimiento finito {Uy, Us, ..., Uy, }. Razonamos
por induccién matemética sobre el nimero de abiertos en el cubrimiento, m.

= Sim =1, la variedad M = U; es difeomorfa a R™, y la dualidad se cumple por el Paso
1.

= Supongamos que la dualidad se cumple para cualquier variedad cubierta por m — 1
abiertos.

= Sea M cubierta por m abiertos. Escribimos M = U UV, donde U = Uy U---UUp_1y
V =Up.

Notemos que U es una unién de m — 1 abiertos de un buen cubrimiento, por lo que cumple la
dualidad por hipotesis de induccion. El conjunto V' es un solo abierto (difeomorfo a R™), por
lo que cumple la dualidad. La interseccion UNV = (U1 NUy,) U+ -+ U (Up—1 NUp,) es cubierta
por m — 1 conjuntos que, por la definiciéon de buen cubrimiento, también son difeomorfos a
R"; por tanto, U NV también cumple la dualidad.

Aplicando el Paso 2 a estos conjuntos U y V, concluimos que la dualidad es vélida para su
uniéon M = U U V. Por el principio de induccién, el teorema queda demostrado. O

El teorema de dualidad de Poincaré representa mucho mas que un isomorfismo entre espacios
vectoriales; es el principio fundamental que distingue a las variedades compactas orientables de
los espacios topolégicos arbitrarios. En la topologia general, un espacio puede poseer agujeros
en diferentes dimensiones sin ninguna correlacion logica entre ellos. Sin embargo, este teorema
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demuestra que las variedades diferenciables cerradas poseen un cédigo genético estrictamente
simétrico. Conocer la estructura topologica de una variedad de dimensiéon n hasta el grado k
determina de manera univoca y obligatoria su comportamiento en el grado complementario

n—k.

Mas all4 de esta profunda simetria estructural, la importancia de este teorema radica en
su papel como el puente definitivo entre el anélisis local y la topologia global. A través del
emparejamiento de integraciéon, hemos demostrado cémo operaciones puramente analiticas
sobre formas diferenciales como el producto cuna y la integral logran decodificar por completo
la estructura global de la variedad.

Esta traduccién analitico topolégica, donde las propiedades algebraicas del complejo de De
Rham revelan la simetria intima del espacio, consolida a las formas diferenciales no solo como
una herramienta de céalculo, sino como la piedra angular para comprender la geometria global
de las variedades.

5.5. Aplicaciones de la cohomologia de De Rham

La cohomologia de De Rham proporciona invariantes globales midiendo la existencia de for-
mas cerradas que no son exactas. Estos invariantes, aunque de naturaleza analitica, dictan el
comportamiento topologico y fisico del espacio.

5.5.1. Los niimeros de Betti y la conectividad del espacio

La primera y mas directa aplicaciéon de la cohomologia de De Rham es la cuantificacion de
los “agujeros” de una variedad M. Las dimensiones de los espacios vectoriales de cohomologia,
denotadas como by = dim H gR(M ), se conocen como los nimeros de Betti.

Conceptualmente, cada ntimero de Betti cuenta un tipo especifico de caracteristica topologica
independiente de la métrica [24]:

= Do cuenta el nimero de componentes conexas de la variedad.

» b cuenta el numero de “tuneles” o agujeros unidimensionales (como el agujero central
de un toro).

= by cuenta el numero de cavidades o vacios tridimensionales encerrados por superficies
bidimensionales (como el interior hueco de una esfera).

El célculo formal de estos nimeros mediante formas diferenciales permite clasificar espacios
sin recurrir a triangulaciones complejas, estableciendo un puente directo entre el calculo y la
topologia [14].

Ejemplo 5.5.1. Retomando los cdlculos de cohomologia desarrollados en el Capitulo 4, pode-
mos calcular los nimeros de Betti, definidos como by, = dim HZ;R(M), para la esfera bidimen-
sional S y el toro T2.

Para la esfera S?, determinamos que HYp(S?) = R, H}5(5%) =20 y H3,(S?) = R. Por consi-
guiente, sus numeros de Betti correspondientes son by =1, by = 0 y by = 1. Topoldgicamente,
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esta sucesion confirma de manera analitica que la esfera consta de una dnica componente co-
nexa, carece de ciclos unidimensionales independientes, y encierra exactamente una cavidad
bidimensional.

En contraste, la aplicacion de la sucesion exacta de Mayer-Vietoris al toro T? demostré que
HO,(T?) =R, H)p(T?) 2 R? y H3,(T?) 2 R. Sus nimeros de Betti son, por lo tanto, by = 1,
b1 =2 y by = 1. A diferencia de la esfera, el valor de by = 2 captura algebraicamente la presen-
cia de los dos ciclos unidimensionales incontractibles del espacio (visualizados geométricamente
como el meridiano y la longitud del toro).

5.5.2. El grado topolégico y el teorema de la bola peluda

Para una variedad M compacta y orientable de dimension n, se tiene que Hjp(M) = R. Dada
una aplicacion suave f: M — N entre dos variedades de la misma dimension, el pullback de
formas induce un mapa lineal f* : H},(N) — H}jz(M) (Proposicion 4.1.1). Este mapa lineal
es, esencialmente, la multiplicaciéon por una constante denominada el grado topologico, deg( f).

El grado se calcula explicitamente eligiendo una forma de volumen w en N:

| rro=dests) [ e

Como se demuestra en [16], deg(f) es siempre un ntimero entero y representa el nimero neto
de veces que M recubre a N. Un corolario clésico de este invariante, detallado rigurosamente
por Guillemin y Pollack [11], es el siguiente:

Teorema 5.5.2 (Teorema de la bola peluda). No existe un campo vectorial continuo y en
ninguna parte nulo sobre una esfera de dimension par, S.

La idea fundamental es que un campo vectorial no nulo permitiria construir una homotopia
suave entre la aplicacion identidad (grado 1) y la aplicaciéon antipoda (grado —1 en dimension
par), lo cual contradice la invariancia homotopica del grado calculado en la cohomologia.

5.5.3. El teorema de Gauss-Bonnet generalizado

En el estudio de variedades riemannianas, la desviaciéon de un espacio respecto a la planitud se
cuantifica mediante su curvatura. Algebraicamente, en el lenguaje de las formas diferenciales,
esta informaciéon global se codifica en la denominada matriz de curvatura 2, la cual esta
inherentemente asociada a la métrica de la variedad.

Esta matriz € posee una estructura particular: sus entradas son 2-formas diferenciales (Qij e
Q?(M)). Geométricamente, cada entrada €2;; acttia como un medidor infinitesimal; al evaluarla
sobre un area minuscula, cuantifica exactamente cuanto “gira” o cambia de direccién un vector
al ser transportado a lo largo de un circuito cerrado en esa region de la variedad.

Dado que la métrica de la variedad impone una nocién estricta de distancia y angulos, la
matriz de curvatura () resulta ser rigidamente antisimétrica (£2;; = —€2;;). Es precisamente
esta antisimetria la que permite utilizar el dlgebra exterior para calcular su pfaffiano. Al evaluar
este invariante algebraico (adecuadamente normalizado segtin la dimension) sobre la matriz
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2, se obtiene como resultado una nueva forma diferencial global de grado méximo, e(2), que
representa a la clase de Euler.

El marco de la cohomologia de De Rham asegura que e(2) es siempre una forma cerrada,
definiendo una clase en H,(M) que es completamente independiente de la métrica elegida
[15]. El teorema de Gauss-Bonnet generalizado establece que la integral de esta curvatura
recupera exactamente la caracteristica de Euler topologica x(M):

| et =xn).

Este resultado, expuesto a profundidad en [22], es considerado uno de los pilares de la geome-
tria diferencial, pues demuestra que la integral global de una propiedad puramente local (la
curvatura métrica) esta cuantizada y rigidamente dictada por la topologia del espacio.

5.6. Consecuencias de la dualidad de Poincaré

La simetria inducida por el isomorfismo Hf,(M) = (H}p F(M))* impone restricciones pro-
fundas en las variedades orientables. Mientras que la cohomologia de De Rham proporciona
invariantes puramente analiticos, la dualidad de Poincaré actiia como un puente estructural,
proveyendo métodos precisos para intersecar subvariedades y clasificar espacios en dimensiones
especificas.

5.6.1. Teoria de interseccién transversal

Geométricamente, la dualidad de Poincaré traduce el problema topolégico de intersecar subva-
riedades al célculo algebraico de multiplicar formas diferenciales. Dada una variedad compacta
y orientable M de dimension n, a cada subvariedad cerrada y orientada S C M de dimension
k se le puede asociar una clase de cohomologia tnica [ns] € H ¥(M), conocida como su
clase dual de Poincaré. Esta forma representativa ng se construye de manera que su soporte
se concentre en una vecindad tubular de la subvariedad S [5].

El poder analitico de esta dualidad se manifiesta al considerar dos subvariedades cerradas
A y B, de dimensiones complementarias k y n — k. Geométricamente, decimos que estas
subvariedades se intersecan de forma transversal si no son tangentes en ninguno de sus puntos
de contacto; es decir, en cada punto de intersecciéon p € AN B, la suma directa de sus espacios
tangentes genera la totalidad del espacio tangente de la variedad ambiente (T, A®T,B = T,M).

Bajo esta condicion geométrica, la interseccion A N B esté constituida por un conjunto dis-
creto y finito de puntos. Al pasar al algebra exterior, las clases duales de estas subvariedades
corresponden a formas de grados n — k y k, cuyo producto cuna es una n-forma. La integral

de este producto cuna:
/ nANNB
M

calcula exactamente la suma algebraica de los puntos de intersecciéon entre A y B, donde cada
punto aporta un valor de +1 o —1 dependiendo de la compatibilidad de sus orientaciones locales
[11]. Este enfoque, detallado extensamente en la literatura clasica de topologia diferencial [13],
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permite evadir las dificultades geométricas de la teoria de perturbacion, reduciendo el estudio
de la transversalidad a la integracion de formas diferenciales.

5.6.2. La caracteristica de Euler en dimensién impar

La caracteristica de Fuler se define analiticamente como la suma alternada de los ntimeros de
Betti: x(M) = > (—1)¥by. Por el teorema de dualidad de Poincaré, los ntimeros de Betti en
dimensiones complementarias son idénticos, es decir, by = b, .

En cualquier variedad compacta de dimension impar (n = 2m + 1), los indices k y n — k
poseen siempre paridades opuestas. En consecuencia, sus respectivos términos en la suma de
Euler tienen signos contrarios y se cancelan mutuamente de forma exacta. Por lo tanto, sin
necesidad de recurrir a triangulaciones o métricas especificas, se concluye algebraicamente que
toda variedad compacta y orientable de dimensién impar tiene una caracteristica de Euler
estrictamente nula [14].

Esta restriccion algebraica tiene una consecuencia geométrica profunda a través del teorema de
Poincaré-Hopf, el cual establece que la suma de los indices de las singularidades de cualquier
campo vectorial en una variedad es igual a su caracteristica de Euler [16]. Al ser x(M) =0
para dimensiones impares, se garantiza la existencia de al menos un campo vectorial continuo
que no se anula en ninguna parte sobre cualquier variedad orientable de dimensiéon impar.

Ejemplo 5.6.1 (Cancelacion topologica en S® y T3). Para ilustrar de manera explicita el
mecanismo de cancelacion algebraica impuesto por la dualidad de Poincaré en dimensiones im-
pares, resulta instructivo examinar y contrastar el comportamiento de la esfera tridimensional
83 y del toro tridimensional T3. Ambos espacios constituyen variedades compactas, orientables
y de dimension n = 3.

Para la esfera tridimensional S3, sus grupos de cohomologia de De Rham determinan de mane-
ra estandar que HOp(S3) 2R, H1n(S3) =0, H3,(53) =0 y H3,(S3) = R. Por consiguiente,
sus numeros de Betti correspondientes son:

bo(S°) = 1, b1(5%) =0, ba(S%) =0, b3(S°) = 1.
Al evaluar su caracteristica de Fuler, la suma alternada se desenvuelve directamente como:

X(S3) =bg— by +by—b3=1-0+0—1=0.

St bien en la esfera el cdlculo resulta directo debido a la trivialidad de los grupos interme-
dios, el verdadero poder estructural de la dualidad se manifiesta en el toro tridimensional
T3 = St x St x S'. Para hallar su cohomologia de manera explicita, se puede aplicar el teo-
rema de Kinneth, la cual implica que el polinomio de Poincaré de un espacio producto (cuyos
coeficientes son los nimeros de Betti) es el producto de los polinomios de sus factores (una
demostracion de este teorema puede ser encontrada en [5]). Sabiendo que los nimeros de Betti
de la circunferencia S' son by = 1 y by = 1, su polinomio asociado es Pgi(t) = 1+t. En
consecuencia, para el toro tridimensional obtenemos:

Prs(t) = (Pq1(t))® = (1 +)® = 1+ 3t + 3t* + ¢°.
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Los coeficientes de la expansion binomial dictan directamente que sus niumeros de Betti son:

bo(T?) =1, by (T3) =3, bo(T3) = 3, b3(T3) = 1.

Al calcular su invariante global, la alternancia de signos agrupa los términos simétricos de la
stguiente manera:

X(T3) = (bo — b) + (=b1 +b2) = (1 — 1) + (=3 +3) = 0.

Este contraste resulta matemdticamente profundo. Mientras que en S® la anulacion estd ligada
a la vacuidad de la cohomologia intermedia, en T el espacio posee una topologia altamente
no trivial (by = by = 3). No obstante, la rigidez de la dualidad obliga a que las dimensiones
complementarias coincidan perfectamente (b = bs_y ), garantizando de forma idéntica que los
términos se aniquilen por pares. Este comportamiento numérico ejemplifica con precision por
qué la caracteristica de Fuler se anula invariablemente en dimension impar, independiente-
mente de la complejidad estructural de los grupos de De Rham asociados.

5.6.3. La signatura y la matriz de interseccién en dimensién 4

En el estudio de variedades compactas y orientables de dimension par n = 2k, el grupo de co-
homologia de dimensién media H gR(M ) adquiere una estructura algebraica particular. El caso
de la dimension cuatro (n = 4, k = 2) resulta de excepcional importancia. Geométricamente,
esto obedece a que dos superficies bidimensionales en un espacio de cuatro dimensiones se
intersecan genéricamente en un conjunto discreto de puntos. La dualidad de Poincaré forma-
liza esta nocién geométrica induciendo una forma bilineal sobre el espacio H35(M), definida
mediante el producto cuna:

Qlol, [8]) = /Maw.

Dado que el producto cuna de dos 2-formas es conmutativo (a A 8 = B A «), la forma bilineal
Q, conocida como la forma de intersecciéon, es estrictamente simétrica. Adicionalmente, el
isomorfismo de Poincaré asegura que esta forma es no degenerada. Si se restringe el estudio
a la cohomologia con coeficientes enteros, esta propiedad implica que la matriz asociada a @
tiene un determinante igual a £1, constituyendo lo que se denomina una matriz unimodular

17].

Al diagonalizar esta matriz simétrica sobre los nimeros reales, el teorema de Sylvester garan-
tiza que la cantidad de autovalores positivos (denotada por b™) y la cantidad de autovalores
negativos (denotada por b~ ) son independientes de la base elegida. Estos enteros representan,
respectivamente, las dimensiones maximas de los subespacios donde la forma de intersecciéon
Q es definida positiva y definida negativa. El invariante topologico definido como la diferencia

o(M)=0b"—b"
se conoce como la signatura de la variedad.

La importancia de la signatura y de la matriz de interseccién en el estudio de la cuarta
dimensién radica en que la matriz ) encapsula casi la totalidad de la informacién estructural
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de los espacios simplemente conexos. El teorema de Freedman establece que, en la categoria
topolégica continua, la forma de interseccién determina a la variedad de manera tnica salvo
homeomorfismo [9]. Méas atn, la signatura o(M) es un invariante bajo cobordismo orientado
y, mediante el teorema de Hirzebruch, se ancla firmemente a la estructura diferencial al poder
calcularse a partir de las clases de Pontryagin de la variedad.

La peculiaridad geométrica de esta matriz de intersecciéon trasciende la abstraccion matema-
tica y guarda una correspondencia profunda con la fisica teérica. En la década de 1980, S.
Donaldson revolucioné la topologia al estudiar la matriz @ utilizando la teorfa de calibre. Es-
pecificamente, aplico las ecuaciones de Yang-Mills, que constituyen el modelo matematico de
las fuerzas nucleares en el modelo estandar, sobre variedades de dimension cuatro. Al analizar
el espacio de soluciones de estas ecuaciones, Donaldson demostré que la categoria diferenciable
impone restricciones analiticas severas: la mayoria de las matrices unimodulares que definen
variedades topologicas no admiten una estructura suave [8].

Este vinculo entre la topologia diferencial y la fisica cuéntica fue profundizado por E. Witten
y N. Seiberg. Utilizando el formalismo de la supersimetria, introdujeron las ecuaciones de
Seiberg-Witten, cuyos invariantes topolégicos permitieron clasificar estas variedades con gran
eficacia y consolidaron la rama de la topologia cuantica [26].

Una de las consecuencias mateméticas més profundas de la interaccién entre la forma de in-
terseccion de Poincaré y la teoria de calibre es el descubrimiento de que R?* es el tnico espacio
euclidiano que admite una familia no numerable de estructuras diferenciables exéticas, un re-
sultado formalizado a través de los trabajos de Taubes y Gompf [10]. Desde la perspectiva de
la relatividad general, que modela el espacio-tiempo como una variedad suave cuadridimen-
sional, la existencia de estos atlas incompatibles plantea implicaciones fisicas directas. Como
se discute exhaustivamente en la literatura de topologia gravitacional [2|, las variaciones en
la estructura suave del espacio-tiempo podrian actuar como fuentes intrinsecas de curvatura
geométrica, alterando las predicciones cosmolégicas clasicas sin necesidad de introducir nueva
materia.

Diferentes modelos en cosmologia tedrica sugieren que las variaciones en el calculo diferencial
dictadas por una estructura suave exdtica actuarian como fuentes localizadas de curvatura
en el espacio-tiempo, incluso en ausencia de masa tradicional. Esto proporciona un marco
puramente topologico para explorar fenémenos no resueltos de la fisica contemporanea, tales
como la distribucién de la materia oscura o las anomalias gravitacionales, demostrando que la
cohomologia de De Rham y la dualidad de Poincaré conforman la arquitectura subyacente del
universo fisico.

5.6.4. Estructuras exoéticas y la ruptura topoloégica-suave

La matriz de interseccion () derivada de la dualidad de Poincaré condujo al descubrimiento
de uno de los fenémenos mas anémalos de las mateméticas modernas: la discrepancia radical
entre espacios continuos y espacios diferenciables en dimensién 4.

En 1982, M. Freedman demostr6é que, dentro de la categoria topologica (espacios continuos),
practicamente cualquier matriz unimodular simétrica define de manera tnica una variedad
de dimension 4 simplemente conexa [9]. Sin embargo, en 1983, S. Donaldson aplico la teoria
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de ecuaciones diferenciales de calibre (basadas en la cohomologia de formas) para estudiar la
categoria suave. Donaldson probé que si una variedad de dimensién 4 admite una estructura
diferenciable y su matriz de intersecciéon es definida positiva, entonces dicha matriz debe ser
diagonalizable sobre los enteros |8].

Dado que existen numerosas matrices unimodulares definidas positivas que no son diagonali-
zables (como la famosa matriz de la red Eg), la interseccion de los teoremas de Freedman y
Donaldson demuestra la existencia de variedades topolégicas en dimensiéon 4 que no admiten
ningtn atlas diferenciable [10].

Como corolario de esta interacciéon entre el algebra de formas diferenciales y la topologia, se
probé que R* es el tnico espacio euclidiano en todas las matematicas que admite una cantidad
no numerable de estructuras diferenciables exéticas. Es decir, existen infinitas formas topolo-
gicamente idénticas al espacio cuadridimensional estandar en las cuales el calculo diferencial
es matematicamente incompatible con el habitual, un fenémeno enteramente dictado por las
restricciones de la dualidad de Poincaré.
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