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Introduccion

La filosofia y la geometria son dos disciplinas que histéricamente han tenido vinculos muy
estrechos. Desde el nacimiento mismo de la filosofia, la geometria era una ciencia que
acompafiaba de forma muy cercana todas las reflexiones nacidas en ese campo. Tales de
Mileto, Pitagoras, Platon, Aristoteles, entre otros, son filésofos que tienen una participacion
destacada e importante en la geometria. A manera de ejemplo, podemos recordar un célebre
pasaje de Platén en el didlogo Menon. Alli relata como un esclavo analfabeta es interpelado
por Socrates y el filosofo, por medio de habiles preguntas, le pide que por intuicion determine
longitudes, areas y diagonales sobre la construccion de una figura dibujada en la arena
(Platén, trad. 1987, 82b-85c). De este modo, Sdcrates demuestra a Mendn que el
conocimiento ya esta en nosotros y que el alma es inmortal. La geometria sirve, en este caso,
como un medio para estos fines metafisicos de Platon, y aparece, de la misma forma, como
un conocimiento que no proviene de los datos que ofrece la experiencia, Sino que se encuentra
en el alma inmortal. Al respecto, Leibiniz diria, mas bien, que tenemos en el entendimiento
ideas innatas, y esas verdades, son verdades indemostrables, y en el conjunto de esas ideas
se hallan los juicios de la geometria, es decir: “[...] hay que afirmar que toda la Aritmética y
la Geometria son innatas y estan en nosotros de manera virtual de suerte que resulta posible
encontrarlas si se las considera con atencion y dejando de lado lo demas que tenemos en el
espiritu” (Leibniz G. W., 1765/1992, p. 74; Libro I, | § 5).

La geometria elemental que conocemos hoy por hoy es la que se encuentra
sistematizada en Euclides, principalmente en los Elementos y fue, sin duda alguna, una de
las obras méas conocidas por los pensadores modernos. La particularidad fundamental de los
Elementos, “[...] consistia precisamente en demostrar, con el ejemplo, como podia la
inteligencia del hombre, guiada por el razonamiento riguroso, llegar a esas pocas premisas
simples a las verdades que el secular conocimiento empirico podia haber sefialado” (Levi,
1947/2006, p. 84). Siendo, de esa manera, el ejemplo por excelencia de la demostracion
rigurosa, se convirtié en una obra obligatoria de estudio y de analisis. Por esa razon, uno de
los problemas méas destacados de la modernidad consistia en averiguar si los juicios de la
geometria, o el corpus tedrico que constituye Euclides en los Elementos, ya se encontraba en
nosotros, y no requeria de fundamentos empiricos que determinaran la verdad de esos

enunciados esenciales, por ello, cabe la pregunta que tanto preocupd a un pensador como
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Kant, ¢cudl es el origen de la naturaleza apodictica de la geometria? Este sostuvo al respecto
que:

La geometria es una ciencia que determina sintéticamente, y sin embargo a priori,
las propiedades del espacio. ;Qué debe ser la representacion del espacio, para que sea posible
tal conocimiento de él? El debe ser originariamente intuicion; pues de un mero concepto no
se pueden extraer proposiciones que vayan mas alla del concepto, lo cual, empero, ocurre en
la geometria. Pero esta intuicion debe encontrarse en nosotros a priori, es decir, antes de toda
percepcion de un objeto; y por tanto debe ser una intuicién pura, no empirica. Pues las
proposiciones geométrias son todas apodicticas, es decir, estan enlazadas con la conciencia
de su necesidad, por ejemplo, el espacio tiene sélo tres dimensiones; pero tales proposiciones
no pueden ser juicios empiricos o juicios de experiencia, ni pueden ser deducidas de éstos
(Kant, 1787/2011, [B41], p. 76; Estética Trascendental § 3)

Kant expone que solo puede ser posible una explicacion apodictica de los juicios de
la geometria si aceptamos que el espacio es una forma a priori de la sensibilidad. Por tanto,
la dificultad misma de la geometria como conocimiento apodictico radica en la concepcion
que se tenga del espacio. Tiempo después, las geometrias no euclidianas, representadas por
cuatro autores importantes de los siglos XVl y XiX, Gauss, Lobatchewsky, Riemann y
Helmholtz, a diferencia de Kant, convendrian en que los origenes de la naturaleza apodictica
de la geometria se sustentan en fundamentos empiricos, poniendo en suspenso la postura
kantiana acerca del espacio como intuicion a priori, pues, por ejemplo: “uno de los objetivos
de Riemann fue demostrar que los axiomas particulares de Euclides eran empiricos, en lugar
de, como se habia creido, verdades autoevidentes” (Kline, 1972/1992, Vol I11, p. 1175).

En el marco de este contexto, Bertrand Russell tomd partido en esta discusion desde
un punto de vista idealista. En 1897 publica su segundo libro titulado An essay on the
foundations of geometry, afio en el que guarda un aprecio por el idealismo de Bradley y Mc
Taggart pero que abandonara en 1900. El idealismo en cuestion sostiene que: “en realidad
solo hay una cosa, que lo es todo y que es la conciencia. Y los Unicos enunciados realmente
verdaderos son los que refieren al todo (o absoluto, o conciencia absoluta)” (Mosterin, en
Russell, 1944/2008, p. 13). A bordo de esta doctrina, Russell postula en Foundations of
geometry una tesis que da un nuevo giro hacia las posturas kantianas del espacio, esto es: “[la
geometria proyectiva es] la verdad necesaria de cualquier forma de externalidad y es,
completamente a priori, ya que tal forma es necesaria para la experiencia” (Russell, 1897, p.

6; 89). Por tanto, para el Russell de 1897, las condiciones a priori para toda experiencia del



espacio consiste concebir que un sujeto posee internamente cierta forma de externalidad. Esto
significa que dada una multiplididad de objetos en el espacio, este sujeto los presupone como
multiples y diferenciados, siempre y cuando dicha forma de externalidad sea a priori. Esta
condicion a priori Russell la ubica en el marco de la geometria proyectiva. En este trabajo,
por tanto, enfocaré mis intereses en esa etapa idealista de Russell, que es en la que postula

sus respectivos axiomas de la geometria proyectiva.

Russell confiesa que: “no es especialista de ninguno de los temas historicos que trata,
con una sola excepcion: Leibniz” (Mosterin, en Russell, 1944/2008, p. 25). Evidentemente,
uno de los filésofos que Russell conoce con detalle es Leibniz, y, aunque en su Exposicion
critica de la filosofia de Leibniz sus criticas al pensador aleméan suelen ser muy contundentes,
las ideas basicas que constituyen sus Foundations of geometry tienen sus origenes en el
pensamiento leibniziano, y mas especificamente, en el proyecto geométrico inacabado que
presentd a pensadores de su época como Huyggens y L’Hopytal, el Analysis situs.
Efectivamente, Leibniz no logré sistematizar, de manera axiomatica, este proyecto. Solo hay
cartas y fragmentos que contienen la estructura de un proyecto ambicioso con el que se
pretenderia justificar la idea de que tanto la geometria euclidiana como la cartesiana eran

geometrias incompletas.

Leibniz empieza a concebir esta geometria en el periodo que va de 1677 a 1680,
aproximadamente, periodo posterior a su estancia en Paris, que fue de 1672 a 1678 (Cfr.
Russell, 1944/2008, p. 630). El periodo de Paris fue fundamental para su formacion
matematica, pues alli interactué con personajes como L’Hopytal, Bernoulli y Huyggens. De
esa época, los intereses por Euclides y la geometria aumentaron en él considerablemente y lo
llevaron a pensar una geometria que tuviera: “grandes ventajas sobre el Algebra, que requiere
grandes rodeos para llegar a las demostraciones y construcciones geométricas, mientras que
este método sigue las figuras con la vista, alivia la imaginacion y se podria hacer asi una
descripcion de una maquina” (Leibniz G. W., 1679-1680/2015d, p. 418). Esta geometria
estableceria una serie de condiciones formales que determinarian a la nocién de situs o lugar
como fundamento para todo tipo de relaciones de magnitud. Por tanto, esta geometria del
situs seria anterior y mas general que la geometria elemental y la cartesiana, las cuales
recurren a figuras y magnitudes para el desarrollo de sus procesos demostrativos. A dicha

geometria la denominara Analysis situs.



Con esto en mente, Leibniz puede afirmar que todas las geometrias métricas tienen
un fundamento muy diferente a la intuicion y a la indemostrabilidad evidente de los axiomas,
y asi: “cuando los Elementos hayan sido demostrados de una vez por todas mediante nuestros
caracteres, podremos hallar facilmente soluciones para los problemas, que muestren
inmediatamente sin mas esfuerzo las construcciones y demostraciones con lineas” (Leibniz
G., 1679/2015b, p. 442). Esto significa que el Anlysis situs de Leibniz constituye la
posibilidad de identificar la naturaleza apodictica de la geometria en un espacio en el que no
se requiere de dibujos o formas geométricas, sino de relaciones entre objetos representadas
por medio de simbolos.

De acuerdo con lo anterior, tanto la geometria proyectiva como el Analysis situs son
geometrias que pueden prescindir de la construccion de figuras y de magnitudes y, por ende,
no son geometrias métricas o cuantitativas, sino cualitativas. Las geometrias métricas, o
cuantitativas, son aquellas cuyos espacios incorporan nociones como distancia, angulos,
congruencia y transposicion; a estas geometrias pertenecen la euclidiana, la cartesiana y las
no euclidianas. Las geometrias cuyos espacios tienen caracteristicas cualitativas, o también
denominadas proyectivas, son aquellas en las que solo se tiene en consideracion relaciones
de posicion, y prescinden de las nociones métricas que mencioné antes. La geometria
proyectiva y el Analysis situs, son, por tanto, geometrias cualitativas, y ambas anteceden a
las geometrias métricas, teniendo en cuenta que para Russell la geometria proyectiva
conforma la forma de toda externalidad y es una condicién a priori para toda geometria

métrica.

De la misma manera, para Leibniz, el Analysis situs es una geometria que puede servir
como condicion de posibilidad para cualquier enunciado geométrico métrico. Sin embargo,
aungue haya afios que distancien a Russell y a Leibniz, la influencia del pensador aleméan
sobre el pensador inglés, en este punto, debe ser considerable, pues ambas geometrias
comparten elementos que pueden establecer parecidos de familia. Sin embargo, ¢en qué
consisten las similitudes entre la geometria proyectiva y el Analysis situs? ;como se
desarrolla el Analysis situs y en qué se diferencia de otras geometrias? ¢Qué significa la
palabra ‘analisis’ en el Analysis situs? Para responder a estas preguntas, y mientras exista
este paralelo sobre la influencia de Leibniz en Russell, pretenderé formular en el siguiente

trabajo, como hipotesis a defender, que las caracteristicas cualitativas del espacio proyectivo
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de Russell evidencian profundos rasgos de parentesco con las caracteristicas del espacio
cualitativo del Analysis situs de Leibniz.

Para sustentar esta hipotesis, el presente trabajo expondra el desarrollo y aplicacion
del Analysis situs, y se dividira en tres partes. La primera pretendera exponer el papel del
metodo del analisis en el pensamiento leibniziano asi como sus origenes y variaciones a
través del pensamiento moderno. En la segunda parte expondré un paralelo entre la geometria
de Euclides y el Analysis situs. Elucidaré, asi, los aspectos que definen a la geometria
euclidiana como ciencia demostrativa y el modo en el que Leibniz aplica el Analysis situs.
De la misma forma se mostraran las dificultades inherentes que Leibniz hall6 en Euclides y,
por tanto, los motivos que lo incitaron a formular una geometria cualitativa. Igualmente
presentare las primeras nociones que Leibniz formula para constituir el Analysis situs y que
Russell retomara para consolidar los axiomas de un espacio cualitativo proyectivo. En la
tercera y Ultima parte expondré en qué sentido, tanto la geometria proyectiva como el
Analysis situs son condiciones de posibilidad para las geometrias métricas. Expondré en queé
sentido los axiomas de las gometrias métricas guardan rasgos de parentesco con la nocion de
extension leibniziana y los conceptos que permiten revelar los rasgos de parecido entre la

geometria proyectiva y el Analysis situs.



Capitulo |
El método del analisis y el analisis en la obra de Leibniz

El método del analisis recubre todo el pensamiento leibniziano. El filosofo de Leipzig lo
concebid, segln los términos de su propio lenguaje filoso6fico, como un proceso de resolucion
de elementos complejos en elementos simples (Cfr. Pasini, 1997, p. 35). Este va acompafiado,
ademas, de su respectiva cara opuesta, aunque complementaria, la sintesis. Leibniz (1646-
1716) afirma que en la pareja analisis-sintesis, el analisis es un proceso de descomposicion
que revela, progresivamente, principios o elementos simples, que constituyen una
configuracion compleja. Admite, por otro lado, que la sintesis se desarrolla como un ejercicio
de composicién en el que se toman los elementos simples que surgieron tras la
descomposicién y los combina para construir un conocimiento nuevo; por ello, esta sintesis
es combinatoria: “combinacion o sintesis, es una conjuncién de pensamientos, incluso, tal
vez arbitraria, concebida para permitir que surja algun nuevo conocimiento” (Pasini, 1997,
p. 38). Sin ampliar la diversidad de usos que Leibniz identifica en éste método analitico, me
enfocaré en la aplicacion que le da en la geometria que tenia en mente: el Analysis situs.

El método del anélisis aparece en la antigliiedad, con los trabajos que los gedmetras
griegos elaboraron y aplicaron en el desarrollo de demostraciones tanto de teoremas, como
de problemas geométricos. En la tradicion de la geometria alejandrina, con los estudios de
Pappus (290-350), el método del analisis era definido como aquel en el que se asumia como
conocido lo desconocido. Asumiamos como conocido lo que se iba a buscar, o lo
desconocido, y determinabamos las consecuencias que lo conectaban con algo conocido.
Posteriormente se realizaba un proceso de regresion desde lo conocido. Se organizaban los
pasos ascendentes que habian aparecido, pero regresivamente, hasta volver a aquello que
habiamos admitido como conocido; este proceso tiene el nombre de sintesis. Este era el
método que los griegos desarrollaron y que, segin Descartes (1596-1650): “lo guardaban
para ellos solos, como un gran secreto” (AT. VII. 1908, p. 156. Trad. Vidal Pefia). Si fue un
secreto bien guardado o no, es innegable la influencia tan significativa que tuvo en todo el
pensamiento moderno. Sobre este célebre método se generaron diferentes modos de
aplicacion, sobre todo en el campo de la légica; esto causé que fuera comprendido de dos
formas diferentes y que condujeron a que su aplicabilidad fuera por variantes, aparentemente,
diferentes: en una se entiendia el analisis como un método que revela relaciones entre objetos

10



geométricos, esta variante corresponde al analisis de los gedmetras griegos. La segunda via
se basa en una interpretacién proposicional que expone relaciones de implicacion o
relaciones de causas y consecuencias logicas entre proposiciones.

El andlisis, como herramienta, ofrecié aportes destacados para el desarrollo de la
ciencia y para el desarrollo de la filosofia moderna, esto significa que: “sirvi6 como modelo
para algunas de las mas importantes ideas en la historia de la flosofia, incluyendo la historia
de la metodologia y la filosofia de la ciencia” (Hintikka & Remes, 1974, p. 1), lo que lo
convirtio en uno de los instrumentos mas destacados que sirviera de medio para el incremento
de las investigaciones que interesaban al pensamiento filosofico y cientifico de los siglos XV
y XVII. Un ejemplo destacable sobre lo anterior recae sobre la figura de Descartes,
considerado por la tradicion filoséfica como el fundador de lo que conocemos hoy como
geometria analitica. Como segundo ejemplo, dentro del conjunto de pensadores modernos,
resulta inevitable mencionar a Isaac Newton (1642-1727). Al igual que Descartes, Newton
aceptd que el progreso de la ciencia seria posible si el método experimental se fortaleciera a
través del método del analisis-sintesis, pues para el fisico inglés este era el modelo por
excelencia de la demostracion, y su procedencia estaba en la antigua geometria griega. Esto
llevé a que Newton equiparara el método del analisis con el razonamiento inductivo y a la
sintesis con el razonamiento deductivo. Con esa pareja metodica, Newton resaltaria, por un
lado, su constante admiracion por la geometria griega y, por otro, le entregaria su confianza
para elaborar modelos de explicacion de fenGmenos naturales.

No es menos significativo el valor del método del andlisis para Leibniz en lo que
refiere a la estructura de toda su filosofia y, por supuesto, en lo que refiere al uso que le dio
en todas sus investigaciones cientificas. Para el caso de la geometria euclidiana, Leibniz
resalta constantemente que dicha ciencia: “no lleva el analisis hasta el final, como lo hace
ésta nueva caracteristica mediante la cual yo demuestro por ejemplo que la interseccion de
dos superficies esféricas es un circulo, y cosas semejantes, sin emplear la imaginacion”
(Leibniz G. W., Leibniz a Huygens, 1679-1680/2015d, p. 418). Como vemos, Leibniz refiere
a que tanto la geometria euclidiana, como la cartesiana, no hacen uso de un analisis mas
completo, sino que configuran construcciones geométricas basando sus principios en
relaciones de magnitud, partiendo, de ese modo, desde las propiedades intrinsecas de los
elementos geométricos mas simples de la geometria, es decir, desde lo que son y como cada
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uno de ellos se define. Determinan, asi, relaciones de magnitud entre rectas, angulos y
circunferencias; calculos y ecuaciones que derivan, sintéticamente, en la representacion
gréafica de una construccion sobre un plano coordenado. A las geometrias que se fundamentan
en relaciones de magnitud se les denominan métricas. En este punto, el comentario que
Leibniz expresaba a Huygens, a proposito de la geometria, podria traducirse en lo siguiente:
las geometrias métricas no han aprovechado las ventajas que el analisis puede ofrecer para
fundamentar una geometria mucho mas clara. Con esta idea en mente, Leibniz pretende forjar
una geometria en donde el analisis le permita prescindir de magnitudes y de representaciones
geométricas. Pretende desarrollar, mas bien, una geometria que solo se determine a partir de
caracteristicas cualitativas; a éste tipo de geometrias se les denomina no-métricas o
proyectivas.

Ahora bien, si Leibniz define al método del analisis como resolucién de complejos en
términos simples (definicion que difiere ampliamente en lo que refiere al analisis geométrico
de los griegos), ¢que significa, entonces, llevar este método hasta el final? ;esto tiene algun
vinculo con el analisis antiguo? ¢pudo este analisis influir en el propio Leibniz? ;como veia
Leibniz éste método a la luz de su proyecto geomeétrico, el Analysis situs? Mas en concreto
¢qué significa la palabra analisis en la expresion Analysis situs? Teniendo en cuenta lo
anterior, en este capitulo sustentaré la idea de que el método del andlisis de Leibniz se
diferencia del método de los gedmetras griegos por criterios profundamente l6gicos. En este
sentido, Leibniz aplicara su interpretacion logica del método analitico en el campo de la
geometria para, de ese modo, trascender las caracteristicas métricas de las geometrias en
general. Con este punto en consideracion, Leibniz estructurara una geometria de relaciones
cualitativas entre objetos indefinibles, pero necesarios para toda clase de geometria. Por ende,
en la primera parte de éste capitulo pretenderé exponer lo que significa el método del anélisis-
sintesis en la geometria griega y su relevancia para las geometrias métricas. En la segunda
parte presentaré el giro ldgico que este método tuvo en la modernidad, gracias a Giacomo
Zabarella, Newton y Leibniz, para comprender la interpretacion l6gica del analisis como
resolucién de elementos complejos en simples. En el tercer apartado, pretenderé identificar
los aspectos que Leibniz toma del anaisis para identificar las propiedades cualitativas en

objetos geométricos y evidenciar, de ese modo, los primeros fundamentos del Analysis situs.
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El método del analisis y la geometria griega
El metodo del anélisis ha tenido diversas interpretaciones. Para el caso del presente apartado,

me enfocaré en sus aspectos exclusivamente geométricos. ;Qué es el método del anélisis?
Definirlo de una manera concreta no ha sido un asunto sencillo y los datos que hay al respecto
en la historia del pensamiento cientifico y filoséfico son amplios, tanto en el dambito de la
I6gica como en el de la geometria. Por el contrario, dicha pretensidn tiende a convertirse en
un trabajo arduo y complejo, pues por la amplitud y diversidad de interpretaciones que ha
tenido, los usos que se le han atribuido derivaron en diferentes enfoques. Iniciaron, por un
lado, en la geometria como tal, mediante los problemas heredados por la tradicion griega;
posteriormente pasaron al campo de la l6gica por las reflexiones que se llevaron a cabo en la
Edad media y que pensadores de esa época denominaron resolutio, en referencia al andlisis,
y compositio en referecnia a la sintesis (Hintikka & Remes, 1974, p.1). Incluso llegaron a
tocar los problemas mismos del método en filosofia. En lo que sigue expondré la influencia
y las aplicaciones de este método en la tradicion geométrica griega.

Las primeras referencias al método del andlisis provienen de Aristételes v,
curiosamente, se hallan en la Etica Nicomaco:

Pues el que delibera parece que investiga y analiza de la manera que hemos dicho,
como si se tratara de una figura geométrica (sin embargo, es evidente gque no toda
investigacion es deliberacion, por ejemplo, las matematicas; pero toda deliberacion es
investigacion), y lo dltimo en el andlisis es lo primero en la génesis (Aristoteles, trad, 1993,
p. 1112b-20)

La cita de Aristoteles presenta una nocion muy oscura sobre el método, pero expone
uno de sus rasgos mas esenciales: el hecho de que lo dltimo en el anélisis es lo primero en la
génesis. Es decir, que puede admitirse una secuencia de pasos que parte desde algo
desconocido y se dirigue hacia algo conocido, lo que puede ofrecerse ahora como origen de
algin elemento en tanto principio. Sin embargo, en esta referencia, Aristételes ain no
presenta una estructura formal o solida sobre este método geométrico. Lo que el filésofo
estagirita presenta como un importante principio del analisis se presenta como el punto de
llegada en el proceso, que es, en verdad, el punto de partida para el desarrollo de una sintesis.

Una referencia ineludible sobre el método del analisis se halla en los Elementos de

Euclides. En una adicion al libro X111 se explica como se llevan a cabo las demostraciones de
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las proposiciones 1 a 5 segun el procedimiento del andlisis y la sintesis; este anexo se titula
“;Qué es andlisis y qué es sintesis?’! y expone lo siguiente:

Analisis es la asuncion de lo buscado como si ya fuera admitido <y el acceso» por
medio de sus implicaciones a algo que se reconoce verdadero. Sintesis es una asuncién de lo

que es reconocido <y el accesoy por medio de sus implicaciones a algo que se admite como
verdadero [a la consecucion de lo buscado] (Euclides, trad, 1982/2007. Vol. Il. Lbr. XIII.
Prop. I. Ver nota. De igual forma ver: Heath; I, 1956, p. 137-142).

Euclides expone que el procedimiento del método geométrico se desenvuelve de dos
maneras: una analitica y otra sintética. A diferencia de la presentacion de Aristoteles, la
euclidiana es un poco mas estructurada. El procedimiento analitico es un ascenso desde lo
buscado al asumirlo como admitido o conocido y, mediante las consecuencias generadas se
pretende arribar a algo ya conocido. De la misma forma, el procedimiento sintético es, de
nuevo, una asuncion de lo que se conoce como verdadero para regresar a aquello que se
supone como admitido o conocido siguiendo el camino inverso al analisis, siempre y cuando
dicho transito sea reversibe. Asi, tanto el procedimiento analitico como el procedimiento
sintético requieren uno del otro. En este punto, tanto Aristételes como Euclides muestran que
en el ambito de la geometria, el método analitico-sintético tiene una estructura de ascenso y
descenso que implica la existencia de ciertas relaciones entre los componentes o los
elementos que constituyen la solucion, bien sea la de un problema o la de un teorema, de los
cuales hablaré méas adelante en este apartado.

En seguida aparece uno de los problemas mas interesantes en el interior de este
método, y que conforma una de las primeras interpretaciones sobre él. Consiste en entender
coémo proceden las relaciones entre aquellos enunciados que se van encadenando a lo largo
del analisis. En otros términos, el problema consiste en saber si tales proposiciones o
enunciados se encadenan de manera logica (por implicacion) o mediante relaciones de

construccion. Con la formulacion de este dilema, el método abrira la posibilidad de ser

! La naturaleza y origen de este anexo al libro xin de los Elementos de Euclides es problematico. Algunos
sostienen que es una cita al margen que Pappus tuvo en cuenta para llevar a cabo sus estudios en geometria, al
estudiar con profundidad ciertos estudios de Theeteto o Eudoxo. Hay quienes afirman que este es un fragmento
redactado por Heron, al realizar sus estudios sobre el libro 11 de los Elementos (Cfr. Heath; Ill. The thirteen
books of Euclid's elements, 1956, p. 442).
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modificado. Sin embargo, coviene mirar, en primer lugar, lo que Pappus entiende por analisis
y sintesis.

Pappus de Alejandria es una de las referencias mas importantes a la hora de hablar
sobre el método del andlisis, pues dejo en la mesa de debate, a partir de sus comentarios a los
Elementos de Euclides, las mas interesantes discusiones gométricas. Pappus es considerado
como uno de los Gltimos matematicos y gedmetras de la antigiiedad, precisamente porque la
amplitud de los comentarios que hizo a los problemas geométricos de su tiempo fue
considerable. Su legado, para la época alejandrina, fue extenso y por ello, también fue uno
de los autores que mas influyo en filosofos como el mismo Descartes. Pappus define el
metodo del andlisis de la siguiente manera:

Ahora bien, el analisis es el camino que parte de aquello que es buscado —como si
estuviera admitido— a través de sus concomitantes, en su orden, hasta algo admitido en la
sintesis. Pues en el analisis suponemos que aquello que se busca ya esta hecho y preguntamos
a partir de lo que resulta y, nuevamente, lo que es el antecedente de lo Gltimo, hasta que en
nuestro retroceso tropezamos con algo ya conocido y primero en cuanto al orden. Y llamamos
a aquel método analisis, como si fuera una solucion hacia atras. En la sintesis, por otro lado,
suponemos que aquello que se alcanzé en Gltimo lugar en el analisis ya esta hecho y, mediante
la disposicion de los que antes eran antecedentes como consecuentes en su orden natural y al
vincularlos entre si, llegamos finalmente a la construccion de la cosa buscada. Y a esto lo
Ilamamos sintesis (Pappus, en, Hintikka, 1978/1998, p. 96).

En la cita antes mencionada hay una presentacion del método mucho mas estructurada
que la de Aristoteles y la de Euclides, y expone como caracteristica esencial el ascenso y el
retroceso. Puede conjeturarse que para el mundo alejandrino el método del analisis se
mantuvo intacto durante mucho tiempo, puesto que los parecidos que hay entre el analisis
presentado por Aristoteles y Euclides respecto a lo expuesto por Pappus son evidentes. Ellos
tres, por tanto, refieren a un mismo método, y Pappus atribuye su desarrollo a los trabajos de
Euclides, Apolonio y Aristeo (Pappus, en Hintikka & Remes, 1974, p. 10).

Pappus estructura todos los comentarios que hizo a los anexos de los Elementos,
complementando y aclarando todos los datos necesarios sobre el analisis. Lo mas importante
consiste en entender que definié el método en cuestion como una solucién hacia atras, pero,
con una pequefia salvedad, siempre que acojamos la lectura que sugiere Hintikka y que
comentaremos en breve: Pappus entiende los movimientos como el reconocomiento de
ciertos concomitantes y no como las consecuencias que se infieren en una cadena de

silogismos. La expresién que Pappus formula en concreto es la siguiente:
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La traduccion de Hintikka y Remmes es como sigue:

Ahora el anélisis es el camino desde
lo que es buscado —como si fuera de suyo admitido—
que lleva por medio de sus concomitantes®
[la traduccion usual reza: consecuencias] *
hasta algo admitido en la sintesis.
(1974, p. 8)

Jakko Hintikka y Umto Remes explican que a la hora de interpretar la expresion
griega t6 axdérovbov (16 akolouthdn) (que se encuentra subrayada en la cita que esta en
griego), debe ser entendida méas bien como concomitante, en lugar de la palabra implicacion
0 la palabra consecuencia, por ello:

Lo gue queremos sugerir es que t6 dxdiovbov en la descripcion del andlisis y la
sintesis de Pappus no significa una consecuencia légica, sino un término mucho mas vago,
como “corresponde a”, o mejor, “va junto con” la conclusion deseada en las premisas a partir
de las cuales esta puede ser deducida, tal vez en el sentido de permitirle a alguien deducir la
conclusion a partir de ellas. Por ello nuestra traduccion ‘concomitante’ en lugar de la usual
“consecuencia” (1974, p. 14)

El analisis, por tanto, no es un método en el que las relaciones entre enunciados
geométricos se entiendan a la manera de implicaciones logicas, sino en relaciones de
interdependencia entre objetos geométricos, con el fin de desarrollar, asi, una construccion
determinada. La importancia de traducir t6 dx6iovbov por concomitante, involucra la idea
de que el método del analisis refiere a un conjunto de pasos que se acompafian unos con otros
de tal forma que hacen posible una construccion geométrica. En consecuencia, esta idea
difiere de la concepcion l6gica del método, que identifica una serie de premisas légicas dentro

de las cuales unas se deducen de otras, como si fueran encadenamientos l6gicos entre

2 Subrayado propio.
% Subrayado propio.
4 Aclaracion de los autores.
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proposiciones. Con esta distincion surge la necesidad de aclarar que el analisis no se puede
entender sin mas a la manera de la interpretacion direccional o proposicional. La
interpretacion proposicional propone que el encadenamiento de las proposiciones que van
apareciendo unas tras otras a lo largo del ascenso, poseen un sentido de implicaciones logicas;
asi lo explican Hintikka y Remmes:

[...] tiende a sugerir que lo que esta siendo analizado es el salto deductivo desde los
axiomas hasta el teorema por probar y que es analizado por una secuencia de pasos deductivos
(y andlogamente por construcciones en el caso del analisis problematico). La llamaremos
interpretacion proposicional o la vision del analisis de pruebas (1974, p. 31)

Esta variante sugiere que el analisis puede ser entendido como el encadenamiento de
una serie de premisas relacionadas l6gicamente en donde unas se siguen a partir de otras en
el interior de un conjunto de problemas o teoremas que se quieren probar. Sin embargo, al
poner en juego el retroceso en este contexto, la interpretacion proposicional presenta el
siguiente problema: si logicamente en el analisis una premisa P implica una premisa Q, tras
el retroceso, con el desarrollo de la sintesis, Q no siempre implicara a P, y esto es lo que la
interpretacion proposicional parece exponer (Cfr. 1974, p. 12). Este problema de la
interpretacion proposicional exige que se estime, por tanto, cierta prudencia o cuidado en la
elaboracion de una demostracion, puesto que: “hay, por tanto una posibilidad de error, a
menos que se tome cierta precaucion. Mientas que, por ejemplo, B puede ser una
consecuencia necesaria de A, puede suceder que A no sea una consecuencia necesaria de B”
(Heath, I; 1956, p. 139). He ahi una razdn por la que resulta mas adecuado pensar que Pappus
Ilegase a considerar que una premisa surja no Como una consecuencia necesaria de la anterior.
Esto legitima, con mayor propiedad, la aclaracion que hacen Hintikka y Remmes sobre la
traduccion de la expresion t6 akéiovBov por concomitante, pues ratifica que se haga una
distincién técnica con la palabra consecuencia, porque la interpretacion proposicional puede
llevarnos a pensar que los pasos establecidos en el analisis, desde un enunciado a otro, poseen
cierta naturaleza de relaciones logicas en términos de implicacion.

La palabra concomitante no refiere a que una proposicion se derive de otra a la manera
de una conclusion. Tiene la intencion de sefialar que una cosa acompafia a otra en la
construccion de una figura determinada. Expone, méas bien, que en el interior de esas

construcciones existen ciertas relaciones de interdependencia entre objetos geométricos, los
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cuales trabajan en conjunto para consolidar la construccion de una figura a partir de la
formulacion de un teorema o un problema determinados. Por esa razon la lectura de Hintikka
y de Remes propone que el método del analisis-sintesis, al desarrollarse en el ambito de la
geometria, deba pensarse en términos de una construccion de figuras basada en un esquema
determinado de definiciones, postulados y axiomas indemostrables, y que, por tanto, se
tengan en mente sus representaciones graficas y sus propiedades métricas. Hintikka y Remes
siguen la idea de que los griegos trabajaban sobre, y con, construcciones, y no con el
encadenamiento de proposiciones:

Como antes he ayudado a mostrar, en el método griego se analizaba ante todo una
configuracion geométrica ejemplificada por una figura. Las diversas etapas del analisis iban
desde un objeto geométrico hasta otro o quizas desde un nimero de objetos hasta un niimero
de otros objetos. Asi mismo, el comienzo y fin de un analisis [...] era de manera tipica objetos
geométricos, no verdades geométricas (Hintikka, 1978/1998, p. 101)

El método del andlisis debe ser entendido como una herramienta con la que se
configuran construcciones de figuras a través de un proceso ordenado de interdependencia
entre objetos geomeétricos. En el andlisis se dan construcciones geométricas mediante
relaciones entre los objetos elementales. Es posible percibir, por el momento, que en el
método del analisis, visto desde su perspectiva geométrica, genera el siguiente problema: que
si se interpreta de otras maneras, es posible entenderlo de una manera proposicional, como
si fueran relaciones entre proposciones logicas y no como relaciones de interdependencia
entre objetos.

Pappus incluye dos aspectos importantes en la naturaleza misma del analisis:

El andlisis puede ser de dos tipos: uno busca la verdad, llamado asi teorético. El otro
sirve para llevar a cabo lo que se desea hacer, y este es llamado problematico. En el analisis
teorético suponemos la cosa buscada como si fuera ella verdadera y pasamos mediante los
concomitantes en orden como si ellas fueran verdaderas y existentes por hipétesis, hacia algo
admitido; asi, si lo que es admitido es verdadero, también la cosa buscada es verdadera, y la
prueba sera ir al contrario del analisis. Pero si hallamos algo falso en lo admitido la cosa
buscada serd, también, falsa. En el analisis probleméatico suponemos la cosa deseada como
conocida y pasamos mediante los concomitantes en orden como si fueran verdaderos hasta
aquello gque es admitido. Si la cosa admitida es posible o se puede hacer, esto es, si es lo que
los matematicos llaman lo dado, también lo posible sera dado. La prueba serd, de nuevo, el
inverso del andlisis. Pero si encontramos algo imposible como admitido, el problema sera
imposible (Hintikka & Remes, 1974, p. 9-10)
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Hay, por tanto, dos direcciones en donde el andlisis es aplicable: por un lado se
pretende demostrar la verdad de algo mediante su respectiva construccion, esto es, mediante
un analisis teorético; por otro lado, aparece un andlisis que busca establecer si una
construccion puede llevarse a cabo o no, es decir, si ella es posible o imposible, esto es lo
que Pappus sefiala como como un analisis probleméatico. Para el caso del analisis teorético,
Heath explica que un enunciado puede seguir a otro y la construccion sera viable si en el
retroceso ella aparece alli contenida:

Se requiere, digamos, probar que cierta proposicion A es verdadera. Asumimos como
hipotesis que A es verdadera y, a partir de esto, encontramos que, si A es verdadera, otra
proposicion B es verdadera; si B es verdadera, entonces C; y asi sucesivamente hasta llegar
a la proposicion K que es admitida como verdadera. El objetivo de este método es permitirnos
inferir, en orden inverso, que, puesto que K es verdadera, la proposicion A admitida
originariamente es verdadera ( I. 1956, p. 139)

Podria parecer que Heath presenta el ejemplo del analisis teorético a la manera de la
interpretacion proposicional que Hintikka y Remes sugieren. La diferencia estriba en que en
el andlisis teoretico, al gedmetra le interesa elucidar en qué sentido un enunciado, mediante
construcciones, es verdadero (deducible de los axiomas), segun sus respectivas
concomitantes. Para comprender mejor lo que quiero exponer en relacidn al anlisis teorético,
sefialaré un comentario de Proclo respecto a sus aclaraciones sobre enunciados teoréticos y

problematicos:

Pero cuando alguien enuncia que en los triangulos iséseles, los angulos en la base
son iguales, debemos decir que el enunciado es un teorema; porque tampoco es posible que
los &ngulos en la base de los tridngulos iséseles deben ser desiguales. De ello se deduce que
si alguien utilizara la forma de un problema y dijera describir en un semicirculo un angulo
recto seria considerado un no-geémetra. Todo angulo en un semicirculo es recto (Proclo, en
Heath, I; 1956, p. 126)

Si se quisiera demostrar la veracidad del enunciado “los angulos en la base de los
triangulos isoseles son iguales”, que seria un enunciado A, se debe asumir que dicha
proposicion es verdadera, pues en un triangulo isoceles los angulos de su base siempre seran
iguales, de lo contrario no seria isoseles. Pero para demostrar esto debe hacerse la respectiva
construccion a través de objetos geométricos, como puntos, rectas y circulos; asi, en un
analisis teorético deben estructurarse una serie de pasos que consoliden la construccion hasta

arribar a un enunciado K que se tiene por verdadero, para mostrar a la realizacion de dicho
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enunciado, tal que K sea verdadero, y, posteriormente, mediante sintesis, elucidar que A es
verdadero gracias a K.

La cita de Proclo, tomada de la edicion critica de Heath, muestra la diferencia que hay
entre el andlisis teorético y el problematico. Asi, el analisis probleméatico debe postular un
ejercicio de construccién que admita su posibilidad o imposibilidad, tal y como lo decia
Proclo:

Cuando, entonces, alguien enuncia de este modo, incribir un tridngulo equilétero en
un circulo, plantea un problema; pues también es posible inscribir un tridngulo que no sea
equilatero. De nuevo, si tomamos el enunciado apartir de una recta finita contruir un
triangulo equilatero, esto es un problema, porque también es posible contruir un triangulo
que no sea equilatero a partir de una recta finita dada (En: Heath I, 1956, p. 126)

El andlisis probleméatico asume como conocido lo que se desea, y con ello, busca
construir, paso a paso, las concomitantes que permiten Ilegar a un enunciado tal que legitime,
en la reversabilidiad, la posibilidad de la construccion inicial. Sin embargo, tal construccion
problematica siempre dependera de lo que la proposicion pida en concreto. Por ejemplo, en
la Proposicion | del Libro I de los Elementos (la cual trabajaré en el segundo capitulo),
Euclides solicita de manera imperativa construir a partir de una recta finita dada un
triangulo equilatero (Euclides, prop. 1). A partir de dicha recta se podrian construir otros
triangulos, pero lo que pide Euclides, imperativamente, es que se determinen los medios con
los cuales sea posible construir un triangulo equilatero. Dejaré esto en este punto, para
ocuparme de ello en el siguiente capitulo.

A continuacion mostraré el ejemplo de un enunciado problematico que Heath propone
para demostrar la aplicabilidad del meétodo del analisis-sintesis en una construccion
geométrica. Heath presenta un esquema que puede ser cotejado con estructura formal que
presentan Hintikka y Remes. Se lograra demostrar, asi, que un enunciado geométrico, en
términos de interdependecia entre objetos geométricos, puede ser posible de construir. En
primer lugar, el esquema légico que Hintikka y Remes presentan para el método del andlisis

es el siguiente:
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VVemos que en la figura se dan, en principio unos elementos iniciales, esto es, un
conjunto de teoremas y axiomas representados por K y A (Cfr. Hintikka & Remes, 1974, p.
33). A partir de ello se pregunta si es posible derivar o llegar al enunciado B. Al proceder por
andlisis se asume como dado el enunciado B y a partir de €l se construyen los concomitantes
hasta llegar, de manera ascendente a E, que se tiene como un eniciado derivable de Ky A.
Luego, las flechas dobles indican que desde E puede hacerse un retroceso pasando por D
hasta B, llegando a los axiomas y teoremas requeridos para la contruccion, con ello:

El punto crucial aqui es que un importante aspecto de la utilidad heuristica del método
del anlisis se debe a la posibilidad de traer a colacion tanto lo que B dice de cierta
configuracion geométrica y lo que K y A dicen de él al mismo tiempo (Hintikka & Remes,
1974, p. 36)

Heath presenta un interesante ejemplo de un problema y su solucion por via de
andlisis-sintesis (1956, I, p. 141-142). El problema reza asi: Dada una circunferencia y dos
puntos externos D y E, se pide hallar un punto B, en la circunferencia, tal que, después de
trazar las rectas DB, EB y hallar los cortes de estas con la circunferencia, A y B, se consiga
que la recta AC sea paralela a la recta DE (Figura 2).

El andlisis procede asi:

° Figura tomada de: Hintikka & Remes, The Method of Analisis. Its Geometrical Origin and Its General
Significance, 1974, p. 36.
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(Figura 2)

Q) Se asume que ya contamos con el punto B que satisface la condicion impuesta.
(Esto coincide con el punto de partida B en el diagrama de Hintikka). Por lo tanto
se asume que AC es paralela a DE. Se procede a construir los concomitantes
siguientes (lo que corresponde a las transiciones C, D... en el diagrama de
Hintikka).

(i) Se traza la tangente a la circunferencia que pasa por A y se obtiene el punto de
corte F, de esta con la recta DE.

(iii)  Es posible inferir que, en esas condiciones, los angulos FAE y CDE son
congruentes, de donde se sigue que hay una circunferencia que contiene los
puntos A, B, D y F. Tales puntos se dicen, entonces, cociclicos.

(iv)  Dado lo anterior, se deduce también que el rectangulo construido con los
segmento AE y EB coincide en area con el rectangulo construido a partir de FE y
ED.

Este ultimo resultado es la cima de la resolucion del andlisis (posicién E en el

diagrama de Hintikka). Veamos por qué (Figura 3):
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(Figura 3)

Se puede mostrar, por un camino independiente, que el rectangulo construido a partir
de los segmentos AB y BE coincide en el area con el cuadrado construido a partir de EG,

tangente a la circunferencia.

La sintesis procede, entonces, en estos términos:
Q) Dada la circunferencia y los puntos externos D y E. Se traza la tangente a la
circunferencia que pasa por E. Sea esta EG.
(i) Se ubica el punto F sobre la recta DE tal que el area del rectangulo formado por
ED y EF coincida en area con el cuadrado de lado EG.
(iii)  Se traza la tangente a la circunferencia que pasa por F y se ubica asi el punto A.
(iv)  Setraza la recta AE y se obtiene el punto B en el corte con la circunferencia.

(v) Se traza la recta DB y se obtiene el corte con la circunferencia, C.

Es facil probar, siguiendo la argumentacion del analisis pero en sentido inverso, que

AC es paralela a DE. Por lo tanto, el punto B asi establecido es el punto buscado.
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Con la posibilidad de sustentar los pasos en el retroceso, la construccion se hace mas
detallada. Como vimos, si el método del analisis no es un analisis proposicional, sino un
método que elucida relaciones de interdependencia, entonces, es un método que exige la
concepcidn de los objetos geométricos necesarios, como la congruencia, los angulos, las
distancias y las magnitudes. Siendo un método de construcciones, las demostraciones
implican la necesidad de pensar las formas de las figuras geométricas que se requieren para
la demostracion del enunciado. Esto implica que es un método que al pertenecer al campo de
la geometria euclidiana, exige la presuposicion de que las nociones métricas sean el
fundamento mismo de las construcciones.

Descartes concibié que “todos los problemas de la geometria pueden ser reducidos
facilmente a términos tales que no sea necesario posteriormente para construirlos, sino
conocer la longitud de algunas lineas” (AT, VI, 1908, p. 369, trad, Guillermo Quintas
Alonso). Para ello, recurrio al andlisis de Pappus, reconociendo que tales construcciones
podrian reducirse a longitudes o lineas, es decir a caracteristicas métricas de la extension, asi:

Inicialmente debe suponerse efectuada la resolucion, dando nombre a todas las lineas
gue se estimen necesarias para su construccion, tanto a las que son desconocidas como a las
gue son conocidas. A continuacion, sin establecer distincion entre lineas conocidas y las
desconocidas debemos descifrar el problema siguiendo el orden que muestre de modo mas
natural las relaciones entre estas lineas, hasta que se identifiqgue un medio de expresar una
misma cantidad de dos formas: esto es lo que se entiende por ecuacion pues los términos de
una de estas expresiones son iguales a los de la otra. Deben hallarse tantas ecuaciones como
lineas desconocidas se han supuesto (AT; VI, p. 372. Traduccién por Guillermo Quintas
Alonso)

Vemos en esta cita que hay un parecido con el analisis de Pappus. Consiste en que
Descartes supone conocidas rectas desconocidas asignandole letras o nombres. Partiendo de
esto, los problemas que aborda los estudia segiin un método elemental, basado en letras que
representan longitudes. Puede estructurar, asi, una suma o una sustraccion, el producto o la
divisidn entre rectas. Las letras son herramientas, por tanto, que sirven de apoyo para trabajar
con magnitudes y pueden, aunque se tienen por desconocidas, trabajar con ellas como si ya
fueran conocidas. Se puede entrever, por tanto, que tales procedimientos matematicos estan
estrictamente vinculados a las magnitudes de las figuras. Descartes sotiene que se pueden
reducir a nociones como la longitud, lo que permite pensar, que por medio de aquellas letras

es posible llevar a cabo operaciones de adicidn, sustraccion, productos y razones, y tras la
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resolucion de las respectivas ecuaciones, es posible llegar a la construccion de una figura
determinada.

La geometria cartesiana, por tanto, toma como fundamento la concepcion del anlisis
de Pappus, pero lo ensambla con el &lgebra, para solucionar problemas geométricos por
medio de ecuaciones y variables, construyendo, de ese modo, relaciones de interdependencia
entre objetos geométricos. En su geometria, Descartes supone el problema como algo
resuelto. Para hallar las longitudes de una recta debe suponer que dicha magnitud, aunque
desconocida, es conocida. Para ello se puede denominar x y deben hallar las relaciones entre
esta cantidad desconocida con las cantidades conocidas de tal forma que pueda identificar el
valor de x. Esta es la parte analitica del proceso. Ahora bien, el proceso sintético consistira
en determinar dichas relaciones de tal forma que se opere con la incégnita ya descubierta,
para asi encontrar la solucién de la ecuacion y con ello la figura como tal, lo cual quiere decir
que en el fondo de una operacion algebraica se encuentra la estructura del método del
analisis-sintesis de Pappus.

En conclusion, la geometria analitica y la geometria euclidiana conciben el método
del andlisis-sintesis como un medio en el que las demostraciones se fundamentan en
construcciones de figuras, de ahi que la critica de Leibniz pretendiera sustentarse en lo que
mencioné al inicio del capitulo: estas geometrias no llevaron el andlisis hasta el final, pues
admitieron que los problemas de la geometria, parten de nociones métricas. También
limitaron toda investigacion geométrica a relaciones de magnitud entre figuras geometricas.
Llegado a este apartado, ¢como logra Leibniz ir méas alla de la métrica, y por tanto, como
logra llevar el andlisis mas alla de las figuras y las medidas? Esta sera la pregunta que
pretenderé responder el tercer apartado. Sin embargo, conviene revisar ctal fue el analisis
del que Leibniz se valié para consolidar todas las investigaciones que tendra en sus proyectos

filosoficos.
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El analisis-sintesis y la deduccion-induccion

En el apartado anterior expuse el desarrollo del método del anélisis en el campo de las
geometrias métricas como la euclidiana y cémo influyé en la geometria analitica de
Descartes. EI comentario de Leibniz a Huyggens deja abierta la alternativa de pensar que
estas geometrias métricas no aprovecharon las ventajas del analisis. Evidentemente, el
método del andlisis de la tradicion de Pappus exige que los objetos geométricos sean
pensados intuitivamente para demostrar un problema o un teorema determinado. Ahora bien,
¢como puede Leibniz llevar el analisis mas alla de donde lo llevaron los gebmetras griegos o
el mismo Descartes? ;como puede ser el analisis una herramienta que deja de lado
construcciones y diagramas geométricos? ,cémo puede el andlisis dejar de lado nociones
como longitud o distancia? Esto puede responderse si se tiene en cuenta que el método del
andlisis-sintesis tuvo ciertas variaciones que salieron del campo geométrico para pasar al
campo de la logica. Tales variaciones nacieron y se desarrollaron en el marco del
pensamiento moderno y marcaron la pauta para que Leibniz asumiera la empresa de concebir
un Analysis situs. Hintikka y Remes recuerdan que: “se ha sugerido repetidamente, entre
Ernst Cassirer, J. H. Randall y Oscar Becker que el método del analisis-sintesis constituye el
secreto metodoldgico del importante periodo heroico desde Galileo hasta Newton” (Hintikka
& Remes, 1974, p. 105). A continuacion expondré los desarrollos y los cambios que tal
método tuvo en el pensamiento moderno.

El método del anélisis ha estado sujeto a interpretaciones de diferente orden, y ha sido
usado de multiples maneras tanto en el &ambito de la I6gica como en el ambito de las ciencias
modernas. Una interpretacion sostiene que la pereja analisis-sintesis es cercana a la también
pareja induccién-deduccion. Entre los tipos de razonamiento aristotélico, que son dos, puede
mencionarse aquellos que exponen las relaciones que van de los efectos a las causas,
denominados razonamientos quia, y que establecen que de un conjunto de eventos
particulares es posible identificar algin comportamiento general o comun entre ellos; estos
razonamientos tienen un aire de familia con las inducciones. El segundo admite que es
posible ir de las causas a los efectos. Se le denomina propoter quid, y sostiene que dada una
proposicién universal es posible identificar efectos particulares, también se le denomina
deduccidn. Estos tipos de razonamiento difieren entre si, por los puntos de partida y llegada:

el propter quid asume como punto de llegada efectos particulares que fueron deducidos por
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medio de un enunciado o una premisa general. Los razonamientos quia establecen como
punto de llegada juicios universales a partir de una serie de eventos particulares, lo que
evidencia que ambos son razonamientos opuestos entre si.

Los razonamientos aristotélicos fueron interpretados y ajustados a las necesidades del
pensamiento medieval, lo que revela, en principio, una separacion entre el método analitico
de la esfera geométrica y el método analitico que deriva en el campo de la légica. En el
mundo moderno, hubo una tradicion de pensadores preocupados por entender el método del
analisis y la sintesis, (también entendido como resolutio y compositio, heredado por los
medievales). En el conjunto de este grupo pensadores estaba Giacomo Zabarella (1533-
1589). El pensador italiano tenia en sus estudios sobre l6gica, la intencion de formalizar una
exposicion sobre los criterios de necesidad presentes en las relaciones causales que hay en
los diferentes aspectos del saber humano por medio los dos caminos que he mencionado con
anterioridad. Ernst Cassirer explica este punto de vista de la siguiente manera:

La significacion de estas reflexiones de Zabarella salta inmediatamente a la vista si
las traducimos al lenguaje moderno. La distincion entre le método compositivo y el resolutivo
Nno es otra cosa, en realidad, que la que media entre la deduccion y la induccion. El mérito de
la I6gica de Zabarella consiste precisamente en haber sabido deslindar claramente estos dos
métodos fundamentales, al mismo tiempo que los concibe y expone en su necesaria
interdependencia. No basta con pensar la induccién como una acumulacion fortuita y
desordenada de una serie de casos concretos reunidos al azar: es necesario que, ademas,
sepamos asirgnarles el lugar que les corresponde dentro de la Iégica misma y encontrar su
justificacion. Pues bien, estos fundamentos se descubren y establecen mediante el método
conceptual del analisis, que hay que colocar al lado de la induccién como correlativo a ella y
como su expresion ldgica (1906/1965, I, p. 164)

Zabarella es uno de los primeros autores que expuso la posibilidad de hallar criterios
l6gicos que develen cierto orden en las relaciones de los estados de cosas. De acuerdo con
Cassirer, recurre a la distincion entre resolutio y compositio y, por tanto, a la misma pareja
andlisis y sintesis, pero, ¢cdmo se entiende dicho método en términos légicos? ¢cdmo
introduce la relacion entre la induccion y con el método del analisis? La novedad que
establece Zabarella consiste en haber logrado diferenciar, metodolégicamente, el analisis de
la sintesis en términos de deduccidn e induccién. Sostiene que en la induccion los hechos
deben ajustarse a una légica explicativa. En consecuencia, la induccion es la expresion logica

del analisis. Zabarella presenta el analisis como un método que lleva acabo Ila

27



descomposicién de una serie de hechos de tal forma que se puede llegar a sus primeros
principios, los cuales son simples e indemostrables, pero dichos principios no surgen sin mas,
pues su importancia reside en que debe sacar a la luz cosas ocultas, es decir, su meta no es
conocer, sino descubrir, inventar (Cfr. Cassirer, I, 1906/1965, p. 165). Una investigacion que
dirige los pasos que van de los efectos a las causas conduce los razonamientos hacia el
descubrimiento de los primeros principios que constituyen un fenémeno determinado.
Pareciera, entonces, que en el método del analisis, desde el punto de vista de Zabarella, existe
cierta circularidad, que en términos logicos, tiene su respectivo correlato con el analisis
geométrico. Cassirer sostiene lo siguiente:

La peculiaridad caracteristica del circulo l6gico consiste en que coniciden en el punto
de partida y el punto de llegada, en que empezamos partiendo de A para probar B y
terminamos probando B con base en A [...] no nos detenemos en el conjunto abstracto de
condiciones que obtenemos mediante el analisis de un determinado fenémeno natural, sino
que procuramos reconstruir y estructurar el fendbmeno mismo con base en él. Por
consiguiente, el hecho de que partimos lo consideramos a la vez como conocido y
desconocido: como conocido, en cuanto es el centro del que se retrotrae todo el movimiento
discursivo; como desconocido, por cuanto que lo que en verdad nos proponemos, el verdadero
problema, consiste en iluminarlo y esclarecerlo (1906/1965, I, p. 167).

Pueden identificarse en las ideas de Zabarella puntos de consonancia y de diferencia
entre su version logica del analisis y el método geométrico heredado por Pappus. Un parecido
importante es que lo propuesto por Zabarella como punto de partida y punto de llegada, en
el campo del analisis geométrico, consiste en aceptar como conocido algo desconocido. Para
Zabarella el anélisis revela las razones ldgicas que hay en el interior de la estructura de una
contruccion. Por tanto, para el pensador italiano la induccion y la deduccién, en tanto
razonamientos aristotélicos, tienen su respectivo correlato con el andlisis y la sintesis. Para
el caso de Zabarella, exponen una serie de consecuencias que van apareciendo en el marco
de un conjunto de hechos determinados, de tal forma que puede ser posible: “analizar el
hecho concreto para reducirlo a sus diversos elementos y partes integrantes, comprobando
cuéles son las circunstancias concomitantes especiales en que ese hecho se manifiesta”
(1906/1965, 1, p. 168). Pero, a diferencia del método griego, que se preocupa por demostrar,
el método de Zabarella, mediante la logica, pretende descubrir. El andlisis que expone

Zabarella, por tanto, tiene la pretension de descubrir los principios primeros que son
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desconocidos en el marco de un problema, pero se admiten como conocidos, en tanto pueden
ser descubiertos.

Zabarella expuso una propuesta que modifica la concepcion sobre el andlisis de
Pappus, que consiste, principalmente, en llevar la investigacién hacia la bdsqueda de las
relaciones causales entre lo conocido y lo desconocido. Tales relaciones causales se revelan
mediante la estructuracion del orden l6gico y secuencial, que sirve de medio para mantener
unida la pareja analisis-sintesis. Esto lleva a que se piense un problema como una totalidad
constituida de partes, unas mas complejas que otras, de modo que tras la descomposicion sea
posible llegar a un principio universal y necesario que lo condiciona. En consecuencia, si se
mira esta variacién del analisis-sintesis, a la manera del correlato de la pareja deduccién-
induccion, la sintesis corresponderia a la deduccién, mientras que el anélisis corresponderia
a la induccion, asi: “la sintesis va de los primeros principios y de los elementos méas simples
al compuesto que se genera de ellos; el analisis, en cambio, va del compuesto a los elementos
simpliscimos y primeros” (Angelis, 1968, p. 35).

El método del anélisis-sintesis no solo influyd en la vision metodologica
experimental de los modernos, como Zabarella. Es de observar que él piensa que hay una
correlacién con los razonamientos propter quid y quia, que refieren, respectivamente, a la
induccion y la deduccion. En consecuencia, como Zabarella, el pensamiento moderno aplicd
el método de Pappus no tanto en problemas geométricos, sino en el estudio de fendmenos
naturales, para elucidar sus componentes constitutivos. El analisis, o la induccion, revela,
entonces, las relaciones de interdependencia de los componentes dados en un fenémeno.

En este punto presentaré el papel que jugd el método del analisis para el caso de
Descartes. El filosofo francés considera que el analisis tiene un nivel de importancia mas alto
que la sintesis, por cuanto permite llegar a las causas concretas de un problema determinado.
Asume que para las reflexiones de caracter metafisico, el método analitico permite descubrir
las respectivas causas de algo. Descartes recibe una recomendacion interesante por parte de
Mersenne al respecto, tras las objeciones que formula a las Meditaciones metafisicas de 1641.
Dicha recomendacion consiste en invitarlo a organizar las ideas de su tratado mediante
definiciones, axiomas y postulados en un esquema de explicacion. Con esto completaria la
investigacion, y daria, asi, cierta claridad y facilidad en la lectura. Es decir, Merssenne pide
a Descartes que realice la sintesis de lo que habia analizado.
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Las Meditaciones metafisicas son el resultado de un proceso de andlisis detallado, en
donde Descartes llega al yo, analiticamente (esto es, mediante las dudas que le causan todas
las aparentes verdades). Posteriormente supone como dado algo desconocido y, a partir de
él, asume que existe, dado que piensa. Este enunciado surge por analisis, y al ser descubierto,
suponemos que podemos ascender sintéticamente para estructurar otras verdades. En las
Meditaciones pueden establecerse relaciones de interdependencia entre los elementos
constitutivos dentro de todo el aparato sistematico del pensamiento cartesiano, tal y como
sostiene Jaakko Hintikka:

No percibimos el modo de pensamiento propio de Descartes hasta que no nos damos
cuenta de que también su sistema filoséfico estudia algunas dependencias funcionales. Por
ejemplo en sus Meditaciones metafisicas Descartes estudia asi (segin sus propias luces)
algunas interdependencias entre elementos diferentes de nuestra ontologia. Mediante el
empleo de conexiones intuitivamente claras entre estos factores esperaba razonar de manera
regresiva hasta la estructura metafisica del mundo y hasta sus determinantes, incluyendo la
existencia de Dios (1978/1998, p. 110)

El analisis sirve a Descartes para partir del presupuesto de que existe y, a partir de
alli, llegar a nuevos resultados alrededor de un sujeto que piensa. Logra establecer, de una
manera mas simple, algunas certezas que no causan indubitabilidad. Asi, Descartes postula
que los sentidos no son fuente de certidumbre, pues engafian. Busca, mediante
descomposicidn, algo que no siga causando dudas, y ve que es su propia mente, su yo, 0 su
alma, aquel elemento simple indubitable, precisamente porque piensa, y es lo que le asegura
la certeza o el punto de partida de sus investigaciones. Todo lo que este sujeto puso en duda
esta relacionado entre si, es decir, posee ciertas conexiones de interdependencia que deben
volverse a construir. Por tanto, al fundarse el paso del analisis, pueden exhibirse las
conexiones de interdependencia que son halladas en la naturaleza del espacio, en la del
tiempo, en la del cuerpo humano, en la de las pasiones del alma, en la de los astros y, en la
de la geometria, etc. EIl analisis, como método para una metafisica del mundo, exige una
sintesis determinada, que construya desde las causas descubiertas, la sintesis de ese mundo
del cual se dudo al principio. Por esa razon Mersenne dice a Descartes que:

Seria muy util, por ello, que, al final de nuestras soluciones, después de haber
establecido algunas definiciones, postulados y axiomas, dispusiérais todo segin el método de
los gedmetras, en el que tan versado os hallais, a fin de que, ordenadamente y como de una
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ojeada, vuestros lectores encontrasen satisfaccion y vos infundiérais en su espiritu el
conocimiento de la divinidad. (AT; 1908, VII, p. 128. Traduccion por Vidal Pefia).

Con esta observacion, Descartes accede a organizar las ideas desarrolladas en sus
Meditaciones de manera sintética, de forma tal que establece unas definiciones basicas sobre
sus conceptos, ademas de una serie de axiomas y con ello unos postulados elementales para
realizar una construccion sintética (Cfr. AT; 1908, VII, p. 160-170). La sintesis desarrollada
por Descartes tiene la finalidad de responder a las objeciones de Mersenne, pero, en esencia,
sus intereses estaban en el uso y aplicacién del método analitico, por ello confiesa al
sacerdote, tras la respuesta de sus objeciones del siguiente modo:

En mis meditaciones he seguido el método analitico, pues me parecia el mas
verdadero, y el mas apto para ensefiar; en cambio, la sintesis (que es sin duda lo que me
solicitais), aunque sea Util afiadirla al analisis en las cuestiones de geometria, no se acomoda
tan bien a las materias de la metafisica (AT; 1908, VI, p. 156. Traduccion por Vidal Pefia).

El método del analisis tiene como finalidad disponer los medios que permiten
descubrir los principios metafisicos del mundo. Por tanto puede asumirse que hay una serie
de eventos sobre los cuales debe dudarse para descomponer toda esa complejidad de hechos
en un principio incuestionable e indivisible. Vale, por tanto, como el método mas adecuado
para las reflexiones metafisicas y es el mas propicio para construir, sintéticamente, un sistema
filosofico desde la propia capacidad que tiene el yo para pensar. El proceso sintético no fue
consolidado, no porque lo omitera o lo ignorara, sino porque Descartes considerd que por
medio del andlisis era mas viable poner en actividad total la invencion, de la misma forma
que pretendié Zabarella en sus interpretaciones sobre el analisis 16gico, esto es, la capacidad
de llevar a cabo todo un proceso inductivo.

Cuando Descartes responde a Mersenne, afirma que el método de los gedmetras va
por dos vias, por el analisis y el orden. El orden refiere a que las primeras cosas que se deben
conocer no deben depender de las que le siguen, y las cosas siguientes se deben seguir por
las anteriores, a la manera de series o progresiones. El orden, por tanto, supone que las
primeras cosas que no dependen de nada deben ser completamente simples 0, como las llama
Descartes, absolutas; al respecto, en las Reglas Descartes habla sobre el método, mas
exactamente en la regla VI, y sostiene lo siguiente:

Llamo absoluto a lo que contiene en si la naturaleza pura y simple de que aqui es
cuestion; por ejemplo, todo aquello que es considerado como independiente, causa, simple,
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universal, uno, igual, semejante, recto u otras cosas de esta indole; y a esto primero llamo lo
mas simple y lo mas fécil, a fin de poderlo utilizar al resolver las cuestiones [...] Y en esto
consiste el secreto de todo el método, en advertir con diligencia en todas las cosas lo mas
absoluto. Pues algunas cosas, desde un punto de vista, son mas absolutas que otras, pero
consideradas de otro modo son mas relativas; asi, lo universal es mas absoluto que lo
particular, porque tiene una naturaleza mas simple, pero también puede Ilamarse mas relativo,
porque depende de los individuos para existir, etc. (AT; X, p. 381. Traduccién por Luis
Villoro)

La exposicion de Descartes a Merssene elucida las dos respectivas interpretaciones
del analisis que presenté en el apartado anterior, la geométrica y la proposicional. La que se
acaba de presentar expone un analisis como una descomposicién en donde se halla un orden
consecutivo de implicacion en cada paso, que descubre un elemento mucho mas
independiente o absoluto. Esta nocion de orden, en Descartes busca algo que no dependa de
otra cosa, por ello es absoluto, y en ese sentido, ha de ser simple. En consecuencia, en este
tipo de método analitico resulta esencial el orden a seguir en las relaciones de las partes que
forman parte de los objetos que se quiere descomponer. Por ello resulta evidente descubrir
en esas relaciones implicaciones logicas.

La segunda distincion que hace Descartes sobre el método de los gedmetras también
es doble, una por resolucion, o analisis, y la otra por composicion, o sintesis. Esta distincion
refiere a un analisis muy parecido al de Pappus, pero tiene su correlato con la pareja
induccién-deduccion. Descartes sostiene que el andlisis o la resolucion es el camino mas
apropiado para realizar una construccion metddica y, con ello, la esencia de este campo sera
la necesidad del orden, pues: “si escapa a la atencion el mas minimo detalle de ella, sus
conclusiones no pareceran necesarias, y no hay costumbre de expresar con cierta amplitud
las cosas que son por si mismas claras” (AT; X, p. 156. Traduccién de Vidal Pefia). La sintesis
aparece como si pretendiera examinar un evento desde sus causas a los efectos, y muestra
con exactitud las conclusiones por medio de definiciones, axiomas y postulados, sin embargo
“la sintesis no satisface por entero, como si lo hace el analisis, a quienes desean aprender:
pues no ensefia el camino seguido para construir la cosa” (AT; VII, p. 156. Traduccion por
Vidal Pefia). El analisis, para Descartes, establece las condiciones para la construccién

sintética de un objeto al descubrir aquellos principios universales, como si fueran relaciones
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de interdependencia. Jakko Hintikka, por ello, ya explicaba que en el método de Descartes
aparecen relaciones concretas de interdependencia entre elementos determinados:

El empleo que Descartes hace de su método analitico (en el sentido de un
procedimiento que se centra en el estudio de dependencias funcionales) en su filosofia torna
a su pensamiento tan novedoso y tan moderno. Al mismo tiempo hace que la filosofia de
Descartes sea tan dificil de entender y de reconstruir si uno solo se vale de métodos
proposicionales, por ejemplo, de métodos que dependen de las relaciones de consecuencia
I6gica que se dan entre proposiciones (Hintikka, 1978/1998, p. 108)

Vemos, por ende, que los intereses del pensamiento moderno estaban enfocados en la
busqueda de un método que saliera del campo de las demostraciones geométricas para pasar
al campo de la explicacion de fenémenos naturales. El anélisis seria, de ese modo, el modelo
de un método que fundamenta la pareja induccion-deduccion; el modelo con el que se que se
podria resaltar que estos dos esquemas son el ancla que lleva adelante las investigaciones
cientificas, a diferencia de Zabarella y Descartes, quienes se enfocaron en la logica y en la
metafisica, respectivamente. Lo anterior puede visualizarse en Isaac Newton, quien en su
Optica refirié al método del analisis-sintesis de la siguiente manera:

Como en las matematicas, en filosofia natural la investigacion de las cosas dificiles
por el método del andlisis ha de proceder siempre al método de la composicion. Este analisis
consiste en hacer experimentos y observaciones, en sacar de ellos conclusiones generales por
induccion y en no admitir otras objeciones en contra de esas conclusiones que aquellas salidas
de los experimentos y otras verdades ciertas, pues las hip6tesis no han de ser tenidas en cuenta
en la filosofia experimental [...] Con este método del analisis podemos pasar de los
compuestos a sus ingredientes y de los movimientos a las fuerzas que los producen; en general
de los efectos a las causas [...] este es el método del analisis. El de la sintesis, por su parte,
consiste en suponer las causas descubiertas y establecidas como principios y en explicar con
ellos los fenébmenos, procediendo a partir de ellos y demostrando las explicaciones (Newton,
1704/ 1977; Cuestion 31)

La interpretacion de Newton direcciona el método del andlisis hacia una concepcion
aplicada en el método experimental y procura, en su forma, mantener el orden estricto que
hay en los pasos que saltan de concomitante en concomitante en el analisis geométrico, tal y
como lo exponia Pappus. Agrega, ademas, que en la investigacion sobre las cosas de la
naturaleza se va de los efectos a las causas y, segun el pensador inglés, esa es la aplicabilidad
del método analitico. Siguiendo estas ideas, en el orden mismo de lo que se ha expuesto en
la Optica, necesariamente, el salto consecutivo de las causas a los efectos corresponde con
lo que se denominaria sintesis. Esta exposicidn sobre el anlisis sigue, por tanto, la via de la
induccion-deduccidn, de tal forma que serian métodos que se opondrian entre si, pero que
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para el mismo Newton trabajarian en conjunto para demostrar la necesidad de un principio o
una teoria. Por ejemplo, por analisis o induccion se deben aplicar experimentos sobre
determinados eventos hasta llegar a algo simple y general que se aplique a dichos eventos
analizados; luego, al descubrir las causas que determinan esos experimentos, se pretendera
ascender paso a paso, hacia los efectos que fueron analizados, asi, dichos principios seran
demostrados.

El punto de vista que tiene Newton sobre el método geométrico de Pappus parte de la
consideracion de que hay unos eventos o fendmenos dados y controlables (Hintikka &
Remes, 1974, p. 106), sobre los cuales se hacen observaciones y se construyen experimentos
para descomponerlos analiticamente. Luego se recogen las consecuencias 0 concomitantes
que dichos experimentos van dejando, a la manera de un estudio riguroso de
interdependencias de objetos geométricos en una configuracion dada (Cfr. 1974, p. 106), para
luego volver a construir, de manera deductiva, enunciados de necesidad universal. Por ende,
puede determinarse que los asuntos de los fendmenos fisicos se pueden estudiar de acuerdo
con relaciones de interdependencia en los eventos de la naturaleza, pues:

La concepcidon del método experimental de Newton es un tipo de andlisis a la manera
de un andlisis de figuras 0 mas generalmente, de configuraciones geométricas. Newton esta
tratando de analizar una situacién experimental de la misma manera como el gebmetra Pappus
esta intentando analizar una figura en el sentido de intentar establecer las interrelaciones entre
sus partes varias (1974, p. 106).

La induccion de Newton posee, en consecuencia, ciertas relaciones con el analisis de
Pappus en tanto que los fendmenos pueden entenderse segun relaciones de interdependencia
entre diferentes fendmenos fisicos. Posee, en este sentido, un parecido con el método de
Pappus, en tanto dicho meétodo experimental debe ir acompafiado de un sistema de
construcciones sintéticas. En consecuencia, el método experimental de Newton ve en el
andlisis de Pappus un modelo que permite llevar a cabo un estudio riguroso acerca de
fendmenos naturales. Sin embargo ambos métodos no se equiparan del todo, por cuanto una
demostracion geométrica trabaja con los objetos simples que fueron definidos al inicio, con
sus respectivas caracteristicas métricas. Por otro lado, la induccion de Newton trabaja con
hechos fisicos de la naturaleza. En ese orden de ideas, tal y como lo plantea Hintikka, la

induccion de Newton es posible llevarla a cabo si hay un factor que permita la exposicion de
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las relaciones de interdependencia entre factores naturales o llevando a cabo el siguiente
orden:

(1) un analisis de ciertas sitaciones al interior de ciertos ingredientes y factores—
(i1) un examen de interdependencias entre esos factores—

(iii) una generalizacion de relaciones descubiertas a situaciones similares—

(vi) aplicaciones deductivas de estas leyes generales para explicar y predecir otras
situaciones. (1974, p. 110)

Como tal, el paso de la induccién se lleva acabo en el paso (iii), y el proceso del
analisis, en el sentido como lo entiende Pappus, se halla en el paso (ii). Esto permite concebir
que para Newton el método del analisis es un modelo para el desarrollo de las explicaciones
tedricas, en consecuencia, el modelo de un razonamiento demostratio quia. Esto se asume
como analisis a partir de un proceso de relaciones de interdependencia que va de los efectos
a las causas. De la misma manera puede generarse una sintesis en esas relaciones de
interdependencia cuando el descubrimiento de una serie de causas se estructuran de tal forma
que, regresivamente, ascienden hacia los efectos, es decir, se lleva a cabo un razonamiento
demostratio propter quid. La sintesis, por tanto, se estructura cuando la respectiva
experimentacion o prueba de la hipotesis es desarrollada. En el fondo de todo, pareciera que,
metodologicamente, la actividad méas elemental del analisis experimental es la explicacion
de relaciones de interdependencia entre las partes constituyentes de algun fendmeno natural,
y bien podria concebirse lo mismo en geometria, pues en ella se estructuran relaciones de
interdependencia entre objetos geométricos para la construccion de una figura. Asi, en el
campo de la légica, la relacion inductiva es entre premisas o proposiciones; en el caso de la
ciencia, la relacion es entre los elementos que componen un fendmeno dado.

Reuniendo todo lo anterior, el método del analisis geométrico, en su forma, fue
retomado y aplicado en el campo de la lI6gica con Zabarella, en el campo de la metafisica con
Descartes y en el campo de la fisica con Newton. En lo que refiere al descubrimiento y a la
demostracion de este tipo de saberes tuvo una utilidad muy reconocida. Sin embargo, la
diferencia de esta interpretacion sobre el método utilizado por los gedmetras antiguos radica
en que un problema en el método moderno, se comprende como una totalidad que puede
descomponerse en sus partes constitutivas hasta llegar a sus elementos causales simples y
universales. En el analisis geomeétrico los intereses que prevalecen son los de hallar la certeza

de un enunciado, su posibilidad o imposibilidad mediante construcciones geométricas. Aun
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asi, y a pesar de las diferencias de aplicacion, los modernos no dejaban de tener en mente el
método heredado por Pappus, y consideraban que era ese método el que aplicaban en sus
respectivas investigaciones de esa misma manera, por ejemplo: “Newton intent6 analizar una
situacion experiemental de la misma manera como un gedmetra griego como Pappus, intent6
analizar una figura en el sentido de intentar establecer interelaciones entre todas sus partes”
(1974, p. 106). En términos formales, puedo decir que se habla de un mismo método, pero
sus aplicaciones y desarrollos varian, segun lo que se investigue o analice. Esto permite
visualizar que el andlisis-sintesis por descomposicion y construccién muestra las relaciones
que existen entre las partes que componen una totalidad. Las relaciones entre las partes mas
simples de esa totalidad deben describir la estructura légica méas solida para dar posibilidad
y fundamento a la posterior reconstruccion de esa totalidad, esto es, cdmo las podemos
entrelazar de la manera mas armonica posible, de ahi que en éste analisis:

El problema no consiste en saber cémo se combinan y ordenan los objetos en el
universo, sino como se entrelazan y construyen los conceptos de nuestro espiritu en una
constante gradacion que va desde lo mas facil a lo mas dificil (Cassirer, 1. 1906/1965, p. 168)

Ahora bien, el método del analisis, en el sentido geométrico, fue recogido y aplicado
por Descartes, pero afiadio caracteristicas algebraicas. Esto llevo al pensador francés a
concebir que los problemas geométricos pueden ser reducidos a cantidades cuantitativas y,
por ende, a las condiciones métricas que una figura posee. En cambio la segunda variante del
método del andlisis, la proposicional, Descartes la desarroll6 como correlato de la induccion
en el campo de la metafisica. ;Qué pasaria si, entonces, el analisis por descomposicion o por
relaciones de orden se aplicara al campo de la geometria? ;qué pasaria si en geometria el
analisis fuera aplicado desde la interpretacion proposicional? Estas preguntas tienen su
respuesta al considerar que por medio del analisis proposicional no habria necesidad de
pensar en las nociones intuitivas que compongan una figura, sino que solo determinaria las
relaciones logicas que existen entre los enunciados geométricos y, con ello, seria una
reduccion de enunciados complejos en enunciados simples. Por tanto, esta variante del
analisis no exigiria de datos o condiciones necesarias para desarrollar construcciones
métricas, y mucho menos de condiciones para establecer relaciones de magnitud. Es decir,
un analisis de resolucion de complejos en simples daria como resultado a una geometria

cualitativa.
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Este serd el proposito del andlisis en Leibniz. Se valdra del analisis por
descomposicién, que permed a toda la modernidad, como remedio para los problemas
geométricos que él identificd como inherentes a la geometria cartesiana y a la euclidiana.
Leibniz podré llevar, por tanto, el anélisis més alla de lo métrico, pues: “después de todos los
trabajos que hice en algebra, pienso que necesitamos algo diferente y méas poderoso en el
tratamiento con entidades geométricas. Esto es un anélisis propiamente geomeétrico o lineal,
que explique directamente el situm” (Leibniz, en Pasini, 1997, p. 44). Ese sera el propdsito
que, por ejemplo, expone Leibniz a L’Hopytal de la siguiente manera:

Tengo incluso en proyecto un andlisis geométrico completamente nuevo, diferente
del &lgebra enteramente, que servird pro situ exprimendo (para expresar el sitio) como el
algebra es pro magnitudine expriemenda (para expresar magnitud). En mi proyecto los
calculos son verdaderas representaciones de la figura y dan directamente las construcciones,
mientras que la traduccion de los problemas de la geométria al algebra convirtiendo el sitio
en magnitud resulta a menudo un acto de fuerza, talmente que hace falta mafia para meter el
problema en célculo, y mas mafia aln para obtener una construccion una vez acabado el
célculo finito. Mas, en este nuevo célculo, el simple enunciado del problema seria la
expresion de la construccion. Esto es factible y serviria para aliviar maravillosamente a la
imaginacion que este calculo seguiria paso a paso, y seria una cosa muy Util para la mecéanica
e incluso para la fisica a fin de razonar en ésta mecanicamente (Leibniz, trad, 2015r, |1, p.
114)

Por ende, el método en cuestion servird a Leibniz para expresar la naturaleza del situs,
y con ello, las caracteristicas cualitativas de toda geometria. Sin embargo, ¢(como aplica

Leibniz esta idea en el campo geométrico? Este sera el propdsito del siguiente apartado.

El anélisis de Leibniz, hacia el Analysis situs
En apartados anteriores presenté como el andlisis de los gedmetras griegos requiere de la

representacion intuitiva o diagramatica de las figuras geométricas y de nociones basadas en
la magnitud para consolidar una demostracién, esto significa que el método de Pappus esta
sujeto, entonces, a determinaciones métricas. De la misma forma, mostré cémo en la
modernidad surgié una variante del analisis que, inspirada en el método griego, se enfoco en
determinar las relaciones establecidas entre las partes de un todo especifico en diferentes
campos del saber. Esto lleva a que el analisis se piense por descomposicion. Para el caso de
la geometria, el analisis antiguo y el cartesiano son métodos que dependen de las condiciones
métricas que las figuras determinan. Desde la perspectiva del mismo Leibniz, Descartes y

Euclides no llevaron el analisis hasta el final. A partir de esto, podemos recordar que el
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pensador aleméan define el método analitico como resolucion de complejos en simples, y, por
tanto, tiene en mente la aplicacion de este método en el campo de las investigaciones
experimentales, heredadas por Zabarella y Descartes. Este serd, por supuesto, el método que
caracterizara a todo su pensamiento filosofico, y que le permitird configurar todos sus
proyectos investigativos en todas las areas del saber y, por supuesto, en el campo de la
geometria. Por ese motivo, y teniendo en cuenta la critica del pensador aleman a la geometria
métrica, ;como pudo, entonces, llevar el método del anélisis hasta el final en geometria? en
el presente apartado mostraré, a manera de respuesta a la pregunta formulada al inicio del
capitulo, que Leibniz se vale del analisis para elucidar mediante simbolos los aspectos
cualitativos de la geometria, dando, con ello, un paso que va mas alla de las caracteristicas
metricas.

Leibniz se caracterizd por ser un filosofo cuyo espiritu trascendié a todas las areas del
saber. Por ese motivo uno de los intereses que méas le generd horas de ardua investigacion
era el de fundamentar a la ciencia como una herramienta para el crecimiento de la felicidad
del género humano. Le impacientaba ver que los progresos en el lenguaje cientifico no
llegaban a criterios definitivos y que no habia un acuerdo universal que permitiera ver el
orden de las leyes que establecen la estructura del universo para contemplar la belleza misma
de la obra de Dios, pues: “Dios no hace nada fuera del orden [...] pues en cuanto al orden
universal lo es en cuanto a é1” (Leibniz G. W., 1650/1995, p. 62). Cuando en ciencia se hacian
descubrimientos que ponian en duda la gloria y el amor de Dios, Leibniz era uno de los
primeros en manifestar su inconformidad. Asi fue como surgié aquella memorable
controversia con Newton, y con su seguidor Clarke, quienes defendieron la nocion de un
universo que representaba la estructura de un reloj sobre el cual Dios podia echar mano en el
momento adecuado para mejorarlo (Leibniz, 1716/1980: carta Il1). Leibniz no podia aceptar
esto, puesto que Dios se manifestaria como un ser imperfecto e incapaz de llevar su obra a
buen término. Por esa razon, su afan, al igual que en Descartes, consistia en reducir
ampliamente las controversias que se llevaran a cabo entre los grandes pensadores de la
época, por medio de un método o un sistema mas preciso que resolviera las controversias
nacidas en el campo de la ciencia y que le permitiera entrar a solucionar las que surgian en

campos como la ética, la politica y la filosofia, pues:
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[...] cuando considero que la practica no se aprovecha de las luces de la teoria, que
no se trabaja en hacer que disminuya el nimero de disputas sino en aumentarlas, que se
contentan con discursos especiosos en lugar de un método serio y decisivo, me pregunto si
no vamos a quedarnos por mucho tiempo en la confusion y en la indigencia por culpa nuestra
(Leibniz G. W, 1686/20150, I, p. 6)

El proyecto de Leibniz consistiria, asi, en hallar un método que solucionara el
desorden interno que permeaba todas las investigaciones cientificas y filoséficas de su época,
las cuales impedian el desarrollo de la felicidad humana. La consolidacion de un método que
no sélo descubriera verdades universales, sino que también participara en la investigacion
cientifica que cultivara las capacidades constructivas o creativas de la razén. Segun la
interpretacion de Louis Couturat, este proyecto no sélo debia ser capaz de desarrollar la
capacidad de recordar los conocimientos innatos y simples que posee el entendimiento, sino
que era importante estructurar con todos ellos, posibles combinaciones que fundamentaran
nuevos saberes, y asi una parte:

[...] servird para demostrar las verdades ya descubiertas y para verificar los
descubrimientos dudosos o controversiales. La segunda servira para descubrir las nuevas
verdades por medio de un método seguro y casi infalible y en un orden progresivo y
sistematico. (Couturat, 1901, p. 177)

La parte del método de Leibniz que refiere a la demostracion de verdades ya
descubiertas, corresponde a una etapa analitica; la segunda parte, que refiere al
descubimiento de nuevas verdades por medio de un orden progresivo corresponde a un
procedimiento sintético: “ésta sigue una marcha progresiva y sintética, aquella una marcha
regresiva y analitica. De suerte que se les puede asimilar a la sintesis y al analisis en el sentido
como los gedmetras entendieron estas dos palabras” (Couturat, 1901, p. 178). El interés de
Leibniz consistia en entender la pareja analisis-sintesis como una herramienta capaz de
conformar un método seguro y eficaz que respondiera a las necesidades de una humanidad
que requiere de la ciencia para su bienestar y su felicidad.

Si el método del andlisis en Leibniz aparece, entonces, como un método que pasa al
plano de lo dtil o se convierte en una herramienta al servicio de la humanidad, entonces el
rol que debe llegar a cumplir en el pensamiento del autor aleman se sujeta a un principio
mucho mas esencial y concreto. Este método no s6lo apoya al progreso de las investigaciones

en ciencia o filosofia, sino que puede llegar a apoyar todo tipo de investigaciones en cualquier
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area de saber. Para Leibniz, en ese orden de ideas, el método que proviene de los gedmetras
va mas alla de las simples demostraciones geometricas, pues sirve de medio para: “buscar
siempre en las palabras y demés signos del animo la claridad, y, en las cosas, la utilidad;
aquélla seré luego la base de todo juicio, y ésta la base de toda invencion” (Leibniz G. W.,
1671/2015f, 111, p. 4). Este proceso exige el descubrimiento, mediante un analisis, de ciertos
elementos indivisibles y universales con los cuales pueda ser posible adelantar operaciones.
Dichos términos causales o principios simples aparecen como elementos constitutivos de un
problema susceptible de descomposicion, de tal forma que va de los eventos particulares,
asumidos como conocidos, hacia las causas desconocidas. Asi, el analisis en Leibniz consiste
en buscar principios simples, como posibles causas desconocidas, a partir de eventos o
enunciados complejos.

Todo lo anterior resume el papel que este método tiene para Leibniz en el marco del
pensamiento cientifico. Lo que debo presentar a continuacion es coémo aplica esto,
principalmente, en el campo de la geometria. Es importante tener en mente que en el caso de
Leibniz el analisis se define como la resolucion de lo complejo en lo simple, o mejor decir,
la resolucidn de proposiciones complejas en términos simples, pues: “que toda filosofia cabal
deba comenzar con un analisis de las proposiciones es una verdad tal vez demasiado evidente
como para exigir prueba. Que la filosofia de Leibniz haya comenzado con tal analisis es
menos evidente, pero no parece ser menos verdadero” (Russell, 1900/1977, p. 26). Si
asumimos que Leibnz comienza su pensamiento filosofico por el analisis de proposiciones,
entonces también debemos asumir que €l parte de la consideracion de que una propoposicion
puede ser verdadea o falsa. Pero clasifica las proposiciones como verdades de razon y
verdades de hecho: “las verdades de razOn son necesarias y las de hecho contingentes”
(Leibniz G. W., 1992, Libro 1V, parte Il, 81, p. 430). Las verdades necesarias 0 de razon son
aquellas que, mediante reduccion al absurdo, su opuesto es contradictorio. Las verdades de
hecho o contingentes son aquellas en las que su contraria puede ser posible, asi por ejemplo,
Leibniz formula una proposicion por este estilo: “Alejandro Magno es rey”. Bien pudo
ocurrir que Alejandro no fuera rey, pero ésta otra proposicion, “Alejandro no es rey” es
incomposible con nuestro mundo, pero puede ocurrir que ese enunciado sea composible en
otro mundo, diferente al nuestro. Para el caso de los dos tipos de proposiciones, ellas pueden
ser reducibles mediante andlisis a verdades o juicios que Leibniz llama idénticos, es decir:
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Hay, por altimo, ideas simples cuya definicion no puede darse, hay también axiomas
y preguntas o, en una palabra, principios primitivos, que no pueden ser probados y que no
necesitan de ello; y son la Enunciaciones idénticas, cuyo opuesto contiene una contradiccion
expresa (Leibniz G., 1720/1983, §35)

Sin embargo, hay un inconveniente con las verdades de hecho o contigentes, y
consiste en que si se hace un andlisis para reducirlos a términos simples o primitivos,
caeriamos en un andlisis al infinito. A manera de ejemplo, retomaré el enunciado de
‘Alejandro’ para exponer este inconveniente, y que Leibniz presenta en un pasaje del
Discurso de metafisica:

Asi, la cualidad de rey que pertenece a Alejandro Magno, haciendo abstraccion del
sujeto, no esta determinada a un individuo y no encierra las demas cualidades del mismo
sujeto ni todo lo que la nocidn individual o heceidad de Alejandro, ve en ella al mismo tiempo
el fundamento y la razon de todos los predicados que se pueden decir de él verdaderamente,
como, por ejemplo, que venceria a Dario y a Poro, hasta conocer en ella a priori (y no por
experiencia) si murié de muerte natural o envenenado, lo que nosotros solo podemos saber
por la historia. Y cuando se considera bien la conexidn de las cosa se puede decir que hay en
todo tiempo en el alma de Alejandro restos de todo lo que le ha acontecido y las sefiales de
todo lo que le acontecerd, e incluso huellas de todo lo que pasa en el universo, aunque sélo
parezca a Dios el reconocerlas todas (1686/1995, p. 65-66; §8)

En este apartado vemos que una proposicion contingente al ser reducida mediante
andlisis cada predicado que esta contenido en el sujeto de ‘Alejandro’ esta intimamente
vinculado con él, en tanto sujeto de la proposicion. Pero este proceso analitico recae en un
proceso infinito de tal forma que la nocién de ‘Alejandro’ comprende todos los predicados
que se hallan el universo entero. Esto da origen a uno de los principios méas célebres de la
filosofia leibniziana, el principio de razon suficiente, pues cada predicado que le corresponde
a ‘Alejandro’ tiene alguna razén especifica por la cual le pertenece. En lo que refiere a
nosotros, no podemos llegar a la resolucién total de la nocion de ‘Alejandro’. Solo Dios
podria reducir tal proposicion en sus términos mas simples y, por ende, a proposiciones de
identidad.

Por otro lado, las proposiciones necesarias si las podemos reducir a sus términos mas
simples mediante analisis, esto es: “cuando una verdad es necesaria, se puede hallar su razén
por medio de analisis, resolviéndola en ideas y verdades mas simples, hasta que se llega a las
primitivas” (Leibniz G., 1720/1983, p. 31; 833). Tal reduccion puede representarse mediante

la proposicion “A es A”. Esto es, que el analisis nos lleva hasta un punto en el que ciertos

objetos son indistinguibles de otros, y, por ende, s6lo nos queda una sola verdad: que el
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predicado que esta contenido en el sujeto es idéntico a él. Y en esto radicard la principal idea
de verdad en Leibniz, verdadera es aquella proposicién en donde la nocién de sujeto contiene
la nocién del predicado. Es por ello que en el ejemplo de la proposicion de ‘Alejandro es rey’
Leibniz pide que se demuestren a priori las razones que determinan que ese predicado esta
contenido en el sujeto y que, por ende, se expresen todas las relaciones que los predicados
infinitos tienen con el sujeto. En este mismo sentido, la proposicion ‘A es A’, aunque parezca
una proposicion carente de contenido, es la primera que sirve de medio para derivar ciertos
axiomas, asi: “aunque éstos enunciados parezcan contener indtiles perogrulladas, sin
embargo, de ahi, con una leve mutacion no mas, nacen Utiles axiomas” (Leibniz G. W., 1680-
84/2015n, 11, p. 123). Un ejemplo de Leibniz refiere al silogismo de la forma varita 1°, es
decir, un silogismo conformado por una premisa universal afirmativa (A), una premisa
particular afirmativa (I) y una conclusion universal afirmativa (A), en donde su término
medio se encuentra en el sujeto de la primera proposicion y en el predicado de la segunda

proposicion; y establece la siguiente deduccion:

Todo A es B (por hipotesis)
Alguna A es A (proposicion idéntica)
Por tanto, A es B
(Leibniz G. W., 1680-84/2015n, |1, p. 124)

De acuerdo con el silogismo de Leibniz, el analisis de una verdad de razon puede
reducirse a verdades idénticas y, por medio de ellas, pueden deducirse verdades. En este caso,
una conclusion derivada de la primera proposicion, ordenando cada uno de los términos y

determinando cada una de las relaciones establecidas entre el sujeto y el predicado sin que

% Todo silogismo se compone de tres proposiciones: dos premisas y una conclusion. Tiene un modo y una figura.
La figura refiere a la posicién en la cual se encuentra el término medio en cada una de las premisas, que €s un
término que se repite en las dos premisas y es su factor comun, lo que determina cuatro posibles figuras: 1.) que
el término medio esté en el sujeto de la primera premisa y en el sujeto de la segunda premisa; 2.) que esté en
los predicados de cada premisa; 3.) que esté en los sujetos de cada premisa; 4.) que esté en el predicado de la
primera premisa y en el sujeto de la segunda premisa. El modo refiere al tipo de proposiciones categoricas que
constituyen el silogismo, bien sean universales afirmativas (A) o negativas (E), o particulares afirmativas (1) o
negativas (O). El modo y figura de un silogismo suele representarse por palabras de tres silabas que contengan
la letra de cada proposicion categérica. Asi, Barbara 3 es un silogismo de tres proposiciones universales
afirmativas de figura 3, es decir su término medio se encuentra en los sujetos de las dos premisas.

42



importe, en términos formales, el contenido mismo de los enunciados. Para Leibniz,
entonces, las verdades indénticas sirven para el descubrimiento de otras verdades. El proceso
consiste en descomponer una proposicion en sus términos simples, y asi, constituir una nueva
proposicion verdadera, a través de un retroceso sintético, tal y como evidenciamos en el
silogismo anterior.

Si seguimos la idea de que “A es B”, esto es lo mismo que decir que “A es A”, pues
A coincide con B, esto hace que:

Si cada uno se substituye por una definicién, y cualquier ingrediente también por una
definicion, hasta que se llegue a los primitivos simples resultara en uno lo que esta en el otro,
0 sea, algo formalmente idéntico. Luego A y B seran coincidentes, o idénticos virtualmente.
Por lo tanto se puede definir asi:

A coincide con B, si uno puede substituirse en lugar del otro salvaguardando la
verdad, o si resolviendo ambos mediante la substitucién de los términos por los valores «(o
por las definiciones)», ambos dan como resultado lo mismo, y digo lo mismo formalmente
(Leibniz G. W., 1686/1986, p. 27)

Para que sea posible establecer por medio de la sintesis un nuevo enunciado de razén,
debe considerarse que hay, formalmente, una relacion entre sujeto y predicado. Esto hace
que A sea algo posible, pues puede adjuntarsele un predicado; y con el hecho de pensar que
A es un posible, esto asegura que si a A se le predica algo, puede construirse una proposicion
sin que varie la verdad del enunciado. En este punto, todas las ideas simples, esto es
“expresiones que estan en nuestra alma, se las conciba o no” (Leibniz G. W., 1686/1995, p.
91; 827), son indistinguibles entre si, y son, por ende idénticas. Sin embargo, puede
establecerse que un predicado pueda sustituir a un sujeto sin que se modifique la verdad (es
decir, la relacion entre sujeto y predicado), mediante otro principio fundamental en la
filosofia de Leibniz, el principio de la identidad de los indiscernibles. Con él si dos cosas dos
cosas exactamente idénticas entonces son una y la misma cosa. Asi, A y B son ideas
indiscernibles, pero difieren, por lo menos, por la asignacion que se les da por medio de letras
diferentes, lo que revela una relacion de verdad; y es aqui en donde aparece la importancia
de los simbolos o la characteristica, como medio de distincion para resaltar relaciones entre
cosas. Es decir: “Los Caracteres son cosas con las cuales se expresan relaciones de otras
cosas entre si, y que son mas faciles de tratar que éstas” (Leibniz G., 1679/2015b, p. 439-
440). En consecuencia, los simbolos expresan relaciones entre cosas, esto es, entre ciertos

elementos que mediante el andlisis podemos hallar pero no definir, precisamente porque
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carecen de esa propiedad. Sin embargo, y sin depender de definiciones, podemos recurrir a
los caracteres como variables para hallar relaciones entre esos objetos. Por tanto, podemos
identificar, mas bien, en ellos propiedades de relacion, de ese modo:

Un caracter es cualquier cosa que represente cualquier otra, para una persona pensante.
Si pudiéramos mantener las cosas por si mismas delante de nosotros, tendriamos menos
necesidad de tales caracteres. La representacion esta basada sobre alguna relacion o regla de
correspondencia entre ellos: asi la elipse representa un circulo por ser esta su proyeccién. Los
modelos y figuras de las cosas pueden ser consideradas como caracteres: ellos también estan
hechos para expresar la esencia de la cosa. Los caracteres no necesitan ser similares a los
objetos que ellos representan: los simbolos numéricos expresan correctamente las propiedades
de los nimeros, pero no se parecen a ellos. [...] Para Leibniz un método “es” un instrumento,
y un instrumento, en el método del anélisis, es un algoritmo basado en caracteres. Por lo tanto,
el analisis es en principio, para Leibniz, una operacion simbdlica que también aplica en campos
no matematicos. Ademas es un sistema de operaciones simbolicas, es decir, los algoritmos,
pueden ser legitimamente usados tanto para la comprension y organizacion de la existencia del
conocimiento y para la creacion del conocimiento, también fuera de sus campos tradicionales
(Pasini, 1997, p. 39)

El analisis en Leibniz es un instrumento que trabaja con simbolos que representan un
objeto indefinible, al reducir términos complejos en simples. Posteriormente, con esos
simbolos o letras logra distinguirlos entre si, segin sus propiedades relacionales. Los
simbolos no denotan las propiedades internas de los objetos y, por ende, para determinar sus
relaciones debemos prescindir de sus definiciones. Solamente deben tenerse en consideracion
todas las relaciones posibles que haya entre todos esos objetos, pues son las relaciones entre
todos esos objetos, diferenciados mediante letras, lo que determina lo que cada uno de ellos
es. Asi, de manera sintética, podemos establecer como posibilidad la estructuracion de un
sistema de simbolos que puedan combinarse de diferentes maneras, para crear ciertas reglas
puramente formales, a la manera de un sistema axiomatico, que, por tanto, requiere de:

Una lista de simbolos elementales, unas «reglas de formacion», en las cuales se
excluyen determinadas maneras de combinarse los simbolos y se admiten en principio otras
(sin que ello signifique todavia que estas Gltimas sean expresiones generadas por el sistema), y
unas «reglas de transformacién», las cuales establecen que apartir de cierta expresién (o de
ciertas expresiones) se genera cierta otra, incluyendo el caso de que la expresion (expresiones)
de partida sea cero (las reglas de transformacion en las que esto ocurre se llaman axiomas, las
otras se llaman reglas de inferencia). Todo esto se establece sin atribuir a los simbolos
significado alguno (Marzoa, 1991, p. 63-64)

Si mediante los enunciados idénticos podemos derivar un sistema formal con ciertas

reglas de juego, sin que haya dependencia alguna de las definiciones de los objetos que
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representan los simbolos de dichos sistema, entonces en los juicios de la geometria, que son
idénticos, también puede establecerse un sistema formal que posea estos mismos criterios.
Este sistema puede dejar a un lado el significado de los objetos geométricos que requiere, a
diferencia de una geometria métrica que requiere de definiciones para exponer todas las
relaciones métricas posibles que pueda haber entre dichos objetos geométricos. En
consecuencia, las proposiciones de la geometria son reducibles, mediante andlisis, a términos
simples, es decir, a términos que carecen de definicion alguna, pero que, a su vez, son
necesarios y condicionales para toda geometria como tal: esto es que toda métrica, posea
ciertas condiciones formales, que para Leibniz pueden estructurarse en el situs: “la naturaleza
del sitio (situs) es de condicion tal que todas las cosas que tienen sitio lo tienen también entre
si. De suerte que suponiendo que A tiene sitio, y B tienen sitio, se sigue que Ay B tiene sitio
entre si” (Leibniz G. W., Trad. 2015q, I, p. 147). Por ende el sitio, es aquello a lo que todas
las proposiciones geométricas pueden reducirse aplicando el método del analisis, pues es el
lugar en donde todas las relaciones posibles entre los lugares pueden determinarse. Sin
embargo, todos ellos son indiscernibles entre si, de esto se deduce que para diferenciar un
lugar de otro deba recurrirse a la situacion que cada punto ocupa, y de la misma manera, que
se deba estructurar un simbolismo, una characteristica, y a partir de ella, de manera sintética
0 combinatoria, establecer construcciones geométricas nuevas:

[...]Por lo demas, el arte combinatoria en particular es para mi la ciencia (que puede
llamarse también caracteristica general o especiosa), que trata de las formas o formulas de las
cosas en general, esto es: de la cualidad en general o de lo semejante y desemejante y
desemejante, en cuanto de unas mismas letras a, b, ¢, etc., (ora representen cantidades, ora
representen cualquier cosa), por combinacidn entre ellas, se originan diversas formulas. Y se
dintingue del algebra que trata de formulas aplicadas a la cantidad, es decir, de lo igual y
desigual. Asi pues, el algebra se subordina a la combinatoria y emplea continuamente sus
reglas, las cuales son mucho mas generales y tienen lugar no solamente en el algebra sino
también en el arte descifratoria, en varios tipos de juegos, en la misma geometria tratada
linealmente segln lo hacian los antiguos Yy, por ultimo, en todas aquellas materias en donde
se da la raz6n de semejanza (Leibniz G. W., trad, 2015m, IlI, p. 64)

Con la cita anterior, la idea que pretendi exponer a lo largo de este capitulo puede
sustentarse de la siguiente manera: efectivamente cuando Leibniz afirma que las geometrias
métricas de su época no habian Ilevado el analisis hasta el final estaba haciendo una especial

referencia a que carecian de un importante criterio l6gico, y que era necesario para
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fundamentar una geometria de cualidades expresada por la idea del situs. Asi, para completar
el anélisis, todos los juicios de la geometria, o juicios de razdn, debian reducirse a juicios de
identidad. Para Leibniz, el analisis geométrico de su tiempo no habia logrado concebir que
los juicios de la geometria pudieran ser la fuente precisa para la consolidacién de una
geometria que demostrara los Elementos de Euclides. La reduccién de los juicios geométricos
a términos de identidad, seré el aporte que Leibniz podra formalizar para consolidar una
nueva geometria de relaciones cualitativas, pero que solo impactaré en los siglos posteriores.
Por ejemplo, Huygens responde a los anexos que le envi6é Leibniz de la siguiente manera:
“Os lo digo ingenuamente, en mi opinidon esos NO SON Mas que hermosos deseos, y me harian
falta otras pruebas para creer que haya realidad en lo que avanzais” (Leibniz G. W.,
1679/2015d, p. 419). Lo extrafio para ese entonces es que fuera posible concebir, para la
geometria en general, un sistema formal que prescindiera de las definiciones de los objetos
geométricos y de las construcciones geomeétricas requeridas para la demostracion de
teoremas o problemas. Con ello, Leibniz logra algo que siglos después Russell pensaria para
determinar las condiciones a priori para las geometrias métricas: determinar condiciones
cualitativas para espacios métricos de la geometria. Efectivamente, como veremos en el
siguiente capitulo, lo que hace Leibniz es estructurar un sistema de relaciones entre objetos
geométricos indiscernibles entre si, y su razon de ser parte de todas las relaciones posibles
que pueda haber en los lugares que componen el espacio. Se persigue una geometria que
mediante simbolos exprese todas las relaciones posibles entre puntos determinados y que
prescinda de nociones como distancia, paralelismo, circunferencia, etc. Es una geometria que
trabaja con cantidades estrictamente cualitativas, las cuales determinan y fundamentan toda
geometria métrica, en éste caso la euclidiana y la cartesiana.

Ahora bien ¢como logra Leibniz desprenderse de las definiciones que en la geometria
euclidiana son tan importantes? ¢cudles fueron los problemas que Leibniz hall6 para formular
una geometria estrictamente cualitativa y mas general que la métrica? ;como derivara todo
esto en las ideas de Russell sobre la formulacion que hace sobre los axiomas de la Geometria

proyectiva? Estas seran preguntas que se desarrollaran en los siguientes apartados.
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Capitulo 11
El Analysis Situs de Leibniz: geometria cualitativa

En el capitulo anterior me ocupé de los origenes del método del anélisis en el campo de la
geometria y sus aplicaciones. Presenté que el método de los antiguos griegos debia
presuponer algunos criterios métricos para la resolucion de un problema especifico. De igual
forma, expuse como fue pensado en el mundo moderno y como derivd en un método de
diferente aplicacion, por su repercusion en el campo de la ldgica. Esto llevé a que fuera
comprendido como un método de descomposicion que parte de un problema general, en tanto
totalidad, hacia sus respectivas partes o componentes simples, hecho que los pensadores
modernos, como Newton, equipararon con la pareja induccién-deduccion. Por Gltimo elucidé
cémo Descartes establecid las bases de su pensamiento filosofico a través de método analitico
y cOmo se sirvio de €l para la consolidacion de su geometria.

Presente, a su vez, que Leibniz concibe el método del analisis como resolucion de
complejos en simples, al asumir que un problema, como totalidad, puede ser reducido hasta
sus componentes mas simples o causales. La sintesis seria, de manera opuesta, la
reconstruccion de un problema, siguendo el camino trazado, desde los componentes simples
hacia su reconstruccion, esto es, va de las causas descubiertas hacia los efectos que se tenian
en un principio. En esto aparece la novedad leibniziana sobre el papel del analisis geométrico,
y consiste en mostrar que el método analitico en el campo de la geometria puede servir de
medio para desprenderse de sus caracteristicas métricas. Esta idea da paso a un esquema
formal que determina las construcciones geométricas mediante relaciones, simbolos y ciertas
reglas en el sistema. Esto revelaria que puede concebirse una geometria sustentada en
relaciones y cualidades, y no en magnitudes. Ahora bien ¢qués es una geometria métrica?
¢qué significa que el Analysis situs es una geometria de relaciones? ¢qué diferencia hay entre
una geometria cualitativa y una cuantitativa?

Los Elementos de Euclides son el sistema de geometria métrica por excelencia y
forman parte del conjunto de obras capitales que fundan y componen el pensamiento
occidental y “constituyen la composicion cientifica mas antigua y extensa que nos haya
Ilegado en una integridad casi perfecta” (Levi, 1947/2006, p. 20). Son los Elementos la piedra
de toque sobre la cual gran parte del pensamiento matematico tiene su solidez, puesto que
aparece como la “composicion de una ciencia que no ha cambiado desde entonces sus
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fundamentos” (1947/2006, p. 20); y, a pesar de esa invariabilidad, ha ofrecido los espacios
mas interesantes al interior de las comunidades matematicas para llevar adelante todas las
discusiones posibles acerca de sus fundamentos y, en consecuencia, sobre la posibilidad y
naturaleza misma de la geometria. Para el siglo XV11, la obra de Euclides se habia convertido
en una de las principales fuentes de referencia para entender los procedimientos deductivos
que permitieran desarrollar demostraciones y construcciones geométricas. Por esa razén se
habia transformado en una ineludible fuente de estudio para comprender como era posible
desarrollar un procedimiento demostrativo. Tras el impacto que tuvieron los Elementos para
el mundo moderno, ya era posible encontrar en la basta cultura intelectual de la época los
comentarios de los gedmetras alejandrinos a la obra euclidiana (tales como Apolonio, Zendn
de Siddn, Pappus, Proclo, entre otros). Ya ellos habian abierto la posiblidad de pensar los
Elementos de Euclides con rigurosidad critica, hecho del que los modernos se valieron para
evaluar con absoluta seriedad los fundamentos mismos de aquella geometria.

Descartes fue uno de los pensadores que se puso en la tarea de consolidar una
geometria que revolucionara los desarrollos del algebra y revolucionara el progreso de las
construcciones geométricas tomando problemas formulados por Pappus, Apolonio y el
mismo Euclides. Otros pensadores modernos ya tenian en mente la tarea de desarrollar
diferentes traducciones sobre la obra del gedmetra alejandrino, y dentro de aquellos trabajos
estaban las traducciones de Clavius (1538-1612) en el afio de 1591, las interpretaciones de
Erhard Wiegel (1625-1699), quien hizo una serie de demostraciones geométricas a partir de
principios légicos o silogisicos de algunas proposiciones euclidianas, (y quien fuera profesor
de matematicas de Leibniz) (Cfr. Echeverria & Mora, 2016, p. 104). Desde la descripcién de
este contexto y, tal vez por la influencia de su propio maestro, e incluso por el interés mismo
que permeaba en la época, Leibniz tenia en mente el inquietante interés por revisar,
detalladamente, los fundamentos de la geometria euclidiana. Se preocupd por consolidar su
proyecto geométrico, para evaluar detenidamente aquellas definiciones que la geometria
euclidiana suponia como dadas.

Los acercamientos del pensador aleman sobre la geometria de Euclides se remontan
a su juventud, para ser mas exactos al periodo de Paris (1672-1676), en el cual pudo dedicar
una parte considerable de su tiempo al estudio de las matematicas y, particularmente, al
estudio de los Elementos. Alli tuvo la oportunidad de sumergirse en el campo de las ciencias
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para poder compartir intereses de investigacion filosofica con personajes destacados de la
talla de Bernoulli, L’Hopital y, especialmente, con el fisico holandés Christian Huygens. Con
este pensador holandés tuvo una correspondencia interesante a través de la cual Leibniz ya
trazaba los indicios primigenios de su proyecto geométrico (Cfr. Couturat, 1901 , p. 390-
391). El proyecto que el filosofo aleman tenia en mente consistia en concebir una geometria
diferente a la cartesiana y a la euclidiana. Tras haber realizado una revision detenida de las
definiciones, los axiomas y los postulados de los Elementos, sostuvo que debia hacerse un:

Andlisis critico de las definiciones, axiomas y postulados del Libro | de Euclides
[que] parecia ser un trabajo preparatorio de la Characteristica geometrica: en efecto veremos
(ya lo dijimos), que el andlisis de los axiomas y de las definiciones es la elaboracion
preliminar indispensable de una characteristica (Couturat, 1901, p. 397)

Leibniz podia asumir una premisa importante y esencial para controvertir las vigas
principales de la arquitectura geométrica de Euclides, que consistiria en asumir que las
definiciones y los axiomas de la geometria euclidiana ain eran susceptibles de analisis, pues
por si mismos carecian de claridad. Ante esa misma situacion, era posible admitir que todas
las nociones elementales de los Elementos podian presentarse de una de manera mas natural
y clara, por medio del método analitico que mostre a lo largo de la primera parte del presente
trabajo: “esta es la idea fuerza del proyecto leibniciano de revision de los Elementos de
Euclides: intentar demostrar muchas cosas que Euclides da por supuestas, y para ello recurrir
a nuevas definiciones y axiomas geométricos, basados en la nocion de situs” (Echeverria &
Mora, 2016, p. 108). Leibniz intenta elaborar los cimientos de una geometria que pueda
resolver construcciones geométricas sin que exista una dependencia de los significados
geométricos, una geometria simbolica y cualitativa: el Analysis Situs. Ahora bien, ;Como se
desarrolla este proyecto? ¢En qué consiste esta nueva geometria? ;como se desenvuelve?
¢qué significa que sea una geometria cualitativa? Para dar respuesta a estas preguntas el
siguiente capitulo hace una exposicion de la geometria de Leibniz y elucida las respectivas
diferencias que hay entre esta geometria y la euclidiana. Para tal fin, el capitulo se divide en
las siguientes partes: la primera hace una exposicion sobre qué significa que la geometria
euclidiana sea una geometria métrica y muestra, a su vez, el papel que juegan las definiciones,
las nociones comunes y los postulados en este sistema geométrico. Esto para elucidar los

respectivos aspectos que Leibniz halla como problematicos en cada uno de esos conceptos
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euclidianos. En la segunda parte se ofrece una breve exposicion sobre las caracteristicas
cualitativas del Analysis situs y, de la misma manera, como se desenvuelve a la hora de tratar
con construcciones geométricas mediante simbolos. Por Gltimo se presentan los aspectos que
separan al Analysis situs de Leibniz de la geometria euclidiana y los aspectos que llevan a
concebir la geometria leibniziana como una geometria con aires de familia y de parentesco

con la geometria proyectiva de Bertrand Russell.

Euclides y su geometria
Los Elementos de Euclides se componen de trece libros y dos apécrifos; cada uno de ellos

posee un conjunto de definiciones y de proposiciones que piden al lector configurar una
construccién geométrica determinada. Dentro del amplio conjunto de proposiciones pueden
rastrearse dos tipos: teoremas y problemas, para el caso de los teoremas: “la demostracion es
digna de estudio por su propio bien ya que es capaz de poner ante nosotros la naturaleza de
la cosa que se busca” (Proclo, en Heath; I, 1956, p. 126), es decir, que la verificacion de un
enunciado especifico solamente se pretende hacer mediante una construccion geometrica.
Para el caso de los problemas: “la demostracion tiene el proposito de confirmar la
construccion: porque traemos la demostracion para mostrar que se ha hecho lo que se ordend”
(Proclo, en Heath; I, 1956, p. 126), es decir, se realiza la construccion para determinar si es
posible o0 no lo que solicité un enunciado geométrico de manera imperativa. Al final de los
Elementos, en la edicion critica de Sr. Thomas Heath, aparecen en forma de apéndice dos
libros apocrifos, el Xiv, el cual fue escrito por Hipsicles, y el XV, en el que se presentan
construcciones de solidos regulares, sin embargo ambos libros, por referencias historicas,
podrian ser posteriores al propio Euclides, de esa manera, existen amplias dificultades para
atribuirlos al gedmetra de Alejandria (Cfr. Heath; 111, 1956, p. 512-520).

El primer libro euclidiano se diferencia de los deméas porque, a parte de las respectivas
definiciones, presenta cinco postulados y se enuncian ocho axiomas 0 nociones comunes,
hecho de amplia consideracion, porque cada uno de estos elementos aparecen reunidos de tal
forma que constituyen la estructura de todo el andamiaje euclidiano que posibilita todas las
construcciones geométricas de los Elementos. Por ello, en principio, una parte esencial y
original de la geometria euclidiana radica en admitir, a través de la intuicion, todas aquellas

definiciones iniciales y en admitir la veracidad de los postulados y las nociones comunes o
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axiomas. A continuacién se sefialaran algunas de estas definiciones, pero las enumeraré en
correspondencia con el orden que aparece en el libro | (Euclides, Elementos, trad. 1982/2007:
I, Definiciones):
e (1) Un punto es lo que no tiene partes.
e (2) Una linea es la longitud sin anchura.
e (3) Los extremos de una linea son puntos.
e (4) Una linea recta es aquella que yace por igual respecto de los puntos que estan en
ella.
e (5) Una superficie es lo que solo tiene longitud y anchura.
e (6) Los extremos de una superficie son lineas.
e (7) Una superficie plana es aquella que yace por igual respecto de las lineas que estan
en ella.
e (15) Un circulo es una figura plana comprendida por una linea, que se llama
circunferencia, tal que todas las rectas que caen sobre ella desde un punto de los que
estan dentro de la figura son iguales entre si.

e (16) Este punto se llama centro.

Antes de hablar sobre algunas de ellas, resulta importante mencionar el significado que
tiene la palabra definicion para Euclides y las problematicas que estas mismas definiciones
suscitan, teniendo en mente que Leibniz encuentra en ellas varias dificultades. La palabra
definicion viene del griego 6pog (0ros), y “el verdadero significado de esta palabra parece
haber sido «limite» «punto de referencia»” (Heath, 1. 1956, p. 144). Siguiendo a Heath, si se
tomara el significado literal de esta palabra griega y se aplicara al campo de la geometria
euclidiana, podria considerarse como aceptable y aplicable a las definiciones de los
Elementos que se acabaron de presentar, pues son el respectivo punto de partida de toda la
estructura de la obra. Esto implica un mayor énfasis en la explicacion. El uso técnico de dicha
palabra aparece con mas detalle en los “Segundos analiticos” de Aristoteles, al referir al
término “0ros” como aquello que permite responder a la pregunta ¢ qué es?, de ahi que desde
ese momento aparezcan las diferencias mas esenciales entre las definiciones y las

demostraciones, por el hecho de que las demostraciones son viables si ellas mismas ya
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suponen de antemano los elementos necesarios para desarrollarlas, asi : “la definicion lo es
del qué es y de la entidad. Las demostraciones en cambio parecen presuponer y dar por
sentado todas el qué es, v. gr.: las matematicas presuponen qué es la entidad y qué es lo
impar, y las demas ciencias, de manera semejante” (Aristoteles. Trad, 1988, p. 90b 30-35).
Las definiciones, por tanto, son enunciados iniciales, un punto de partida que no tiene un
origen que las anteceda, pero al suponerlas, ellas mismas dan lugar a alguna forma de
conocimiento.

De acuerdo con lo anterior, y sefialando la cita de Aristoteles a la que recurre Heath, “una
definicidn no afirma nada en cuanto a la existencia o no existencia de lo definido” (1956, I,
p. 143) y en consecuencia aquellos objetos geométricos que aparecen definidos al inicio de
los Elementos simplemente deben ser aceptados “como los primeros principios de cada
ciencia, por ejemplo, la existencia de puntos y lineas en geometria debe ser asumida, pero la
existencia de todo lo demas debe ser probada” (Heath, 1, 1956, p. 143). Las definiciones de
los Elementos, son, entonces, enunciados iniciales con los cuales se brinda una informacion
determinada sobre una serie de conceptos previos e intuitivos, por lo que no pueden
entenderse como si fueran enunciados deducidos a partir de algin otro tipo de justificacion,
pues lo unico que requieren estas definiciones “es ser entendidas” (Heath; I, 1956, p. 119).
Pareciera, en esa medida, que tales definiciones no alcanzarian a poseer algun grado de
importancia para la estructura misma del libro, sin embargo, estas nociones (como punto,
linea, plano o circulo) al ser entidades que no requieren de algo que las justifique, deben
constituir un vinculo directo con la intuicion, por lo cual:

Estas definiciones preliminares vienen cargadas de conceptos no definidos [...]
algunos comentaristas afirman que, aun siendo consciente de que las definiciones no eran
l6gicamente (tiles, [Euclides] quiso explicar lo que sus términos representaban
intuitivamente, de manera que sus lectores quedaran convencidos de que los axiomas y
postulados eran aplicables a esos conceptos (Kline, 1972/1992, |, p. 91-92)

Las definiciones de los Elementos aparecen formuladas “como un pequefio
vocabulario, para entenderse con el lector sobre el uso de ciertos términos no pertenecientes
a la lengua comun; guia para la lectura, pero no parte integrante del texto” (Levi, 1957/2006,
p. 92), por ese motivo, al admitirlas como un vocabulario inicial, exigen a la intuicion toda

la capacidad de hacerse una representacion determinada de dichos términos. Por ello,
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respecto a la primera definicion, decir que el punto es aquello que no tiene partes, implica
conceder que dicho concepto aparece como una nocidn elemental e indivisible, de tal forma
que se puede representar a la manera de una idea intuitiva que no se puede dividir en partes
menores; esta idea funciona, entonces, como un presupuesto inicial que permite elaborar

demostraciones de teoremas o problemas.

Sobre las definiciones, conviene revisar la definicion de punto. Euclides usa el
término Xnueov (semeidn), que significa signo o sefial. Este fue el término griego que se
us6 de manera técnica tanto en el periodo de los gedmetras alejandrinos como en el
renacimiento (Euclides, trad. 1982/2007, p. 3, ver nota), sin embargo esta definicion de punto
tuvo diversas formas de representacion. Antes de Euclides, el concepto de punto era denotado
por los pitagdricos por medio de la palabra griega novag (monas) para hacer una referencia
concreta al concepto de unidad. Otra referencia antigua y de alcances importantes era la
propuesta por Aristoteles, quien definia el punto a partir de lo anterior y lo posterior, es decir,
el punto como el limite de la linea, y asi continuaba con las otras dimensiones de tal forma
que la linea era el limite de la superficie y la superficie el limite del cuerpo (Cfr. Aristoteles,
Trad. 2014, p. 1060b 10-20). Heath expone que la nocién de punto ha logrado tener otro tipo
de connotaciones formuladas mucho tiempo después a la defincidn del propio Euclides, sobre
todo en los tiempos contemporaneos, en donde ya no se define a partir de la intuicion sino
que: “[...] en lugar de esto, las cosas materiales en la naturaleza son identificadas como
ilustraciones con las que al observarlas podemos obtener esa idea abstracta” (Cfr. Heath. I,
1956, p. 157), es decir, que la nocion de punto puede concebirse a posteriori como una pura
abstraccion de relaciones entre los objetos de la naturaleza. No es un fin del presente trabajo
discutir esta cuestion, pero esta referencia puede ofrecernos una idea de como estas multiples
interpretaciones se le han acufiado a las definiciones de la geometria euclidiana, por su falta

de claridad, lo que nos conduce a que puede ser evaluda y reformulada de otras maneras.

7 La edicion critica de Sir Thoma Heat no solo explica la definicion de punto presentada por Euclides, ademas
expone otras definiciones tales como la nocion aristotélica, la de los cometaristas Alejandrinos a la obra de
Euclides y las referencias contemporaneas. Para complementar en esto ver: Heath; 111 volimenes. Euclides, The
thirteen books of Euclid's elements, 1956).
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Por tanto, vemos que el punto de partida sobre el cual se fundan los Elementos, ya
posee un aspecto problematico, y es que no existe una claridad especifica sobre la cual fuera
posible comprender lo que una definicion en concreto refiere, por ejemplo la definicion de
punto como aquello que no tiene partes. Este problema ya lo menciona Heath cuando recurre
a Leibniz para exponer lo siguiente:

El mismo pensamiento es expresado por Leibniz, “si”, dice, “damos una definicion
cualquiera, y no esta claro, que la idea que atribuimos a la cosa, sea posible; no podemos
confiar en las demostraciones que hemos derivado de aquella definicion, porque si la idea por
la cual involucra contradiccion es posible, puede que incluso los contradictorios sean
verdaderos al mismo tiempo, asi nuestras demostraciones seran inutiles. Por tanto, es claro
que las definiciones no son arbitrarias y esto es un secreto que apenas Se conoce
suficientemente” (Leibniz, en Heath, I, Euclides, 1956, p. 145)

En sus Nuevos ensayos sobre el entendimiento humano, Leibniz sefiala esta misma
dificultad, que es implicita a las definiciones, pero en relacion a la linea recta:

Euclides, al no poseer una idea que pudiese ser expresada distintamente, es decir una
definicion de linea recta (pues la que da entre tanto es oscura, y no le sirve para las
demostraciones), se ha visto obligado a recurrir a dos axiomas que le han desempefiado el
papel de definicion y que por eso las utiliza en las demostraciones (Leibniz G. W., 1765/1992,
IV, XIII § 6).

Asicomo el concepto de punto es problematico, la nocidon de recta como “aquella que
yace por igual respecto de los puntos que estan en ella” (Euclides, trad. 1982/2007: definicion
4), tambien tiene sus respectivas dificutades. Heath presenta que esta definicion se remonta
hasta Platén como: “aquello cuyo medio es cubierto por los extremos” (Heath, I; 1956, p.
165), y al igual que ocurri6 con la nocién de punto, el autor inglés presenta otras definiciones,
clasicas y contemporaneas, hasta llegar a la definicion que propone Leibniz: “Por tltimo, la
definicion de Leibniz debe ser mencionada: una linea recta es aquella que divide un plano al

interior de dos mitades idénticas en cualquier posicion” (Heath, 1. 1956, p. 169).

Uno de los aspectos que mas dificultades genera sobre la geometria analitica y sobre
geometria euclidiana, ha sido la de ligar esos objetos iniciales de la intuicidn y su respectiva
representacion “grafica”. En este punto, resulta significativo considerar la importancia que
Leibniz da a la busqueda de la claridad en las definiciones euclidianas. Asi pues, “en

geometria, como en todas partes, Leibniz ve (y cree poder) brindar claridad y distincion a las
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ideas primitivas y simples, y desmostrar todos los axiomas sugeridos a la intuicion
trayéndolos a sus verdaderas definiciones” (Couturat, 1901, p. 423). Esto es, en considerar
tales objetos como figuras construibles por medio de un analisis mas riguroso. Pero antes de
analizar las consecuencias que surgen desde los intereses de Leibniz frente a las definiciones

de Euclides, conviene revisar un poco lo relacionado con los postulados de los Elementos.

A pesar de la falta de claridad que pueda haber en las definiciones, con ellas empieza la
geometria euclidiana, pues se consideran, por si mismas, como enunciados indemostrables.
Dan paso, por lo tanto, a la construccion de ciertos enunciados indemostrables, y le dan un
nivel de existencia a los objetos definidos en el principio. A estas proposiciones se les llama
postulados, “esta es la diferencia entre una hipdtesis y un postulado; un postulado es lo
contrario a una opinién distinta de quien aprende, o lo que es asumido y usado sin ser
probado, aunque funcione para la demostracion” (Aristoteles, en Heath, 1956, I, p. 118-119).
Por ende, los postulados sirven para llevar acabo demostraciones, pero ellos mismos no
necesitan ser probados, y sirven de ayuda para mostrar que las definiciones, aunque oscuras,
sirven, efectivamente, para llevar a cabo una construccion geometrica, tal y como sefiala
Kline: “los tres primeros postulados, que declaran la posibilidad de construir rectas y circulos,
son asertos de existencia para esas entidades” (1972/1992, I, p. 93). Es decir, los postulados
no demuestran la existencia de los objetos geometricos que se definieron al inicio, pero si
permiten reafirmar, mediante diagramas, la existencia de aquellos elementos definidos para
dar lugar a enunciados verdaderos sin que haya necesidad de demostrarlos. Asi: “se
recordard, de acuerdo con Aristételes, que el gedmetra debe asumir, en general, lo que una
cosa es, o su definicion [...] solo para el caso de las cosas mas primarias, puntos y lineas,
debe asumir sin prueba la definicion de ambas y la existencia de la cosa definida” (Heath,
1956, I, p. 195). Acto seguido se sugiere que: “a partir de las unicas lineas tratadas en los
Elementos, lineas rectas y circulos, su existencia se afirma en los postulados (1) y (11),
respectivamente. El Postulado (I), sin embargo, hace mucho méas que postular la existencia

de lineas rectas” (1956, I, p. 195). Euclides redacta cinco postulados, los cuales son:

e (1) “Siempre es posible trazar una recta desde un punto cualquiera a otro dado”.
e (2) “Siempre es posible extender continuamente una linea recta finita [segmento de

recta] a lo largo de la misma recta”.
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e (3) “Siempre es posible construir un circulo a partir de un punto dado como centro y
una distancia previa”.

e (4) “Todos los &ngulos rectos iguales entre si”.

e (5) “Si una linea recta que atraviesa otras dos logra que los angulos interiores del
mismo lado sean menores que dos angulos rectos, es porque las dos rectas, si se
prolongan indefinidamente, se cortan del lado en el que los dos &ngulos ineteriores se
encuentran” (Heath, 1956, I, p. 195-202; Elementos, trad. 1982/2007: 1, postulados).

Tras la exposicion de los postulados en los Elementos se muestra lo que corresponde a
las nociones comunes o axiomas, los que, de entrada, ya presentan un problema que se
desarrolla de manera muy clara en la edicion critica de Heath, y es la originalidad euclidiana
de dichos terminos. Al respecto Tannery expone una serie de argumentos en los que defiende
una tesis que afirma que las nociones comunes no estaban en los trabajos de Euclides y que
fueron agregados posteriormente (Tannery, en Heath, 1956, I, p. 221). Sin embargo, Heath
en su estudio introductorio sobre los axiomas, si considera que estos axiomas provienen de
la propia mano de Euclides, principalmente porque fueron discutidos y reformulados bajo el
abrigo de los comentarios criticos de otros gedmetras anteriores a Apolonio. Ellos adoptaron
la idea de que tales nociones comunes ya estaban inscritas en la obra del propio Euclides, y
esta es la tesis que defiende Heath al discutir los argumentos que sostenia Tannery (Heath,
1956, I, p. 221-222).

Sobre las nociones comunes o0 axiomas es innegable que ya habia una tradicion amplia
que los conocia y admitia como pertenecientes a Elementos y que es imposible evadir su
lectura, puesto que surgen alli como piezas inscritas y esenciales para elaborar las
construcciones geométricas que aparecen en cada una de las proposiciones sefialadas en la
obra euclidiana. De esa manera, los axiomas 0 nociones comunes son enunciados que se
consideran verdaderos por si mismos, ya que: “[...] se distinguen, como es bien sabido, por
su calidad de principios no solo verdaderos y palmarios, sino indemostrables” (Euclides, trad.
1982/2007, p. 14, ver nota 18). Afirmacion que ya habia explicado Aristoteles sobre este
término, cuando afirmaba que:

Es uno de los principios establecidos mas firmes. So6lo la ignorancia puede llevar a
cualquiera a probar los axiomas; la supuesta prueba podria ser una petitio principi. Si se admite
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que no todo puede ser probado ninguno puede sefialar un principio mas demostrable (En: Heath,
I, 1956: 121)

A partir de la cita de Aristoteles y a la que recurre Heath, podemos mencionar como

hecho anecdotico que Apolonio, uno de los méas destacados comentaristas de la obra de

Euclides, tratd de demostrarlos. También existen comentarios que pretenden justificar estos

intentos de Apolonio, como en el caso de K. von Fritz®8. Y, por supuesto, el propio Leibniz

también se dedicé a consolidar esta tarea:

Cuenta Proclo que una vez Apolonio se propuso demostrar los axiomas de Euclides; y

tengo entendido que Roberval intenté hacer lo mismo. Me parece que hicieron bien, pues solo
alcanzaremos comprensiones perfectisimas cuando, sin fiarnos nada de la sensasion o de la
imaginacion, lo dispongamos todo en forma de nociones (Leibniz G. W., 1679/2015I, 11, p. 125)

Teniendo en cuenta lo anterior, y a pesar de su “ignorancia”, Leibniz tenia en mente la

necesidad de fundamentar la geometria euclidiana al separarla de la intuicion y la

diagramacion. Para continuar con la exposicion, los axiomas o nociones comunes de los

Elementos son los siguientes:

(1) Las cosas iguales a una misma cosa son también iguales entre si.
(2) Si se afiaden cosas iguales a cosas iguales, los totales son iguales.
(3) Si de cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son iguales.
(4) Las cosas que conciden entre si son iguales entre si.

(5) El todo es mayos que la parte (Euclides, trad. 1982/2007: 1, Nociones comunes).

Después de los axiomas se da paso a las proposiciones, enunciados que constituyen la

mayoria del corpus de la geometria euclidiana y que estan consignadas en los Elementos.

Para el presente trabajo solamente expondré las dos primeras proposiciones del libro primero

de los Elementos. La primera proposicion es considerada como: “el paradigma de la

demostracion euclidea” (Euclides, trad. 1982/2007, p. 16, ver nota 22), porque lo que

8 «¢

Quien ha sugerido que la intencion de Apolonio era era mas bien la de probar la transitividad de la

congruencia en el caso de las lineas precisamente a partir de la nociéon comtn I’ Ver nota 18 en Elementos,
trad. 1982/2007, p. 14.
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discurre se da através de una serie de pasos orientados y fundamentados por los axiomas, los
postulados y las definiciones. La primera proposicion de los Elementos pide lo siguiente:
“construir un triangulo equilatero sobre una recta finita dada” (Euclides, trad. 1982/2007: 1.
Prop. 1). Para ello (Figura 4), debe recurrirse a la nocion intuitiva de linea, punto y
circunferencia. Sin embargo, esto no resulta tan evidente como parece. Pero antes de revisar
esto, resulta importante ver el procedimiento que usa Euclides para consolidar la

demostracidn de esta primera proposicién. En primer lugar piénsese una recta finita AB o f:

.l.'

(Figura 4)

Por el tercer postulado es posible trazar el circulo cuyo centro es el punto Ay por lo
tanto el segmento de recta f que va de A a B serd el radio del circulo c; la figura 5 quedaria

construida de la siguiente manera:

(Figura 5)

Ahora bien, la siguiente parte consiste en trazar, de igual forma, la circunferencia cuyo
centro es el punto B y su radio sera el mismo segmento de recta f que va de B a A, dando

como resultado la circunerencia d; la figura 6 quedaria construida de la siguiente manera:
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(Figura 6)

De acuerdo con lo anterior, por el postulado 1 dibujar los segmentos de recta que
surgen al unir el punto A con la interseccién de las dos circuferencias c y d, y de igual forma
unir el punto B con esa misma interseccion, llamese a dicha interseccion punto C, para que

de esa manera aparezcan los segmentos g y h, lo que dejaria como resultado la figura 7:

C

(Figura 7)

De esa manera, el segmento AB o f es igual al segmento AC o g. De igual forma al
segmento h es igual al segmento g, de lo cual se puede concluir que los tres segmentos de
recta son iguales y, por lo tanto, la construccion que aparece es un tridngulo equilatero cuya
base es la recta finita f.

El desarrollo de la primera proposicién del libro primero de los Elementos es aceptado
como una prueba evidente de lo que ella solicita. No obstante, la claridad de la construccion
solo toma fuerza gracias a la estructura del dibujo o la figura, por lo cual Euclides pudo
asumirla como una prueba incuestionable. Implica, por tanto, que se tengan en cuenta las
longitudes entre dos puntos dados y la construccion de la circunferencia a partir de la recta,

considerada como radio de la circunferencia.
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A pesar de la aparente exactitud de la construccion diagramatica de la figura, que
muestra que es posible construir un triangulo equilatero sobre una recta finita dada, ésta
proposicion no presenta un postulado que permita intuir que dicho tridngulo sea posible
construirlo, pues se asume, sin ningln antecedente, la existencia de un punto en la intersecion
de dos circulos cuyos centros respectivos son los extremos de un segmento de recta. Por ese
motivo, esta proposicion, como paradigma de la demostracion euclidea, no resulta tan
sencilla de aceptar en tanto clara y exacta. Uno de los primeros gedmetras que observo este
asunto fue Zenon de Sidon. El afirmo que la proposicion euclidea quedaria resuelta si se
asumiera que “dos lineas rectas no pueden tener un segmento comun” (Euclides, trad.
1982/2007, p. 17, ver nota 22), pero las observaciones que han tenido una mayor repercusion
sobre ella han sido, principalmente, de épocas contemporaneas. Tales observaciones fueron
formuladas por Killing y Dedekind. Ellos propusieron un postulado que podria solucionar el
vacio, asegurando que la continuidad existe si se afirma que si los puntos de una recta se
dividen en dos clases, tales que cada punto de la primera clase yace a la izquierda de cada
punto de la segunda clase, habra un solo punto que divida a dicha recta en tales dos partes.
Lo mismo ocurre con un circulo, pues habran dos puntos que intersecten a dos circulos en un
plano. A dicha formulacion la denominaron principio de continuidad, y fue expuesto como
postulado por Dedekind como sigue:

Preveé que si todos los puntos de una recta se distribuyen en dos clases tales que cada
uno de la primera clase esta a la izquierda de todo punto de la segunda clase, existe un solo
punto que produce esta division de todos los puntos en dos clases, la division de la recta en dos
partes [...] De este postulado se desprende gue si, en un plano dado, un circulo C tiene un punto
dado P dentro, y otro punto Q fuera, de otro circulo C’, ambos circulos tendran dos puntos de
interseccion (Euclides, trad. 1982/2007: Prop. I, ver nota 22; Cfr. Heath, I, p. 236, 238)

El principio de continuidad trata de exponer una posible solucion al vacio interno que
aparece en la primera proposicion de los Elementos de Euclides, formulando que la
interseccion de dichos circulos en dos puntos expone una idea intuituva de la siguiente
manera:

Si en un segmento de recta dos puntos comienzan desde los puntos desde los extremos
y recorren describen el segmento en sentidos opuestos, ellos se encuentran en un punto. El
punto de reunion puede considerarse como perteneciente a ambas partes (Heath, 1, 1956, p.
236).
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Pasemos a la segunda proposicion de los Elementos. En ella aparece la principal
caracteristica de que la geometria de Euclides es una geometria métrica, pues habilita el uso
del compés como recurso para la transferencia de medidas. La proposicion pide mostrar y
establecer el protocolo para, construir, a partir de un punto dado, una recta finita (segmento)
igual a otra recta finita dada. Esto permite concebir, por lo tanto, mecanismos para transferir
medidas (Heath, 1956, I, p. 245). La proposicion presentada por Euclides pretende identificar
las posibilidades de construir un segmento de recta a partir de un punto dado que sea igual a
otro segmento de recta dado, para ello se requiere de la construcién de segmentos de recta 'y
circunferencias mediante compéas. La proposicién se formula de la siguiente manera:
“construir en un punto dado (como extremo) una recta igual a una recta dada” (Euclides, trad.
1982/2007. Libro I. Prop. I1). Es decir, en un punto C construir un segmento de recta igual a
una recta AB o f, (Figura 8):

[ws]

J

(Figura 8)
Para solucionar este problema, Euclides procede de la siguiente manera: trazar el

segmento de recta que va del punto B al punto C, teniendo en cuenta el postulado 1 (Figura
9):
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(Figura 9)

Posteriormente, pide construir un triangulo equilatero CBD a partir de la recta que
aparecio al unir los puntos C y B, es decir, el segmento g. Esta construccién es posible gracias
a la proposicion 1. Asi, la construccion queda estructurada de la siguiente manera (Figura
10):

(Figura 10)

Al generar el triangulo equilatero CDB, Euclides continta la construccion al pedir
que se prolonguen los segmentos de rectas DC o i y DB o0 h hasta los puntos F y E
estableciendo las rectas DF y DE. La construccion quedara estructurada de la siguiente

manera (Figura 11):
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(Figura 11)

Hecho esto pide trazar el circulo cuyo centro es el punto B y su radio es el segmento
de recta f, lo que configurara el circulo e. De igual manera pide construir el circulo cuyo
centro es el punto D junto con el punto G, y que servira de medio para realizar el radio DG o
k de este otro circulo, p; en ese orden de ideas, el diagrama queda estructurado de la siguiente
manera (Figura 12):

(Figura 12)
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Con la construccion anterior, la argumentacién es como sigue: por la circunferencia
descrita en el segmento de recta f, se puede concluir que f es igual a BG. Por otro lado, tras
la circunferencia descrita en el segmento DG se concluye que DH es igual a DG v, asi, en
donde sus partes son cortadas por los punto C y B son iguales, es decir DC es igual a DB. En
consecuencia, las partes restantes son iguales, por el axioma 3 (“y si de cosas iguales se quitan
cosas iguales, los restos son iguales”), es decir que CH es igual a BG. Ahora bien, por el
mismo procedimiento ya se expreso que BG es igual a BA, y asi las cosas se puede demostrar
que BA es igual a CH y por lo tanto, se construy6 un segmento de recta en el punto C igual
al segmento de recta AB.

Las dos proposiciones del libro primero de los Elementos de Euclides reflejan la
necesidad de concebir, intuitivamente, los componentes basicos de cada construccion.
Reflejan que ellos contienen las nociones que fueron definidas y aceptadas como evidentes,
y sirven de pardmetro para probar deductivamente cada etapa de las construcciones. Esto
expresa, de manera puntual y clara, el caracter métrico de la geometria euclidiana, y son éstas
las proposiciones que autorizan a la geometria euclidiana llevar acabo variaciones de
posicion mediante el uso de regla y compas, “estas dos proposiciones [I. 2, 3] hubieran
extendido el poder de la construccion si se hubieran asumido el poder usual del compas;”
(De Morgan, en Heath; I, 1956, p. 246). Con lo anterior, encontramos que el papel de la
intuicion y la representacion en las construcciones geométricas son parte esencial de las
demostraciones en la geometria euclidiana. Asi entonces, y a pesar de la falta de claridad en
las definiciones, Euclides elucida la plausibidad misma de las demostraciones mediante las
construcciones graficas.

Diferentes autores hallaron serias dificultades en la la geometria euclidiana,
precisamente, por su falta de claridad. Heath en su estudio critico ya presentaba un importante
panorama sobre el asunto. No sobra resaltar, de nuevo, que los axiomas, los postulados y las
definiciones constituyen el andamiaje sobre el cual Euclides desarrollé su geometria métrica,
pero en la modernidad serian problematizados para poner en desequilibrio todos esos
fundamentos, aparentemente sélidos. En esta tarea, Leibniz pretendid partir desde lo mas
elemental del asunto, esto era, considerar que la geometria en general puede prescindir de la
métrica y, por tanto, puede prescindir de los diagramas que Euclides presenta. Por tanto, para

Leibniz puede configurarse una geometria formal y cualitativa. Pensada, de ese modo, que
64



podrian dejarse de lado las definiciones de sus objetos fundamentales y pensar Gnicamente
en las correspondientes relaciones que los simbolos podrian reflejar. Este es el proyecto del
Analysis situs.

El Analysis situs de Leibniz
En el apartado anterior mostré en qué sentido la geometria euclidiana desarrolla sus

demostraciones mediante cierta intuicion representativa de nociones tales como punto, linea
y circulo. También mostré como se autoriza la transferencia de medidas y, con ello, el uso
del compas como instrumento. En el siguiente apartado, mostraré la propuesta geométrica de
Leibniz. De ese modo, elucidaré que sus criticas a la geometria euclidiana estan enfocadas
en sus fundamentos métricos. Con el fin de lograr esto, el método del analisis sera el referente
guia del que el pensador aleman se valdra para desarrollar el desenvolvimiento de su
geometria con relaciones entre simbolos. Por tanto, postulard una geometria basada en
nociones estrictamente cualitativas, como contraposicion a la geometria métrica euclidiana y

cartesiana.

Los estudios que Leibniz realiza sobre los Elementos de Euclides y sobre la geometria
analitica de Descartes lo llevaron a rastrear los limites y los problemas de cada una de ellas.
Por un lado afirma que la geometria se cimenta sobre una serie de supuestos que traen
implicitas serias dificultades de interpretacion, por dos razones principales: en primer lugar,
los axiomas Yy las definiciones de los Elementos no son enunciados claros, pues no sabemos
si, por ejemplo, las definiciones refieren a los objetos que pretenden definir; esto nos puede
llevar a pensar en que si no refieren a esos objetos, esta geometria estaria cimentandose sobre
principios, posiblemente, contradictorios. En segundo lugar, los Elementos dependen de las
representaciones intuitivas que nos hacemos de las figuras geométricas, lo que complica los
razonamientos geométricos. Estos problemas Leibniz ya los habia presentado al pensador
holandés Christian Huygens en una carta de octubre de 1679:

[...] mientras que este método sigue las figuras con la vista, alivia la imaginacion, y
se podria hacer asi una descripcién exacta de una maquina o de cualquier cosa imaginable,
por muy complicada que pudiera ser, sin emplear figuras ni palabras, y no obstante seria facil,
para quien entendiese esos caracteres, trazar la figura a partir de ellos (Leibniz G. W.,
1679/2015d, p. 418).
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De la misma manera, en un anexo a esta misma carta, Leibniz trata de exponer su
proyecto geométrico al pensador holandés; alli afirma que el anélisis no habia sido llevado
hasta el final tanto en la geometria euclidiana como en la cartesiana, por ello sostuvo que: “el
algebra esta obligada a suponer los Elementos de Geometria, mientras que esta caracteristica
empuja el analisis hasta el final (Leibniz G. W., 1679/2015a, p. 488).

Cuando Leibniz dice que el analisis no habia sido llevado hasta el final, refiere al
método del analisis, que tradicionalmente esta vinculado a Pappus. Aunque problematico en
su definicién y problematico respecto a las interpretaciones légicas que se le fueron
agregando a lo largo de la época por diferentes autores, sostiene que puede llevar a la
geometria un paso mas alla del lugar en donde Euclides y Descartes estaban. Esta pretension
intenta llevar a la geometria hasta sus componentes constitutivos mas simples y esenciales.
El analisis del que Leibniz se sirve para establecer los fundamentos y la orientacion de su
propuesta geométrica inicia con la idea de una resolucion de elementos complejos en simples.
En otras palabras, se sirve del analisis como un camino trazado que va de los efectos a las
causas. Procura trazar una via que va avanzando analiticamente hasta identificar aquellos
elementos o enunciados idénticos que comprenden el entramado y la complejidad de lo que
ya es conocido. Como veiamos en el primer capitulo, Leibniz recurre al principio de razon
suficiente, para hallar en los enunciados geométricos, que son de razon, todo el
encadenamiento de proposiciones necesarias que lo componen, es decir:

El principio de razon suficiente, en virtud del cual consideramos que no podria
hallarse ningun hecho verdadero o existente, ni ninguna Enunciacién verdadera, sin que haya
una razén suficiente para que sea asi y no de otro modo. Aunque estas razones en la mayor
parte de los casos no pueden ser conocidas por nosotros (Leibniz, 1720/1983, p. 32; 831)

El analisis permite, por tanto, que se pueda llegar a las causas o0 a las razones mas
simples y universales de aquellos enunciados que pueden ser descompuestos hasta lo que
Leibniz llama sus ideas o verdades simples. Mas adelante dice: “asi es como los matematicos
reducen los teoremas de especulacién y los canones de practica por medio del Andlisis a las
definiciones, Axiomas y Preguntas” (1720/1983, p. 32: 834). Al aplicar el método analitico
como resolucion de compuestos en simples en la geometria, el autor aleman procura hallar
las verdades primigenias que generan todo el corpus de esta ciencia, con el propdsito de

revelar con claridad el origen de lo que el algebra cartesiana y los Elementos de Euclides ya

66



suponian como dado. La intencion es llegar a un término tan simple que sea razon suficiente
y necesaria de los objetos geométricos. Por tanto, busca llegar a un cierto punto en el que ya
no haya posibilidad de definir algin objeto, pero que a la vez su presencia sea admitida como
necesaria en el campo geométrio; en términos l6gicos, esto es reducir todo a juicios idénticos,
como verdades indemostrables. Para Leibniz, el anélisis en geometria puede ir mas alla de
las relaciones métricas, a diferencia de Descartes o Euclides, pues parte del hecho natural de
pensar los elementos constitutivos de aquello que constituye la posibilidad misma de las
relaciones métricas, esto es lo que llama situs:

La causa de que no se descubriese todavia el analisis mediante lineas se encuentra sin
ninguna duda en que aun no se han hallado los caracteres mediante los cuales se represente
directamente el situs mismo de los puntos, pues en la gran multitud y confusion de las cosas
es muy dificil manejarse sin los caracteres (Leibniz G. 1679/ 2015b, p. 442)

Lo que el filosofo aleman intenta desarrollar a través de su proyecto es una nueva
geometria con la que es posible identificar las posibles relaciones entre lugares, entre un situs
con otro situs, de manera clara y natural. Entonces, al carecer de definiciones, los lugares
solo pueden ser diferenciados mediante simbolos. Contodo lo anterior, Leibniz puede aceptar
que las definiciones de la geometria euclidiana pueden ser demostradas, 0 mejor, construidas,
a través de relaciones concretas entre lugares y situaciones. En esto radicara el valor de los
characteres. Asi, al recurrir al analisis como metodo para la invencion en el Analysis situs,
surge la posibilidad de pensar componentes mas precisos y de orden formal que sirven de
medio para operar con relaciones entre puntos o lugares simples. Por esa razéon el: “analisis,
de cualquier forma, sirve para ayudar al razonamiento geométrico” (Pasini, 1997, p. 44), pues
permite hacer construcciones geométricas sin que entre en juego la intuicién y, por tanto,
algun tipo de figura geométrica, a diferencia de Euclides. En conclusion, ir mas alla de lo que
los Elementos suponen es una tarea que consiste en llevar el analisis mas alla de la intuicion
o de la imaginacion. Con ello, se busca estructurar una geometria basada en un lenguaje mas
preciso que ofrezca una mayor claridad en sus componentes, pues resulta ser: “como un
ejemplo de tecnologia cognitiva inmaterial, este nuevo analysis situs es, por supuesto, un arte
de caracteres, y un arte de la invencion” (1997, p. 44). Por ello, para Leibniz los simbolos

fungen como herramientas con las que puede conducirse toda la geometria hacia una
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independencia de cualquier tipo de diagramacion. Postula, asi, una geometria que deja de
lado cantidades métricas y pasa a operar con unidades cualitativas.

Para continuar con la exposicién, en primer lugar debe aclararse la idea del Analysis
situs en tanto arte de caracteres. EI método del anélisis permite la manipulacion de ciertos
elementos indefinibles, simples e idénticos y para diferenciarlos, se les adscribe un nombre
particular a través de algun tipo de simbolo. En ese mismo orden, estos simblos sirven como
medio de representacion para identificar relaciones entre esos objetos. Como son indefinibles
e idénticos, no es posible hallar alguna diferencia mas que en su simple simbolizacién, de ahi
que dichos objetos posean una propiedad que tiempo después Russell identificara para los
puntos en geometria proyectiva, esto es una propiedad extrinseca. Russell considera que en
una agrupacion discreta de puntos puede ser posible distinguir unos de otros nada méas que
por su posicidn (en términos leibnizianos, por su situs). Sélo es posible, por tanto, establecer
relaciones mediante sus propiedades extrinsecas. A diferencia de Euclides, quien nos ofrecia
al inicio de su geometria una descripcion de la palabra punto (su propiedad interna), en
geometria proyectiva prescindimos de ella para solo hallar relaciones entre un punto y otro y
asi es como pueden se definidos, mediante relaciones o propiedades externas. Las
propiedades internas son aquellas que definen a un punto determinado desde si mismo,
mientras que las propiedades externas son aquellas que definen al punto de acuerdo a su
posicion y su relacidn respecto a otros puntos, en consecuencia:

Cualesquiera sean las propiedades internas de una figura, se sigue que todas las partes
del espacio son cualitativamente similares, ya que un cambio de las relaciones externas es un
cambio en una parte del espacio ocupado. Se sigue que toda posicion es relativa y extrinseca,
es decir, gque la posicidn de un punto, o la parte del espacio ocupada por una figura, no es, y
no tiene efecto sobre cualquier propiedad intrinseca del punto o figura, pero es una relacion
exclusiva con otros puntos o figuras en el espacio, y permanece sin efecto excepto donde
aquellas relaciones son consideradas (Russell, 1897, p. 133-134, §124)

Por tanto, Leibniz también esta pensando, por ende, en las propiedades externas que
poseen diferentes situaciones, puesto que el Analysis situs deja de lado los aspectos
intrinsecos de los objetos geométricos, y busca encontrar las consecuencias derivadas de las
relaciones externas entre dos puntos segun las letras o simbolos que se les adscriba. En este
punto se da lugar a lo que Leibniz requiere para estructurar el Analysis situs, esto es, un
espacio. Mediante analisis, los juicios de la geometria se pueden reducir a términos idénticos.

En geometria, lo mas simple e indefinible es el situs. Los lugares son indistinguibles entre si,
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pues no poseen propiedades intrinsecas, de esa manera, lo Unico que permite diferenciarlos
es su posicion y, por ende, ellos son distinguibles mediante sus propiedades externas. El
espacio serd, en consecuencia, el lugar de todas las situaciones y el lugar de todas las
relaciones posibles entre las infinitas posiciones que pueda haber. El principio que entrara a
jugar en este punto sera el de la identidad de los indescirnibles. Por ende, el situs que algo
ocupa respecto al situs de otra cosa, implica que haya una relacion esencial entre ellos; por
ende, que todas las cosas que ocupan un situs determinado también ocupan un lugar comin
determinado. Con estas formulaciones, Leibniz llega a problematizar la naturaleza misma del
espacio. Pues si todas las cosas ocupan un lugar, también ocupan el mismo lugar entre si y,
en consecuencia, nunca seria posible discernir un lugar de otro en el espacio, y si no hay
posibilidad de hallar una diferencia entre lugares, entonces no podria haber relacion alguna.
Asi fue como Leibniz presenté esta idea a Clarke tras la discusion que tuvieron sobre la
naturaleza del espacio, en donde concluyo que el espacio es una cosa enteramente relativa
(Leibniz, 1716/1980, 111 84, p. 68), y en consecuencia:

Si el espacio no es otra cosa que ese orden o producto, y no es nada sin los cuerpos
mas que la posibilidad de colocar en él esos dos estados, uno tal como es, el otro supuesto al
reves, esos no diferirian entre si: su diferencia no se encuentra mas que en nuestra suposicion
quimérica de la realidad del espacio en si mismo. Pero, en la realidad el uno seria justamente
la misma cosa que el otro, ya gue son absolutamente indiscernibles y, por consecuencia, no
hay lugar para preguntar la razén de la preferencia del uno sobre el otro (Leibniz, 1716/1980,
111 85, p. 68)

El principio de los indiscernibles se puede formular de tal forma que si dos cosas son
iguales en absolutamente todas las propiedades que se les pueda adscribir, entonces se trata
de la misma cosa y no de dos. Por lo tanto si todos los lugares en el espacio son idiscernibles
entre si, entonces todos ellos son una sola cosa, y en consecuencia el espacio seria una sola
unidad. Para poder estructurar esta distincidn entre lugares, Leibniz se vale de nociones como
posicién y situacion. Couturat en la Logique du Leibniz presenta una diferencia sobre estas
dos nociones: “la posicion es lo que distingue los objetos que no ofrecen ninguna distincion
intrinseca: y la situacién es la posicidn en el espacio (en decir, en el orden de la coexistencia)
como los instantes en el tiempo” (Couturat, 1901, p. 407). Un punto en el espacio, por tanto,
deberia tener una posicion que pueda hacerlo distinguible de otro punto, pues no hay

propiedades intrinsecas que permitan distinguir uno de otro. Solo queda, por ende, recurrir a
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las propiedades extrinsecas que eluciden con claridad las relaciones de un punto respecto a
otros lugares o situaciones en el espacio. Couturat trata de particularizar con més detalle la
definicion de situacion de la siguiente manera: “Leibniz observa que la situacion es una
relacion tal, que todas las cosas que tienen una situacion en relacion con una misma cosa
tienen una misma situacion entre ellas” (1901, p. 407), sobre lo anterior, existe un pequefio
texto redactado por Leibniz que se suele titular “Definiciones Geométricas” en el cual trata
de ser mas especifico sobre la situacion en el Analysis situs:

Punto es un lugar simple, o en el que no hay otro lugar. Asi, si B esta en A, sera A oo’
B. El lugar se constituye por puntos o lugares simples. Asi podemos Ilamar X al lugar, el cual
esta constituido por puntos cada uno de los cuales puede llamarse X. Y asi, el lugar esta alli
donde esta cualquiera de sus puntos. Si todo es Y, X serd en Y. El espacio es el lugar de todos
los puntos. Sea cualquier punto P, el espacio serd P. Y asi, como el punto es el lugar minimo,
asi el espacio es el lugar plenisimo méaximo o donde esta todo otro lugar, v, asi, si todo punto
es P, el espacio sera P. Pues dado que todo punto de cualquier sitio esta en el espacio, todo
lugar estara en €l. (Leibniz G. ,trad, 2015i, Il, p. 129)

Por lo tanto, un lugar simple ocupado por un punto es la parte mas elemental de la
totalidad del espacio y el espacio es el lugar plenisimo que lo ocupa, y mediante la
simbolizacion de estos puntos es posible distinguir uno de otro en ese lugar plenisimo.
Leibniz define los characteres como:

[...] cosas con las cuales se expresan las relaciones de otras cosas entre si, y que son
mas faciles de tratar que éstas. A todas las operaciones que se hagan con los caracteres
corresponden enunciados referentes a las cosas; y podemos con frecuencia definir las
consideraciones sobre las cosas mismas hasta el final de la operacion. (Leibniz G.
1679/2015b, p. 439-440)

Los caracteres designan objetos que no poseen propiedades internas, no son definibles
y resulta mas facil tratar con dichos simbolos que con las cosas mismas que designan. Estas

letras se asigan partiendo de los siguientes referentes: A, B y C, expresan puntos 0 posiciones

® Este simbolo refiere a la nocion de coincidencia. Es uno de los primeros intentos por medio de los cuales
Leibniz intentd desarrollar la idea de congruencia, al respecto sostiene: “primero puede suceder que dos o varios
de los nombres, distintos en especie, no sean en realidad mas que una sola cosa o lugar, esto es puntos o lineas
u otros trazos, de los cuales diremos que son IDENTICOS o que COINCIDEN. Asi, tenemos dos lineas AB y
CD, tales que sean los puntos A y C uno y el mismo, esto lo designaremos: A o C, es decir A y C conciden”
(Leibniz G., 1679/2015b, p. 452).
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fijas, mientras que X, Y y Z expresan puntos o posiciones variables. Desde aqui, Leibniz ya
da un primer paso para identificar las situaciones de lugares con los nombres A, B o Cy de
la misma manera pretende establecer relaciones entre puntos fijos y puntos variables
expresados mediante las letras X, Y o Z. De esa forma, cada correlacion entre letras revelaria,
por tanto, las posibles relaciones de lugar entre aquellos puntos.

Una de las diferencias profundas que sale a relucir entre el Analysis situs y la
geometria euclidiana, radica en su independencia de la métrica. Por ello, se constituye como
una geometria cualitativa 0 una geometria basada en las relaciones entre puntos o lugares.
Como vimos en el apartado anterior, la geometria de Euclides presupone la nocién de
magnitud, omitiendo relaciones de lugar o de posicién, de ahi que el Analysis situs: “no da
definiciones intrinsecas de las figuras, como deberia ser para que prevaleciera frente a la
Geometria analitica en simplicidad y en claridad intuitiva” (Couturat, 1901, p. 27). En el
marco del Analysis situs si es posible configurar una geometria de relaciones entre objetos si
se tiene en mente nociones como igualdades, semejanzas y, principalmente, congruencia. En
este punto resalta el papel que Leibniz da al concepto de congruencia, pues es la relacion con
la que puede desarrollar construcciones con relaciones. Antes de admitir el concepto de punto
debe explicar con profundidad la nocion de sitio, posicion o situacion, de la siguiente manera:

[...] la naturaleza del sitio (situs) es de condicion tal que todas las cosas que tienen
sitio, lo tienen también entre si. De suerte que, suponiendo que A tiene sitio, (v.g. con relacion
a L) y B tiene sitio (v.g. con relacion a M), se sigue que A y B tienen sitio entre si (Leibniz
G. W, trad, 2015q, I, p. 147)

La relacion méas simple y elemental que Leibniz concibe entre dos situaciones
distintas es la congruencia, puesto que surge como el medio, que ademas de permitir la
distincién entre dos puntos en el espacio, revela las relaciones de situacion que esos dos
puntos poseen. En geometria, dos figuras son congruentes cuando ellas coinciden en absoluto
respecto a su forma. Lo que Leibniz afirma es que si dos puntos son exactamente iguales son
uno y el mismo. Pero, al dejar a un lado las propiedades internas que estos puntos poseen, es
posible distinguirlos mediante las propiedas extrinsecas que hay entre ellos, es decir,
mediante su relacion de lugar. Dos puntos son congruentes en tanto que sus propiedades
internas coincidan en absoluto. Pero son distinguibles, mediante sus propiedades externas, y

en ese orden de ideas, como lo sefiala Couturat:
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La congruencia (o la igualdad geométrica, es decir la posibilidad de coincidencia) es,
como deciamos, la unidn de relaciones de similitud, y de igualdad (equivalencia cuantitativa).
Si dos puntos son esencialmente iguales y similares, entonces son congruentes” (Couturat,

1901, p. 417)

Para la idea de un espacio como orden de coexistencia, la congruencia aparece como
una herramienta que discierne esas relaciones de igualdad entre dos puntos determinados por
su situacién. Es por ello que con este concepto pueden darse operaciones que logran exponer
aquellas relaciones posibles entre dos puntos dado en el espacio, representando el lugar que
cada uno de ellos ocupa, tal y como dicia Leibniz:

Si realmente dos cosas no son sélo semejantes sino también iguales, esto es si son
congruentes, no puedo distinguirlas si las percibo simultaneamente, a no ser por el lugar, es
decir, a no ser respecto a otro que se tome fuera de los mismos y observando que tienen un
situs diferente con respecto al que hemos tomado (Leibniz G. 1679/2015b, p. 459)

Siguiendo lo anterior, dos puntos son congruentes si uno puede sustituir a otro sin que
varie el espacio mismo. Leibniz halla aqui una propiedad cualitativa entre dos puntos, y es
gue uno puede sustituir a otro. Hasta aqud, y gracias al anélisis, hemos estructurado, de
alguna manera, las bases de un sistema geométrico de relaciones cualitativas. Ahora bien,
mediante la relacion de congruencia, que es la inicial, Leibniz modela una forma de
operacion, tal que con ella puedan identificarse relaciones entre cosas indiscernibles; tal
concepto lo simbolizo a través de la letra griega gamma (). Si se quieren tomar dos puntos
en el espacio, sean Ay B, la primera relacién que debe tenerse en cuenta es que ambos ocupan
un situs en el espacio y seran, por lo demas, congruentes entre si, es decir A ¥ B (que se lee A
es congruente con B) lo que significa que un punto, en este caso A, puede ser sustituido por
otro punto B, sin que ocurra alguna modificacion en el espacio, puesto que son exactamente
iguales en sus propiedades internas. La distincion entre estos dos puntos siempre sera posible
al “percibir” que ambos ocupan lugares distintos en el espacio, y en eso radicaria su
diferencia esencial. A partir de este momento, entonces, ya estaria dado el camino para que
Leibniz pueda formular una de las tesis mas importantes del Analysis situs, que sostiene lo
siguiente:

El lugar mas sencillo pero también el mas ilimitado es el lugar de todos los puntos
congruentes con un punto dado, pues es el lugar de todos los puntos del universo, o sea el
espacio infinito, puesto que cualquier punto de todo el universo es congruente con un punto
dado (Leibniz G. W, 1679/2015e, p. 484)
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Con la nocién de congruencia un punto cualquiera puede ser sustituido por cualquier
otro punto del universo sin que en el espacio se den cambios considerables, precisamente
porque uno y otro coinciden exactamente en sus propiedades internas: “la congruencia: A 7Y,
el lugar de todos los Y seré el Espacio infinito” (1679/2015e, p. 484). Asi, A es un punto
cualquiera del espacio, individuado por medio de una letra. Este posee una de las relaciones
mas simples con otros puntos cualesquiera que sean posibles en el universo, estos seran
representados por la letra Y, que indica una variable indeterminada de puntos, y todos ellos
pueden sustituir al punto A sin que en el espacio haya algun tipo de cambio. La férmula para
representar que un punto es congruente con todos los puntos del espacio infinito se expresa
A yY. Sin duda alguna, esta es una de las ideas mas fuertes y destacadas del Analysis situs,
pues implica, en el fondo, que al pensar un solo punto debe pensarse en su relacion de
congruencia con todos los otros puntos que existen en el espacio infinito, es decir, pensar un

solo punto implicaria, pensar el espacio en su totalidad.

Leibniz explica que la relacion entre la posicion de dos puntos se particulariza
mediante sus propiedades extrinsecas y entre dos puntos pueden tener un mismo situs, sin
importar el extenso que los conecte, pues pueden darse de manera rectilinea o curvilinea. Asi,
A, designa un punto determinado, y B designa un punto determinado diferente de A pero por
su posicién. Cada uno de ellos representan una posicion cualquiera y son particularizados por
medio de alguna letra determinada. Esto permite a Leibniz representar el lugar o situs de

estos dos puntos de la siguiente manera (Figura 13):

A £3

(Figura 13)

La primera relacion que Leibniz identifica entre estos dos puntos es una congruencia,
y en ese orden de ideas, sin importar si la conexion entre ellos es curvilinea o rectilinea, el
punto A puede ser sustituido por el punto B sin que el situs varie, asi: “AB significa el situs
de los puntos A y B entre si, es decir, cualquier extenso que los conecte (no importa si es
curvilineo o rectilineo); el cual no cambia mientras el situs entre los dos puntos permanezca
idéntico” (1679/2015e, p. 481). Ay B, sin més, son indiscernibles, salvo por el hecho de que

difieren en el situs. Por su primera relacion y la mas basica, es posible afirmar que A puede
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ser sustituido por B sin que se evidencie ninguna diferencia y, por ende, son congruentes por
cuanto el situs que los conecta es el mismo. Leibniz formula esta relacion de la siguiente

manera: A yB.

Al inferir que entre dos puntos uno puede ser sustituido por el otro mediante la
formula “A y B”, pueden darse otras formas de congruencia entre lugares diferenciados por
letras. La primera costruccion que Leibniz presenta es la de dos extensos, ya distinguidos
entre si, y cada uno de ellos conformado por sus dos puntos respectivos: dichos extensos
seran AB y CD. Leibniz intenta elucidar que el extenso AB puede ser sustituido por el extenso
CD siempre y cuando sean congruentes en absoluto, lo que se simboliza mediante la
expresion: AB y CD, es decir, que el todo cuyos extremos son los puntos A y B es congruente
con el todo cuyos extremos son los puntos C y D, y son congruentes si y solo si uno de estos
todos puede ser sustituido por el otro poniendo en contacto los extremos Ay C, por un lado,
y B y D por el otro, sin que ello afecte en nada el espacio, esto lo representaria Leibniz (Figura

(Y

14) de la siguiente manera:

L)

0
=)

(Figura 14)

“Dicho de otro modo, los puntos A y B conservano el situs o extenso rigido que los
conecta, pueden transferirse al lugar de los puntos C y D” (1679/2015¢, p. 482). Los extensos
gue conectan a los puntos A y B pueden ser los mismos absolutamente en los extensos que
conectan a los puntos C y D, siempre y cuando coincidan los extremos de Ay B con Cy D.
Con esto surge la idea de que se pueden establecer relaciones entre estos dos puntos, Ay B,

tales que puedan transferirse al extenso que conecta a los puntos C y D.
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Tras haber identificado la congruencia dada entre dos extensos, y después de haber
identificado todos los puntos congruentes con uno dado, Leibniz propone hallar el lugar de
las superficies esféricas, es decir “...] el lugar de todos los puntos que tienen el mismo Situs
respecto a un punto dado. Y asi, si tenemos la congruencia AY y A(Y) el lugar de todos los Y
sera una esfera. Y supuesto un punto constante B en la misma superficie de la esfera, el mismo
lugar se puede expresar AB y AY” (1679/2015¢, p. 485). Siguiendo estas ideas, dado el situs
entre AB, y dado un punto cualquiera Y (en donde Y es una variable indeterminada, pues no
es un punto fijo o especifico), éste estara sobre la superficie de la esfera si, y sélo si, AB es
congruente con AY. Es decir, todos los puntos Y estaran en la superficie de una esfera. Ahora
bien, una esfera asi representada no implica que se piense que el situs AB corresponde a su
radio, sino que el situs de los dos puntos A y B es congruente con todo situs AY. Si se pudiera
Ilevar acabo la representacion grafica de esta formulacion (Figura 15), podria realizarse de la

siguiente manera:

(Figura 15)

La esfera dibujada representa que dado el situs entre A y B, éste serd congruente con
todos los AY que puedan ser posibles. Es decir, que todo AY puede sustituir al situs entre A'y
B si sus extremos coinciden exactamente. Todos los puntos Y estaran en la superficie de una
esfera, 0 como bien dice a Huygens: “el lugar de todos los Y seré la superficie de la esfera
cuyo centro es A y el radio AY, siempre igual en magnitud, o igual al dato AB, o bien CB”
(Leibniz G. 1679/2015a, p. 491). Pero el hecho de representar una esfera, no significa que

estemos recurriendo a la métrica para comprender la expresion leibniziana de esfera. Esto es
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mas un medio al que se recurre para representar la expresion AB yAY. Tampoco significa
que se piense, necesariamente en una esfera, pues el extenso que une a los puntos no
necesariamente es rectilineo o curvo, puede ser de cualquier forma. Vemos, de esa manera,
que en el Analysis situs apelamos a cierta libertad de pensar la forma de la figura, pues lo que
en el fondo nos preocupa son las cualidades y no la magnitudes. Por ello el Analysis situs
mantiene cierto vinculo con la topologia moderna, disciplina que se encarga de ver las figuras
geométricas como elementos que pueden deformarse de muchas maneras. Esta disciplina:

Se ocupa de aquellas propiedades de las figuras que permanecen invarientes cuando
dichas figuras son plegadas, dilatadas, contraidas o deformadas de cualquier manera tal que
no aparezcan nuevos puntos o se hagan coincidir puntos ya existentes” (Kline, I1I; 1972/1992,
p. 1529)

Una esfera, no necesariamente debe concebirse con la forma de un globo, pues es
posible estructurarla de otras maneras sin que pierda su cualidad en tanto que esfera. Es decir,
que todas las formas que tome seran equivalentes entre si, pues podria suceder el caso de que
una figura esférica pueda deformarse de una manera tal que quede con la forma de un vaso;
asi, ambas formas seran equivalentes. Ya Morris Kline afirmaba que: “en la medida en que
las cosas estaban medianamente claras, lo que Leibniz preveia era lo que llamamos hoy
topologia combinatoria” (III; 1972/1992, p. 1536).

Determinadas las regiones esféricas, Leibniz establece la region del plano, que define
de las siguiente manera “[...] es el lugar de todos los puntos cada uno de los cuales tiene el
mismo situs respecto a dos puntos dados” (1679/2015e, p. 485). La expresion que establece
para esta definicion es como sigue: AX y BX. Con esto quiere decir que el situs entre dos
puntos A y X es congruente con el situs de los puntos B y X. Es decir, si AX coincide
exactamente con BX, entonces el lugar de los X es un plano. Dicho plano puede ser
denominado, también, plano mediador, pues todos sus puntos X se encuentran entre dos
puntos A y B. De esa manera, su posible representacion geométrica (Figura 16) podria ser de

la siguiente manera:
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Plano Mediador

(Figura 16)

El plano mediador de todos los X, se definen por la relacion entre todo el conjunto de
puntos que configuran la construccion. De tal forma que todos los puntos X que a él
pertenecen, se comportan de la misma manera con los puntos A y B. Vemos que una nocion
como la de plano, que Euclides define intrinsecamente, como “aquello que tiene longitud y
anchura” (Heath, 1956, I, p. 153; def: 7), Leibniz la configura solo con relaciones de cualidad
y por medio de simbolos. No hay medidas, no hay circunferencias, es decir, no hay métrica
alguna, solamente, relaciones entre objetos que se determinan solo por relaciones de
congruencia.

Recopilando un poco todo lo que Leibniz ha determinado hasta el momento tenemos,
en primer lugar, el espacio como lugar de todos los puntos congruentes con un punto
individualizado; por otro lado, tenemos la construccion de la esfera y, en tercer lugar, la
construccion del plano. A continuacién Leibniz configura los caracteres de la circunferencia,
que define de la siguiente manera: “ABX y AB(X) es una linea circular, pues sus puntos
cualesquiera se comportan del mismo modo con respecto a dos de ellos fijos” (1679/2015¢,

p. 485). Es decir, que dado el situs de los puntos ABX estos son congruentes con los puntos
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AB(X), de tal forma que los puntos (X) se encuentran sobre la circunferencia de un circulo.
De ese modo, la representacion gréfica (Figura 17) seria:

(Figura 17. La figura presenta dos puntos Ay B y la circunferencia ABX y AB(X). En donde (X) es
una variable pero que en el plano corresponde a cualquier punto que esta en la circunferencia, tal
gue ABX coincida exactamente con AB(X))

La circunferencia surge, por tanto, por el hecho de delimitar los puntos en el plano
que se definen por la expresion AX y BX de tal forma que para el caso de la circunferencia,
ya no toma cualquier punto en dicho plano, sino que se toman aquellos que satisfacen la
expresion ABX y AB(X), y que tienen el mismo situs con A y con B, esto es, como escribio a
Huygens: “hay tres puntos dados A, B, C, se repite un cuarto punto Y que tenga la misma
situacion que C respecto AB. Yo digo que hay una infinidad de puntos que pueden
satisfacerlo, y el lugar de todos esos puntos es la circunferencia” (Leibniz G. , 1679/2015a,
p. 492-493). A diferencia de Euclides, que define circunferencia métricamente como la: “[...]
linea tal que todas las rectas que caen sobre ella desde un punto de los que estan dentro de la
figura son iguales entre si” (Heath, 1956, I, p. 155; def. 15), Leibniz la define mediante
relaciones de congruencia entre tres puntos individuados.

Leibniz, a continuacidn, identifica los lugares que determinan una recta. El filosofo
aleman la define de la siguiente manera: “el lugar de todos los puntos Y con respecto a los

cuales tres puntos dados A, B, C se comportan del mismo modo, es la RECTA, de modo que
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AY yBY yCY” (Leibniz G. W., 1679/2015e, p. 486). Es decir que una linea recta corresponde
con la interseccion de dos planos, pues si se toma en consideracion lo que expresa la primera
parte de la expresion es, por un lado, la construccion de un plano mediador entre dos puntos
A'y B cuyos puntos Y conservan el mismo situs respecto a Ay a B. De esa forma tenemos el
plano mediador AY yBY, denominado plano 1. La segunda parte de la expresion constituye
un plano mediador entre los puntos B y C tales que todos los puntos Y conservan el mismo
situs tanto como en B como en C. Por tanto, BY ¥ CY, denominado plano 2. De esa manera,
la totalidad de la expresion determina la configuracion de una recta, o como lo expresa
Couturat, “la interseccion de dos planos es una recta [...] y esta contenida en su totalidad en

un plano” (1901, p. 424); la recta se representaria de la siguiente manera (Figura 18):

Plano 1

Plano 2

(Figura 18. Vemos el plano 1, correspondiente al plano AY yBY y el plano 2 correspondiente a la
expresion BY yCY. Los dos planos intersectan y constituyen una recta de la forma AY ¥ BY y CY)

Por altimo, Leibniz define el concepto de punto, que, aunque representado e
individuado por medio de letras desde el principio, ve que es necesario exponer los caracteres
que lo definen como el Unico lugar en el cual varias rectas intersectan. Pretende, por medio

de las propiedades externas que hay entre planos, rectas y puntos, establecer la definicion de
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un punto individuado segln su situacion respecto a otros puntos. Sobre lo anterior afirma
que:

AY yBY yCY yDY.

El lugar sera un PUNTO. Pues se pide un punto Y, que tenga la misma situacion
respecto a los cuatro puntos dados A, B, C, D (es decir, que las rectas AY, BY, CY, DY sean
iguales entre si) y no hay mas que un solo punto que pueda satisfacerlo (Leibniz G,
1679/2015a, p. 493-494)

Un punto es la interseccion dada entre dos rectas. Una recta, como se vi6 en el
ejercicio anterior, es la interseccién entre dos planos. Dos rectas que intersecten requieren de
tres planos que intersecten entre si. Si un plano se representa mediante la expresion AY y BY
(plano 1) y una recta se representa mediante la expresion AY yBY y CY, entonces debe haber
un punto C, tal que BY y CY (plano 2), y tras la interseccién de los planos 1 y 2 se conforma
la recta ya mencionada. De ese modo, la expresion CY y DY (plano 3), que constituye un
plano diferente generara otra recta que intersectaria con la inicial en un punto determinado,
tal que se satisfaga AY ¥ BY yCY yDY. Por tanto hay un solo punto Z sobre el cual intersectan
dos 0 mas rectas dadas, la construccion gréafica sera la figura 19c, la cual construiré paso a
paso. En primer lugar, de la expresion AY yBY y CY y DY se tomara la expresion que

constituye el plano AY yBY (Figura 19a) de la siguiente manera:

Flano mediador

(Figura 19a. La figura muestra dos puntos Ay By el plano mediador 4Y y BY)
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Dado el plano anterior, se debe agregar un punto C, tal que configure un plano de la
forma BY y CY respecto al punto B. Tales planos intersectaran y configuraran la recta AY
yBY y CY (Figura 19b). Cada plano serd numerado, tal y como lo numeré en el pardgrafo

anterior:

Plano 2

Plano 1

(Figura 19b. La Figura muestra los puntos A, By C, el plano mediador AYyBY (Plano 1) y
el plano mediador BYyCY (Plano 2). La recta que muestra la figura resulta de la interseccion de los
dos planos. De ahi que la recta se pueda presentar como 4 YyBYyCY)

En tercer lugar, y dada la figura anterior, debemos agregar un punto D, tal que
constituya un tercer plano expresado en la formula CY yDY (plano 3) y que genere una nueva
recta al intersectar con el plano BY y CY, de tal forma que las dos rectas intersecten en un

punto Z, punto definido mediante la expresion AY yBY yCY yDY.

81



Plano 2

Plano 3

(Figura 19c. La figura muestra los puntos A, B, C y D (con D en un plano diferente al que
reine los otros tres puntos). También muestra la recta 4YyBYyCY que resulta de la interseccion de
los planos AYyBY (Plano 1) y BYyCY (Plano 2), aunque oculta, por comodidad, al Plano 1. El Plano
3 es el plano mediador de los puntos C y D, es decir CYyDY. Asi las cosas, la segunda recta es la
interseccion de los planos 2 'y 3: BYyCYyDY. Finalmente, la interseccion entre las dos rectas, el
punto Z, se puede individualizar asi: 4YyBYyCYyDY.)

Euclides define al punto como “aquello que no tiene partes” (Heath, 1956, I, p. 155;
def. 1). En cambio, Leibniz lo define como el situs en cual dos o0 mas rectas intersectan, pues
es ese Unico punto el que tiene una misma situacion respecto a cuatro puntos dados, es decir,
las rectas son iguales entre si. Asi, Euclides supone como clara y evidente la definicion,

Leibniz la construye teniendo en cuenta puras relaciones de situacion.

Vemos que el Analysis situs de Leibniz construye de manera naturalizada o formal
todos los conceptos iniciales que Euclides consideraba como evidentes e indemostrables. De
esa forma, Leibniz puede configurar dichas figuras prescindiendo de criterios métricos y con
independencia de las representaciones graficas. Asi pues, las graficas que hice en el
transcurso del apartado no son parte esencial de las construcciones, sino medios que permiten
aclarar con mas detalle las expresiones que Leibniz formula. En ese orden de ideas, el
Analysis situs es una geometria que demuestra la posibilidad de que en dicha ciencia deban
tomarse en consideracion todas las relaciones cualitativas que sean un fundamento para la
consolidacion de las geometrias métricas. Establecimos que con el afianzamiento de nociones

como punto o linea, es posible prescindir de definiciones descriptivas como de punto o recta.
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Esto da lugar a la consideracion del lugar o la posicion que los diferentes puntos ocupan en
el espacio. Es evidente ver que Leibniz identificé aquellos factores que tenian cierta
inconsistencia en el sistema euclidiano. A partir de esas inconsistencias evidencié que era
posible fundamentar una geometria cualitativa. Partiendo de lo anterior ;cudles son las
diferencias entre éstas dos geometrias? ¢jen qué sentido las geometrias métricas y las

cualitativas se relacionan?

Diferencias entre la geometria de Euclides y el Analysis situs de Leibniz
Las dos primeras partes de este capitulo se enfocaron en mostrar cdmo procede tanto la

geometria euclidiana, como la geometria leibniziana. Para el caso de la geometria euclidiana
mostré que para desarrollar sus construcciones requiere de la transposicion de distancias
mediante el uso de regla y compés. En ese orden de ideas, es una geometria métrica. Para el
caso del Analysis situs, pude mostrar que todas las nociones que Euclides supone como
evidentes Leibniz las puede construir a partir de relaciones basicas. Esto hace que la
geometria leibniziana sea, por ende, cualitativa. Ahora bien, ;qué significa que la geometria
euclidiana sea métrica y la leibniziana cualitativa? en este apartado puntualizaré en este
aspecto, y formularé una respuesta a esta pregunta, para abrir el camino hacia el contenido

del tercer capitulo.

Vimos que la geometria euclidiana debe acompafiar la argumentacion de la
demostracion de teoremas o problemas a traves de un conjunto de esquemas o figuras que
ayudan a su respectiva clarificacion. Esto significa que: “en las proposiciones I, Il y IlI, las
construcciones que lleva acabo solo requieren el dibujo de rectas y circunferencias, con el
unico empleo de regla y compas” (Kline, 1972/1992, 1, p. 125). Por ello, al depender de esas
herramientas iniciales deben intuirse en la mente distancias, angulos e intersecciones para
consolidar las demostraciones. Es asi que la geometria euclidiana es una geometria métrica,
pues requiere de la transferencia de distancias invariantes. El desarrollo de estas
construcciones suponen, en principio, que se deban admitir ciertas propiedades inherentes a
las figuras como evidentes de manera absoluta. Pero esto genera un conjunto de
complejidades que ponen en suspenso el sistema euclidiano, tales como la continuidad. Como
vimos en el primer apartado, ¢qué nos asegura que al trazar los circulos de una recta finita

haya entre las dos circunferencias una interseccion determinada? Esta sera una dificultad que
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se tratara de solucionar mediante el principio de continuidad. Sostiene este principio que asi
como una recta finita puede dividirse en dos clases de puntos, de tal forma que haya uno que
permita la division, éste serd comun a las dos clases de puntos; en el caso de la proposicion

I, dos circuenferencias, necesariamente, intersectan en dos puntos comunes.

Otra de las dificultades que aparece en en interior de la geometria euclidiana se
fundamenta en la falta de claridad de sus definiciones, y, por tanto, en el peligro de que lo
que es un punto de partida que fundamenta todo un sistema riguroso, no defina, en realidad,
nada. Esta dificultad llega hasta el punto en el que se puede llegar a pensar si en realidad los
cinco postulados o las definiciones de Euclides refieren a aquello que se intuye como
necesario para las construcciones geométricas. Es decir, el problema es si lo que los
postulados indican corresponden con lo que se pretende definir, pero en matematicas esto ya
pasa a un segundo plano, pues:

Las definiciones iniciales de punto linea y superficie no tienen sentido, matematico
preciso y, como ahora sabemos, no se les puede dar ninguno, porque cualquier desarrollo
matematico independiente debe incluir términos no definidos” (Kline, 1972/1992, 1, p. 126)

En este sentido, Leibniz daré el paso para consolidar un geometria que, en primer
lugar, prescinda de definiciones afianzadas en la intuicion, por ello acude al método del
andlisis y a los simbolos; en segundo lugar, que prescinda de la construccion de figuras v,
por ende, que prescinda de toda clase de magnitudes, esto serd una geometria cualitativa.
Como vimos, ésta geometria inicia estableciendo un conjunto de criterios a la manera de un
sistema formal, que expone todas las relaciones posibles entre una serie de elementos simples
e indiscernibles que emergen a través del método del analisis. Al ser indistinguibles, pues no
poseen propiedades intrinsecas, sélo podemos diferenciarlos por la posicién que cada uno de
ellos ocupa. Recurrimos, asi, a los characteres o simbolos, con lo que podemos diferenciar
la posicién de cada punto con diferentes letras. La Unica relacion que podemos identificar es
gue un punto puede sustituir a otro sin que haya variacion alguna en el espacio. Con estos
elementos Leibniz muestra que las definiciones de Euclides pueden ser construidas, y, en
consecuencia gque puede existir un sistema geométrico formal que no requiera de palabras
que definan algo, sino, simplemente, de un conjunto de elementos o reglas que permitan la
construccion de figuras solamente con relaciones estrictamente cualitativas. Asi Leibniz,

como dijera a Huygens, llevo el analisis mas alla de los Elementos, y, por ende, llevo la
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geometria hacia la consideracion de las relaciones cualitativas, a un campo mas general que

el de la geometria métrica, pero ¢qué significa esto?

Leibniz evidencia que el acompafiamiento de las figuras en el proceso demostrativo
es problematico, en el sentido de que esto nos lleva a suponer una serie de elementos que no
han sido definidos o aclarados. Con este presupuesto en mente, procede a determinar que su
geometria puede prescindir de esa intuicién y dejar de lado los esquemas diagramaticos. Por
ello, los simbolos, como medios que permiten diferenciar objetos indiscernibles, pueden dar
cuenta de todas aquellas relaciones posibles entre esos objetos indefinibles. Los caracteres
del Analysis situs, por tanto, nos ayudan a que esto sea posible;

La descripcion de una maquina [en caracteres sin figuras y], aunque fuera algo
complicada, lo que daria medios al espiritu para conocerla distinta y facilmente, sin servirse de
figuras ni de modelos y sin molestar a la imaginacioén” (Leibniz G, 1679/2015a, p. 488)

Leibniz, por ende, ya prefiguraba cierta independencia de la geometria de la
representacion mental y, con ello, estaba dando paso a que los objetos elementales de la
geometria no fueran definibles con descripciones que expresan su naturaleza, sino definibles
por las relaciones que éstos poseen entre si, tal y como sostiene Hilbert: “no hay necesidad
de establecer definicion alguna acerca de lo que es cada uno de éstos objetos, esta definicion
esta dada implicitamente por los axiomas” (Ver introduccion, Hilbert, 1895/1993, p. 10). En
un sistema formal como el que estructurd Leibniz con la characteristica, los objetos
geométricos se definen por las relaciones que hay entre ellos de acuerdo con las reglas del
Analysis situs, no tanto con axiomas, porque Leibniz no formulé los axiomas de esta
geometria. Un punto, por tanto, solo es definible si podemos diferenciarlo por la posicion que
ocupa respecto de otros puntos en el espacio. Por medio del analisis, entonces, Leibniz logra
establecer que las principales dificultades de la geometria euclidiana podian superarse al
reducir los juicios de razon a juicios de identidad y, por tanto, a las relaciones logicas entre
los juicios de identidad.

Leibniz determina que todos los objetos simples de la geometria, carecen de
propiedades intrinsecas. Pues de ser definibles podrian ser descompuestas analiticamente, y
no habria fin, por ello, debemos recurrir a sus propiedades externas, esto es a sus relaciones
con otros objetos simples e indivisibles. Con todo esto, encontramos un campo comun con la

futura geometria proyectiva. Pues, como vimos en el apartado anterior, Russell recurre a estas
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nociones (propiedades intrinsecas y extrinsecas) para establecer que en la geometria
proyectiva también se prescinde de las definiciones descriptivas de los objetos, y de la misma
manera estos solamente se definen por sus relaciones mutuas, precisamente porque la
geometria proyectiva: “trata con la cualidad, y no puede distinguir entre dos figuras que son
cualitativamente iguales [...] Dos pares de puntos cualesquiera sobre una misma linea, son,
por tanto, cualitativamente iguales” (Russell, 1897, p. 33-34; §37). La geometria proyectiva,
al igual que el Analysis situs, considera que dos puntos son cualitativamente similares, pero
distinguibles por la posicion que cada uno de ellos ocupa. Esta sera la geometria que, después
de las no-euclidianas, aparecera para demostrar que las geometrias métricas son casos
particulares de la proyectiva, esto es: “en realidad, la geometria proyectiva es mas general
que cualquiera de las geometrias métricas ya que se ocupa de las estructuras de relaciones
gue son comunes a los tres sistemas métricos” (Nagel, 1961/2006, p. 329). Las geometrias a
las que refiere Nagel son la geometria euclidiana y las dos geometrias no-euclidianas mas
representativas, la hiperbdlica y la esférica. Las tres geometrias, son casos particulares de
una mas general, que es la proyectiva. Lo que Russell formulara en este punto, serd que todas
las geometrias metricas son posibles si tienen un fundamento a priori que asegure la
posibilidad de comparar magnitudes: “pero aquella comparacion supone un conocimiento
simple de identidad cualitativa, la determinacion de que es precisamente el problema de la
geometria proyectiva” (Russell, 1897, p. 148; 8141). Toda geometria métrica, por tanto, debe
presuponer cierta relacion de identidad para poder llevar adelante comparaciones entre

magnitudes.

Con esto, se puede aceptar que el Analysis situs cumple esta misma funcion, es decir,
cumple la funcién de determinar que las magnitudes deben presuponer ciertas relaciones de
identidad que son anteriores a ellas. Es posible, en consecuencia, considerar que lo que las
geometrias no-euclidianas y la euclidiana son a la geometria proyectiva, la geometria
euclidiana y la cartesiana son al Analysis situs. Con esto quiero decir, en conclusion, que la
geometria de Leibniz es una geometria que por sus caracteristicas, es mas general que las
geometria caresiana y la euclidiana. Este es el punto que me permite aceptar la hipdtesis de
que ambas geometrias posean un parentesco de familia considerable, pues ambas son

geometrias estrictamente relacionales. Sin embargo, ¢en qué consiste este parecido? ;Como
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pueden vincularse estas dos geometrias que las separan siglos de distancia? Estas seran
preguntas que en el siguiente capitulo pretenderé responder.
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Capitulo 111
El Analysis situs de Leibniz y la geometria proyectiva de Russell
En el campo de la geometria encontramos diferentes modelos o tipos de sistemas
geométricos, clasificados de dos maneras: geometrias puras y geometrias aplicadas. Para el
caso del primer grupo, éstas se preocupan Unicamente por las relaciones l6gicas que existen
entre sus propios objetos, sin que haya una especial importancia en la interpretacion de los
enunciados (Cfr. Nagel, 1961/2006, p. 297). Para la segunda clase, las aplicadas, sus objetos
deben estructurarse segun algunas caracteristicas del mundo fisico o del entorno de
aplicacién, por ello, resulta importante que sus términos y significados estén claramente
definidos y estructurados, “pues deben estar asociados a elementos definidos de un ambito
determinado, de modo que sea posible investigar adecuadamente la verdad o falsedad de los
diversos enunciados pertenecientes al sistema” (1961/2006, p. 297). Para el desarrollo de este
capitulo, dejaré a un lado las geometrias aplicadas, también llamadas fisicas, y me enfocaré
en lo que refiere a las geometrias puras, asumiendo que el Analysis situs y la Geometria

proyectiva®®, forman parte de este conjunto.

En el campo de las geometrias puras encontramos dos tipos: geometrias metricas y
no-metricas. Las geometrias métricas son aquellas en las que las construcciones dependen de
las nociones de congruencia, angulo, magnitud y distancia (Cfr. Kline, 1972/1992, IlI, p.
1193; Nagel, 1961/2006, p. 328). Para el caso de las no-métricas, o también denominadas
proyectivas, estas solo tratan con cualidades, con relaciones entre puntos y con la
diferenciacion de su respectiva posicion, de ahi que prescinda de toda nocion métrica; por

ejemplo: “Cualesquiera dos pares de puntos sobre una misma linea son, por tanto,

10 Quien desarroll6 los primeros trabajos entorno a una geometria no-métrica, fue Mongue (1746-1818). Trabajo
nociones en geometria descriptiva, que es el equivalente a la geometria proyectiva; desarrollé métodos
geométricos para contextos de cardcter practico, los cuales eran utiles “[...] en arquitectura, disefio de
fortificaciones, perspectiva, carpinteria y talla de piedras, y fue el primero en tratar la proyeccion de una figura
tridimensional en dos dimensiones. Las ideas y métodos de la geometria descriptiva no demostraron ser una
fuente de esarrollos posteriores en geometria o, en ese aspecto, en cualquier otra parte de las matematicas”
(Kline, 1972/1992, 111, p. 1105). S6lo con Poncelet (1788-1867), discipulo de Monge, los estudios sobre la
geometria proyectiva derivaron en lo que es “una nueva rama de las matematicas, con métodos y metas propios”
(Kline, 1972/1992, 111, p.1105), y por ende en una geometria desligada del mundo fisico.
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cualitativamente iguales; la Unica relacion cualitativa comun al par de puntos, es la linea
recta” (Russell, 1897, p. 34; 8§ 37).

Aungue la distincion entre geometrias puras y métricas aparezca en este punto de la
exposicion, esto no implica que sean sistemas aislados uno del otro. Toda la discusién que
presentaré a continuacion abarca, precisamente, los vinculos posibles que hay entre ellas dos,
asumiento que los axiomas postulados por Russell para la geometria proyectiva son requisitos
a priori de los espacios métricos. Al respecto, el pensador inglés afirma que:

La geometria proyectiva, en tanto trata solo con las propiedades comunes a todos los
espacios, se encontrara, si no me equivoco, como totalmente a priori, pues no toma nada de
la experiencia, y como la aritmética, tiene una criatura del intelecto puro como su objeto
(1897, p. 118; §103)

Russell sostiene que la geometria proyectiva es una geometria mas general que las
métricas, por cuanto sus axiomas determinan que en todo razonamiento métrico se
presuponen relaciones de cualidad o de identidad. Dichos axiomas Russell los formula para
desarrollar sus ideas sobre los fundamentos de la geometria proyectiva como condiciones a
priori de toda geometria métrica, estos son:

I. Podemos distinguir diferentes partes del espacio, pero todas ellas son
cualitativamente similares, y son distinguibles solo por el hecho inmediato de que unas se
encuentran fuera de otras.

I1. El espacio es continuo e infinitamente divisible; el resultado de la division infinita,
es la extensién cero, llamada punto.

I1l. Cualesquiera dos puntos determinan una Unica figura, llamada linea recta,
cuaesquiera tres puntos en general determinan una figura llamada plano (1897, p. 132; § 122)

Si aceptamos que estos axiomas derivan de la consideracion que tenemos del espacio
proyectivo, entonces todas las geometrias métricas son, en principio, el desarrollo de una
modalidad que se desprende de la geometria proyectiva, ciertamente porque la nocion de
linea surge como una relacion entre dos puntos, y: “aunque la geometria métrica,
historicamente, sea primera, es logicamente subsecuente a la geometria proyectiva” (1897,
p. 51; § 48). Como vimos en el capitulo anterior, en el conjunto de las geometrias métricas
puras, encontramos a la geometria euclidiana y a las no-euclidianas, pues todas ellas

incorporan la nocién de distancia.
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Para finales del siglo XIX importantes discusiones sobre los fundamentos de la
geometria se dieron entre empiristas y kantianos. Estas discusiones oscilaban entre aquellos
que afirmaban que los axiomas de la geometria tenian su sustento en criterios empiricos o,
de manera mas radical, en criterios fisioldgicos; y por quienes aceptaban tal experiencia, pero
basada en una serie de requisitos a priori sobre los cuales se derivaba todo tipo de espacio
empirico. Los primeros se encontraban en el campo de las geometrias no-euclidianas, y
hallamos, principalmente, a Riemann y a Helmholtz. Para el caso de las posturas opuestas a
las empiristas, encontramos a Russell, quien para 1897 presentaria su An essay on the
foundations of Geometry, de corte idealista influenciado, principalmente, por Bradley. Sin
embargo, es importante resaltar que esta discusion tampoco fue ajena para el mundo moderno
de los siglos xvii y Xviil. En principio la hallamos latente entre Leibniz y Newton vy,
posteriormente, la hallamos en Kant. Sobre Newton y Leibniz, Bertrand Russell expresa lo
siguiente:

Hay dos grandes tipos de teoria espacial, a saber, el representado por Newton y el
que representa Leibniz. Estos dos se enfrentan en la polémica con Clarke. Ambos provienen
de la alternativa de subrayar una u otra de las dos ideas siguientes. Si tomamos dos puntos A
y B, éstos guardan entre si 1) una distancia, que es simplemente una relacion entre los dos, y
2) una longitud actual, gque consta de cierta porcidn del espacio, 0 sea, la que se extiende entre
Ay B. Si adoptamos la primera como esencia del espacio, obtenemos una teoria relacional;
los términos Ay B, cuya distancia es espacial, deben ser a su vez, ellos mismos, no espaciales,
pues no son relaciones. Si adoptamos la segunda, es decir, la distancia actual que media entre
los dos puntos, comprobamos que ésta es divisible en un nimero infinito de puntos, cada uno
de ellos igual a los puntos terminales A y B. Esta alternativa da lugar a la teoria newtoniana
del espacio absoluto, compuesto, no de un conjunto de relaciones posibles, sino de una
coleccidn infinita de puntos actuales (Russell, 1900/1977, p. 136).

Ambas teorias espaciales, la newtoniana y la leibniziana, constituyen el contenido
mismo de las discusiones en el siglo XIX, y todas ellas en el interior de las geometrias no-
euclidianas. Por ello, Leibniz no fue ajeno a un problema que posteriormente Kant trataria
de resolver, me refiero al de determinar la naturaleza apodictica de los axiomas geométricos.
La distincion entre geometrias métricas y no-métricas ya provenia desde los tiempos en los
que Leibniz y Newton discutian los problemas sobre la naturaleza del espacio. Podemos
suponer, entonces, que en el interior de tal discusién emergen ciertos conceptos que fueron

formulados por Leibniz tras la consolidacion del Analysis situs, y que sirven de puente a
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Russell para fundamentar, conceptualmente, los axiomas que formuld para la geometria
proyectiva.

Asi las cosas, el objetivo del presente capitulo seré el de elucidar la tesis principal de
este trabajo, a saber, identificar aquellos aspectos que Leibniz habia formulado en el Analysis
situs y que lo familiarizan con los aspectos que Russell plante6 cuando presentd sus
fundamentos de la geometria proyectiva. Aunque Leibniz no haya hecho un sistema riguroso
y sintético del Analysis situs, si formul6 algunos conceptos esenciales que sirven para pensar
geometrias independientes de la métrica. Tales conceptos pueden ser identificados, con total
claridad, en las caracteristicas que Russell presenté cuando concibid el espacio proyectivo en
sus Foundations of Geometry (1897).

Para llevar a cabo tal finalidad dividiré el presente capitulo en tres partes: en la
primera presentaré la nocion de espacio en Leibniz, sobre todo en el marco de su controversia
con Newton. Esto lo haré con el fin de dejar en la mesa de discusion, las nociones leibnizianas
que influyen en Russell cuando desarrolla su trabajo sobre la geometria proyectiva. En la
segunda parte presentaré las caracteristicas metricas de las geometrias no-euclidianas y la
formulacion de sus respectivos axiomas, con el fin de rastrear aquellos rasgos de parentesco
entre estos elementos y la nocidn de extension que Leibniz tenia en mente. Con ello también
dejareé la discusion enfocada en que tales parecidos de familia son posibles por cuanto toda
cantidad cuantitativa (extension o magnitud), tiene su fundamento conceptual en ciertos
criterios cualitativos que la preceden. Por ltimo, en la tercera parte expondré los conceptos
leibnizianos, provenientes del Analysis situs, que estan en cada uno de los axiomas
formulados por Russell para la geometria proyectiva. La finalidad de este apartado sera la de
sustentar que Leibniz ya habia estructurado algunas ideas esenciales que servirian de suelo
para la consolidacién de un espacio proyectivo o cualitativo. Por tanto, las ideas del Analysis
situs sirven de base para las caracteristicas que configuran el espacio de la geometria

proyectiva en tanto requisito para todas las geometrias métricas.

91



El espacio leibniziano como forma o requisito cualitativo
En las discusiones dadas entre los pensadores modernos el problema del espacio oscilaba

entre dos posturas destacadas: la primera, sostenia que el espacio era un extenso divisible de
manera infinita, como una longitud actual o una porcion en el espacio que se extiende entre
dos puntos (Cfr. Russell, 1900/1977, p. 136), tal es la concepcion newtoniana del espacio. La
segunda postura referia a una teoria espacial en la que dos puntos no ocupan porciones
espaciales. En esta segunda teoria, el espacio es el conjunto infinito de relaciones posibles
entre puntos. Tal posicion considera que entre dos puntos situados A y B, hay una relacion
basada en la posicion que cada punto ocupa. Esta es la correspondiente teoria leibnizana del
espacio. Podemos ver, por tanto, que hay dos posturas en controversia: una postura métrica,
que corresponde a la teoria newtoniana y una postura no-métrica del espacio, de caracter

leibniziana.

En el marco de esta distincion, ambas posturas fueron presentadas por Leibniz y
Clarke en su famosa polémica. Esta esgrimia argumentos sobre la naturaleza del espacio, la
obra de Dios y su manera de obrar en el mundo. Leibniz la resume en una respuesta que envia
a Clarke de la siguiente manera:

La cuestion es: ¢Dios obra lo mas regularmente y lo mas perfectamente? ;Su maquina
es capaz de caer en tales desérdenes que esté obligado a repararla por vias extraordinarias? Y
la voluntad de Dios ¢es capaz de actuar sin razén? Y el espacio ¢es un ser absoluto? ;En qué
consiste la naturaleza del milagro? Y multitud de preguntas parecidas, que producen un gran
distanciamiento (Leibniz, 1716/1980, Ill, p. 91, § 16).

Aunque todas las cuestiones que Leibniz enumera estan intimamente ligadas (pues
dependiendo del tipo de acciones que Dios genere se puede concebir algin tipo de mundo, y
junto con él, un tipo de espacio), solo me orientaré con los argumentos que Leibniz formulara
para defender un espacio relacional o no-métrico, frente a un espacio absoluto y métrico.
Para llevar adelante esta parte de la argumentacion, tendré en cuenta la exposicion de los
siguientes puntos: en primer lugar, presentaré, de manera general, la idea leibniziana del
espacio como relaciones de coexistencia, en segundo lugar, presentaré la distincién que hace
Leibniz entre extension y espacio; y, en tercer y Gltimo lugar, identificaré la relacion que
establece Leibniz entre continuidad y espacio.

Para Leibniz, el espacio no es una cosa, una entidad o una sustancia sobre la cual los
objetos o los puntos pueden estar situados, esto es, el espacio no es una cantidad con la cual
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pueda ser posible identificar la distancia entre un cuerpo y otro. Leibniz debe negar la realidad
sustancial del espacio para confrontar la tesis de Newton sobre un espacio absoluto y
uniforme, como un atributo sin substancia; esta tesis es la que Clarke presenta de la siguiente
manera:

El espacio no es una sustancia, sino una propiedad, y si es una propiedad de lo que
es necesario, en consecuencia, deberd existir (como todas las otras propiedades de aquello
que es necesario que sea) mas necesariamente que aquellas sustancias mismas que no son
necesarias (aunque ella misma no es una sustancia). El espacio es inmenso, inmutable y
eterno, y lo mismo es la duracién. Sin embargo, no se sigue de aqui en modo alguno que algo
sea eterno hors de Dieu. Pues espacio y duracion no estan hors de Dieu, sino que son causados
por, y son consecuencias inmediatas y necesarias de, su existencia. Y sin ellas, su eternidad
y ubicuidad (u omnipresencia) desaparecerian (1716/1980, p. 91-92; IV respuesta de Clarke
810)

En esta respuesta Leibniz sostiene que para Newton el espacio es el atributo de una
sustancia que existe plenamente. Por ende, para Newton el espacio existe en si mismo. Se
sigue que todas las cosas que se encuentran en el espacio se relacionan simultdneamente.
Estos enunciados dirigen el argumento hacia una premisa que para Leibniz es problematica,
y es la que afirma que el espacio es un atributo de la omnipresencia de Dios, y que, por tanto,
resulte ser una especie de sensorio divino. De ahi que Leibniz cuestione como sigue:

He preguntado, ademas: si el espacio es una propiedad, ¢de qué cosa seria entonces
la propiedad un espacio vacio limitado tal como se lo imagina en el recipiente vacio de aire?
No parece razonable decir que este espacio vacio redondo o cuadrado sea una propiedad de
Dios. ¢Sera quizas la propiedad de alguna sustancia inmaterial, extensa, imaginaria, que nos
figuramos (es lo que parece) en los espacios imaginarios? (1716/1980, v respuesta de Leibniz,
p. 110, § 38)

Esta sera una de las afirmaciones que Leibniz atacara con fuerza, precisamente porque
es contradictorio colocar en Dios atributos que pertenecen a la imperfeccién humana. Con
mas detalle, y llevando estas consecuencias al campo del espacio mismo, es contradictorio
colocar en cuerpos o puntos que se hallan en el espacio, propiedades que no permitan la
posibilidad de diferenciarlos entre si. De ser asi, esos objetos serian en el espacio las mismas
cosas en términos de identidad, y todas ellas ocuparian el mismo espacio al mismo tiempo,
sin diferenciacion alguna del lugar. Es por ello que Leibniz prefiere suponer que el espacio
se forma porque los seres humanos:

Consideran que varias cosas existen a la vez y encuentran cierto orden de
coexistencia, segun el cual la relacion de unos con otros es mas 0 menos simple. Este orden
es su situacion o distancia. Cuando acontece que uno de esos coexistentes cambia en esa

93



relacion con respecto a multitud de otros, sin que éstos cambien entre ellos, y que un nuevo
cuerpo que llega adquiere la misma relacién que el primero habia tenido con los otros, se dice
que ha venido a ocupar el lugar del primero y se llama a ese cambio un movimiento que esta
en aquel en el que esté la causa inmediata del cambio. Y cuando varios, o incluso todos,
cambiasen segun ciertas reglas conocidas de direccion y de velocidad, se puede siempre
determinar la relacion de situacion que cada uno adquiere con respecto a los demas, e incluso
aquel que cada otro tendria 0 que tendria con respecto a cada otro si no hubiera cambiado o
si hubiera cambiado de otra manera. Y suponiendo o imaginando que entre dichos
coexistentes hubiera un nimero suficiente de ellos que no hubiesen sufrido cambio en si
mismos, se dira entonces que aquellos que tienen una relacidn con estos existentes fijos igual
a la que otros habian tenido antes con ellos, ocuparan el mismo lugar que dichos otros habian
ocupado. Y aquello que comprende a todos esos sitios es Ilamado espacio (1716/1980, Carta
V, respuesta de Leibniz, p. 112, § 47)

Para Leibniz, el espacio no es el lugar pleno y absoluto en el que se encuentran las
cosas, sino una relacion de coexistencia. Es el lugar en el que todas las cosas o todos los
puntos se relacionan entre si. Pero ese lugar es una consecuencia de la percepcion simultanea
que se tiene de los objetos que se hallan en algun lugar determinado. Lo que hay entre todos
ellos, en términos espaciales, son relaciones asociadas con la ubicacion, que no es una
cantidad o una porcion de espacio que determina alguna longitud, sino relaciones asociadas
con la ubicacion. Siguiendo pues, la lectura de Russell, es posible entender ese espacio como:
“el conjunto de relaciones posibles. Las distancias pueden ser mayores 0 menores, pero no
pueden dividirse en partes, por ser relaciones” (Russell, 1900/1977, p. 136). La distancia es,
por tanto, una relacion entre dos objetos percibidos simultdneamente, y tal distancia no es
divisible en partes porque no es una cantidad, sino una relacion.

Leibniz sostiene que el espacio, en tanto relaciones de posicidn, se fundamenta en dos
de los principios que abarcan toda su filosofia y de los que ya he hablado en los capitulos
anteriores: el de razon suficiente y el de la identidad de los idiscernibles. Por medio del
principio de la identidad de los indiscernibles, Leibniz formula que si no hay objetos en el
espacio, entendido como nocidn puramente ideal, solo quedan puntos indistingubles entre si,
y, en otros términos, todos ellos serian exactamente iguales, salvo por el hecho de que
guardan diferentes relaciones espaciales. Por medio del principio de razén suficiente asevera
que dos objetos colocados en lugares diferentes estan en esa situacion, precisamente porque
hay razones suficientes y necesarias para fijar que son diferenciables segin su posicion. Por

ello:
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Si el espacio no es otra cosa que ese orden o producto, y no es nada sin los cuerpos
mas que la posibilidad de colocar en él esos dos estados, uno tal como es, el otro supuesto al
revés [es decir que Dios haya trastocado armoénicamente los objetos que yacen al oriente por
similares objetos ahora al occidente], éstos no diferirian entre si: su diferencia no se encuentra
mas que en nuestra suposicion quimérica de la realidad del espacio en si mismo (Leibniz,
1980, p. 68; Carta Il de Leibniz §5)

Por cuanto estos principios fundamentan la nocién del espacio como orden de
coexistencia y no como sustancia, entonces ¢como se relaciona con las geometrias métricas
y no-métricas? Sobre este punto, en el interior del sistema del pensamiento leibniziano, lo
métrico se vincula directamente con la nocion de extension. Este concepto se diferencia del
concepto de espacio postulado por Leibniz, pues la extension, es, para Leibniz, una propiedad
de los cuerpos fisicos, y les corresponde, efectivamente, magnitud. La magnitud puede ser
divisible, pero no es una propiedad especifica del espacio, pues: “Las cosas conservan su
extension, pero no conservan siempre su espacio. Cada cosa tiene su propia extension, su
propia duracion, pero no tiene su propio tiempo y no conserva su propio espacio” (1980,
Carta V, p. 111 846). La extension es, por tanto, una abstraccion de los cuerpos que son,
particularmente, extensos. Si los cuerpos son extensos, por tanto, son divisibles hasta un
punto en el que, en términos ldgicos, no hay posibilidad de continuar su divisibilidad.

La extension, como bien dice Leibniz: “no significa una pluralidad, continuidad y
coexistencia de partes. Y, en consecuencia, no basta ella sola para explicar la naturaleza
misma de la sustancia extendida o repetida, cuya nocion es anterior al de su repeticion”
(Leibniz G. W., 1691/2015p, I, p. 139). Toda extension no es, por tanto, una propiedad de las
sustancias, sino una propiedad de los cuerpos, pero su sustrato de realidad son las sustancias
indivisibles, es decir: “alli donde no hay partes, por consecuencia, ni extension, ni figura, ni
divisibilidad posibles. Y estas Mdnadas son los verdaderos atomos de la naturaleza y, en una
palabra, los Elementos de las cosas” (Leibniz. 1720/1983, 83). En consecuencia, lo extenso,
gue no es sustancial, es divisible, mediante analisis, infinitesimalmente en términos logicos,
y, por ende, es definido como una cualidad que se repite infinitamente en todos los cuerpos.
Cada parte extensa se halla en una relacion continua e indefinida con las demas; esto es lo
que Leibniz llama el laberinto de continuum, término que acufia al conjunto infinito de
objetos relacionados entre si, y que se encuentran entre dos dados,

[...] porque cada porcidn de la materia no es solamente divisible hasta el infinito,
como reconocieron lo antiguos, sino que incluso cada una de las partes tiene su propio
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movimiento; de otra manera seria imposible que cada porcién de la materia pudiera expresar
todo el universo (Leibniz. 1720/1983, p. 42; 865)

El laberinto del continuum es el problema que Leibniz enfrenta cuando procura
justificar la nocion de extension como cualidad de los cuerpos y de las figuras, pero no de las
sustancias y su concordancia con su teoria del monadismo. Para lograr esto tiene que aceptar
la idea de un infinito actual, es decir, un infinito cuyas partes relacionadas entre si constituyen
una totalidad. Debe sostener, también, que todos los cuepos extensos se relacionan entre si y
que la condicion de realidad para ese conjunto infinito de partes son las sustancias simples e
individuales, que son infinitas, indivisibles y actuales. El principal problema del continuo es:
si las sustancias indivisibles son el sustento de la extension, pero la extension no es una
propiedad de la sustancia (de manera opuesta a como pensara Descartes), ,cOmo se puede
pasar de lo sustancial e indivisible a una extension compleja y divisible? Russell expone este
argumento formulado por Leibniz asi:

Podemos exponer brevemente todo el argumento en la siguiente forma: 1) Nada es
absolutamente real, salvo las sustancias indivisibles y sus diversos estados. Este es el
resultado de la doctrina l6gica abstracta con la cual inicié mi exposicion de la obra de Leibniz;
el mismo se da por supuesto en el argumento que a partir de la extension llega a las ménadas,
y no debe considerarse como resultado de éste. 2) Lo que se nos presenta como materia es
real, si bien en tanto que materia es fenomenal. La realidad de lo que se presenta como materia
es, segln vimos, mero prejuicio. 3) La materia, en cuanto fendmeno, es un agregado, y en
rigor un agregado de un namero infinito de partes. 4) Un agregado no puede poseer otra
realidad que la derivada de sus constituyentes, pues solo las sustancias son reales, y son
indivisibles. 5) Por tanto, si ha de salvarse la realidad de lo que se presenta como materia,
ella debera constar de una pluralidad infinita de sustancias indivisibles (Russell, 1900/1977,
p. 138).

Desde la modelacion russeliana del argumento de Leibniz, podemos entender que el
sustento de la extension, en tanto fendmeno, son las sustancias indivisibles. Por tanto, se
asegura la continuidad de la extension como un infinito actual y se asegura la realidad de las
infinitas sustancias indivisibles, al aceptar que todo agregado se compone de partes
indivisibles, las unidades verdaderamente reales que soportan todo el conjunto de partes
divisibles. En el marco de este problema, Leibniz afirma que el espacio es un concepto ideal
que sirve de criterio para expresar relaciones de orden entre diferentes objetos extensos o

puntos indivisibles, y que su teoria relacional, por tanto, acepta que una distancia, en si
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misma, no es divisible, puesto que no es una longitud, sino una relacion entre todos los
componenentes infinitos que la constituyen.

El espacio, entonces, emerge como una nocion con la que identificamos un orden
continuo de relaciones en el conjunto infinito de partes divisibles, esto es, de la extensién. Se
sigue de estas premisas, que el espacio leibniziano no sirve para identificar relaciones de
magnitud (métricas) entre objetos o cuerpos, sino para determinar el conjunto de relaciones
cualitativas posibles que puedan llegar a poseer, puesto que: “las partes de una distancia son
meramente otras relaciones menores de la distancia y no estan en modo alguno presupuestas
por la distancia mayor, que es logicamente independiente de ellas” (Russell, 1900/1977, p.
137). Russell presenta aqui que en el marco de las discusiones sobre el espacio se pueden
establecer dos variantes: cantidades extensivas e intensivas (Cfr, 1900/1977, p. 137).

Cada una de estas variantes define al espacio de la siguiente manera: las intensivas
“suponen de antemano todos los constituyentes de los cuales son sumas’; las extensivas “por
el contrario, nunca dan por supuesta la existencia de cantidades menores de la misma especie”
(Cfr, 1900/1977, p. 137). Si seguimos estas dos ideas, la extension en Leibniz seria una
cantidad extensiva, pues supone que una magnitud pueda ser divisible infinitesimalmente.
Por otro lado, su concepcion del espacio, en tanto orden de coexistencia, serd de caracter
intensivo. Esto supone que todos los componentes que estan en el espacio, lo estan porque se
relacionan entre si de manera actual. Por ejemplo, si admitimos que entre dos puntos dados
todos los puntos infinitos que contituyen la linea son actuales, entonces ellos forman parte de
esa totalidad denominada linea. En resumidas cuentas, el Analysis situs es una geometria
intensiva, puesto que supone que todos los elementos que estan en el espacio, es decir, puntos
simples e indivisibles, estan intimamente relacionados entre si simultanea y actualmente.

Al definir el espacio en el marco de su filosofia, podemos identificar, a continuacién,
gue esa misma nocidn es la que necesita Leibniz para una geometria como el Analysis situs,
es decir, una geometria relacional. Vemos, entonces, que Leibniz define la extension como:
“el continuo cuyas partes existen simultaneamente” (Leibniz G., 1679/2015b, p. 447). Sin
embargo, con tal extension solo pueden establecerse todas las relaciones posibles que haya
en el grupo de objetos o puntos individuados en el espacio para diferenciarlos unos de otros.
Ahora bien, si la extension es el continuo cuyas partes que existen simultdneamente, entonces
dicha nocidn es una totalidad cuyas partes pueden ser numeradas y relacionadas con el todo
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del que son partes (Cfr.1679/2015b: 455). Si las partes son numerables, puede concluirse que
una parte, ya numerada, sirve de marco de referencia para que otras partes numeradas puedan
ser comparadas entre si, y, con ello, que pueda determinarse una magnitud especifica. En
consecuencia, una magnitud, es: “el nimero (o el compuesto de nimeros) de las partes de la
cosa que son congruentes con cierto objeto preciso que se toma como medida” (1679/2015b,
p. 455-456). La magnitud surgue, por tanto, a partir de una serie de criterios necesarios que
la preceden y, con ello, la extensién también es posterior a esos elementos sefialados. Més en
concreto, la extensidn es posterior a todas las posibles relaciones de orden de coexistencia
que entre esas partes extensas pueda haber. Con ello, Leibniz puede decir lo siguiente:

La figura en general, ademas de la cantidad, contiene cualidad o forma. Y asi como
son iguales las cosas que tienen la misma magnitud, asi son semejantes aquellas cuya forma
es lamisma. Y la consideracion de las semejanzas o formas es mas amplia que la matematica,
y se deriva de la metafisica, pero en matematica tiene sin embargo una aplicacién multiple y
el mismo calculo algebraico aprovecha; pero en la semejanza mayor de todas se contempla
los sitios o figuras geométricas. Y asi, el analisis verdaderamente geométrico no considera
solamente las igualdades y proporciones que en realidad se reducen a igualdades, sino
también la semejanzas y debe aplicar las congruencias que nacen de la conjuncién de
igualdades y de semejanzas.

[...] asi que no basta con decir que son semejantes aquellas cosas que tienen la misma
forma, sino que tiene una nocion general de forma. Pues averigleé que, una vez establecida la
explicacion de la cualidad o forma, la cuestion viene a ser que son semejantes las cosas que,
observadas una a una, no pueden ser distinguidas. Pues la cantidad s6lo puede ser establecida
por la copresencia o aplicacion actual, pero la cualidad le presenta a la mente algo que puedas
reconocer en la cosa por separado y emplear en la comparacion de dos cosas, aungue no
intervenga una aplicacion actual, conque la cosa se coteja con la cosa inmediata, 0
mediatamente por referencia aun tercero como medida (Leibniz G. Trad. 2015h, 11 p. 71)

En consecuencia, para Leibniz, toda extension, toda parte, toda magnitud, requiere de
una serie de presupuestos que son de naturaleza cualitativa, y ése sera el supuesto clave del
Analysis situs y el fundamento para una geometria mas general que las métricas. Russell
tendra en mente este mismo propdsito cuando piensa en la geometria proyectiva al determinar
los requisitos necesarios para que en las geometrias métricas pueda ser posible realizar
comparaciones de magnitud. Por ello, evidenciaré en este punto los parecidos que salen a
relucir entre la geometria de Leibniz y los estudios de Russell a propdsito de la geometria
proyectiva. Antes de ello, sin embargo, resulta importante elucidar los parecidos que pueden
existir entre la nocion leibniziana de la extension y el espacio de las geometrias métricas que

mencioné al inicio del presente capitulo.
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Antes de pasar al siguiente apartado, reuniré algunos conceptos que ya fueron
mencionados, y que deben tenerse en cuenta para los capitulos precedentes. En primer lugar,
Leibniz asume que el espacio es una condicién que identifica relaciones de ubicacion entre
objetos que se perciben simultdneamente, de ahi que esta nocion sea anterior a la extension,
pues uno supone que los objetos extensos estan en el espacio mismo. La nocion de extension
es un término derivado de la agregacion de las sustancias simples, y divisible en término
infinito; y es una propiedad que sélo pertenece a los cuerpos y a las figuras. En consecuencia,
al ser divisible, las relaciones que hay entre las partes de la extension ellas pueden ser
numerables, de tal forma que las relaciones de comparacion son posibles a través de un marco
de referencia numérico o cuantitativo. Asi, si seguimos la disticion que Russell determina
entre geometrias intensivas y extensivas, en Leibniz, el espacio, en tanto orden de
coexistencia, es un término intensivo; el segundo, en tanto que dividibilidad y relaciones
entre partes, es extensivo. Puedo sostener, en consecuencia, que el espacio leibniziano es una
forma de condicion necesaria para todas las relaciones cuantitativas que pueden derivarse de

cualquier forma de extension.

La nocion leibniziana de extension y las geometrias métricas
Teniendo en cuenta que para Leibniz el espacio es el conjunto de relaciones posibles entre

los lugares que un conjunto de objetos ocupa respecto a otros, podemos comprender que esos
objetos mantienen ciertos vinculos que solo pueden identificarse mediante un criterio de
ordenacion. Sin embargo, que se hallen en el espacio, no significa que el espacio sea una
nocion sustancial o independiente de las cosas. Es, por el contrario, una nocién que
condiciona las cualidades que hay entre dichos objetos, de ahi que sea un orden de

coexistencias, y, por tanto, una nocion relativa.

Veiamos, hacia el final del apartado anterior, que para Leibniz una figura no sélo es
magnitud, sino que también es cualidad o forma, y que las comparaciones cualitativas derivan
en comparaciones métricas. En consecuencia, el Analysis situs elucida aquellas relaciones
cualitativas que pertenecen a las cantidades extensivas. Veiamos, por otro lado, que la
extension es un modo que pertenece a los cuerpos, puesto que no es una sustancia, a la manera

cartesiana. Efectivamente Descartes equipara el concepto de espacio con el de extension, y
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sostiene que la cualidad Gltima de una figura es su longitud o medida, y por ello, al ser una
magnitud extensiva, es una propiedad del espacio, esto es:

Y reconoceremos facilmente que la extension que constituye la naturaleza del cuerpo
es la misma que constituye que constituye la naturaleza del espacio [...] quitemos el frio y el
calor, y todas las otras cualidades, porque o bien no se consideran en la piedra, o bien
entendemos que, aunque cambien, la piedra no pierde por ello su naturaleza del cuerpo.
Advertimos asi que en su idea s6lo queda que es algo extenso en longitud, achura y
profundidad. Ahora bien eso mismo se comprende tanto en la idea del espacio lleno de
cuerpos, como en la que se llama vacio (AT, 1908, VIII, p. 45-46. Trad, E. L6pez y M. Grafia)

Por el contrario, para Leibniz la extension difiere considerablemente del espacio, lo
que no significa que no tenga esa nocion en mente. Sin embargo ¢en qué sentido la extension
presupone el espacio? ;como aparece ésta nocion en el Analysis situs? ;este concepto se
relaciona con las geometrias métricas? estas seran las preguntas que pretenderé responder en
este apartado del capitulo. Para ello, mostraré, en primer lugar, algunas caracteristicas
generales de la nocidn de extension en Leibniz; en segundo lugar evidenciaré el papel que
desempefia este concepto en el Analysis situs y, por ultimo, mostraré su relacion con las
geometrias métricas. Al final, se abrira el camino para determinar que los espacios métricos
y la extension leibniziana, demandan ciertos criterios cualitativos a priori que determien su
posibilidad.

En el pensamiento de Leibniz, las sustancias simples son las Unicas que poseen
realidad. Ellas son infinitas, y el agregado de ellas:

Producen accidentes mediante los cambios de sus limites [...] Y concibo las
cualidades o las fuerzas derivativas, o lo que se denomina ‘formas accidentales’, como
modificaciones de la entelequia primitiva, igual que las fuerzas son modificaciones de la
materia. He aqui por qué estas modificaciones estan en perpetuo cambio, mientras que la
sustancia simple permanece (Leibniz G. W., 1710/2015s: 111, §395-396, p. 701)

Leibniz hace, en ese orden de ideas, de la materia una forma de extension y esta sujeta
a las diferentes modificaciones que la fuerza activa de las sustancias o entelequias producen.
Por ende, en lo que refiere a los cuerpos, es decir a lo extenso, podemos definirlos como:

Un todo continuo en el que existan muchas cosas simultdneamente. Ademas, la
extensidn, cuya nocidn es relativa, exige algo que se extienda o se contine, como en la leche
la blancura, y el en cuerpo lo que forma su esencia; la repeticion de ese algo (sea lo que sea)
es la extensién (Leibniz, en Descartes & Leibniz, Trad 1989, p. 142)
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La repeticion de la extension trae consigo la repeticion de las fuerzas activas en el
marco de un conjunto considerable de sustancias simples, 0 monadas. Ahora bien, en el
marco de la aglomeracién de las sustancias simples, podemos aceptar que: “una coleccion de
mdnadas s6lo es extensa cuando dejamos de lado todo menos la materia prima de cada
monada y la propiedad general de la actividad, y consideramos meramente la repeticion de
estas cualidades” (Russell, 1900/1977, p, 126). En consecuencia, un objeto extenso posee
una pluralidad de elementos que se modifican y cambian, pero que se constituyen segin una
Unica realidad, a saber las ménadas y sus respectivas fuerzas activas. Esta pluralidad que se
extiende por todo, como la blancura en la leche, deviene en una forma de apariencia, un
fendmeno bien fundado, es decir, una apariencia que:

Aungue no sea mas que por suposicion y abstraccion, constituye la base de las
verdades eternas y de las ciencias necesarias [...] se puede concluir que una masa de materia
no es verdaderamente una sustancia, que su unidad es ideal y que no es mas que un
aggregatum, un agregado, una multiplicidad de infinitas sustancias verdaderas, un fendmeno
bien fundado que nunca contradice las reglas de las matematicas puras, pero que siempre
contiene algo mas alla de ellas (Leibniz G. W., Trad. 1989, Carta 9, de Leibniz a la Reina
Sofia, p. 88)

La extension, como abstraccion de lo extenso, aunque fenoménica, provee datos
esenciales para las ciencias y los datos necesarios para el contenido mismo de la geometria,
particularmente datos de la geometria métrica. Efectivamente, la geometria métrica es aquella
que, como deciamos al inicio, analiza las propiedades cuantitativas de una figura al identificar
relaciones de magnitud y medida. Entonces, en el marco de lo que he expuesto, la principal
caracteristica que Leibniz acufia a la extension es la magnitud, de la siguiente manera: al
hacer abstraccion de lo que un sujeto percibe, éste observa una variedad de objetos. Al
observar dicha variedad, puede reducirla a cuerpos y figuras que pueden ser comparadas
como mayores 0 menores, segun una longitud determinada. Para lograr ello, se debe pensar
que tales cuerpos son divisibles, de tal forma que unos sean mayores 0 menores que otros.
Cada parte extensa y divisible puede ser numerada, puesto que: “el nimero no es mas que la
repeticion de las unidades” (Leibniz G. W., trad, 1989, carta 8, de Leibniz a la electora Sofia,
p. 83). Al ser numerados, tanto cuerpos como figuras, son estudiados a través de sus
respectivas relaciones de magnitud, y, por tanto, de aquella continuidad emerge la posibilidad

de que una parte actual se relacione con otra, es decir:
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Si se pueden determinar en una cosa las partes dadas congruentes con cualquier otra
cosa, entonces se podrian determinar en ella algunos puntos y también el nimero de partes
congruentes con ciertas otras cosas, determinando de este modo todos los puntos de la cosa,
aunque nada se refiera al situs de los puntos entre si, y eso sera la magnitud (Leibniz G.,
1679/2015b, p. 454)

En consecuencia la extension es una continuidad métrica, que posee divisibilidad y
sus respectivas partes son susceptibles de ser numeradas. Esto deriva en que es posible hallar
relaciones de congruencia entre dos distancias, y los puntos de la parte de una pueden ser
congruentes con la parte de otra. Métricamente, Leibniz llama a esta caracteristica de la
extension, homogeneidad, es decir: “aquellas cosas que tienen algo en comuln, como un
punto, una linea, un cuerpo y sus partes” (Leibniz G.,1679/2015b, p. 454). A manera de
ejemplo, si dos extensos tienen algo en comun, se dicen homogéneos, y su magnitud sera el
hecho mismo de que las partes de una figura pueden ser congruentes en relacion con otras.
Se puede concluir, entonces, que para Leibniz la extension, esto es el continuo de partes
actuales relacionadas en el espacio, es homogénea, y dichas partes son comparables segun
criterios de magnitud y es esta posicion metafisica de Leibniz sobre la extension lo que nos
conduce a un problema geometrico por abordar, y es ¢en qué sentido la extension es una

cantidad extensiva?

Al concebir la extension, como un concepto homogéneo y de caracter cuantitavo,
Leibniz comprendié que el método del analisis geométrico no habia ido mas alla de estas
caracteristicas cuantitativas (tal y como evidencié en el primer capitulo), como en el caso
concreto de Euclides y Descartes. Al respecto, Leibniz expone en qué sentido la nocion de
circulo en la geometria analitica, implica que se tengan en mente las figuras extensas que
dichas variables representan. Tal como que y es una recta perpendicular a la recta x, o que la
construccion del circulo exige del uso de compas, o que el radio de ella es una hipotenusa.
Por tanto, piensa que una geometria métrica, como la analitica de Descartes, solo llegd hasta

la comprension cuantitativa de la extension, pues:

x? + y2 es igual a a?, es la ecuacion del circulo, hay que explicar mediante la figura
qué son esos x ey, es decir que son lineas rectas, una de las cuales es perpendicular a la otra,
y una comienza en el centro, la otra en la circunferencia de la figura” (Leibniz G. W,
1779/2015d, p. 419)
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Hablando en términos de extension, la ecuacion del circulo en la cita de Leibniz s6lo
representa las relaciones magnitud en un plano de coordenadas. Esta ecuacion exige que su
representacion grafica sea efectuada. Para Leibniz, el andlisis s6lo llega hasta un anélisis de
magnitudes, no de cualidades, puesto que aln se siguen suponiendo elementos que no han
sido demostrados Y las graficas aun siguen siendo elementos de los que los razonamientos
geométricos dependen. De ahi que uno de los intereses del pensador aleman sea el de ir mas
alla de la magnitud, para identificar todos los requisitos que le dan posibilidad a toda forma
de extension. Este sera el mismo problema que Russell afrontara a la hora de analizar los
axiomas del espacio métrico cuando identifica que ellos suponen ciertas relaciones de
identidad, y que no son totalmente independientes de criterios cualitativos. Esto lo expondré
en lo que sigue y, de la misma forma, expondré el vinculo de las geometrias métricas con la
nocion leibniziana de extension.

Las geometrias métricas dependen de la nocién de magnitud para determinar la
estructura de una construccion geométrica. Su principal caracteristica la expone Euclides en
la proposicion 11 del primer libro de los Elementos. VVeiamos en el primer capitulo, que la
principal herramienta a la que un gedmetra puede recurrir para demostrar que es posible
construir un segmento de recta en algun otro lugar del plano es mediante circunferencias.
Recurre, asi, al uso del compas para configurar construcciones geométricas, pues: “la
geometria de los primeros seis libros de los Elementos de Euclides puede ser descrita como
una geometria de lineas y circulos: las herramientas son la linea recta (o la regla sin marca)
y el compas” (Coxeter, 1987, p. 1). En ese orden de ideas, tal y como mostre en el capitulo
anterior, la geometria euclidiana es métrica, por cuanto las nociones distancia y transposicion
de segmentos son fundamentales para la elaboracion de construcciones geométricas.

En ese mismo sentido, las geometrias que surgen en el siglo X1X también suponen y
dependen de esa nocidn de distancia y, por ende, son métricas. Las geometrias a las que hago
referencia son las geometrias no-euclidianas, que nacen con Lobatchewsky (1792-1856),
Bolyai (1802-1860) y Riemman (1826-1866). Russell las clasifica en dos periodos, en el
primero surgen las geometrias cuyo espacio es hiperbdlico. En el segundo, se encuentra el
esférico. Ellas aparecieron, por una de aquellas inconsistencias que, por ejemplo, Leibniz ya

habia denunciado, y que estaban aun latentes en los Elementos de Euclides, particularmente,
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en la ambigiied que se presentaba en el conocido y controvertido quinto postulado de
Euclides.

Cuando los gedmetras mencionados lo problematizaron, concordaron en que podia
ser negado, pero cada uno lo neg6 de formas diferentes: 1.) que por un punto externo a una
recta pasa mas de una paralela, o que 2.) por un punto externo a una recta no pasa ninguna
paralela. Para el primer caso, surge un espacio hiperbolico y para el segundo aparece un
espacio esférico. En esta misma direccion Russell expone que las geometrias del segundo
periodo aceptan que los axiomas de la geometria dependen de la experiencia sensible: “el
objetivo de Riemman y Helmholtz era mostrar, por la exibicion de posibles alternativas
logicas, la naturaleza empirica de los axiomas de la geometria” (Russell, 1897, p. 13; §16).
Asi, surge un debate entre aquellos que formulaban una tesis empirica para los axiomas de la
geometria y entre Russell, quien pretendid establecer que tales geometrias requieren de

ciertos requisitos a priori para que sean posibles.

Al igual que la geometria euclidiana, las geometrias no-euclidianas dependen de la
nocion de distancia. Por esa razon, para explicar la estructura de sus espacios, apelan
conceptos como magnitud, coordenada y angulos, pues: “utilizan esencialmente la nocion de
congruencia, es decir, la igualdad de segmentos, angulos, areas y volumenes” (Nagel,
1961/2006, p. 328). Nociones que Russell reine cuando expone los tres axiomas de las

geometrias métricas. Estos axiomas son:

e Si encontramos la expresion analitica de las condiciones de existencia en un espacio
constante, o una medida constante de curvatura, entonces es equivalente a la
homogeneidad del espacio. (Denominado axioma de libre movilidad o congruencia)

e EIl espacio tiene un nimero finito e integral de dimensiones, es decir, en términos
métricos, que la posicion de un punto, relativo a cualquier figura del espacio, es
Unicamente determinado por un nunero finito de magnitudes espaciales, llamadas
coordenadas. (Denominado axioma de las dimensiones)

e Existe una relacion entre dos puntos cualesquiera, que pueden preservarse inalterados en
un movimiento combinado de ambos puntos, y que, en cualquier movimiento de un
sistema de cuerpos rigidos, siempre es inalterable. A esta relacién la llamamos distancia
(denominado axioma de la distancia) (1897, p. 50-51; §47)

El axioma de libre movilidad sostiene que un punto puede pasar libremente de una
posicion a otra sin que haya alguna variabilidad en una magnitud (1897, p. 23; 825). Para el
caso de Riemman, como tiene en mente una variedad amplia de superficies, cambios de
superficie y movilidad, éstos solo son posibles si se asegura la medida constante de la
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curvatura, pero esto solo es dable si se acepta el axioma de libre movilidad o congruencia.
Con este primer axioma, consideramos al espacio como homogéneo siempre y cuando
puedan establecerse relaciones entre magnitudes constantes. Es decir, si se toma una de dos
magnitudes y se desplaza para colocarla sobre la otra y coinciden exactamente, de tal forma
que ocupen el mismo lugar, serdn congruentes. Asi es como se concibe la séptima nocion
comun que Euclides enuncia en los Elementos: “y las cosas que coinciden entre si son iguales
entre si” (Heath, 1956, I, axioma 7; Euclides, trad. 1982/2007; nocién comun 7).

De esto se deduce que: “las magnitudes espaciales pueden ser movidas de un lugar a
otro sin distorcién; o como se puede suponer, las formas no dependen de ninguna manera de
una posicion absoluta” (Russell, 1897, p. 150; §144). En consecuencia, con la congruencia o
la libre movilidad, puede determinarse que una figura se superpone sobre otra. Por ejemplo,
si se tienen dos segmentos de recta, AB y CD, entonces, por el axioma de libre movilidad o
de congruencia, puedo trasladar la recta AB y colocarla sobre CD y si coinciden exactamente,
entonces se dira que son homogéneas, pues comparten las mismas propiedades y en
consecuencia, son congruentes. Como veimos anteriormente, Leibniz trata la nocion de
extension de la misma manera. Considera que si puedo establecer que los puntos de un objeto
coinciden con los puntos de otro objeto, entonces son congruentes, y seran, objetos
homogéneos: a esto es lo que Leibniz llama magnitud extensa, es decir: “iguales son las cosas
que tienen la misma magnitud es decir aquellas que se pueden considerar congruentes sin
afiadirles ni quitarles nada” (Leibniz G., 1679/2015h: 457).

El primer axioma de las geometrias métricas, por tanto, corresponde con lo que
Leibniz denomina congruencia. De la misma forma, la idea de magnitud que él presenta junto
con la nocién de extension, como criterio para las comparaciones dadas entre diferentes
partes numeradas, se corresponde con la idea de un espacio homogéneo, necesaria para
asegurar la libre movilidad que se da entre magnitudes congruentes. Al respecto es
importante aclarar que para Leibniz, si dos cosas son iguales entonces solamente son
discernibles por la posicion que ocupan, mediante el principio de la identidad de los
indiscernibles. En ese mismo sentido Russell también recurre a este principio leibniziano
para establecer diferencias entre dos figuras cualitativamente iguales. Sobre ello dice que:

Exceptuando lo que respecta a la posicion, [ellos] son geométricamente
indiscernibles, y podemos llamar a nuestra ayuda la Identidad de los Indiscernibles para,
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establecer en la restante propiedad geométrica, su coincidencia en volumen. Esto puede
parecer, mas bien, un principio extrafio usado en matematicas, y para la geometria es, quizas,
la mejor definicién de igualdad; pero demanda un fundamento filosé6fico para esta definicion,
esto es, creo, que puede ser encontrada en la Identidad de los Indiscernibles. Podemos, sin
error, hacer que nuestra definicion de igualdad tridimensional descanse en una congruencia
de dos dimensiones (Russell, 1897, p. 155; 8150)

En este punto es evidente la influencia de Leibniz sobre Russell. Al igual que el
filosofo aleméan, Russell considera que en un espacio homogéneo deben tenerse en cuenta las
igualdades entre dos objetos, pero antes de ello, debe estipularse la posicion de los mismos
mediante el principio de la identidad de los indiscernibles, y esto, como veremos en el
siguiente apartado, forma parte de un aspecto esencial para la geometria proyectiva. Por
tanto, el espacio homogéneo de las geometrias métricas y la nocion leibniziana de extension
guardan un parecido considerable en lo siguiente: en primer lugar, ambos se valen del axioma
de libre movilidad o de congruencia (Cfr. 1897, p. 150, nota 3). Con el fin de establecer
igualdades entre magnitudes, se valen del principio de la identidad de los indiscernibles para
diferenciar dos cosas exactamente iguales mediante la posicion y en tercer lugar, ambos son

espacios continuos y divisibles.

El segundo axioma de los espacios métricos sostiene, de acuerdo con Russell, que un
punto relacionado con otras figuras sélo esta determinado por un ndmero finito de
magnitudes espaciales, llamadas coordenadas. Esto significa que la posicidn de un punto esta
condicionado por un conjunto de magnitudes espaciales en el marco de un sistema de
coordenadas, en el sentido cartesiano, en el que prevaleven relaciones de distancia métrica
que pueden ser numerables segun ciertas relaciones de magnitud espacial. Ya en el marco de
las geometrias métricas, como en el caso de Riemman, el algebra es un medio que devela

relaciones de magnitud entre cantidades espaciales, es decir:

Asumiendo que es posible aplicar esto a la magnitud del espacio, es decir, determinar
sus elementos y figuras mediante cantidades algebraicas, se deduce que el espacio pueda ser
llevado, bajo la concepcion de variedad, a un sistema cualitativamente determianble de
elementos. Sin embargo, debido a la particular naturaleza de las medidas espaciales, la
determinacién cuantitativa del epacio exige que las magnitudes deban ser independientes del
lugar (Russell, 1897, p. 22; §23)

Con esto, el segundo axioma postula que el espacio homogéneo y métrico posee

magnitudes espaciales que determinan otras magnitudes. La nocion de extensién en Leibniz
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también se dirige hacia esta misma consideracion. Leibniz distingue entre extension discreta
y continua. La discreta refiere a la suma finita o concreta de cantidades numeradas de un
extenso determinado y la continua refiere a la repeticion infinita y plural de esa extension, o
como bien lo expone Russell: “La repeticion es discreta, dice, cuando se disciernen partes
agregadas, como en el nimero: es continua cuando las partes son indeterminadas, y pueden
suponerse en un numero infinito de modos™ (Russell, 1900/1977, p. 134). En el caso de la
repeticion discreta, esta puede concebirse como un conjunto de partes actuales pero
discernibles por medio de su numeracion. Dichas partes pueden ser, de igual modo, divisibles
infinitamente. De ahi que la actualidad de las partes en el espacio implique que la extension
sea plural e infinita, pero, que del mismo modo, responda a los términos que esas relaciones
presentan, puesto que: “un espacio abstracto no es plural, pero en cambio debe serlo un
cuerpo que ocupa ese espacio. Pues en lugar de una mera posibilidad, tenemos ahora algo
actual en las posiciones que, de lo contrario, son «meras modalidades»” (1900/1977, p. 138).
En consecuencia, un cuerpo o una figura geométrica extensa, divisible en partes infinitas y
numerables, se constituye como marco de referencia para que otras partes menores 0 mayores
en magnitud puedan ser determinadas y diferenciadas por otras. Al respecto Leibniz sostiene
que:

En realidad la magnitud es el nimero de partes congruentes de una cierta cosa, o bien
la medida, como en la figura:
da
b

c

si tenemos dos magnitudes a y b, y una tercera cosa ¢, que sea igual a dos veces a + tres veces
b. La magnitud de ese orden total expresa evidentemente el nimero de partes congruentes
conay con b, puesto que aquellas que se puedan hacer congruentes sin afiadir ni restar nada,
necesariamente tendran que ser iguales (Leibniz G. , 1679/2015b, p. 454)

Al tomar el ejemplo que Leibniz presenta, podemos resaltar que la magnitud c
(entendiendo por magnitud un nimero de partes congruentes de un objeto respecto a otro),
es una cantidad extensa que determina las relaciones congruentes con la suma de las
magnitudes de los extensos a y b. De acuerdo con lo anterior, el axioma dos de las geometrias
métricas aplicaria para las relaciones métricas en el extenso leibniziano. Siguiendo lo
anterior, la figura en la cita de Leibniz, por cuanto presenta cantidades fijadas por puntos en

sus extremos, exige que haya: “[...] elementos de referencia para figuras y relaciones tanto
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auxiliares como exteriores, en resumen un sistema de coordenadas” (Couturat, 1901, p. 428).
Respecto a Leibniz, aqui es importante aclarar que no se esta hablando del espacio como tal,
sino de la extension que se encuentra vinculada con ese espacio y de sus relaciones de
magnitud, relaciones que concuerdan, por otro lado, con la nocién de homogeneidad que
Russell identifica para los espacios no-euclidianos y el espacio euclidiano.

En el tercer axioma, o axioma de la distancia, identificamos que en geometria métrica,
entre dos puntos, hay, una Unica relacion de magnitud. A esa relacion de magnitud se le llama
distancia. Russell sustenta que esta idea requiere de los axiomas anteriores, es decir, del
axioma de libre movilidad y el de la determinacién de un punto por magnitudes espaciales o
coordenadas. Dados dos puntos, por ejemplo, puedo concebir que esa relacion constituye una
figura, es decir, una linea recta. Asi, dado un segmento de recta, AB que coincide con otra
linea recta CD, ambos seran congruentes. Dichas magnitudes, por tanto, coinciden en tanto
relaciones de magnitud, y poseen la misma relacion cuantitativa. En ese orden de ideas, la
movilidad de dicha distancia en el espacio puede darse mediante una combinacion de
movimientos, sin que se altere la relacion cuantitativa. Esto lo hace Euclides, como vimos en
el capitulo anterior, mediante la transferencia de medidas en la segunda proposicion de sus
Elementos. De esa manera: “la relacion entre los dos puntos, siendo inalterada, debe ser una
relacion intrinseca, una relacion que no involucra otro punto en el espacio, y esta relacion
intriseca la llamamos distancia” (Russell, 1897, p. 165; §157). Teniendo en cuenta que una
relacion intrinseca refiere a que un punto tiene un Unico vinculo con otro punto, definido
como distancia, la distancia es inalterable, a pesar de que ésta sea transferida de un lugar a

otro.

Russell sostiene que Leibniz concibe dos tipos de distancia. La primera refiere a que
en el espacio, como orden de coexistencia, una relacion entre dos puntos individuados es la
relacion de distancia. Esta distancia no es divisible en partes mayores 0 menores, porque es
una relacién. El segundo tipo de distancia refiere a la relacién que hay entre las partes
divisibles de una magnitud en referencia a las partes de un todo, es decir, relaciones de orden
de coexistencia: “cuando se perciben dos puntos de un extenso simultaneamente, es la
magnitud la que permite diferenciar su situs, por ello mismo es un extenso lo que se percibe”
(Leibniz G., 1679/2015b, p. 479). Entre dos puntos, por tanto, debe haber una relacion

extensa, y Leibniz la define como magnitud. Ahora bien, el filosofo aleman determina la
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nocion de distancia constituida por un compuesto de nimeros o partes numeradas entendidas
como extensas. Asi, por ejemplo, al descomponer una linea de unidad 1, puede dividirse en
n fracciones, es decir, 1/2, 1/3, 1/4,... 1/n. De ese modo, el total de las fracciones que
constituyen ese todo “contienen ya el mismo niimero, que se revela con la descomposicion
[...] de este modo se conoce la nocion de distancia de magnitud” (1679/2015b, p. 479). Asi,
la extension representada por el namero 1, se halla limitada por dos puntos extremos, y por
ser un extenso, es divisible en 1/n términos. De ahi que la nocion de distancia en Leibniz
aplicada a la extensidn refleje una correspondencia con una cantidad extensiva, 0 en términos
MAs precisos:

En realidad, la distincion se establece entre cantidades intensivas y extensivas. Las
primeras suponen de antemano, todos los constituyentes de los cuales son sumas; las
segundas, por el contrario, nunca dan por supuesta la existencia de cantidades menores de la
misma especie. La posicion de Leibniz, pues, es que las cantidades espaciales y temporales
son relaciones, y por lo tanto intensivas, mientras que la extension es una cantidad extensiva,
y supone de antemano partes actuales en lo extenso (Russell, 1900/1977, p. 137)

Si admitimos la nocién de extension que Leibniz defiende, debemos aceptar que ésta
se vincula directamente con los problemas de la geometria métrica. Luego entonces, debe
encontrarse en el marco de las geometrias extensivas, en el marco de aquellas geometrias que
suponen cantidades actuales en un extenso determinado. Su divisibilidad no implica que sus
relaciones cuantitativas establezcan si son mayores 0 menores, sino que son partes de una
totalidad, como en el caso de la distancia de magnitud 1, cuyas partes no son mayores y
menores, sino partes actuales de esa longitud mencionada. Leibniz puede concebir, de ese
modo, que entre dos puntos hay una Gnica relacion cuantitativa, que es la distancia, y que con
la congruencia entre sus partes puede determinarse su magnitud. Se sigue que el axioma tres
de las geometrias métricas se corresponde con la cantidad extensiva que Russell aplica a las
geometrias métricas y con la nocion leibniziana de extension, como actualidad de partes
extensas. Cuando entre dos puntos hay una Gnica relacion cuantitativa, llamada distancia, su
magnitud espacial establece un espacio homogéneo, que depende, necesariamente, del
axioma de libre movilidad o congruencia. En Leibniz podemos hallar que en un extenso hay
una relacién cuantitativa llamada distancia, cuyas partes son actuales, y esas partes son
comparables entre si para hallar la congruencia que ellas comparten y con el todo del cual

forman parte, segun relaciones de magnitud.
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La nocion de extension en Leibniz, a modo de conclusién, guarda amplios aspectos
de parentesco con los espacios de la geometria métrica. Vimos que los axiomas de dicha
geometria estan estrechamente relacionados con los argumentos que Leibniz esgrime para
justificar la nocion de extension, en tanto que diferenciada del espacio. Sin embargo, los
pensadores que lo antecedieron fundaron en sus geometrias nociones estrictamente métricas,
y llevaron el analisis solamente hasta la nocion de magnitud, pues la vincularon con el
espacio como tal. A diferencia de ellos, Leibniz puede decir que debe haber una geometria
del espacio en tanto orden de coexistencia, que fundamenta la métrica de la extension en
cuanto tal. Pero para que ésta pueda ser posible, se requiere de algunas intuiciones o
conceptos previos de orden cualitativo que sirvan de fundamento para identificar su propia
naturaleza. Por otro lado, como mostré anteriormente, Russell se pone en la misma tarea, a
saber, en la de ubicar algunos fundamentos a priori para toda geometria métrica,
fundamentos comunes a los espacios euclidianos y no-euclidianos, por lo que, al igual que
Leibniz, concibe un espacio mas general que los métricos, pretendiendo determinar que esos
espacios forman parte de dicha geometria, que es mas general. Pero ¢cuales son los vinculos
de parentesco entre el espacio del Analysis situs de Leibniz y el espacio de la geometria

proyectiva de Russell? Esta sera la pregunta que el siguiente apartado pretendera responder.

La geometria proyectiva y los conceptos geométricos del Analysis situs
En el apartado anterior mostré que la nocion de extension leibniziana estaba relacionada con

la nocion de magnitud y asociada con los axiomas de la geometria métrica. Pude sostener,
por tanto, que este concepto se relaciona con la idea de un espacio homogéneo. Tal y como
Russell lo muestra en el primer axioma de la geometria métrica, pues mientras la extension
permita visualizar relaciones de magnitud y cambios de posicion en magnitudes es una
cantidad homogénea y, por ende, extensiva. Sin embargo, la geometria no termina en este
punto, precisamente porque aun no se ha considerado el espacio propiamente dicho. Hasta el
momento, solo se han tenido en cuenta las relaciones cuantitativas entre objetos geométricos.
Por esa razon, como vimos en capitulos anteriores, uno de los objetivos de Leibniz es el de
llevar el analisis més alld de las cantidades métricas, es decir, en ir més alld de las

caracteristicas cuantitativas de la geometria, para llegar, por medio del método del analisis,
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a la consideracién del espacio como el lugar de todas las relaciones posibles en diferentes
posiciones.

Para la época de Leibniz, el algebra era una disciplina que explicaba relaciones de
magnitud, de ahi que la geometria analitica, denominada asi desde Descartes, fuera la
disciplina méas acertada para tratar dichas relaciones, respecto a esto Leibniz afirma que:

Los Algebristas, por el contrario, hallados los valores de las incognitas, deben todavia
buscar las construcciones y, localizadas las construcciones, buscar demostraciones con lineas.
Es por lo tanto sorprendente que nadie haya considerado que si las demostraciones y las
construcciones pueden ser mediante lineas, exceptuando todo calculo, y mucho mas breves,
se debe sin ninguna duda producir el hallazgo de las lineas: pues en la sintesis de lineas no
menos que en la sintesis algebraica es necesario que haya una regresion. La causa de que no
se descubriese todavia el andlisis mediante lineas se encuentra sin ninguna duda en que aln
no se han hallado los caracteres mediante los cuales se represente directamente el situs mismo
de los puntos, pues en la gran multitud y confusion de las cosas es muy dificil manejarse sin
caracteres (Leibniz G. , 1679/2015b, p. 442)

Para Leibniz, en consecuencia, la geometria analitica parte del algebra para
determinar relaciones entre magnitudes, y solamente lleva el analisis hasta el descubrimiento
del valor de una incdgnica, para, posteriormente, elaborar la construccion de una figura que
representa dicha ecuacion. En este punto, cuando Leibniz habla de anélisis, lo hace con el
objetivo de ir mas alla de las condiciones metricas del algebra, pues para la l6gica de un
espacio de caracter cualitativo, su fundamento esta en todas las relaciones posibles que haya
entre lugares que Leibniz determina e individualiza mediante characteres o simbolos (Cfr.
Couturat, 1901, p. 406). Para Leibniz, entonces, toda determinacion cuantitativa, esto es, toda
extension o magnitud, debe tener una serie de requisitos cualitativos para que éstos sean
posibles.

En el marco de las discusiones que Russell tiene con las geometrias no-euclidianas,
y, a pesar de que haya ciertos criterios historicos y filoséficos que demarcan notables
diferencias con lo expuesto por Leibniz, éstas se sustentaban en un suelo comun que
pretendia identificar la naturaleza apodictica de la geometria en tanto conocimiento exacto.
Asi pues, la discusion de Russell, que ya mencioné al principio de este capitulo, estriba entre
las posturas empiristas representadas, principalmente por Riemman y Helmholtz, dice asi:
“solo la presencia perceptual de las impresiones espaciales hacen de nuestra experiencia de

la verdad de los axiomas tan amplia que parece tener certeza absoluta” (Russell, 1897, p. 1;
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8 1); y la postura que afirma que para todos los espacios cuantitativos, debe haber ciertos
requisitos, anteriores a las relaciones métricas, tales que son:

Aquellos comunes a los espacios euclidianos y no euclidianos. Estos seran
encontrados, de un lado, esenciales a la posibilidad de la medida en cualquier continuo; y por
otro lado, propiedades necesarias de cualquier forma de externalidad con mas de una
dimension. Ellos seran, por tanto, a priori (1897, p. 6; 89)

Russell expone estos requisitos como el conjunto de tres axiomas que condicionan la
posibilidad métrica del espacio, y los presenta como axiomas de la geometria proyectiva,
pero ¢cuéles son los aspectos comunes que hay entre la discusion que tiene Leibniz con las
geometrias métricas de su tiempo y la discusién de Russell con las geometrias métricas de su
época? ¢en qué aspectos el espacio leibniziano, y por tanto, el Analysis situs, tienen vinculos
de familia con el espacio que Russell presenta para la geometria proyectiva? Para responder
a estas preguntas, en cuyas respuestas se halla el grueso de la tesis que estoy defendiendo en
este trabajo, en el presente apartado expondré las principales caracteristicas que Russell
expone para la geometria proyectiva. Paralelamente iré colocando los conceptos que Leibniz
postula en el Analysis situs y que constituyen los rasgos de familia y parentesco con la
propuesta russeliana de una geometria proyectiva. Todo esto en tres puntos diferentes, en el
primero identificaré los aspectos con los cuales inicia tanto la geometria proyectiva, como el
Analysis situs; en la segunda parte presentaré la condicidn de la externalidad como forma
general para las geometrias métricas y para la extension leibniziana; al final, presentaré las
condiciones que determinan la homogeneidad del espacio métrico en la geometria proyectiva
y las condiciones para la homogeneidad de la extension en el Analysis situs.

1.) La geometria proyectiva es una geometria pura, no-métrica. A diferencia de las
geometrias métricas, ésta prescinde de nociones cuantitativas, tales como igualdad entre
segmentos, angulos, areas y volimenes (Nagel, 1972/2006, p. 328). En términos historicos,
fue una geometria posterior a las geometrias no-euclidianas, y estructurada por Cayley (1821-
1895) y Klein (1849-1925), quienes aceptaron que las geometrias métricas podrian ser
reducibles a proyecciones y transformaciones de coordenadas, es decir:

Mientras Riemman y Helmholtz tratan con ideas meétricas, y toman, como sus
fundamentos, la medida de la curvatura y la formula para los elementos lineales — ambos
puramente métricos— el nuevo método es erigido sobre la formula para la transformacion de
coordenadas que requieren expresar alguna colineacién. Esto comienza por una reduccién de
todas las llamadas nociones métricas —distancia, angulo, etc.— a las formas proyectivas, y
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obtienen, desde esta reduccion, una unidad metodoldgica y una simplicidad antes imposible
(Russell, 1897, p. 28; 830)

Los componentes métricos de las geometrias no-euclidianas quedan reducidos, asi, a
los criterios proyectivos. Dichos criterios constituyen la posibilidad de prescindir de las
condiciones cuantitativas del espacio, tomando como punto de partida sus aspectos
cualitativos. En consecuencia, la geometria proyectiva puede entenderse como una geometria
cualitativa fundamentada en la idea de un espacio sustentado en propiedades comunes a todos
los espacios métricos, y, por tanto anteriores a ellos. De acuerdo con Russell: “la geometria
proyectiva, en la medida en que solo trata con las propiedades comunes a todos los espacios,
sera encontrada, si no me equivoco, totalmente a priori, al no tomar nada de la experiencia”
(1897, p. 103; 818), de donde se sigue que todas las propiedades cualitativas del espacio
aplican para todas las propiedades cuantitativas de los espacios métricos.

De manera intuitiva la geometria proyectiva parte de una postura inicial. Esta sostiene
que al admitir un sujeto, al frente de él hay una agrupacién o un conjunto de puntos que:
“suponemos, por tanto como nuestro datum, una agrupacion discreta de puntos, sin
considerar sus interconecciones” (1897, p. 120 8108). Se deduce de lo anterior que si no
tenemos algun criterio que permita diferenciarlos intrinsecamente, entonces todos ellos son
puntos que presumimos en el espacio como similares e idénticos. En esa medida:

Para la geometria proyectiva, cuando solo son dados dos puntos, ellos son
cualitativamente indistinguibles desde cualesquiera otros dos puntos sobre una misma linea
recta, ya gque aquellos puntos tienen la misma relacion cualitativa (1897, p. 120; § 108)

Si todos los puntos son iguales entre si, y son indistinguibles entre si, solamente
pueden ser diferenciados por su posicion, y solamente estamos posibilitados para identificar
sus respectivas relaciones cualitativas. Al tomarlos como diferentes, segin su posicion,
entonces podemos decir que al relacionarse mutuamente, entre ellos hay una Unica linea.
Podemos decir, de igual forma, que dos lineas intersectan en un tnico punto. Por el hecho de
distinguir tales puntos, Russell expresa que los razonamientos geométricos entran en una
circularidad inevitable: “si asumimos que partimos de puntos, ellos solo pueden ser definidos
por las lineas y los planos que con ellos se relacionan; y si partimos de asumir lineas o planos

éstos solo pueden ser definidos por puntos” (1897, p. 120; § 108). Por tanto, tales objetos
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iniciales, es decir, puntos, lineas y planos, no se definen mediante la descripcion de sus
cualidades, sino a partir de sus relaciones con los diferentes objetos.

Podemos sostener, asi, que tales objetos pueden ser comprendidos mediante
definiciones implicitas, esto es, que los objetos geométricos méas elementales (tales como
puntos, lineas o planos) se definen por todas las relaciones que éstos cumplen en el interior
de un cuerpo axiomatico determinado, o, mejor decir:

Pensamos aquellos puntos, lineas rectas y planos como si tuvieran ciertas relaciones
mutuas que indicamos por medio de expresiones como ‘estan situados’, ‘entre’, ‘paralelo’,
‘congruente’, ‘continuo’ etc. La completa y exacta descripcion de esas relaciones se sigue
como una consecuencia de los axiomas de la geometria” (Hilbert, 1899/ 1902, p. 2; 81)

En consecuencia, para poder hacernos a una idea de su naturaleza, dichos objetos
geométricos no requieren de definiciones descriptivas; simplemente, de acuerdo con Hilbert,
necesitamos determinar sus relaciones en el marco de una agrupacion de puntos
determinados. Russell presenta esto mismo cuando piensa en las relaciones extrinsecas, sobre
todo cuando ve que en geometria proyectiva los puntos: “han sido definidos como nada mas
que los términos de las relaciones espaciales. Ellos, por tanto, no poseen propiedades
intrinsecas, pero son distinguibles solamente, por medio de sus relaciones” (Russell, 1897,
p. 129; 8119). Cada punto se define, entonces, con las relaciones que posea con otros puntos
pertenecientes al conjunto que intuitivamente un sujeto percibe. Por ende, carecen de
definiciones descriptivas, o de propiedades intrinsecas, lo que nos lleva a asumir que al
prescindir de tales definiciones, podemos postular un sistema ‘axiomatico’ de elementos y
reglas que permitan asegurar enunciados validos y demostrables, como ocurre en la
geometria proyectiva cuando omite el significado de los objetos geométricos mas
elementales.

Tomando como punto de partida la concepcidn intuitiva de cierta agrupacion de
puntos dados a un sujeto determinado, en geometria proyectiva no es relevante, por tanto, lo
gue un punto signifique, puesto que solamente nos interesan sus caracteristicas relacionales
y sus vinculos externos con otros objetos geométricos en un sistema formal. Por ello hay
cierta libertad en geometria proyectiva cuando admitimos que en el interior de un enunciado
solo hay relaciones en un conjunto de puntos o lineas, sin que tengamos que acudir a algln
tipo de significado que se les pueda adscribir, de ahi que el sentido de esta geometria: “sea,

por tanto, comenzar con lineas o con puntos, como eminentemente lo ilustra
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matematicamente el principio de dualidad” (1897, p. 120; 8108). El principio de dualidad, en
geometria proyectiva, no obliga a que un enunciado tenga un solo significado. Esto en virtud
de que en un enunciado geométrico pueden intercambiarse ciertas palabras sin que la verdad
objetiva del enunciado geométrico varie, es decir: “el principio de dualidad bidimensional
afirma que toda definicién permanece significativa, y todo teorema permanece verdadero
cuando intercambiamos las palabras punto y linea” (Coxeter, 1987, p. 25). Con el principio
de dualidad, el significado de los objetos geométricos es un factor secundario, pues de lo que
se trata es identificar las relaciones l6gicas entre puntos y lineas.

Leibniz, sobre este punto, también inicia el desarrollo de sus reflexiones sobre el
Analysis situs de la misma manera. Para el pensador aleman, en principio, debe asumirse que
hay una agrupacion de puntos simples e indivisibles que aparecen mediante una reduccion
de términos complejos en simples, esto es, mediante analisis, puesto que: “todo lo que
percibimos simultdneamente lo percibimos en el espacio extenso, esto es, percibimos que
podriamos percibir simultaneamente muchos otros puntos de ningin modo discernibles de
aquellos” (Leibniz G., 1679/2015b, p. 479). De ese modo, postula que todos los puntos que
se hallan en el espacio (que es la Unica manera de representarlo), conforman una agrupacion
de puntos indiscernibles entre si, tal y como hace Russell al inicio. El espacio es, por tanto,
el lugar de todos los lugares posibles. Pero como todos los puntos son indistinguibles, Leibniz

los diferencia cualitativamente mediante el principio de la identidad de los indiscernibles.

Para llevar esto adelante, Leibniz individualiza cada punto indefinible y simple por
medio de letras, por medio de la characteristica. Los puntos pueden, asi, diferencarse unos
de otros segun su posicion. Al carecer de la definicion de punto, entonces determina su
particularidad por medio de su posicion y sus respectivas relaciones de congruencia. En este
punto, conviene resaltar que la nocién de congruencia desarrollada por Leibniz, difiere un
poco de la nocién de congruencia de las geometrias métricas. El la aplica a puntos, y concluye
gue un punto puede ser congruente con todos los otros puntos en el espacio, de ahi la
expresion AyY. Esta nocion de congruencia sostiene que cualquier punto del espacio esta en
la capacidad de sustituir al punto A sin que en el espacio ocurra modificacién alguna. Como
veiamos, en las geometrias meétricas, el concepto de congruencia también considera

superposiciones, pero dicha sustitucion se da entre figuras de igual magnitud. En Leibniz la
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congruencia tiene como finalidad hallar relaciones cualitativas entre puntos individuados y

situados.

Vemos que en Leibniz dos puntos pueden diferenciarse por el situs que corresponde
a cada par de puntos, y que cada uno de ellos no se define por sus caracteristicas intrinsecas.
AUn asi, son esenciales para deducir otras verdades esenciales para configurar modelos
relacionales o cualitativos. También es posible observar, por tanto, que el pensador aleméan
ya tenia en mente algunas ideas que anticipaban a las definiciones implicitas. Al igual que
Russell y Hilbert, Leibniz esta afirmando indirectamente, que los objetos geométricos solo
se definen por sus relaciones con otros puntos, a la manera de las definiciones implicitas. Por
ello podemos identificar estas mismas caracteristicas en el Analysis situs, pues:

Se puede resolver todo en geometria considerando solamente puntos. La naturaleza
de la linea consiste efectivamente en el hecho de que cualquiera de sus puntos posee una
cierta relacion con respecto a algunos puntos dados, por los cuales se pueden determinar o
descubrir (Leibniz G., 1679/2015b, p. 443)

El primer axioma de la geometria proyectiva formulado por Russell dice: “Podemos
distinguir diferentes partes del espacio, pero todas ellas son cualitativamente similares, y son
distinguibles solo por el hecho inmediato de que una se encuentran fuera de otras” (Russell,
1897, p. 132; 8122). En él hallamos aspectos estrictamente leibnizianos, y podemos decir que
si este primer axioma aplica para la geometria proyectiva, como condicion a priori para las
geometrias metricas, entonces este axioma ya estaba formulado en Leibniz como una
condicidn necesaria para para toda extension. Por tanto, el pensador aleman ya estaba

intuyendo o anticipando nociones de la geometria proyectiva.

2.) Otro dato esencial que en geometria proyectiva acompana a la percepcion de una
multitud de puntos, consiste en que para poder distinguir dos puntos en dicha agrupacion,
debe haber cierta actividad que acompafie a esa percepcion simultanea de objetos. Russell
expone esto asi: “la Unica razon, desde la geometria proyectiva, para no considerar dos
figuras proyectivamente idénticas, como actualmente idénticas, es la percepcion intuitiva de
la diferencia de la posicién. Esto es fundamental, y debe ser aceptado como un datum” (1897,
p. 131; §121). Este datum expone una forma de externalidad por el hecho de que los puntos
se perciben simultaneamente. Esta externalidad refiere a la capacidad de diferenciar, dentro

de un conjunto de elementos percibidos simultdneamente (en este caso puntos), lugares o
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posiciones. La externalidad revela una diversidad amplia de elementos, mas concretamente,
una diversidad cualitativa entre diferentes lugares, por lo que da la posibilidad de pensar que
dos puntos no ocupan un mismo lugar al mismo tiempo, por ende:

En un mundo en el que la percepcién nos presenta varias cosas, con varias
discriminaciones y con contenidos diferenciados, debe haber, en la percepcion, al menos un
“principio de diferenciacion”, un elemento por el que las cosas presentadas son distinguibles
como varias. Este elemento, tomado aisladamente, y abstraido desde desde el contenido en el
que es diferenciado, lo llamamos una forma de externalidad (1897, p: 136; § 128)

Russell afirma que para todas las relaciones posibles debe haber un principio que
exponga la externalidad y la relacion simultanea entre objetos. Todo tipo de relacion, en
consecuencia, debe implicar que aquellos objetos que se perciben son externos. En virtud de
lo anterior, en geometria proyectiva todo objeto es diferenciable mediante su relacion con
otros objetos, por el hecho de que ocupan lugares diferentes. Las respectivas posiciones, son
posiciones, en la medida de que exista la posibilidad de mantener sus diferencias cualitativas,
y que esta forma de externalidad sea, en términos leibnizianos, una especie de orden de
coexistencia. La posicion es relativa pues toda externalidad requiere de un sujeto que pueda
determinar esas relaciones, por ello: “la externalidad, es, esencialmente, una concepcion
relativa —nada puede ser externo por si mismo” (1897, p. 136; § 129). Russell postula, asi,
que el espacio proyectivo es relacional, cualitativo y relativo.

En apartados anteriores habia mostrado que el espacio leibniziano también es
relacional, cualitativo y relativo. Pero para que Leibniz pudiera postular esto, debia
determinar que hay objetos independientes de quien percibe. De ahi que:

Puede existir una infinidad de otros puntos que no podemos distinguir de él de ningun
modo, o lo que es lo mismo, puede estar tanto en un lugar como en otro, pero como no puede
estar en varios lugares simultanemente, ni moverse instantdneamente, percibimos el lugar
como un continuo (Leibniz G., 1679/2015b, p.479-480)

Leibniz dice (y posteriormente Russell) que una geometria cualitativa requiere de
cierto requisito en la percepcion, que es la externalidad. Con este requisito puede identificarse
una variedad infinita y comparable de lugares que se relacionan como un continuo, a esto
Louis Couturat lo denomina, en su lectura sobre Leibniz, intuicion comprativa (comparasion
intuitive) (Cfr. Couturat, 1901, p. 412). Lo Unico que podemos hacer es diferenciar lugares e

identificar en todos ellos relaciones de congruencia. Como veiamos en algin momento dado,
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Leibniz define al espacio como algo puramente relativo, pues es una abstraccion de las
relaciones que hay entre un punto respecto a otro. No existe, por ende, por si mismo. En ese
orden de ideas, la relatividad del espacio depende de que exista un presupuesto dado, a saber,
que alguien perciba cierta agrupacion de objetos externos a él. En consecuencia, cuando
Leibniz define al espacio como algo puramente relativo, refiere a que éste se deriva de
algunos requisitos que determinan relaciones, por medio de la comparacion y ordenacion de
los objetos, que es, a saber, la externalidad o la comparacion intuitiva. Estas nociones
(externalidad y relatividad del espacio), presentadas por Russell en la geometria proyectiva,
ya estaban vigentes en los presupuestos mismos del Analysis situs de Leibniz, a pesar de que

Leibniz no hubiera estructurado una axiomatica para esta geometria.

3.) Si las posiciones de los puntos son por si mismas indistinguibles, entonces ellas
son homogéneas, pero son homogéneas cuantitativamente en el espacio, de ahi que al ser
iguales, puedan colocarse nociones de superposicion o de congruencia, equivalencia y
proporcion. Si esto es asi, toda homogeneidad o toda relacion cuantitativa debe suponer
relaciones de identidad cualitativa. La homogeneidad del espacio, por ende, se corresponde
con la relatividad de la posicion. Por ese motivo, en toda comparacion entre magnitudes
espaciales, debe haber un requisito como el de la externalidad y la relatividad de la posicion:

Pues lo a priori en la geometria métrica serd lo que quiera que se presuponga en la
posibilidad de la medida espacial, esto es de la comparacion espacial cuantitativa. Pero tal
comparacion presupone simplemente una identidad conocida de cualidad, cuya
determinacidn es precisamente el problema de la geometria proyectiva (Russell, 1897, p. 148;
§141)

La naturaleza cualitativa del espacio relativo (que es en ultimas, el espacio
proyectivo), es una condicion a priori del espacio métrico o el espacio homogéneo. En lo
que refiere a las caracteristicas del espacio proyectivo, Russell tiene en mente las
caracteristicas de continuidad y divisibilidad. En este aspecto, Russell evoca la caracteristica
intensiva de un espacio relacional, es decir: “el aspecto de una totalidad [...] [y] una cantidad
intensiva no es numerable [...] pero una cantidad continua, si es divisible, debe ser
infinitamente divisible” (1897, p. 176; §178). Las cantidades intensivas constituyen la idea
de que una percepcidn simultanea de objetos en el espacio forma una totalidad, es decir, el
conjunto del todo con el conjunto de sus partes. Pero esas totalidades no son numerables,

porque son relaciones. Si hay divisibilidad, éstas partes deben relacionarse continuamente.
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De esto se deduce que el espacio proyectivo es de orden intensivo, pues se presenta como la
suma total de todas las partes que lo componen. Esto se sintetiza en el axioma dos de Russell,
“el espacio es continuo ¢ infinitamente divisible; el resultado de la division infinita, es la
extension cero, llamado punto” (1897, p 132; 8122). Russell considera que todo espacio
homogéneo es propenso a alteraciones continuas. La divisibilidad es, por ende, un resultado
de la forma de externalidad que poseemos sobre la homogeneidad del espacio, por lo cual:

Encontramos ahora que la distancia, por ejemplo, puede ser alterada continuamente
sin que cambie la linea recta sobre la que se mide. De este modo obtenemos, sobre la linea
recta en cuestion, una serie continua de puntos, que consideramos como constituyente de
nuestra linea recta. Por lo tanto, es s6lo a partir de la hipostatizacion de las relaciones (que la
geometria métrica requiere), que surge la vision de lineas rectas y planos como compuestos
de puntos, y es a partir de esta hipostatizacion, que surgen las dificultades de la geometria
métrica. (1897, p. 139; 8§131)

Teniendo en cuenta que el espacio homogeéneo se corresponde con la relatividad de
la posicion, tenemos que asumir que una cantidad extensiva la percibimos mediante nuestra
forma de externalidad, es decir, mediante los criterios que permiten que en tal extenso se
puedan comparar magnitudes. Si vemos tal cantidad, la vemos como una totalidad constituida
por todas sus partes. De la misma forma, podemos establecer una divisibilidad continua de
puntos o de relaciones continuas, es decir, una serie de cantidades que se definen por sus
relaciones y que son el fundamento de toda comparacion cuantitativa. EI espacio proyectivo
es una cantidad intensiva, y por nuestra forma de externalidad, es una condicion formal
anterior que determina a las cantidades extensivas, a saber, el espacio homogeneno. Es decir,
que a la manera leibniziana, todo orden de coexistencia es el fundamento para toda extension

0 comparacion de magnitudes.

Leibniz considera algo profundamente parecido. Como evidencié en el apartado
anterior, también sostiene que una cantidad extensiva debe ser continua e infinita, pues esto
se deriva de la externalidad misma, afirma que: “el extenso es un continuo. En el extenso se
pueden encontrar partes. En el extenso se pueden encontrar partes que existan
simultaneamente” (Leibniz G., 1679/2015b, p. 480). De esto se sigue que todas las partes
extensas se perciben simultdneamente, y que sus partes son continuas y divisibles
infinitamente. Para afirmar que toda extension es posible, deben admitirse todas sus posibles
relaciones de lugar y, por ende, sus relaciones de orden y coexistencia. Leibniz entiende, con

esto, que el espacio como orden de coexistencia, es una hipostasis que fundamenta toda
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magnitud en la extension. El espacio es, por tanto, una forma con la que se ordenan los
agregados de las sustancias, o, mejor decir, la extension en tanto fendémeno. Toda magnitud,
por tanto, debe presuponer una posicion y un orden de coexistencia. En Leibniz la nocion de
extension es una categoria acompafiada por la nocion de magnitud, por ello es una nocién
cuantitativa. Por esa razon, para la época de Leibniz, las geometrias métricas solamente
Ilevaron el analisis algebraico hasta el descubrimientos de incdgnitas. De este proceso surge
la consideracion de la extension como cualidad ultima del espacio.

Lo que Leibniz pretendié mostrar era que la métrica es viable, si se admite algo como
su fundamento, esto es, si se lleva el analisis hacia la comprension del situs. Desde una
perspectiva leibniziana, las geometrias métricas sélo tienen en mente la extension, y no
profundizan en lo que la extension misma abarca, es decir, el espacio local. Por ese motivo,
el concepto de espacio definido por Leibniz como relativo, es anterior a la extension misma,
y corresponde con la idea de la relatividad de la posicion de Russell. En esto, el espacio debe
presuponer el orden relacional y la externalidad misma de una agrupacion de puntos en el
espacio. Si se perciben dos puntos, aungque percibamos una magnitud, éstos deben localizarse
en dos lugares distintos, esto es, que entre los dos puntos individuales y diferenciados, hay
un orden de situacion, asi: “cuando dos puntos se perciben se percibe el situs del uno respecto
al otro [...] cuando se perciben dos puntos de un extenso simultdneamente, es la magnitud lo
que permite diferenciar su situs, por ello mismo es un extenso lo que se percibe” (Leibniz G.,
1679/2015b, p. 479). En ese orden de ideas, cuando Leibniz concibe el situs lo hace para
exponer que dada una extension, en tanto cuantitativa, sus respectivas relaciones de magnitud
pueden calcularse, siempre y cuando, pueda presuponerse que tales relaciones se
fundamentan en relaciones de posicion.

Tanto en Leibniz como en Russell toda cantidad extensiva y homogénea es
fundamentada por toda cantidad intensiva o proyectiva. Por tanto, cuando en un extenso se
perciben relaciones entre diferentes puntos situados, cada punto individual se relaciona con
otro punto individualizado, gracias a su posicion; de ese modo, hay entre ellos una relacion
de ubicacidn; esta relacion esta dada por el situs que comparten dos puntos congruentes. Esto
ofrece una medida especifica, que no hubiera sido posible reflejar si no se hubiera develado

la relacién cualitativa entre los dos puntos. Todo orden de relaciones espaciales es una
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condicion necesaria para que toda magnitud sea posible. Por ello en Leibniz la relatividad de
la posicion es anterior a la homogeneidad de la extension.

Vemos que en Leibniz todos los elementos necesarios estdn dados para que Russell
presente todo un sistema geométrico sustentado en relaciones de situacion en sus
Foundations of geometry. Estas nociones ya las habia anticipado el pensador alemén e,
indirectamente, las aportdé como nociones esenciales para el desarrollo de la geometria
proyectiva como tal.

El Analysis situs y la geometria proyectiva son geometrias puras y de orden
cualitativo, y establecen las condiciones necesarias para todos los sistemas geométricos
cuantitativos o métricos, por lo que la geometria proyectiva es una geometria mas general.
Asi, las geometrias no-euclidianas y a la euclidiana, son casos especiales de ésta. Podemos
aceptar, por tanto, por medio de una analogia, que lo que las geometrias euclidiana y no-
euclidianas son a la geometria proyectiva, la geometria analitica es al Anaysis situs. Con esto,
pretendo observar que el espacio leibniziano es mas general que el espacio de las geometrias
euclidiana y analitica, por el hecho de que conserva las mismas cualidades de un espacio

cualitativo y proyectivo.

Al igual que Russell, Leibniz ya poseia algunas ideas esenciales de base para
estructurar el Analysis situs, pues pudo fijar que las geometrias que se ocupaban por las
magnitudes necesitaban de algunos fundamentos cualitativos que serian anteriores a toda
medida. Por esa razdn, lo que hizo falta a Leibniz para llevar a un total desarrollo de sus ideas
fue reducir el analisis de la situacion y sus propiedades, a relaciones de seccion y de
proyeccidn, tal como sostiene Couturat:

Las operaciones proyectivas fundamentales son la proyeccién y la seccién. Dos
figuras son proyectivamente equivalentes cuando podemos ponerlas en perspectiva, o
transformarlas entre si mediante una serie de proyecciones y secciones (alineaciones y
superposiciones). Si Leibniz hubiera seguido este camino habria fundado la verdadera
geometria de la posicion (1901, p. 420)

No puedo decir, radicalmente, que el Analysis situs haya sido una geometria
antecesora de la geometria proyectiva. Pero, si Leibniz no logré consolidar una geometria
concreta de la posicion, por lo menos dejo los rastros necesarios y la conceptualizacion

suficiente para que se replantearan dichas ideas; y seria el joven Russell, lector riguroso y
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critico de Leibniz, quien llevaria estas ideas leibnizianas hacia la consolidacion de unos
axiomas para el espacio proyectivo. Leibniz no solo busco reformular las condiciones que
rodean a las geometrias métricas de su tiempo, sino que estaba dejando con su Analysis situs
una especie de legado que consolidaria en el futuro las bases para formular una geometria

naciente y légicamente anterior a las geometrias no-euclidianas, la geometria proyectiva.

Conclusiones

El objetivo del presente trabajo consistia en presentar, de manera general, lo que es el
Analysis situs y los parecidos de familia que tiene con la geometria proyectiva. Para el
desarrollo de este objetivo, en el primer capitulo expuse lo que significaba la palabra analisis
en esta geometria. Alli mostré el origen geométrico de este método, tomando como referencia
principal al gedbmetra griego, Pappus de Alejandria. Expuse que el andlisis de la geometria
griega era entendido como un razonamiento en el que se supone un enunciado desconocido
como conocido, que va acompafiado por una serie de herramientas y condiciones previas de
orden geométrico, y ascendemos secuencialmente hasta llegar a un enunciado conocido.
Luego desdendemos por los mismos enunciados que se derivaron del enunciado que
supusimos como conocido, organizandolos de manera mas estructurada hasta volver a él, a
esto se le denomina sintesis. Siguendo la lectura de Hinttikka y Remes, expuse las razones
por las que debe entenderse el surgimiento de cada enunciado geométrico, como
concomitantes y no como consecuencias logicas, por el hecho de que cada enunciado refiere
a relaciones de interedependencia entre objetos geométricos y no entre implicaciones légicas,
denominada interpretacion proposicional (Cfr. Hintikka & Remes, 1974, p. 11). Esto me
llevé a formular, por tanto, que el método del andlisis griego esta estrictamente vinculado
con las caracteristicas métricas de la geometria euclidiana, pues para demostrar problemas
geométricos, se deben mentar las contrucciones de los objetos geométricos que se ponen en
juego.

En la segunda parte expuse las disgresiones que se dieron en el mundo moderno sobre
el método analitico, sobre todo en el caso de pensadores como Zabarella, Descartes, Newton
y Leibniz. Expuse, como este método fue comparado con la pareja deduccién-induccion. El
andlisis era el correlato de la induccion por cuanto suponia que se podia ir de las

consecuencias hasta las casusas, y que la sintesis era el retroceso de las causas descubiertas
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hacia los efectos asumidos. Esto derivo en una interpretacion l6gica del método analitico, a
pesar de que fuera atribuido por estos mismos pensadores a los gedmetras griegos. Leibniz
no pudo ser una excepcién. Al final expuse en qué sentido la interpretacion l6gica del método
analitico, entendido como resolucion de complejos en simples, fue aplicado por Leibniz en
problemas geométricos. Expuse que fue el método del que se valié el pensador aleméan para
dejar de lado las condiciones métricas de la geometria euclidiana y cartesiana, la cual
concebia como fin dltimo del espacio, la extension. Asi, logra reducir los juicios de la
geometria a enunciados de identidad vy, alli, en donde no es posible distinguir una cosa de
otra, entonces, sélo queda diferenciarlas por simbolos. El anélisis da origen a una
characteristica que en geometria sélo determina relaciones formales entre puntos o lugares,
esto es el situs. Con esto formulado, Leibniz da lugar a la configuracion del Analysis situs
como una geometria que evalla relaciones formales entre objetos geométricos.

En el segundo capitulo, expuse los conceptos que dan contenido a la geometria
euclidiana; al igual que nociones como ‘definicion’, ‘axioma’, ‘postulado’ y ‘proposicion’.
Expuse, también, las respectivas problematicas que existen en cada uno de esos componentes,
y que elucidan las dificultades mismas del sistema euclidiano y que muchos autores han
reprochado, entre ellos Leibniz. Tales dificultades se sintetizan en la falta de claridad, tanto
en las definiciones, como en los postulados; por otro lado, tambiéen se reflejan las dificultades
que hay en la construccion diagramatica de las figuras geométricas, y junto con ello, la
dependencia de estos enunciados con sus respectivos dibujos. Asi, mostré cdmo procede
Euclides con la demostracion de las dos primeras proposiciones del libro primero de los
Elementos y, por ende, como procede, paso a paso, al construir cada objeto geométrico en
funcion de los problemas que cada proposicion pide construir. Con esto, reflejé el caracter

métrico de la geometria euclidiana y las respectivas dificultades que la acompafian.

Posteriormente, mostré que Leibniz ve necesario liberar a la geometria de estas
dificultades, y para ello afirma la necesidad de someter los conceptos basicos de la geometria
euclidiana a un andlisis mas riguroso, lo que le lleva a trascender la nocion misma de métrica
y fundamentar una geometria cualitativa. Presenté, de esa manera, los principios a los que
Leibniz acude para fundamentar el Analysis situs y los conceptos con los que logra estructurar
relaciones cualitativas, como la congruencia y la characteristica. Presenté la manera como

Leibniz, valiéndose de relaciones cualitativas, logra construir y distinguir objetos euclidianos
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como plano, circunferencia, recta, punto. Por ultimo, identifiqué las diferencias visibles entre
el Analysis situs y la geometria euclidiana, y los primeros atisbos que establecen parecidos

de familia con la geometria proyectiva.

En el tercer capitulo expuse el sentido cualitativo del Analysis situs y los aspectos que
determinan el parecido de su geometria con la geometria de Russell, particularmente, con el
joven Russell del periodo idealista. Para ello, traté la nocion de espacio como orden de
coexistencia en Leibniz, para explicar el contenido relativo de esa nocidn. Con ello estableci
su vinculo con la extension, en tanto condicién de posibilidad para magnitudes extensas. A
continuacion se dio luz para entender el sentido que la nocién de extensidn leibniziana tiene
relaciones con las cantidades métricas y con lo axiomas que Russell formula para dichas
geometrias. Esto con el fin de mostrar que las cantidades métricas, desde el punto de vista de
Russell, necesitan de condiciones a priori para que sean posibles, y que, por tanto, la nocion
de extension leibniziana, en tanto cantidad cuantitativa, también requiere de una condicion
que la determine como posible. Finalmente, presenteé en qué sentido el espacio leibniziano y
los conceptos fundamentales del Analysis situs permiten constituir un parecido de familia
con los axiomas que Russell formula para la geometria proyectiva. Evidenciando, de ese
modo, que tanto el espacio proyectivo, como el espacio leibniziano son condiciones de
posibilidad para todo el conjunto de las geometrias métricas; en términos historicos, para el
caso de Russell, condicion a priori de la geometria euclidiana y no euclidiana; para el caso

de Leibniz, condicion de posibilidad para la geometria euclidiana y la geometria analitica.

En el desarrollo del trabajo que acabo de presentar, mostré, el papel del método del
andlisis para Leibniz en el marco de la construccion de su proyecto geométrico. Expuse los
paralelos de diferencia con la geometria euclidiana y los conceptos que generan su parentesco
con la geometria proyectiva. En este punto, puedo afirmar que los parecidos de familia entre
la geometria proyectiva pueden formularse de la siguiente manera: primero, la geometria
proyectiva y el Analysis situs aceptan que los espacios métricos son homogéneos y que sus
condiciones de posibilidad se fundamentan en las relaciones de posicion en un conjunto
discreto de puntos percibidos. De ahi que ambas geometrias deban aceptar que un sujeto
percibe agrupaciones de puntos indiscernibles entre si, pues no queda mas que diferenciarlos

por su posicion.
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En segundo lugar, ambas suponen que hay una forma general de externalidad. Esto
es, que el sujeto que percibe estos puntos presupone que hay una diversidad de puntos o
lugares independientes que se vinculan entre si. Con mas exactitud, Russell las llama forma
de externalidad, Couturat acufia el término de intuicién comparativa a esta misma facultad
en el pensamiento de Leibniz. Tercero, ambas geometrias aceptan que la relatividad de la
posicion se corresponde con la homogeneidad del espacio. Esto es, que toda cantidad
intensiva condiciona a toda cantidad extensiva. Tanto en Russell como en Leibniz todo
cambio de magnitud que sea posible en un espacio homogéneo o en una extension, se
presupone un cambio de posicion. Pero todo cambio de posicion es relativo, pues para que
sea posible, es necesario que dos puntos sean distinguibles entre si, aplicando el principio de
la identidad de los indiscernibles. En ambas geometrias, por tanto el tanto el espacio
homogéneo, como la extension son continuos y divisibles infinitesimalmente. Pero todas las
comparaciones de magnitud que puedan expresarse admiten, igualmente, que son cantidades
actuales e infinitas, a esto Leibniz lo denominé laberinto del continum. Russell lo denominé
divisibilidad del continuo. En consecuencia, las cantidades intensivas son condiciones de

posibilidad de las cantidades extensivas.

Con lo anterior, el presente trabajo tiene la finalidad de defender que existen parecidos
de familia entre la geometria proyectiva y el Analysis situs. Pude, por lo demas, recalcar que
la geometria leibniziana dejé un suelo amplio de investigacion que podria reformular, no solo
el sentido de la geometria euclidiana sino el de la matematicas en general. Asi, la influencia
del Analysis situs sirvio de referente para el calculo geométrico de Grassmann (Cfr. Couturat,
1901, p. 430); de referente para los fundamentos de la topologia que el mismo Poincaré
estudié y que también denomind Analysis situs (Cfr. Poincaré, trad. 2010). Leibniz fue, en
esa medida, un pensador adelantado a su época, pues cada uno de los proyectos que tuvo en
mente, aungue no fueron consolidados por él mismo, si fueron revisados y estructurados por
pensadores posteriores. Asi, lo que eran ideas extrafias para su época, fueron ideas

revolucionarias para la posteridad.

Una geometria de la situacion no era algo que fuera facil de aceptar en los tiempos de
Leibniz, pero fue el principio que revolucionaria al pensamiento geométrico de los siglos
posteriores. En efecto, pudimos observar que Russell toma conceptos estrictamente

leibnizianos para postular sus axiomas de la geometria proyectiva y, aungue no
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explicitamente, implicitamente, se hallan en sus Foundatios of geometry de 1897. Como bien
sabemos, uno de los autores sobre los que él hablaba con autoridad era Leibiz, y por tanto,
su época idealista es imposible imaginarla sin la misma influencia del pensador aleméan. Por
un lado, vimos cdmo el filésofo inglés acepta que en la geometria proyectiva los puntos son
distinguibles unicamente por su posicion, idea que Leibniz ya habia formulado cuando
fundamentaba el Analysis situs. De la misma forma, vimos que al igual que Leibniz, Russell
se vale del principio de la identidad de los insdiscernibles para diferenciar un punto de otro.
Identificamos que para Russell el espacio proyectivo es continuo y divisible
infinitesimalmente, y el punto es aquello cuya extension tiende a cero. De la misma forma
para Leibniz, la extension es infinitesimalmente divisible y su sustento o base de realidad son
las puntos simples que carecen de extension. En consecuencia, la misma idea que Russell
determina para la gemetria proyectiva en el segundo axioma es de corte leibniziana. Asi, no
podriamos concluir de manera radical que el Analysis situs sea una geometria que haya
antecedido a la geometria proyectiva, pues Leibniz no piensa aun en conceptos como
proyeccidnes y secciones, pero, si podemos sostener que muchos de los conceptos que
Leibniz aplico en su geometria tienen una influencia considerable en la conformacion del
espacio proyectivo, lo que me permite afirmar que ambas son geometrias puras que tiene
parecidos de familia por cuanto tratan de entender la naturaleza cualitativa de las formas

geométricas.
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