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Introduccién

Las sucesiones juegan un papel fundamental en las mateméticas por su
utilidad en las demostraciones de teoremas y propiedades de la topologia, también
son fundamentales en las matematicas aplicadas. Solo por nombrar ejemplos,
las sucesiones son claves en la caracterizacion de funciones continuas o en la
caracterizacion de subconjuntos compactos en espacios metrizables, son usadas para
demostrar la existencia de soluciones de ciertas ecuaciones a través del Teorema del
Punto Fijo o en métodos iterativos como el de divide y venceras e incluso con la

notacion asintética que permite estimar la eficiencia de un algoritmo.

En los ultimos 50 anos, aproximadamente, diversos mateméaticos han
realizado contribuciones sobre generalizaciones de este concepto. Especificamente,
han realizado generalizaciones del concepto clasico de convergencia por medio de
nociones conjuntistas. Por ejemplo, [12] usa la nocion de ideal topologico, introducida
por Kuratowski en el ano 1933 [13], para generar una convergencia de sucesiones via
ideales. También es muy conocida la generalizacion de convergencia de sucesiones
usando la nocién de filtro, los cuales fueron introducidos por Cartan [5] en 1937. No
se sabe a ciencia cierta quien introduce la nocién de convergencia usando filtros, lo
que si es cierto es que ya forma parte del folklore dentro de la topologia y es usada

por muchos mateméaticos para realizar generalizaciones de teorias basadas en este

concepto. [1] [2] [9] [10]

En el ano 2000 Kostyrko, Salat y Wilezynski [12] generalizan la nocion de
convergencia por medio de una estructura dual a la de filtros: los ideales. En este
articulo, para un ideal Z, se introduce la nocién de Z—convergencia, se estudian
propiedades y caracterizaciones, entre otras cosas. La nociéon de sucesion Z—Cauchy
fue introducida en el afio 2005, por Dems |7], en este trabajo se estudia la relacion que
existe entre las sucesiones Z—Cauchy y las sucesiones Z—convergentes, aun cuando

podria pensarse que estas nociones podrian conducir a un Z—espacio de Banach,



sorprende leer el resultado proporcionado por los autores en donde caracterizan
los espacios de Banach en términos de sucesiones Z—Cauchy y las sucesiones Z—
convergentes, lo cual proporciona una herramienta adicional para el estudio de
este tipo de espacios. En el ano 2010 Pelihvan, Sengimen y Yaman [15] trabajan
las nociones de Z—convergencia débil e Z—débil* establecen propiedades de éstas
similares a las que satisfacen las sucesiones débilmente convergente y las sucesiones
de operadores débilmente* convergentes y en el 2012, Bhardwaj [3] estudia estas
nociones en el contexto de espacios £,,.

En este trabajo, se realiza un estudio de nociones de convergencia similar al
realizado en los trabajos [12] [7] [15], pero esta vez desde el punto de vista de filtros,
lo cual representa un aporte modesto a la literatura ya que hasta la fecha no se han
encontrado referencias que evidencien la existencia de estas.

Como una aplicacion, se estudian algunas notaciones asintoéticas en términos
de filtros, [6] [14]. La notacion asintotica es comprendida como una herramienta
fundamental para estimar la complejidad computacional de los algoritmos, es
decir, estudiar su tasa de crecimiento. Teniendo en cuenta la naturaleza de las
notaciones asintoticas, es posible interpretarlas en términos de sucesiones y, por
tanto, generalizarlas usando filtros. De manera que, en este trabajo, se introduce una
generalizacion de las notaciones asintoticas: Or y or, se establecen relaciones entre
estas dos notaciones, las propiedades que satisfacen, asi como también se relacionan
con las nociones previamente definidas y estudiadas.

En el primer capitulo de este trabajo, se presentan varios resultados que seran
utilizados a lo largo de cada capitulo, estos resultados son conocidos de forma general
y su presentacion no irdn mas alla de su remembranza. Forman parte de conceptos
y teoremas clasicos de la teoria de conjuntos, topologia y espacios normados que son
utiles para el desarrollo del trabajo.

En el segundo capitulo se realiza un estudio de los filtros, se dan ejemplos, se
enuncian y se demuestran sus principales propiedades, se hace uso del Lema de Zorn

para garantizar la existencia, bajo ciertas condiciones, de los ultrafiltros (también



conocidos como filtros maximales), se dota a la coleccion de todos los ultrafiltros sobre
N de una topologia y el espacio topolégico obtenido resulta siendo la compactificacion
de Stone-Cech de los niimeros naturales. [11]

En el tercer capitulo se introduce la nociéon de sucesiéon convergentes via filtros.
Dado un filtro F, se estudia la nocién de sucesion F—convergente sobre un espacio
topologico, se desglosa una parte del articulo de Ferreira [8], en el cual se trabaja
el concepto de convergencia de sucesiones usando filtros libres sobre los nimeros
naturales. Ademas, se caracterizan nociones comunes de la topologia como: punto de
adherencia o acumulacion y el comportamiento de sucesiones JF—convergentes bajo
funciones continuas.

Posteriormente se realiza un estudio similar pero ahora considerando espacios
topoldgicos muy particulares: espacios normados, en estos se profundiza un poco mas
la convergencia via filtros, anadiendo el estudio de diversos tipos de convergencias
como son la convergencia débil y la convergencia débil*.

En el dltimo capitulo, luego de estudiar diversos tipos de convergencias via
filtros en diferentes contextos, se presenta una aplicaciéon de la convergencia via filtro
al considerar la notacion asintotica, usada para determinar el tiempo de ejecucion de
un algoritmo, como clases muy especiales de sucesiones. De manera que se introduce
una generalizacion de las notaciones O grande y o pequena via filtros, asimismo, se
establecen algunas propiedades y se estudia la relacion existente entre estos nuevos

conceptos y los estudiados en capitulos anteriores.



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este primer capitulo es presentar varios resultados de caracter
general que se emplearan a la largo de este trabajo. Algunos de ellos forman parte
de la teoria basica de espacios topolégicos y de espacios normados, por lo que en la

mayoria de los casos se proporcionan referencias bibliograficas de los mismos.

1.1. Algunas nociones topologicas y de orden

Sea X un conjunto, una sucesiéon en X es una funciéon f definida sobre el
conjunto de los niimeros naturales y tiene como rango un subconjunto de X, esto
es f: N — X. Usualmente se utiliza la expresion x, para expresar la imagen de n
bajo la funcion f, y en vez de usar la notacion funcional se emplea la notacion (z,,)
para indicar el conjunto de elementos que pertenecen al rango de la sucesion, dichos
elementos son los términos o elementos de la sucesion.

Sean (X, 7) un espacio topologico y x € X, se denota por N (x) el conjunto

{Uer:zeU}.

Definicién 1.1. Sean X un espacio topoldgico, (x,) una sucesion en X se denomina
convergente a x € X, lo cual se denota por x,, — x, si para todo abierto U € N (x)

eriste N € N tal que st n > N, entonces x,, € U.

En un espacio topolégico puede ocurrir que una sucesion converja a mas de
un punto, la unicidad del limite se obtiene si se le exige al espacio topologico la
condicién de ser 175 o Hausdorff.

Las sucesiones en espacios topologicos, entre otras cosas, permiten caracterizar
funciones continuas y compacidad en espacios metrizables, es decir espacios

topologicos que provienen de una métrica.
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Teorema 1.1. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Si existe una sucesion (z,)

tal que x, — x, entonces x € A.

El anterior teorema se conoce como el Lema de la Sucesion, el reciproco de
este resultado es cierto si X es metrizable, este teorema genera una caracterizacion

para los puntos de la clausura en términos de sucesiones.

Teorema 1.2. Sea X un espacio metrizable. X es metrizable, X es compacto si y

solo si toca sucesion de X tiene una subsucesion convergente.

Esta caracterizacion corresponde a la nociéon de secuencialmente compacto,
es decir, un espacio X es secuencialmente compacto si toda sucesiéon en X tiene
una subsucesion convergente. A continuacién se enuncian y demuestran algunas
propiedades relacionadas con familias que satisfacen la propiedad de interseccién

finita y que seran usadas en capitulos posteriores.

Definicion 1.2. Sean X un conjunto y A una familia no vacia de subconjunto de

X

1. Se dice que A posee la propiedad de interseccion finita si la interseccion entre

los elementos de cualquier subfamilia finita es no vacia.

2. Se dice que A posee la propiedad de interseccion infinita si la interseccion entre

los elementos de cualquier subfamilia finita es infinita.

Dada una una familia A no vacia de subconjuntos de X se tiene que si
posee la propiedad de interseccién infinita, entonces también posee la propiedad
de interseccion finita, lo anterior debido a que como la segunda propiedad garantiza

una interseccion infinita, implica directamente que es no vacia.

Lema 1.1. Sean X un espacio topologico, v € X un punto en la clausura del conjunto
{z,, : n € N}. La familia {{n € N:z, € V} : V € N(z)} posee la propiedad de

interseccion finita.



Demostracion. Si la familia {{n € N:z, € V}:V € N(z)} no tiene la propiedad
de interseccion finita quiere decir que existe una subfamilia finita {{n € N : z,, €

Vi}: Vi € N(z)}r_, tal que la interseccion de sus elementos es vacia, es decir:

k
ﬂ{nEN:xneVg}z(D
i=1
de tal manera que {n € N: z, € ﬂle V;} =0, de modo que para todo n € N sucede
que x, ¢ ﬂle V;. Ahora note que ﬂle V; € N(x), por tanto, como z es punto de
acumulacién, ocurre que ﬂle Vin{z, : n € N} # 0, o sea, existe n € N tal que
Ty € ﬂle Vi, lo cual es una contradiccion. En consecuencia la familia {{n € N : z,, €

V}:V e N(x)} posee la propiedad de interseccion finita. O

A continuacion se introducen algunas nociones relacionadas con un orden para

enunciar el Lema de Zorn.

Definicion 1.3. Sean A un conjunto no vacio y < una relacion sobre A. Si <
cumple las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva se dice < es una relacion

de orden parcial sobre A.

Definicion 1.4. Sean A un conjunto no vacio y < una relacion de orden parcial
sobre A. Dado m € A, se dice que m es elemento mazimal si no existe a € A tal que

m < a.

Definicion 1.5. Sean A un conjunto no vacio y < una relacion de orden parcial
sobre A. Se dice que un subconjunto B de A es una cadena si para todo par de
elementos a,a’ € B se tiene que a < a' 0 a’ < a, es decir, para todo par de elementos

a,a’ € B, a ya son comparables.

Lema 1.2. (Lema de Zorn) Sean A un conjunto no vacio y < una relacion de orden
parcial sobre A. Si toda cadena de A tiene cota superior en A, entonces A tiene un

elemento mazximal.



1.2. Espacios normados y espacios de Banach

Se consideraran espacios vectoriales X definidos sobre el campo de los ntimeros
reales R. Una norma sobre X es una aplicacion || - || : X — R que satisface las

siguientes condiciones:

L =]l =0,

2. |jz|| = 0 siy solo si x =0,

3. ||azx| = |af - ||z|| para todo a € R,

4. ||l +yl| < llz]] + ||ly]|, (Desigualdad triangular).

Al par (X, || - ||) formado por un espacio vectorial X y una norma || - || sobre
X se denomina espacio normado.

Todo espacio normado (X, || - ||) es un espacio topoldgico. La topologia sobre
X inducida por la norma || - || tiene por base la coleccion formada por las bolas
abiertas B(z,r) ={y € X : [[x —y|| <r} donde x € X y r > 0.

El ejemplo clasico de espacio normado es el espacio vectorial R™ junto con la
norma euclidea ||z| = {37, (z)2}"/>.

Una sucesion (z,,) en un espacio normado (X, | - ||) se denomina convergente
a un punto x € X, lo cual se denota por z,, — z, si dado € > 0 existe N € N tal
que ||z, — x| < € para todo n > N. Observe que el concepto de sucesion convergente
en un espacio normado coincide con la nocién de sucesion convergente en un espacio
topologico al considerar la topologia inducida por la norma.

Una sucesion (z,,) en un espacio normado (X, || -||) se denomina de Cauchy, si
dado € > 0 existe N € N tal que ||z, — z,,|| < € para todo n,m > N. Toda sucesion
convergente es una sucesion de Cauchy, sin embargo existen sucesiones de Cauchy que
no son convergentes. Por ejemplo, si considera X = (0, 1) como subespacio vectorial
de R con la norma inducida por el valor absoluto, entonces la sucesion (l) es de

n
Cauchy pero no converge en X.



Los espacios normados en los cuales toda sucesion de Cauchy es convergente,
se denominan espacios de Banach.

Para un estudio detallado de los espacios de Banach puede consultar [1]. A
continuacion, se proporcionan algunas definiciones y propiedades asociadas a espacios
de Banach que serdn usadas en algunas secciones de este trabajo, se omiten las
demostraciones de las propiedades, las cuales pueden ser encontradas en [1] o [2].

Sean X y Y espacios normados, un operador lineal 7" : X — Y se denomina
acotado, si existe ¢ > 0 tal que ||Tz| < c|z| para todo x € X. Se denota por
L(X,Y) el espacio vectorial de todos los operadores lineales y acotados de X en Y.
La aplicacion

T
|-l : £L(X,Y) — R", definida por ||T|| = sup I7=]

0#£z€X HIH

es una norma sobre £(X,Y). Si Y es un espacio de Banach entonces £(X,Y) es un
espacio de Banach. Si X =Y entonces el espacio de todos los operadores lineales y
acotados de X en X se denota por £(X) en vez de L(X, X).

Un caso muy especial ocurre cuando se consideran operadores lineales y
acotados de un espacio normado X en R, es decir cuando se considera L£(X,R).
Operadores de esta forma se denominan funcionales, y dado que R con la norma
euclidea es Banach entonces £(X,R) también es Banach. Usualmente se denota por
X* el espacio L(X,R) y se denomina espacio dual de X.

Uno de los teoremas mas importante dentro del analisis funcional es el
Teorema de Hahn-Banach, el cual es un teorema de extension de funcionales lineales
y proporciona condiciones para la existencia de funcionales lineales que preserven

ciertas propiedades.

Teorema 1.3. (Hahn-Banach en espacios normados) Sean X un espacio normado,
M un subespacio de X y f : M — R un funcional lineal y acotado, entonces existe

un funcional lineal y acotado F' : X — R tal que F(x) = f(x) para todo v € M y
(= 11711



Son varios los corolarios que se obtienen como consecuencia del Teorema de

Hahn-Banach, a continuaciéon se enuncian solo un par de ellos.

Corolario 1.1. Sean X un espacio normado y xqg € X tal que xo # 0, entonces

existe un funcional lineal y acotado F € X* tal que |F|| =1 y F(xg) = ||xo].

Corolario 1.2. Sea X un espacio normado si zg € X es tal que f(x¢) = 0 para todo

f € X* entonces xqg = 0.

Observe que dado un espacio normado X, a cada x € X le corresponde un
tnico funcional g, : X* — R definido por ¢,(f) = f(x). g, se denomina funcional
evaluacion y como consecuencia del Teorema de Hahn-Banach se demuestra que

satisface las siguientes propiedades:

1. g, es lineal,
2. lgo(O) < |||l - || fI| para todo f € X*, es decir g, es acotado

3. 9o € X,
4 lgall = Il

Otro resultado muy importante en el anélisis funcional es el Teorema de
Acotacion Uniforme, el cual proporciona un criterio para determinar cuando una

familia de operadores lineales y acotados esta acotada uniformemente.

Teorema 1.4. (Principio de Acotacion Uniforme) Sea (T, )acs una familia de
elementos de L(X,Y), donde X es Banach. Si (||Tox||)acs estd acotada para todo
xr € X, esto es si para todo x € X existe ¢, > 0 tal que ||Toz|| < ¢, entonces existe

¢ >0 tal que [|[T,] < c.

Ademaés de la convergencia usual en espacios normados es posible estudiar
otros tipos de convergencias, que inducen topologias diferentes a la topologia inducida

por la norma.



Definiciéon 1.6. Sean (X, ||-||) un espacio normado X, (x,) una sucesion en X ,x €
: L d :
X. Se dice que (x,) converge débilmente a x, lo cual se denota por x, — x, si para

todo f € X* se cumple que f(z,) — f(x).

. d . e . . .
Si x,, — x se dice que z es limite débil de la sucesion (z,,), a continuacion se

presentan algunas propiedades de la convergencia débil.

Teorema 1.5. Sean (X, || -||) un espacio normado y (z,,) una sucesion en X tal que

Ty A re X, entonces se satisfacen las siguientes propiedades:
1. El limite débil de la sucesion (x,) es unico,
2. Toda subsucesion de (x,,) converge débilmente a x,
3. La sucesion en norma (||x,||) es acotada.

Teorema 1.6. Sean (X, | - ||) un espacio normado y (x,) una sucesion en X. Si

d
T, — T, entonces T, — T.

El anterior teorema establece que la convergencia usual (también llamada
fuerte) implica la convergencia débil con el mismo limite, el reciproco generalmente
no es cierto, de hecho, una condicién para que se satisfaga el reciproco es que la
dimension del espacio X sea finita. A continuacion se presenta una caracterizacion

para la convergencia débil.

Teorema 1.7. Sean (X, || - ||) un espacio normado y (x,) una sucesion en X. Las

siguientes proposiciones son equivalentes:
1. z, i) x.
2. La sucesion en norma (||x,||) es acotada.
3. Si para todo f € M C X', M un conjunto total, se cumple que flz,) — x.

A continuacion, se presenta un tipo de convergencia para funcionales lineales:

la convergencia débil*.
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Definiciéon 1.7. Sean (X, || - ||) un espacio normado, (f,) una sucesion en X*, se
dice que (f,) converge débilmente* a f € X*, lo cual se denota por f, AN f, si para

todo x € X se cumple que f,(z) — f(zx).

La convergencia débil y la convergencia débil* son, como puede que sea
intuitivo, conceptos muy cercanos. El siguiente teorema ilustra que la convergencia

débil implica la convergencia débil* sin ningin otro tipo de condicion.

Teorema 1.8. Sean (X, || - ||) un espacio normado y (f,) una sucesion en X*. Si

(fn) =, f € X*, entonces (f,) LN f

A continuacién se enuncian un par de definiciones y una propiedad relativas

a espacios normados que seran de utilidad en capitulos posteriores.

Definicion 1.8. Sean (X, || - ||) un espacio normado y A C X no vacio y acotado,

se define el didmetro de A, lo cual se denota por diam(A), como
diam(A) = sup{[|lz —yl| : 2,y € A}

Definicion 1.9. Sean (X,|| - ||) un espacio normado y (F,) una sucesion de
subconjuntos de X, se dice que la sucesion (F,) es una sucesion encajada de Cantor

st para cada n € N se satisfacen las siguientes condiciones:
1. F,, es cerrado.
2. La sucesion es decreciente, es decir: F,,.1 C F,.
3. diam(F},) — 0.

Teorema 1.9. Sea (X, || -||) un espacio normado completo, si (F,) es un encaje de

Cantor, entonces existe x € tal que:
o0
() Fn = {=}.
n=1
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Demostracion. Sean (X, || - ||) un espacio normado completo, (F},) una sucesion de
subconjuntos de X que es un encaje de Cantor y (z,) una sucesion sobre X tal que,
para todo k € N, se cumple que z, € F}, se mostrara que (z,,) es de Cauchy. Sea ¢ >
0, note que como la sucesion (F},) es un encaje de Cantor, pasa que diam(F,) — 0,
de esta manera, para ¢, existe N. € N tal que si n > N, entonces ||diam(F,) — 0| =
|diam(F},)|| < e, luego, tome n,m > N, sin pérdida de generalidad m > n y como

(F,) es decreciente, sucede que z,, x,, € F,, por ende
|zn — 2w < diam(F,) < e,

y asi ||z, — || < e, por tanto la sucesion (z,) es de Cauchy.
Seguido a lo anterior, como el espacio es completo, es posible afirmar que
(z,) es convergente, suponga que converge a un punto x € X, se mostrard que

T € (V,en Fn- Para ello asuma que no es asi, es decir que = ¢ [,y [, de esta

neN

manera existe k € N tal que z ¢ Cy, por tanto ||z — Ci|| = r > 0, por lo que la bola

B (m, %) no comparte ningin elemento con Fj, ademas, note que si se toma n > k

pasa que x, ¢ B (:L‘, g), de tal forma que para el abierto B (x 7’) no existe NV € N

]
tal que si n > N, entonces z,, € B (ZB, g), por tanto se produce una contradiccion ya
que T, — .

Ya se tiene que x € [ _n Fn, no hace falta mas que demostrar que es el tnico

F,, de

neN

elemento en dicha interseccion, suponga que existe y € X tal que y € [, oy
modo que paran € N

[ =yl < diam(F,),

como diam(F,) = 0, pasa que ||z —y|| <0, ergo x = y. De esta manera se demuestra
que la interseccion de los subconjuntos de la sucesiéon en consideracion se compone

de un tnico elemento. O
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Capitulo 2
Filtros

Los filtros topologicos son una estructura que permiten, de una forma natural,
describir y extender la nocion de convergencia en topologia general. Los filtros fueron
introducidos en 1937 por Henri Cartan [5]. En 1940, Nicolas Bourbaki [4] hace uso de
la nocién de filtro para demostrar muchos resultados de la topologia general, como
por ejemplo, el famoso Teorema de Tychonoff para el producto arbitrario de espacios
compactos. En este capitulo se introduce la nociéon de filtro, se presentan ejemplos,
se establece la existencia de los ultrafiltros y se proporciona una topologia sobre el
conjunto de los ultrafiltros sobre N.

A continuacion se presenta la definiciéon de filtro, el cual es una familia no

vacia de subconjuntos que cumplen tres caracteristicas.

Definicion 2.1. Sea X wun conjunto no wvacio. Una familia no vacia F de

subconjuntos de X es un filtro si se cumplen las siguientes propiedades:
10¢F.
2. Si A, B € F, entonces AN B € F.

3. SiAe FyACB, entonces B € F.

Estudiando las consecuencias mas simples de esta definicion, es facil darse
cuenta que, utilizando un argumento inductivo y a partir de la segunda propiedad,
los filtros son cerrados bajo intersecciones finitas. Por otro lado, Gnicamente por
la primera propiedad, el conjunto potencia o partes de X, p(X), no es un filtro,
sin embargo, el conjunto p(X) — {0} si lo es, este tltimo es conocido como filtro
impropio. La tercera propiedad implica que los filtros son familias de subconjuntos
monotonas bajo la contenencia, de aca es facil darse cuenta que para un conjunto no
vacio X, X esté en todo filtro. A continuacién se presentan los ejemplos mas cléasicos

e importantes de esta estructura matemaética.
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Ejemplo 2.1. Dado un conjunto infinito X, se denomina filtro trivial a la coleccion
definida como { X'}, es sencillo darse cuenta que esta coleccion cumple las propiedades

de filtro.

Ejemplo 2.2. Dado un conjunto infinito X, el filtro de Fréchet se define como
F,={F € p(X): X — F es finito}. Se demostrard que la coleccion F, es en efecto
un filtro:

1. Note que O ¢ F, debido a que, de lo contrario, X — () = X seria finito. Por

hipdtesis no lo es.

2. Tome A, B € F,, se mostrard que AN B € F,.. De la hipdtesis de tiene que
X — Ay X — B son finitos, de modo que (X — A) U (X — B) es finito, de
esta manera (X — A)U (X — B) = X — (AN B) es finito, de tal manera que
ANBeF,.

3. Sea A € F,., y considere B tal que A C B, luego X — B C X — A, de tal manera
que como A € F, se cumple que X — A es finito, asi, por ser estar contenido

en un subconjunto finito, se obtiene que X — B es finito y por tanto B € F,.
Por tanto la coleccion F, es un filtro.

El filtro de Fréchet estard constantemente presente al momento de
encontrar ejemplos més adelantes, ademas, juega un papel muy importante en las
caracterizaciones, por medio de la convergencia via filtros, de nociones que se tienen
en la convergencia usual. Los elementos del filtro de Fréchet suelen llamarse cofinitos,
debido a que el complemento de todos estos es finito por definicion. A continuacién

se presenta otro ejemplo relevante de filtro: filtros principales.

Ejemplo 2.3. Dado un conjunto infinito X, el filtro principal de un subconjunto no
vacio A de X se define como Fa = {F € p(X): AC F}, este subconjunto A puede
reconocerse como el subconjunto principal del filtro Fa. Cuando A se compone de
un solo elemento x, el filtro principal se identifica como F,. Se demostrard que la

coleccion F, es en efecto un filtro sobre X :
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1. 0 ¢ Fa ya que O no contiene a ningin conjunto a parte de €l mismo.

2. Sean Ay, Ay € Fyu, entonces A C Ay y A C Ay, asi A C A1 N Ay, por lo que
Al NAy € Fyu.

3. Sea Ay € Fa, y considere Ay € p(X) tal que Ay C As. Se tiene entonces que
que A C Ay C Ay y por tanto Ay € Fu.

Por tanto la coleccion F4 es, efectivamente, un filtro sobre X.

Ejemplo 2.4. Dado un subconjunto A de N, la densidad de A, denotada por d(A),

se define como:

d(A) = Tim Card(AN{1,2,..,n })

n—00 n

Algunas propiedades de la densidad de A son las siguientes:
1. d(A) € ]0,1].
2. Si A es finito entonces d(A) = 0.
3. dN—A)=1-d(A).
4. Si A C B entonces d(A) < d(B).
5. d(AU B) < d(A) +d(B).
La coleccion Fg={A CN:d(A) =1} es un filtro sobre N. En efecto:
1. 0 ¢ Fq ya que d(0) = 0.
2. Sean Ai, Ay € Fy, entonces

d(N—=(A1NA)) <dN-A)Ud(N—-A;) =0

por lo que Ay N Ay € Fy.

3. Sea Ay € Fy, y considere Ay tal que Ay C As. Se tiene entonces que que
d(Ay) < d(A) y por tanto d(As) =1, de aqui que Ay € Fy.
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Por tanto la coleccion F, es, efectivamente, un filtro sobre X.

En algunos casos, es posible comparar filtros en términos de la contencioén,
esto es, dados F; y JF5 filtros sobre sobre un conjunto X , si F; C F5, entonces se
dice que el filtro F; es mads fino que el filtro F7, esto también es posible interpretarlo
como que la coleccion Fy contiene més subconjuntos de X. El siguiente ejemplo
muestra que el filtro de Fréchet satisface la propiedad de interseccion infinita, por

ende, la propiedad de interseccién finita.

Ejemplo 2.5. Sea X un conjunto infinito y considere el filtro de Fréchet F, sobre
X. Tome una familia finita de subconjuntos del filtro de Fréchet {F;}!_,, por tanto,
cada uno de los elementos de este subconjunto es el complemento de un subconjunto
finito de X, es decir F; = X — A; en donde A; es un subconjunto finito de X para
todo i € {1,2,...,n}, de modo que al realizar la interseccion de los elementos de

este subconjunto se obtiene:

n n n

ﬂFi:ﬂ(X_Ai):X_UAi

i=1 i=1 i=1
como |J._, A; es finito, por ser unidn finita de conjuntos finitos, y dado que X es
infinito, entonces X —J;_, Ai # 0. Por tanto, la coleccion F, posee la propiedad de

interseccion infinita y en consecuencia la propiedad de interseccion finita.

A continuacién se presenta la definicion de filtro fijo y filtro libre, los cuales son

caracterizados por el filtro de Fréchet y por los filtros principales respectivamente.

Definicion 2.2. Sean X un conjunto infinito y F un filtro sobre X. Se dice que F
es fijo si:

(N F#0

FeF
St el filtro no es fijo se dice que es libre.

El filtro de Fréchet es el ejemplo clasico de filtro libre mientras que un filtro
principal es un ejemplo clasico de filtro fijo, tal y como se exhibe en el siguiente

ejemplo.
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Ejemplo 2.6. St X es un conjunto infinito, entonces:

1. FEl filtro principal de un subconjunto no vacio A de X es fijo ya que A C
NperF, asiNper F#0 .

2. El filtro de Fréchet es un filtro libre. Para mostrar esto suponga que no es asi,
es decir (\per, F' # 0, luego eviste v € X tal que x € (\per F, por tantox € F
para todo F' € F,. Observe que X —{xz} € F, debido a que X — (X —{z}) = {z}
es finito, pero x ¢ X — {x}, lo cual contradice el hecho de que x estd en todo

elemento de F,. De esta manera (\per ' = 0 y asi F, es libre.

A continuacién se presenta una caracterizacion de estos dos tipos de filtros,
filtros libres y filtros fijos, la cual se obtiene al considerar el filtro de Fréchet 2.2 y
los filtros principales de un subconjunto 2.3. Este teorema seré de gran utilidad para

demostrar varios resultados que se presentaran posteriormente.

Teorema 2.1. Sean X un conjunto infinito y F un filtro sobre X, entonces:

1. F es fijo, siy solo si existe un subconjunto A no vacio de X tal que F C Fy4.

2. F es libre, si y solo si F. C F.

Demostracion. Para mostrar que la primera proposiciéon es cierta asuma que F es

fijo, de esta manera

() F+#0,

FreF

es decir que existe un subconjunto no vacio A de X tal que A C (.5 F, por tanto,
para todo F' € F se cumple que A C F, de tal manera que F' € F4 para cualquier
F € F, por ende F C F,. Para completar la prueba de la primer afirmacion,
suponga ahora que F C F4 para algin conjunto no vacio A C X, de esta manera
todo elemento de F contiene a A, de modo que ) # A C (pcx F, por tanto F es
fijo.
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Para demostrar la segunda proposicion, suponga que F es libre, primero se
mostrara que si x € X entonces X —{z} € F, en efecto, dado que F es libre entonces
Nrer F =0, por lo que existe F' € F tal que x ¢ F', esto significa que F' C X —{x}
y por tanto X — {z} € F.

Ahora bien, sea F' € F,, entonces F' = X — {x,29,..., 21}, con z; € X, de

modo que :
k
F=X—{xy,29,...,23} = ﬂX—{xi},
i=1

como X — {x;} € F para todo i € {1,..,k}, y dado que los filtros son cerrados para
intersecciones arbitrarias se obtiene que F' € F.

Reciprocamente, suponga que F,. C F entonces

dado que el filtro de Fréchet es libre, se obtiene que
Nrer=n
FeF FEeF,

luego Nper F =0 y asi F es libre. O

Note que, en términos de contenencia, los filtros principales de un tnico
elementos son los mas grandes, o mejor dicho, son mas finos que los demas filtros
principales, de hecho, cuan pequeno es el subconjunto principal, mas fino es el filtro.

A continuacion, usando el Teorema 2.1 se presenta un ejemplo de filtro libre.

Ejemplo 2.7. Considere el filtro definido en el Ejemplo 2.4. Se mostrard que F, C
Fyq con lu cual Fy es un filtro libre. En efecto, se A € F,., entonces N — A es finito
y por tanto d (N — A) = 0. De aqui que d(A) =1 y por tanto A € Fy

El filtro generado por una familia de subconjuntos es una nocién que ayudara
a demostrar méas adelante la existencia de los ultrafiltros. Dado una familia de
subconjuntos A C p(X) es posible definir el filtro mas pequeno que contenga a

A, este se llama el filtro generado por A y se denota como (A).
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Definicién 2.3. Sea X un conjunto y A C p(X), se define el filtro generado por A

como:

(A) = {F Cp(X): AC F,F fitro}

Evidentemente A C (A) y note que este tltimo si es un filtro ya que, ) ¢ (A),
porque ) no esta en ningtn filtro; si toma Fi, Fy € (A), pasa que, por Definicion 2.3,
F; N Fy esté en todo filtro que contiene a A, por tanto Fy N Fy € (A); por altimo, si
toma Fy € (A) y F» C X tal que Fy C Fj, resulta que, nuevamente por Definicion
2.3, I, pertenece a todos los filtros que contienen a A y asi I, € (A). De esta manera

se confirma que el filtro generado por una familia A es un filtro.

2.1. Ultrafiltros

A continuacion, usando el Lema de Zorn 1.2, se exhibe la existencia de filtros

maximales, los cuales se denominan ultrafiltros.

Definicion 2.4. Sean X un conjunto infinito y F un filtro sobre X, se dice que F

es un ultrafiltro si no estd contenido propiamente en ningun otro filtro.

La definicion anterior basicamente significa que si F es un ultrafiltro y otro
filtro G contiene a F entonces G = F. También, el hecho de que para un filtro F
exista un filtro G tal que F C G, implica que F no es un ultrafiltro. A continuacién
se presenta una caracterizacion para los ultrafiltros, la cual sera tutil en resultados

posteriores.

Teorema 2.2. Sean X un conjunto infinito y F un filtro sobre X, entonces F es

un ultrafiltro, si y solo si, para todo A C X, se cumple que A€ F o X — A€ F.

Demostracion. Sean X un conjunto infinito y F un filtro sobre X, suponga que
existe un subconjunto A C X tal que A ¢ Fy X — A ¢ F. Considere la familia de

subconjuntos de X definida como
GA)={GCX:aF e F,FNACG},
se va a mostrar que G(A) es filtroque contiene a F. En efecto:
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1. Suponga que () € G(A), entonces existe F' € F tal que F N A = (), esto implica
que FF C X—A, de modo que X — A € F lo que contradice parte de la hipotesis.
Por lo tanto () ¢ G(A).

2. Sean G1,G; € G(A),entonces existen Fy, Fy € F tales que F1 N A C Gy y
;N A C Gy, como F es filtro, Iy N Fy € F y note que F1NEFy,NAC Gy NGy,
de tal manera que G; NGy € G(A).

3. Sean 7 € G(A) y G2 C X tal que G; C Gy, luego existe F; € F tal que
FiNACG; CGs, lo que implica que Gy € G(A).

De los items 1, 2 y 3 se concluye que G es un filtro.
Ahora bien, tome F' € F, note que FFNA C F', por tanto F' € G, de tal manera
que F C G. Esto tdltimo permite afirmar que F no es un ultrafiltro.
Reciprocamente, suponga que F no es un ultrafiltro, de modo que existe un
filtro G que lo contiene, tome A € G— F, entonces X — A ¢ F, porque de lo contrario
(X—A)NA=0egG,porende X —A¢ FyA¢F. O

Como fue mencionado al inicio de esta seccion, el Lema de Zorn 1.2 servira
para demostrar que dado un filtro siempre es posible construir un ultrafiltro que lo
contiene. Ademés, en el posterior resultado se usa también el Lema de Zorn 1.2 para
demostrar que toda familia de subconjunto que posea la propiedad de intersecciéon

finita est& contenida en un ultrafiltro.
Teorema 2.3. Todo filtro estd contenido en un ultrafiltro.

Demostracion. Sean X un conjunto infinito y F un filtro sobre X, se va a demostrar

que existe un ultrafiltro U tal que F C UY. Considere el conjunto:
P={G:Gesunfiltroy F C G}

Defina una relaciéon de orden parcial < sobre P como se sigue: dados G,D € P, se

dice que G < D si G C D, note que esta relacién cumple reflexividad, antisimetria
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y transitividad. Considere una cadena C C P, se mostrara que | J,,.. H es un filtro

sobre X:
» 0 ¢ Uyee M va que O ¢ H para ningtn H € C.

» Sean A, B € U, H, por tanto existen H1,H, € C talesque A € Hyy B € Hos.
Note que como C es una cadena estos dos elementos estdn relacionados por
medio de <, sin pérdida de generalidad asuma que H; < Hs, por ende A € Ho,
asi, al ser Hy un filtro pasa que la intersecciéon de cualesquiera dos elementos

de Hs esta en Hs, particularmente sucede que A N B € H, y en consecuencia

ANB € Uy H

= Suponga que A € (J,.c H y sea B tal que A C B. El hecho de que A € | Jy e H
implica que existe H € C tal que A € ‘H de tal manera que como A C B pasa
que B € H y por tanto B € (J;,cc H.

Por tanto (J;,.- H es un filtro y note que esta en P ya que F C G C [ J,,.. H, ademas
sucede que | ;.. H es una cota superior de la cadena C, de tal manera que, por el
Lema 1.2, el conjunto P tiene un elemento maximal U, al ser U el elemento maximal
de P (el conjunto de los filtros que contienen a F) pasa que no estd contenido

propiamente en ningin otro filtro, por ende U es el ultrafiltro deseado. O

El Lema de Zorn 1.2, como se evidencia en el teorema anterior, garantiza
la existencia de los ultrafiltros bajo cierta condiciones especificas, sin embargo, el

siguiente resultado muestra que es posible flexibilizar el Teorema 2.3.

Teorema 2.4. Sea X un conjunto no vacio, toda familia de subconjuntos de X con

la propiedad de interseccion finita estd contenida en un ultrafiltro.

Demostracion. Sean X un conjunto no vacio y A C o(X) con la propiedad de
interseccion finita, considere B como el conjunto de todos los filtros que contienen a
A dotado de la relaciéon contenencia como orden parcial, note que B es no vacio ya

que (A) € B. Tome C una cadena sobre B, se demostrara que (J .. C € B:
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1. Note que () ¢ C para todo C € C, por tanto ) ¢ (J.c. C.

2. Sean Ay, Ay € UCeC C, por tanto existe C,Cy € C tal que A; € C1 y Ay €
(s, como C es una cadena, es posible asumir, sin pérdida de generalidad,que
C7 C Oy, de tal manera que A; N A; € Cy y como Cy es un filtro sucede que
Ay N Ay € Cy, por tanto Ay N Ay € (e C-

3. Sea A; € Ucec C, Ay C X tal que A; C Ay, por ende, para alguin C; € C se

cumple que A, Ay € C, de esta manera Ay € (Jg e C,

de este modo se demuestra que (J, C es un filtro, luego Joo C € B, ademaés, esta
uniéon es una cota superior de B, acudiendo al Lema de Zorn 1.2, es posible afirmar
que B tiene un elemento maximal, sea este U. Asuma que existe un filtro F tal que
U C F, de tal manera que, como A C U, sucede A C F, por ende F € By asi
F C U porque este tltimo es elemento maximal, ergo U = F. Como el filtro F fue
un filtro arbitrario y se mostré que es el mismo U, entonces U es un ultrafiltro que

contiene a A. 0

Gracias a los Teoremas 2.3 y 2.4 es posible garantizar la existencia de
los ultrafiltros siempre y cuando se cuente con una familia con la propiedad de
interseccion finita o con un filtro. Como el Teorema 2.1 sobre ultrafiltros fijos denota
una relaciéon una relacion de contenencia, es natural pensar en el siguiente teorema,

el cual permite tener una idea clara acerca de los ultrafiltros fijos

Teorema 2.5. Los unicos ultrafiltros fijos son los ultrafiltros principales de un unico

elemento.

Demostracion. Sea X un conjunto y F4 un ultrafiltro fijo sobre X, se demostraré
que A = {x} para algin = € X. Como F4 es fijo pasa que

A= (Y F#0,

FeF

suponga que A se compone de més de un elemento y considere el filtro F, donde

x € A, note que si F' € Fy, entonces A C F'y como x € A, sucede que = € F, por
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ende F' € F,, luego F4 C F, pero, no se tiene que F, C Fyu, porque {z} € F, pero
{z} ¢ Fa y esto ultimo solo se daria si A = {z}. Por tanto A no debe tener mas que

un elemento, asi F4 = F, es ultrafiltro fijo de un solo elemento. O]

2.2. Topologia sobre los Ultrafiltros

Ahora se consideraré el caso muy especial de los ultrafiltros sobre el conjunto
de los naturales, el conjunto de los ultrafiltros sobre N se denota como S(N) y cada
m € N se identifica su ultrafiltro principal F,,, es por eso que es posible crear una
relacion biunivoca entre N y los ultrafiltros de los unitarios sobre N, de esta forma
se considera a N como subconjunto propio de 5(N), se denota por N* = §(N) — N.

A partir del Teorema 2.5 se sabe que los tnicos ultrafiltros fijos son los filtros
principales de un unitario, luego, para todo n € N se puede considerar el ultrafiltro
fijo F,,, se denotara por Fy el conjunto de todos los ultrafiltros fijos de N. De esta
manera se obtiene una relacion biunivoca entre N y Fy, y ahora el conjunto de los
ultrafiltros libres sera denotado por N* = 5(N) — Fy.

A continuacion de dotard a [(N) de una topologia que lo convierte en
Hausdorff y compacto, de la siguiente manera, para cada A C N se define el siguiente
subconjunto de S(N) como A = {p € B(N) : A € p}. Estos conjuntos cumplen
propiedades muy ttiles que se usardn en demostraciones posteriores, esta se pueden

observar en la siguiente proposicion.
Proposicion 2.1. Las siguientes propiedades se cumplen:

1. Si A C B, entonces /Tg B

2. ANB=ANRB
3. AUB=AUB
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Demostracion. Se mostraran las cuatro propiedades mencionadas en la proposicion

anterior.

1. Asuma que A C B, tome p € A por tanto A € p de tal manera que como p es
filtro B € p, asi p € E, Luego A C B.

2. Considere p € gﬂg, de modo que A € py B € p, porende ANB € py
en consecuencia p € ANB. Ahora, para mostrar la segunda contenencia, tome
pE A/ﬂ\B, luego AN B € p, como p es filtro y AN B esta contenido en A y
B, entonces A, B € p, luego p € Ay p € B, de modo quepezzl\ypeéyasi
pe ANB.

3. Para mostrar la primer contenencia tome p € AU é, de este modo p € A
opeE B , sin pérdida de generalidad suponga que p € 121\, de tal manera que
A € p, como p es filtro, A C AU B € p y entonces p € AU B. Tome ahora
pE A/U\B, asuma que p ¢ A ypé §, por ende, por la segunda propiedad de
este teorema, p ¢ ANB , por la primera propiedad de este teorema sucede que

ANBCAUB

4. Tome p € N/—\A, por tanto N — A € p, como p es ultrafiltro por el Teorema
0, pasa que N — (N — A) = A & p, por tanto p ¢ g, asi p € B(N) — A. Si
p € B(N) — A pasa que p ¢ ﬁ, de tal manera que A ¢ p, por tanto N— A € p

—

yasipe N— A
O

Estas propiedades son de bastante importancia para proximos resultados, en
especial para mostrar que el conjunto {A\ : A C N} es una base para una topologia

sobre B(N) tal y como se muestra a continuacion.

Proposicion 2.2. El conjunto B = {121\ : A C N} es una base para una topologia

sobre B(N).
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Demostracion. Tome p € S(N), por definicion, p es no vacio, por lo que es posible
seleccionar A € py asi p € E, en consecuencia para todo elemento en S(N) existe
AenB que lo contiene. Ahora, suponga que existen A\l, Eg € B tales que p € A\l ﬂA\Q,
observe que ﬁl N 121\2 € B ya que ﬁl N fAlg = Al/ﬂ\AQ. Luego B es una base para una
topologia sobre 5(N). O

Se denota por 7 la topologia sobre 3(N) generada por la base anteriormente
definida. Note que gracias al item 4 del Teorema 2.1 se obtiene que los conjuntos A

son cerrados.
Teorema 2.6. Para todo conjunto cerrado C' en B(N) existe B C N tal que C' C B.

Demostracion. Por definicion para todo cerrado C' pasa que S(N) — C' es abierto,
de modo que es posible expresarlo como uniéon de bésicos, asi, por la Proposiciéon
3.1, B(N) — C es de la forma A para algin A C N, y de nuevo haciendo uso de las

propiedades mostradas en la Proposicion 3.1 pasa que S(N) — A= N/—\A, por ende

N-A=C. [l

A continuaciéon se mostraran algunas propiedades topologicas que satisface el

espacio (B(N), 7).
Teorema 2.7. Las siguientes propiedades se cumplen:
1. (B(N),7) es un espacio de Hausdorff.
2. (B(N),7) es un espacio compacto.
3. Los elementos de la base de T son abiertos y cerrados.
4. Para cada A C N se tiene que clgaFa = A.

Demostracion. 1. Tome p,q € B(N), p # ¢, asuma que A € p — ¢, de tal manera
que como A ¢ ¢, por el Teorema 2.2, N— A € gy asi ¢ € N_A4 y, ademaés,

pE 121\, en consecuencia ((N) es de Hausdorff.
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2. Es suficiente tomar una familia A de conjuntos cerrados de la forma A tal que
A posea la propiedad de interseccion finita. Considere B = {A C N : Ac A},

sea JF un subconjunto finito de B, entonces existe algin filtro p tal que:
re ()4

por tanto, (\,crA € p, de tal manera que () . A # 0, asi, como F es
un subconjunto finito arbitrario, se concluye que B posee la propiedad de
interseccion finita, por tanto, por el Teorema 2.4, es posible tomar un ultrafiltro

¢ que cumpla B C ¢, finalmente ¢ € (), 4 A

3. Consideremos un subconjunto C' abierto y cerrado de S(N) y sea A = {ﬁ :
AC Dy A C C}, como C es abierto sucede que A es un cubrimiento
abierto de C'. Por otro lado, como C' es cerrado, es compacto por lo demostrado
inmediatamente antes, asi es posible tomar una familia de subconjuntos de N

tal que C' = |J s 121\, es decir que C' = |J .7 A.

4. Considere n € A C N, de este modo F, € A y asi, aprovechandose de
la Proposicion 2.1, clgmFa C A. Para demostrar la segunda contenencia,
tomando un p € E, considere B un abierto que contiene a p, de esta manera
pasa que A € py B € p, por tanto AN B # (), asi que es posible considerar
ne ANB, luego F, € F4N é, por tanto las interseccion entre F, y B es no

vacia, por ende p € clgm)Fa.
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Capitulo 3

Convergencia de sucesiones via Filtros

En la primer secciéon de este capitulo se presentara la nociéon de convergencia
usando filtros, dado un filtro F se presenta la definicion de sucesiones F- convergentes
en un espacio topolégico. No se sabe a a ciencia cierta quién inici6 el estudio
de convergencia usando filtros, hoy dia forma parte del folklore matematico. Sin
embargo, si se conocen algunas referencias que usaron esta nociéon en diversos
contextos de las matemaéticas. Solo por dar algunos ejemplos, en el anio 1967, Florik
[9] utiliz6 los puntos p- limites para generar ultrafiltros sobre la topologia ya antes
descrita sobre [(N), afios después, en 1970, Bernstein [2]| utilizd este concepto
tinicamente considerando los ultrafiltros para algunas aplicaciones en el contexto
de analisis no estandar, en 1981, Furstenberg [10]| utiliz6 esta nocion para algunas
aplicaciones en sistemas dindmicos, cuestion que sigui6é en desarrollo con el trabajo
de Akin [1].

Se presentaran varios resultados resultados que se obtienen por medio
de la convergencia de sucesiones via filtros cuyas interpretaciones pueden verse
relacionadas con algunas propiedades que se tienen en topologia, algo similar que
se hace en la segunda seccién, la cual trata tnicamente sobre espacios normados,
junto con sus propiedades, resultados y relacion entre conceptos conocidos de antes y
también enunciados dentro de la misma secciéon. Posteriormente, en la tercera seccion,
se empieza a estudiar diversos tipos de convergencia como los son la convergencia
débil y la convergencia débil*, esto, nuevamente, por medio de los filtros y sobre

espacios normados.

3.1. Convergencia en espacios topologicos via filtros

Los resultados aqui presentados se obtuvieron del desarrollo del trabajo de

Ferreira [8]. Recuerde que una sucesion (z,) sobre un espacio topolégico X converge
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a un punto z € X, lo cual se denota por x, — z, si para todo abierto U € N (x)
existe N € N tal que si n > N, entonces x, € U. Esta definicién establece, entre
otras cosas, que la cantidad de enteros para los cuales los términos de la sucesion
no pertenecen al abierto U es finita, ver la nocién de convergencia de esta manera
permite establecer una generalizacion de esta definicion al considerar propiedades que
pueden ser descritas sobre subconjuntos de N, tal y como se exhibe en la siguiente

definicién.

Definicion 3.1. Sean X un espacio topoldgico y F un filtro sobre N. Se dice que
z € X es un punto F—limite de una sucesion (x,) C X, lo cual se denota v = F—lim

Tn 0 Tn — T, si para todo V€ N () se cumple que {n e N:z, e V} € F.

El filtro de Fréchet permite caracterizar la convergencia usual de sucesiones, lo
cual expresa que la convergencia usual puede verse como una convergencia en filtro

para un filtro adecuado, esto se exhibe en el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Sean X un espacio topoldgico y (x,) una sucesion en X, entonces

Tpn — X, Sty solo st x = F.—lim x,.

Demostracion. Suponga que z,, — x, se mostrard que z = F,—lim z,, para esto
tome una abierto U € N (x), luego, por hipotesis, existe un entero positivo Ny tal

que si n > Ny se cumple que z,, € U. Considere el conjunto

A={neN:z, U} ={n};ly,,

Ny—1
n=1

observe que N — A = {n} , el cual es finito. Por tanto el conjunto A = {n € N :
r, € U} € F,, y por tanto x = F,.—lim x,,.

Ahora suponga que r = F,—lim z,, se demostrard que x,, — x, para esto
considere un abierto U € N (x), por hipotesis se cumple que {n € N: z,, € U} € F,,
note que {n € N:z, € U} = N—-{n € N: z, ¢ U}, como este tltimo conjunto
pertenece a F, se tiene que {n € N : z, ¢ U} es finito, de esta manera es posible
considerar Ny = max{n € N: x, ¢ U}. Tome n > Ny, por tanton ¢ {n € N: z, ¢

U},asineN—-{neN:z, ¢ U} ={neN:z, € U}, de tal forma que z,, € U. O
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De esta manera, como bien se mencioné antes, el filtro de Fréchet es el filtro
adecuado para caracterizar la convergencia usual por medio de la convergencia via

filtros.

Teorema 3.2. Sea X un espacio topologico Haussdorff, F un filto libre sobre N y
() una sucesion en X. Si x,y € X son tales que v = F—lim (z,,) yy = F—lim

(), entonces v = y.

Demostracion. Suponga que x = F—lim (z,) y y = F—lim (z,) y, ademés, = # y.
Dado que X es Haussdorff sucede que existen abiertos U € N(z) y V € N(y)
tales que U NV = (). Por hipotesis se tiene que A = {n e N:x, € U} € Fy
B={neN:z, € V} € F, por definicion de filtro se caumple que AN B € F y por
tanto AN B # ().

Note que ANB ={neN:xz, e UNV} porloque UNV # @, lo cual
contradice lo mencionado anteriormente. De esta manera se demuestra que x = y, es

decir, el limite es tnico. O

Ahora bien, asi como es posible caracterizar la convergencia usual por medio de
la convergencia de sucesiones via filtros, también se puede caracterizar los elementos
de una sucesion por medio de este mismo concepto: para un m € N dado se cumple
que si z es punto JF,,— limite de alguna sucesion (x,), entonces x es el m—ésimo
término de la sucesion, donde F,,— es el filtro definido en el Ejemplo 2.3, es posible
evidenciar esto de una manera mas clara con el siguiente resultado junto con su

respectiva demostracion.

Proposicion 3.1. Sean (z,) una sucesion en un espacio Hausdorff X. Dado m € N,
si x = Fp—lim x,, entonces x es el término m—ésimo de la sucesion (z,,), es decir,

T = Tp.

Demostracion. Se quiere mostrar que r = x,,, es decir, por Teorema 3.2, es
equivalente a demostrar que z,, es punto J,,—limite; para esto considere un abierto

V e N(z,,), dado que z,, € V entonces m € {n € N : z, € V} y por lo tanto
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{neN:z, € V} € F,, con lo cual z,, = F,,—lim z,. Luego de la unicidad del

limite se concluye que = = z,, [

De ahora en adelante, se seguiran enunciando y demostrando varios resultados
que involucran la convergencia de sucesiones via filtros, pero ahora se consideraran
ultrafiltros. La razon de esto es que, dado un filtro siempre existe un ultrafiltro que lo
contiene. El siguiente resultado caracteriza los puntos en la clausura de una sucesion

en términos de puntos p—limites para un utrafiltro p.

Teorema 3.3. Sean X un espacio topoldgico y (x,) una sucesion en X. Un punto
x € X estd en la clausura del conjunto {x, : n € N}, si y sélo si ezxiste p € 5(N) tal

que T = p—lim x,,.

Demostracion. Suponga que existe p € (N) que cumple que z = p—lim z,, llame
A = {z, : n € N} y por absurdo suponga que = ¢ A, entonces existe U € N ()
tal que U N A = (). También pasa, por hipotesis, que {n € N : z,, € U} € p, pero
como U N A = (), lo anterior implica que {n € N: x, € U} = () € p, lo cual es una
contradiccion, luego x € A.

Reciprocamente, suponga que € A, por el Lema 1.1 se obtiene que el
conjunto

A={{neN:z, eV} :VeN()}

cumple la propiedad de interseccion finita, luego, el Teorema 2.4 garantiza la
existencia de un ultrafiltro p € [(N), tal que el conjunto A C p y esto significa

que x = p—lim x,,. O

El siguiente resultado es andlogo al anterior pero ahora considerando puntos

de acumulaciéon en vez de puntos en la clausura.

Teorema 3.4. Sea X un espacio topoldgico y (x,) una sucesion en X. Un punto
r € X es un punto de acumulacion del conjunto {z, : n € N}, si y solo si existe

p € N* tal que x = p—lim x,,.
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Demostracion. Sea A = {x,, : n € N} y asuma que existe un ultrafiltro libre p € N*
tal que x = p—lim z,, y suponga que x ¢ A', de modo que existe U € N (x) tal que
UN(A—{z}) = 0. Por hipotesis pasa que {n € N: x, € U} € p, pero como se tiene
que UN A = () sucede que la familia {n € N: z, € U} =0 € p, lo cual no es posible,
por tanto z € A'.

Por otro lado, suponga que = € A, por el Lema 1.1 se obtiene que el conjunto
A={{neN:z,eV}:VeN()}

cumple la propiedad de interseccion finita, luego, el Teorema 2.4 garantiza la
existencia de un ultrafiltro p € S(N), tal que el conjunto {{n € N : z, € V} :

V e N(z)} C py esto significa que z = p—lim z,. O

Recuerde que un espacio topologico X es punto limite compacto si todo
subconjunto infinito tiene punto de acumulacion en X y todo espacio compacto
es punto limite compacto, el siguiente teorema es una version en ultrafiltros de este
resultado, es decir, se presenta un resultado que garantiza la existencia de los puntos

p—limite para p un ultrafiltro libre cuando el espacio es compacto.

Teorema 3.5. Sean X un espacio topoldgico compacto y (x,) una sucesion con rango

infinito en X, entonces (x,) tiene un punto p—limite en x, para todo p € N*.

Demostracion. Sean X un espacio topologico compacto, (x,) una sucesioén con rango
infinito en X y p € N*, considere la familia de subconjuntos cerrados de X descrita
de la siguiente manera: A = {clx({z, : n € A}) : A € p}, note que esta cumple la
propiedad de interseccion finita ya que, si se toma cly({z, : n € A1}),clx({z, :n €

Ay}) € A, sucede que
cdx({zx, :ne Ai})Nelx{zn:n € As}) Celx({x, :ne Aiyn{z, :n € As}),

por tanto clx({x, : n € Ay N As}) Celx({z, :n € A} Nn{x, : n € As}) y asi
{zp,:ne A NA} Celx({z,:n € A} N{x,:n € Ay}), como Ay, Ay € p entonces
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Ay £ 0y Ay # 0, luego el conjunto {x, : n € A; N Ay} también es no vacio, por

tanto, al estar contenido en la interseccion, es posible afirmar que
cx({zn,:ne AN {x, :ne A})#0,

por lo tanto A posee la propiedad de interseccion finita.

Ahora bien, por hipétesis tenemos que X es compacto, por lo que se cumple
que (e, cl({xn : n € A}) # (). Tome un punto en esta tltima interseccion, llamese
este x, se demostrard que este es punto p—limite de la sucesion (x,), para esto
considere V' una vecindad de = y tome el conjunto {n € N : z,, € V}, como para
cada A € p se tiene que x € clx({z, : n € A}) obtenemos que VN{z, :n € A} #0,
en consecuencia {n € N:z, € V} N A # () para todo A € p, asi, por el Teorema 2.2

se tiene que {n € N: z, € V} € p, de tal manera que z = p—lim x,,. O

A continuacién se presenta una caracterizacion de la convergencia usual por

medio de la nocién de subconjuntos densos del los ultrafiltros libres sobre N.

Teorema 3.6. Sean X un espacio topoldgico, (x,) una sucesion en X y z € X.
Entonces, x,, — x si y solo st existe un subconjunto denso D C N* tal que x = p—Ilim

ZTpn, para todo p € D.

Demostracion. Tome D = N* y sea p € N* y asuma que z,, — z, dado que la
convergencia usual puede ser caracterizada por el filtro de Frechet se tiene que x =
F.—lim x,, como p es libre, entonces F, C p y por tanto z = p—lim x,. Ahora
suponga que existe un subconjunto denso D de N* tal que para todo p € D se
tiene que x = p—limz,, y suponga que (x,) no converge a x, por lo que existe
una vecindad U de z tal que para todo n € N sucede que x,, ¢ U, de modo que

{neN:z,¢U} =N O

Teorema 3.7. Sean X,Y espacios topologicos, f : X — Y wuna funcion continua,

p € N*, si (x,) es una sucesion en X y x = p—lim x,, entonces f(x) = p—lim f(z,).
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Demostracion. Suponga que x = p—limz, y tome V € N(f(z)), dado que f es
continua se cumple que f~(V) € N'(z), de tal manera que {n e N: 1z, € f~(V)} €

p de aqui que {n € N: f(z,) € V} € p, por ende f(x) = p—limf(z,). O

3.2. Convergencia en espacios normados via filtros

Luego de haber estudiado la nocién de convergencia via filtros sobre espacios
topologicos, es interesante también realizar este estudio sobre espacios topolégicos

muy particulares, al considerar espacios normados.

Definicion 3.2. Sean (X, ||-||) un espacio normado, F un filtro sobre N y (x,,) una
sucesion de puntos de X. Se dice que la sucesion (x,) converge en filtro a © € X,
lo cual se denota por x, 7) x, sty solo si para todo € > 0 se cumple que {n € N :

||z, —z|| < e} € F.

Observe que si (z,,) converge en el sentido usual a un punto x, entonces (z,,)
converge en filtro a x, siempre y cuando F sea libre, esto es si x, — x, entonces
T, 7) z. En efecto:

Sea € > 0, como x,, — z, existe V. € N tal que si n > N, entonces ||z, —z|| <

e. Considere el conjunto N — {n € N : ||z,, — z|| < €} y note que
N—{neN:|z,—z||<e}=N—-{n:n>N}={1,2,...,N. — 1},

el cual es finito, esto nos dice que el conjunto {n € N : ||z, — z|| < €} tiene
complemento finito, por lo que pertenece al filtro de Fréchet F,, y por tanto, como
F es libre, también a F, asi x,, 7> x.

A continuacion, se presenta un ejemplo de una sucesion que converge en filtro,

pero no converge en el sentido usual.

Ejemplo 3.1. Para este ejemplo considere el espacio N dotado de la norma inducida

por la métrica discreta 9, la sucesion (x,) definida por:
1, st n es par,

Tp =
0, st n es impar,
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y el filtro Fo. A continuacion se mostrard que x, ? 1, tome ¢ > 0, para lograr el
2

objetivo es necesario analizar dos casos:

1. Sie <1yd(x,,1) <e, entonces 6(x,,1) =0, de modo que x, =1 y asin es

par, por tanto {n € N:(z,,1) <e} ={n e N:n es par} € F,
2. Sie>1, entonces {n € N:§(x,,1) <e} =Ne F.

Se concluye que para todo € > 0 se satisface que {n € N: d(x,,1) < e} € F,
por ende es posible concluir que x, ? 1, pero esta sucesion no converge en el

2
sentido usual.

Luego de estudiar el simil entre la convergencia usual y la convergencia en
filtros, se mostraran las propiedades que se satisfacen en este tipo de convergencia,
tales como la unicidad del limite y propiedades para la suma de sucesiones y producto

por un escalar.

Teorema 3.8. Sean (X, ||-||) un espacio normado, (z,) y (yn) sucesiones sobre X,

entonces:
1. Six, 7> x para algin x € X, entonces x es unico.
2. Six, 7> T Y UYn ?y, entonces T + Yn ?x—f—y.
3. Sea a € R, sixn?x entonces o - T, ?a-x.
Demostracion.

1. Suponga que existen z, y € X, tales que x,, 7) TY Ty ? y; sea € > (0 note
que los conjuntos A={neN: ||z —x,|| <5}y B={neN:|ly -z, <5}
pertenecen a F. Como A, B € F, se cumple que ANB &€ Fyasi ANB # 0,

luego, es posible tomar m € AN B, observe que:

e €
|z —yl| < Jowm — || +[lzm —y|| < s+ 5 =€
2 2
Luego, por arbitrariedad de ¢, se obtiene que ||z — y|| = 0, es decir z = y.
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2. Sea ¢ > 0, se mostrara que C' = {n € N : |[(z,, + yn) — (x +y)|| < €} € F,
dado que z, TV Yo Y los conjuntos A = {n € N : ||z, — z|| < 5}
y B ={n € N: ||y, —y|| < 5} pertenecen a F y por tanto su interseccién
también, lo que permite tomar m € AN B, de modo que

3

3
1@ +ym) = (@ + I < Nlzm =2l +lym —yll < 5+ 3

:g’

luego m € C'. Se acaba de demostrar que C' contiene a un elemento del filtro,

de tal manera que este también pertenece a F y por tanto x, + y, 7> T+ .

3. Sea ¢ > 0, si @« = 0 entonces se tendria la sucesiéon nula, la cual converge
trivialmente en filtro a 0, ahora asuma que o # 0. Se mostrara que B =
{n € N: ||Jax, — az|| < ¢} € F, para ello primero note que, por hipotesis,
A={neN: |z, —z|| <5} € F, tome m € A, por tanto ||z, — z|[ < 5,

luego ||ax, —azx|| < e, de modo que A C By por definicion de filtro se concluye

que B € F y por ende o - z,, = « - x.
m
A continuacion se introduce el concepto de sucesion acotada usando filtros.

Definiciéon 3.3. Sean (X, ||-||) un espacio normado, F un filtro sobre N y (z,,) una

sucesion en X. Se dice que x, es F-acotada, si existe M > 0 tal que

{neN:|z,|| < M} € F.

Observe que si una sucesion es acotada en el sentido usual, entonces también
es F—acotada para todo filtro F. En efecto:

Sea (z,,) una sucesion acotada en un espacio normado (X, || - ||), luego existe
M > 0 tal que, para todo n € N, se cumple que ||z,|| < M. Tome un filtro F y

considere el conjunto {n € N : ||z,|| < M} entonces:
{neN:||lz,|| < M} =Ne F,

35



de tal modo que (z,) es F—acotada.
El siguiente ejemplo ilustra que el reciproco de la proposicién anterior, en
general, no es cierto, esto es: existen sucesiones que son JF—acotadas pero no

acotadas.

Ejemplo 3.2. Considere el espacio R dotado la norma euclidea, la sucesion (n),en

en R y el filtro fijo F1g. Note que si se toma M = 12, se cumple que:
{neN:|n|<M}={1,2...,10,11} € Fo,

De tal manera que la sucesion (n)pen es Fio—acotada, pero, por otro lado, es bien

sabido que la sucesion en consideracion no es acotada en el sentido usual.

Teorema 3.9. Sean (X,|| - ||) un espacio normado y (z,) una sucesion en X. Si

(x) es F,—acotada, entonces es acotada en el sentido usual.

Demostracion. Suponga que (x,) es F.—acotada, por tanto existe M > 0 tal
que A = {n € N : ||lz,|]] < M} € F, luego A tiene complemento finito,
es decir que existe m € N tal que N — A = {Ny,Ny,...,N,}. Tome M' =
max{ M, ||xn, ||, ||zn ], - - - ||zN,, ||}, de modo que ||z,|| < M’ para todo n € N,

y por tanto (z,) es acotada en el sentido usual. O

En virtud del Teorema 3.9 y la observacion que sucede a la Definicion 3.3,
es posible caracterizar las sucesiones acotadas por medio del filtro de Fréchet. A
continuacion se presenta un lema que permite determinar condiciones bajos las cuales

una sucesiéon F—acotada tiene una subsucesion convergente.

Lema 3.1. Sean (X,|| - ||) un espacio normado, (x,) una sucesion en X y F
un filtro libre sobre N, entonces (x,) es F—acotada, si y solo si existe K =

{ni,ne,...,ng, ...} € F conng < ngy tal que (z,,) es acotada en el sentido usual.

Demostracion. Sea F un filtro libre y suponga que (x,) es F—acotada, entonces
existe M > 0 tal que
K={neN:||z,|| < M} € F,
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note que el conjunto K es infinito, porque de lo contrario pasaria que N— K € F, C F
yasi KN(N—K) = () € F, lo cual es imposible. Como K es un subconjunto infinito
de N podemos expresarlo como K = {ny,ng,...,ng,...} tal que ny < ngyq de modo
que ||z, || < M, para todo n;, € K.

Reciprocamente, suponga que existe K = {ny,na,...,ng,...} € F con ny <
Nk+1 ¥ que la subsucesion (z,, ) es acotada en el sentido usual, por ende, existe M > 0

tal que ||z, || < M para todo n; € K, sea
A={neN:l|lz,|| < M},

se mostrara que A € F, para esto tome ny € K, luego ||z,, || < M, por lo que n, € A

y asi, K C A, y por propiedades de filtros se tiene que A € F. n

A continuacion se exhibe una nocién de sucesion de Cauchy, en términos de

filtros.

Definicion 3.4. Sean (X, ||-||) un espacio normado, F un filtro sobre N y (x,,) una
sucesion en X . Se dice que (x,) es F—Cauchy, si para todo € > 0 existe N. € N tal

que {n e N: ||z, —zn.|| <e} € F.

Como es costumbre, la relacion entre la convergencia usual y la convergencia
en filtros es un objeto de estudio, es por eso que a continuacién se mostraran
dos ejemplos, el primero de una sucesiéon que es Cauchy en el sentido usual y en
convergencia en filtros, el segundo de una sucesiéon que no es Cauchy en el sentido

usual pero si es F—Cauchy para algin filtro F.

Ejemplo 3.3. Considere el espacio normado (R, |-|) y la sucesion (4 en R. Sea

E)nGN

e > 0, por propiedad arquimedeana es posible consequir N. € N tal que NL < g, sise
supone que n > N,, entonces 0 < Ni — % < g, luego:

1 1

N. n

1 1
=|-——|<e¢,

3
=

por tanto el conjunto B = {n € N:n > N.} estd contenido en

1 1
A:{nEN: - — — <5}.
n

=
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Note que B tiene complemento finito, luego B € F,., como B C A, por las propiedades

de los filtros A € F,. y asi la sucesion (l

n)neN es F.—Cauchy y, como bien se sabe,

también es Cauchy.

Ejemplo 3.4. Tome el espacio N dotado de la norma inducida por la métrica discreta
0 y considere nuevamente la sucesion y el filtro del Ejemplo 3.1. Tome ¢ > 0, si

considera N, = 2, note que:
5(.2?2,33]\76) = (5(1, 1) =0<c¢,

de tal manera que 2 € {n € N : §(x,,zn.) < €}, por ende {n € N : d(z,,zn.) <
e} € Fo. Luego es posible concluir que para todo € > 0 eziste el nimero natural 2 que
satisface la Definicion 3.4 para el filtro Fo, entonces la sucesion (x,) es Fo— Cauchy;

bien se sabe que esta sucesion no es Cauchy en el sentido usual.

A continuaciéon se muestra la relacién que existe entre las sucesiones

F—convergentes, F—Cauchy y F—acotadas.

Teorema 3.10. Sean (X, || -||) un espacio normado, (x,) una sucesion en X y F

un filtro sobre N. Si (z,,) es F—convergente, entonces es F— Cauchy.

Demostracion. Sea e > 0y suponga que ,, — entonces A = {n € N : ||z,,—z]|| <

5} € F, tome K,m € A, luego, por la desigualdad triangular,

9 €
om = 2cl| < llam — 2l + llaw — 2l < S+ 5 =,

por ende m € B = {n € N : ||z, — xk|| < €}, de tal forma que A C B y como
A € F ocurre que B € F. Asi para cualquier ¢ > 0 existe K € N tal que {n € N :

||z, — k|| < e} € F y por tanto (z,) es F—Cauchy. O

A continuacion se presenta un ejemplo de una sucesion que es F—Cauchy,

pero no JF—convergente.

Ejemplo 3.5. En el espacio normado ((0,1),]-|) considere la sucesion (”T’l)neN Yy

el filtro de Fréchet. Sea € > 0, por propiedad arquimedeana es posible hallar N, € N
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< e, de modo que si n > N se cumple que = — L+ < ¢, por tanto

tal que N " m

L
Ne

1—%+NLE—1‘<5yasz’:

() (w5

Se acabo de demostrar que el conjunto B = {n € N :n > N_.} estd contenido en el

n—1 N,—1

n N,

< €.

n—1 __ Ne—1

conjunto A = {n € N: 2= i

‘ < 5}, el hecho de que B tenga complemento
finito implica que B € F,. y como B C A sucede que A € F,, por ende la sucesion
(%=1) es F,— Cauchy.

Por otro lado, la sucesion en consideracion no es JF,—convergente en (0,1),

debido a que no es convergente en (0,1) (Teorema 3.1).

Teorema 3.11. Sean (X, || - ||) un espacio normado, (x,) una sucesion en X y F

un filtro sobre N. Si (x,,) es F—convergente, entonces es F—acotada.

Demostracion. Por hipotesis, para ¢ = 1 se cumple que A = {n € N : ||z, — z|| <
1} € F; tome M =1+ ||z|| > 0y considere B ={n € N : ||z,|| < M}, se mostrara
que A C B, para esto tome m € A, de modo que , por medio de la desigualdad
triangular,

|mll = [z]] < [lzm —2f] <1,

y por ende, ||z,,|| < 1+ ||z||, es decir m € B, asi se concluye que B € F y por tanto

(x,,) es F—acotada. O

Teorema 3.12. Sean (X, || -||) un espacio normado y (x,) una sucesion en X. Si

() es F—Cauchy, entonces es F—acotada.

Demostracion. Por hipotesis, parae = 1 existe Ky € Ntal que {n € N : ||z, —x k|| <
1} € F; considere M = 1+ ||xg, || > 0, se mostrara que {n € N: ||z, —zk, || <1} C

{n e N:||z,|| < M}, para esto tome m € {n € N: ||z, — xk, || < 1}, por tanto
|zmll = llzw | < [lom — 2m [] < 1,

es decir ||zp,|| < 1+ ||zk,||- Luego m € {n € N : ||z,|| < M}, lo cual significa que
{neN:|lz,|| < M} € Fy por tanto (z,) es F—acotada. O
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Teorema 3.13. Sean (X, || -||) un espacio de Banach, (x,) una sucesion sobre X y

F un filtro sobre N. Si (x,) es F—Cauchy, entonces es F— convergente.

Demostracion. Sean (X, ||-||) un espacio de Banach y (x,,) una sucesion F—Cauchy
en X. Luego, para todo m € N existe K, € N tal que

1
Am:{nEN:Hxn—me||<2—m}€}".

Sea (B,,) una sucesion de subconjuntos de X definida de la siguiente manera: By =

Cl (B (xKl, %)) y para m > 1 se define B,,,; como

1
Bm+1 = Bm NCl (B ($m+1,w)) y

se va a mostrar que esta sucesion es un encaje de Cantor. En primer lugar note que,
por como estéa definida la sucesion, para todon € N, B, .1 C B,,, ademas pasa que B;
es cerrado, utilizando un argumento inductivo sobre m, se llega a que B,, también es
cerrado. Para mostrar inductivamente que es una colecciéon no vacia, primero tome
Ay € F de modo que A; # (), tome n € Ay, entonces ||z, — zx, || < %, por lo que
T, € B(zk,,3) vy asf x, € cl (B (zk,,3)) = Bi, por tanto B; # . Luego, como
hipotesis de induccion, asuma que existe un C' € F tal que, para cualquier n € C| se
cumple que z,, € B,,, observe que A,,;; € F entonces A,,,1 # 0, de tal modo que

es posible tomar n € Ay, 11 y ast ||z, — 2k, || < 5757, por ende

1 1
et o ) 6 (0 o 5))

luego, por hipétesis de induccion, C € F'y A,.1 € F, por lo que su intersecciéon

también pertenece al filtro, por ende, es posible tomar n’ € C' N A,,41, asi z,» € By,

y T € cl (B (Kmﬂ, ﬁ)), por tanto x,» € B,,41, por lo que B,, # () para todo n.
Ahora se mostrara que diam(B,,) — 0, para esto note m € N; si toma z,y €

Bpni1=B,Ncdl (B (me+1, 2m%)), por lo que

1
x,y € cl (B (me“’W>> ,

40



por tanto para todo € > 0 pasa que los conjuntos B(x,c)NB (me+1, 2,,1%) y B(y,e)N
B (xk,.,,, z=r7) son no vacios, de esta manera es posible tomar Z en el conjunto
B (z,5=)NB (2K,.,1, 5r) ¥ § en el conjunto B (y, 5= ) N B (2k,,,., 505r) en ambos

conjuntos respectivamente. De modo que
||‘T - y|| - ||($ - ‘%) + (g - y) + (j - me+1) + (Jme+1 - y)“

<z =z +[lg = yll + |17 = 2xp |l + 7K1 = ¥l

1 1 1 1
<2_m+2_m+2m+1+2m+1

3

:2_777,’

3

de tal manera, como x y ¥ son puntos arbitrarios y la sucesion (2m

) — 0, sucede que
sup{||z — y|| : ©,y € Bpy1} = diam(B,,) — 0.

Se cumplen las condiciones del Teorema de Cantor, es por esto que existe un
tnico # € X tal que (), oy Bn = {}. Este elemento x es un serio candidato para ser
el punto F—limite de la sucesion (z,), para demostrarlo tome € > 0, note que por

propiedad arquimedeana existe m € N tal que 2%,1 < 5, luego, si se considera Ke A,

ocurre que ||zz — zg,,||, por ende

oz — 2l < lleg = 2, [ + (|7 K, — 2]

L 12
gm " om T om =%

por tanto K € {n € N : ||z, —z|| < €} = A, se mostr6 que A,, C A, por propiedades

de filtros, A € F y asi z,, — O

Es tentador pensar que a la luz de estos nuevos conceptos de sucesiones
F—Cauchy y F—convergente se podria estar pensando en una generalizacion de
espacios de Banach, sin embargo esto esta muy alejado de la realidad. Estas nuevas
definiciones traen una nueva caracterizacion para los espacios clasicos de Banach, tal

y como se muestra en los siguientes resultados
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Teorema 3.14. Sea (X, ||-||) un espacio normado y F un filtro libre, si toda sucesion

sobre X que es F—Cauchy también es F—convergente, entonces (X, ||-||) es Banach.

Demostracion. Sean (X,|| - ||) un espacio normado, F un filtro libre y (z,)
una sucesion de Cauchy sobre X, suponga que toda sucesion F—Cauchy es
F—convergente. Como F es libre sucede que la sucesion (z,) es F—Cauchy y asi,
por hipotesis, también es F—convergente. Asuma que x,, 7> x para algin z € X,

considere la sucesion (A,) de subconjuntos de N definida de la siguiente manera:
1
Ay,=<meN:|z, —z| < —7¢,
n

note que para todo n € N se cumple que A, € F.

Dado que A; # 0 es posible seleccionar m; € A; entonces ||x,,, — z|| < 1.
Como F un filtro libre entonces N—{m,} € F por lo que (N—{m;})N Ay € F y por
tanto (N — {m1}) N A, es infinito, luego es posible seleccionar my € (N —{m1})N Ay
tal que my > my, y ademés ||z, — z|| < 3.

Repitiendo el proceso de forma inductiva es posible seleccionar

myg EN—{ml,...,mk_l}ﬂAk

tal que my, > my_1 y tal que ||z, — z|| < 7, de esta manera se obtiene una
subsucesion (z,,, ) de (z,) que converge a z, y dado que (z,,) es de Cauchy se obtiene

que x,, — . ]

3.3. Otras nociones de convergencia via filtros en espacios normados

En esta seccion, se realiza un estudio de nociones de convergencia similar
al realizado en [15] y [3], pero esta vez desde el punto de vista de filtros, lo cual
representa un aporte modesto a la literatura ya que hasta la fecha no se han

encontrado referencias que evidencien la existencia de estas.

Definiciéon 3.5. Sean (X, || - ||) un espacio normado, (z,) una sucesion en X y F

un filtro sobre N. Se dice que la sucesion (x,) es débil F—convergente a un punto
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x € X, lo cual se denota w — F—convergente o x, —]>E x, st para todo € > 0 y para
we

todo f € X* se cumple que:
{neN:||f(za) - f(a)]| <e} eF

Teorema 3.15. Sean (X, || - ||) un espacio normado, (x,) una sucesion en X y F

un filtro sobre N. Si (z,,) es w — F—convergente, entonces su limite es unico.

Demostracion. Suponga que x, —f) Ty que T, —]>E y y sea € > 0, entonces para
w— w—

todo f € X* se tiene que:

A={neN:||f(@)~ f@Il <5} € Fy
B={neN:|fw.) - f@)ll <3} €F,

por ende, su interseccion también esta en F, luego AN B # (), de tal manera que es
posible tomar m € AN B y asi, por medio de la desigualdad triangular:

3

f (@ =yl = [1f (@) = FWI < f(@m) = F@)I] + [[f (@m) —yll < g+ 5

:6’

de modo que ||f(x —y)|| < € para todo € > 0, luego, por arbitrariedad de ¢, se llega
a que f(x —y) =0 para todo f € X* y por el Teorema de Hann-Banach, es posible

concluir que x = y, O

Generalmente la convergencia usual implica la convergencia débil, ese es uno
de los resultados que se prevalecen al momento de estudiarlo en su version en filtros,
note que, a diferencia de varios teoremas ya enunciados y demostrados, en el siguiente

no se consideran condiciones adicionales sobre el filtro en cuestion.

Teorema 3.16. Sean (X, || - ||) un espacio normado, (x,) una sucesion en X y F

un filtro sobre N. Si x,, 7> x, entonces x, —J)E x.
o

Demostracion. Suponga que x, 7> x, tome ¢ > 0y f € X* sin pérdida de

generalidad asuma que || f|| # 0, por ende:

A:{neN:Hxn—xH<ﬁ}e}",
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considere el conjunto B = {n € N: ||f(z,) — f(x)|| < e}, se mostrard que B € F,

para esto tome m € A, entonces || f(z,,) — f(2)|| = ||f(xm — 2)|| v:
£
1 @ = )] < (I Ve = 2l < IS1]- T
luego m € B, asi A C B y como A € F, se concluye que B € F. m
Teorema 3.17. Sean (X,|| - ||) un espacio normado, F un filtro libre y (z,) una

sucesion sobre X . Si x, — entonces (||z,||) es F—acotada
o

Demostracion. Suponga que x, U:Z x, entonces para todo f € X* se tiene que
f(zy) — f(z), esto permite afirmar, gracias al Teorema 3.11, que la sucesion (f(x,,))
es F—acotada, por el Lema 3.1, existe un conjunto K = {ni,na, ..., g, ...} € F,
tal que ny, < nygy1y (f(xn,)) es acotada en el sentido usual. Por lo que existe My > 0
tal que || f(xn,)|| < My para todo k € N.

Para © € X considere el funcional evaluacién ¢, : X* — R definido por

9z(f) = f(x). Se sabe g, es un funcional lineal y acotado, y ademas

e @)
loell = sup 2 = 22 A

I#0 f#0

esta ultima igualdad se obtiene gracias al Teorema de Hann-Banach. De modo que:

= [ll],

1. gn, : X* — R es lineal y acotado,

2. Mg, (DI = [1f (n )| < My

por tanto, por el Teorema de Acotacion Uniforme se tiene que la sucesion (||gz,, |[)
es acotada, asi mismo lo es la sucesion (||x,,||), luego por el Lema 3.1 se concluye

que la sucesion (x,) es F—acotada. O

A continuacion se introduce la nocién de convergencia débil* en el espacio

dual de X usando filtros.

Definicion 3.6. Sean (X, ||-||) un espacio normado, (f,) una sucesion en X* y F un
filtro sobre N. Se dice que (f,) es F—débil* convergente a f € X*, lo cual se denota

por fn 0 w* — F—lim f,, si para todo x € X se cumple que f,(x) — f(x)
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La anterior definicion significa que para cada x € X y cada € > 0, se cumple

que el conjunto
{neN:|f,(z)— f(x)] <e} eF.

El siguiente resultado exhibe la relacion que existe entre la convergencia débil* y la

convergencia débil* via filtros.

Teorema 3.18. Sean (X, || - ||) un espacio normado, (f,) una sucesion en X* y F

un filtro libre. Si f, — [, entonces f, _}f

Demostracion. Suponga que f, — f, tome z € X y & > 0, por tanto f,(z) —
w*

f(x), de modo que existe Ny € N tal que, si n > Ny, entonces |f,(z) — f(x)| < e,

esto significa que

A={neN:|fula) - f(a)| <&} € F,

ya que su complemento N — A = {1,..., Ny} es finito y como el filtro F es libre se
obtiene que

{n eN:|fulz) - f(z)| <e} € F,
y asi se concluye que f, Hf f O

El reciproco de la proposicion anterior, por lo general, no es cierto. A

continuacion se presenta un ejemplo de esto.

Ejemplo 3.6. Considere el espacio {4 = {x = (xy) : >~ |xn| < o0}, para cada

k € N defina la funcion f : {1 — R como:

T st k=m?,
fu(@) = _
T, stk #m?.
A continuacion se muestra que fi. es lineal para cualquier k € N, en efecto,sean
x,y €l yaeR:
1. Si k = m? para algin m € N entonces fy(x) = x1 y por tanto fp(a -z +1y) =

1+ = a- filx) + fuly).
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2. Si k # m? para todo m € N, entonces fy(x) = z. y por tanto fr(a-x+y) =
- xp+yr = firll) + fily).

en cualquier caso el funcional fy es lineal.

Ahora se muestra que el funcional fi, acotado, en efecto,sea x € (7.

1. Si k =m? para algin m € N, entonces fi(x) = x1, luego

00
1] < fan] + ) [l
n=2

o0
1] <D fa
n=1

21| < [|]

[fi(2)| < ]

sup {M} <1
[|=(|#0 |zl
1fel <1

2. Si k #m? para todo m € N, entonces fy(x) = xy, luego:

k—1 00
21| < Z|xn| + |2k] + Z |0

n=1 n=k+1

|z1| < Z |0

n=1

| fe(z)] < |||
sup {|fk($)’} <1
leizo L lll

1 fell <1

por tanto, en ambos casos fr es acotado, de esta manera para todo (fy) es una
sucesion £1*.
La sucesion (fx) no es débil* convergente. En efecto, para x = (1,0,0,...) € {;

observe que:
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1. Para k =m?, m € N, entonces fy(x) =x1 — 11 # 0

2. Para k # m?, entonces fi(z) =2, =0—0

Luego (fr(x)) no converge por tener dos subsucesiones que convergen a puntos
distintos, es decir existe v € {1 para el cual (fr(x)) no converge y por tanto la sucesion
(fx) mo es débil * convergente.

Se mostrard que la sucesion (f,) converge Fy—débil * al operador nulo, donde
Fy es el filtro definido en el Ejemplo 2.4. En efecto, sea e >0 y x = (x,) € ¢1. Dado
que © = (x,) € {y entonces y . |x,| es convergente y por tanto lim,_ .. x, = 0.
Por lo que existe N € N tal que |x,| < e siempre que n > N.

De modo que el conjunto A = {n € N:|f,(x)| > e} es finito y por tanto
d(A) =0, de aqui que d(N — A) =1, es decir

{neN:|fi(z)]<e}=N-A¢ecF,
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Capitulo 4

Una aplicacién: Notaciéon asintética

El anélisis asintotico de algoritmos permite determinar el tiempo de ejecucion
de un algoritmo mediante el orden de crecimiento proporcionando qué tan répido
converge éste a la soluciéon esperada. Usualmente se utiliza la notaciéon de Landau
para obtener ciertas cotas que describen el comportamiento y eficiencia asintotica
de los algoritmos [6], esto con el objetivo de ser capaces de interpretar y comparar
diversos métodos que existen para una misma tarea.

En este capitulo se estudiara la version via filtros de las nociones asintoticas
méas comunes al momento del analisis asintotico de algoritmo O y o, se presentaran
sus definiciones, ejemplos, interpretaciones y, ademaés, la relacién que tienen entre

ellas y con conceptos ya mencionados a lo largo de este trabajo.

4.1. O grande via filtros: Of

En casos generales, se utiliza la notacion O para medir y comparar, en funcién
del tamano del tamano del problema, la complejidad del tiempo de ejecucion, eso
si, siempre considerando el peor de los casos de los algoritmos para el analisis de
rendimiento. Esto por medio de la obtencién de una cota inferior para la funciéon que
describe el crecimiento en complejidad del algoritmo. El tiempo de ejecuciéon mas
rapido que se puede dar para cualquier algoritmo es O(1), este tiempo de ejecucion
es generalmente conocido como tiempo de ejecucion constante. Cuando el tiempo de
ejecucion del algoritmo es constante, no importa qué tan grande es el tamano de
entrada del problema, siempre tardara la misma cantidad de tiempo en ejecutarse.
En muy pocas ocasiones es posible lograr este tiempo de ejecucion, sin embargo, es
el tiempo de ejecucién ideal para cualquier algoritmo.

En casos reales, el rendimiento de un algoritmo depende de del tamano

de la entrada que usualmente se denota por la letra n (algunas veces N), que
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también se puede interpretar, como el nimero de operaciones que se requieren para
cada elemento de la entrada. Cualquier algoritmo puede ser interpretado como una
sucesion de salidas que surgen a partir de una serie iterada de pasos, es por ello que
es posible interpretarlo como una sucesiéon. De esta manera es conveniente analizar
la tasa de crecimiento de las mismas, es decir, en términos de notaciones asintoticas,
determinar con qué sucesion se puede asociar su comportamiento de tal manera que
sea un buen descriptor del mismo.

En esta seccion del capitulo, se puede observar la version via filtros de la
notacion asintotica O sobre R como espacio normado, denotada por O, desde su
definicion, sus propiedades mas importantes y también su relaciéon con la nocion

usual por medio del filtro de Fréchet F,.. A continuaciéon se presenta la definicion.

Definicion 4.1. Considere R con la norma euclidea, (x,) una sucesion sobre R y

F un filtro, se dice que una sucesion (y,) € Ox(xy,), si y sélo si existe ¢ > 0 tal que
{neN:y, <cx,} €F.

El conjunto Ox(xy,) se denomina “O grande filtro F de (x,)”

Observe que si los términos de la sucesion (z,) son no nulos, entonces la
Definiciéon 4.1 se puede interpretar como que la sucesion <g—’;> es F—acotada donde
F un filtro. A continuacién se presenta un ejemplo de una sucesion (y,) que es O
grande filtro de Fréchet F, de una sucesion (z,,) y otra sucesion (z,) que no lo es para

esta misma sucesion (z,). Note que, siguiendo la definicion usual de O, la sucesion

(yn) = O(x,,) y la sucesion (z,) # O(z,,).

Ejemplo 4.1. Considere la sucesion (z,) = (%), considerando el filtro de Fréchet,

note que la sucesion (y,) = (”n—*;l) € Oz, (z,), ya que existe ¢ = % > 0 tal que:

3 n+1 3
{nEN:yngéxn}—{neN: 3 g%}—{2,3,4,5,...}e}}.

Por otro lado, note que la sucesion (z,) = (n) ¢ O, (x,), para mostrar esto suponga

que si, es decir que (z,) € Ox(x,), entonces, por la Definicion 4.1, existe ¢ > 0 tal
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que

1
A:{nGN:ngc-—}Gfr,
n

de modo que el conjunto A = {n € N :n?> < ¢} = {n € N:n < ./c} tiene
complemento finito, note que la cardinalidad del conjunto A es |A| = [/c], por
tanto A es un subconjunto finito de N, de tal manera que N — A es infinito, lo

cual es contradictorio. Por tanto no existe ¢ > 0 que satisfaga que A € F,., asi

(2n) ¢ OF,(zn).

De ahora en adelante, dado un filtro F, para denotar que una sucesion (y,)
pertenece a O grande filtro F de (z,,), se usaré la siguiente notacion: y, = Ox(x,), y
se dird que “(y,,) es O grande filtro F de (z,)". De esta manera, siguiendo el Ejemplo
4.1, es posible decir que ”n—ng =0Fr (%) y que n # O;(%).

A continuacién se muestra un resultado clasico de la notacién asintética usual
O en su version Oz: cualquier polinomio de grado d € N (cuyo coeficiente del término
de mayor grado es positivo) es O(z?). La interpretacion de este resultado basicamente
consiste en que la tasa de crecimiento de todo polinomio de grado d € N puede

d

asimilarse a la tasa de crecimiento del polinomio z%, esta version via filtros otorga

una generalizacion de esto siempre y cuando el filtro en cuestion sea libre.

Teorema 4.1. Considere R con la norma euclidea, (x,) una sucesion sobre R y F

un filtro libre. Si (x,,) es de la forma

donde d € N y ag > 0, entonces z, = Ox(n?).

. . d ;
Demostracion. Sea (x,,) una sucesion en R de la forma x, = >, a;n’ y F un filtro

libre sobre R, considere el conjunto

d
A= {nEN:xng <Z|ai|>nd},
i—0
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note que este conjunto pertenece al filtro de Fréchet, en efecto, paran > 1, se cumple

d d
T, =Y an' < Z la;|n* = (Z |ai|> n?,
0 i=0

= =0

de modo que para todo n > 1 sucede que

d
) < (z |ai|)
1=0

por ende A = {1,2,3,...}, asi el complemento de A es finito, por tanto A € F,. y
finalmente A € F para F filtro libre. n

En el siguiente teorema se muestra que con el filtro de Fréchet, como se ha
hecho anteriormente, se obtiene una caracterizacion de la nociéon usual por medio de

esta nueva notaciéon asintotica Ox.

Teorema 4.2. Sean (x,) y (yn) sucesiones en R. x, = O, (y,), si y sélo si x, =

O(Yn)-

Demostracion. Sean (x,) y (y,) sucesiones en R y suponga que la sucesion (z,,) es
O grande filtro de Fréchet de la sucesion y,, es decir: z, = Oz, (y,), esto implica
que existe ¢ > 0 tal que A = {n € N: 2z, < cy,} € F,, por tanto el conjunto A
tiene complemento finito, es decir que A es de la forma A = N — {ng,ny,...,ng},
considere la constante M = 1+ max({ng,n1,...,nx}), de tal modo que paran > M
se cumple que z,, < cy,. Note que existe ¢ > 0y M € N tal que, para todo n > M,
pasa que z, < cy, y por ende x, = O(yy,).

Por otro lado, asuma que x, = O(y,), de tal manera que existen ¢ > 0y

Ny € N tales que z,, < cy,, para todo n > Ny, por tanto
{neN:n>Ny} C{neN:z, <cy,},

como el conjunto {n € N:n > Ny} € F, entonces que {n € N: z, < cy,}, por ende
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El siguiente teorema muestra las propiedades que satisface Oz, como sucede
en el sentido usual, se cumplen reflexividad y transitividad, estas propiedades son
importantes ya que permiten relacionar, por medio de estas notaciones asintéticas,

varias sucesiones (o funciones) de manera mas inmediata.

Teorema 4.3. Considere R con la norma euclidea, (x,,), (yn), (2,) Sucesiones en R

y F un filtro, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. Reflexividad Ox: x, = Ox(z,).

2. Transitividad Oz: Si x, = Or(yn) ¥ yn = Ox(2,), entonces x, = Ox(2,).
Demostracion. Considere a R con la norma usual y F un filtro

1. Note que {n € N: z, < 1-z,} = N € F para todo filtro F, por tanto

zn, = Or(z,).

2. Suponga que x,, = Ox(Yn) ¥ yn = Ox(2,), de modo que existen ¢y, ca > 0 tales

que
A={neN:z, <y} e FyB={neN:y, <cz,} € F,

se demostrara que el conjunto C' = {n € N: z, < (c1¢2)2,} € F, para esto se
mostrara que ANB C C'. Dado que ANB € F, es posible seleccionar n € ANB,
luego z,, < 11 < (¢1€2) 2y, por tanto z,, < (c1¢2)zy, asi AN B C C, como los
filtros son mono6tonos respecto a la contenencia, sucede que AN B € F y luego

C e F,asix, = Ox(z,).

4.2. o pequena via filtros: or

A diferencia de la notaciéon asintética O, que obtiene una cota inferior

apropiada para que aporta informaciéon sobre la descripcion de la funciéon de
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crecimiento de la complejidad del algoritmos, la notaciéon asintética o obtiene una
cota superior con el mismo propésito de las notaciones asintoticas.

En esta segunda seccion se introduce la version via filtros de o, denotada por
or, la cual, como es costumbre, por medio de subconjuntos y un filtro sobre N se

logra hallar una relaciéon entre la version usual de esta nociéon y su version en filtros.

Definiciéon 4.2. Considere R con la norma euclidea, (x,) una sucesion sobre R y
F un filtro, se dice que una sucesion (y,) € or(x,), si y sdlo si para todo ¢ > 0 se
cumple que

{neN:y, <czx,} € F.

El conjunto ox(z,) se conoce como “o pequena filtro F de (x,)".

Observe que si que los términos de la sucesion (z,) son no nulos, entonces
la Definicion 4.2 se puede interpretar como que la sucesion (i’—z) ? 0 donde F
es un filtro. El siguiente ejemplo, muestra una sucesion (y,) que es o pequena filtro
de Fréchet F,. de una sucesion (z,,) y una sucesion (z,) que no es o pequena filtro

de Fréchet F, de la sucesion (x,). Estas mismas relaciones también satisfacen la

definicion usual de o, es decir y, = o(z,) v 2, # o(xy,).

Ejemplo 4.2. Considerando nuevamente del filtro de Fréchet y las sucesiones (z,,) =
(n?) y (yn) = (2n), se mostrard que (y,) € or.(x,). Considere ¢ > 0 y defina el
conjunto A. como A, ={n € N:y, < c-z,}, de manera tal que el conjunto A. es
posible verlo de la siguiente manera:

2
Ac:{nEN:—<n},

C

por tanto que el conjunto A. es un subconjunto infinito de N, por lo que su
complemento N — A es finito, asi A. € F, y por ende (y,) = or, (n?).
Ahora considere la sucesion (z,) = (3n3), suponga que (2,) € o, (x,), de esta

manera para todo ¢ > 0 sucede que
c
Ac:{nGN:zn<c~xn}:{nGN:n<§}E]—},
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luego |A.| = ng, por tanto A. es un subconjunto finito de N, por lo que su

complemento N — A, es infinito y asi A. ¢ F, lo cual es contradictorio, por ende
(2n) & oF,(75)

De ahora en adelante, dado un filtro F, para denotar que una sucesion (y,)
pertenece a o pequena filtro F de (z,), se usara la siguiente notacion: y, = or(x,),
y se dird que “(y,) es o pequena filtro F de (z,)". De esta manera, siguiendo el

Ejemplo 4.2 se afirma que 2n = ox,(n?) y 3n® # of, (n?).

Teorema 4.4. Sean (v,) y (y,) sucesiones en R. x, = or, (y,), si y sdlo si x,, =

0(Yn)-

Demostracion. Sean (x,) y (y,) sucesiones en R y asuma que la sucesion z,, =
or.(Yn), sea k > 0, por hipotesis A, = {n € N: z, < ky,} € F,, por tanto el
conjunto Ay = {n € N: z,, < ky,} tiene complemento finito, es decir, es de la forma
N —{ng,n1,...,ny }, luego considere My = 1 + max({ny,ng,...,n;, }) y note que si
n > M sucede que x,, < ky,. Por tanto, como se tomé un k > 0 arbitrario y se hallo
M, € N tal que si n > My, entonces x,, < ky,, es posible afirmar que z, = O(y,).
Para completar la demostracion, asuma que z,, = o(y,), por tanto para todo
¢ > 0 existe N. € N tal que si n > N,, entonces x,, < cy,, de esta manera {n €
N:n>N.} C{neN:z, < cy,} tiene complemento finito y asi, por definicion,
hace parte de filtro de Fréchet, de esta manera la sucesion (x,,) es o pequena filtro

de Fréchet de la sucesion y,, es decir z, = ox, (yy). O

El siguiente teorema muestra la propiedad que satisface la or, como en el

sentido usual se cumple la transitividad.

Teorema 4.5. Considere R con la norma euclidea, (x,,), (y,) sucesiones en R y F un
filtro, entonces se cumplen las siguiente propiedad de transitividad: Si x, = 0x(yy,)

Y Yn = 0x(zn), entonces x, = or(z,).

Demostracion. Suponga que z, = 0x(yn) ¥ Yn = 07(2,), considere k > 0, note que

VE > 0, por lo que, por hipétesis sucede que A= {n € N:z, <Vk-y,} € Fy B=
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{ne€N:y, <Vk-z,} € F, por ende, por propiedades de los filtros, AN B € F,

observe que
AOB:{nGN:$n<\/Eyn<kzn}§{n€N:xn<kzn}

y asi se concluye que z = 0x(z,). O

Desde el punto de vista de analisis lo que significa que y, = Ox(x,) es que
la sucesion (’;—:) es F—acotada, andlogamente que y, = or(x,) implica que la
(%) 7> 0, como toda sucesion F—convergente es F—acotada, entonces es natural
establecer una relacion entre Or y or, tal y como se exhibe en el siguiente teorema.

Teorema 4.6. Considere R con la norma euclidea, F un filtro y (z,) v (yn)

sucesiones en R St y, = ox(x,), entonces y, = Ox(x,).

Demostracion. Sean (z,) y (y,) sucesiones en R, suponga que y, = o(x,), de esta
manera, para todo ¢ > 0 se tiene que {n € N: vy, < c¢-z,} € F, por tanto existe

c>0talque{neN:y, <c-z,} € F. O

%)



Conclusiones

En este trabajo se utilizé la estructura de filtro para realizar un estudio de
ciertas nociones asociadas a sucesiones en términos de ellos. Se estudié la nocién
de filtro, se proporcionaron algunos ejemplos, se exhibi6 la existencia de filtros
maximales y se dot6 de una topologia a una clase muy particular de ultrafiltros
definidos sobre el conjunto de los naturales N.

Luego se estudi6 la nocion de sucesiones convergentes en espacios topologicos
para luego considerar un espacio topolégico muy particular proveniente de la norma
de un espacio vectorial, es decir, se consideraron espacios normados. En espacios
normados, ademas de la convergencia fuerte, se introdujeron nuevas nociones via
filtros asociadas a sucesiones de Cauchy, sucesiones acotadas, convergencia débil y
débil*. Estas ultimas representan un aporte modesto a la literatura, ya que resultados
parecidos habian sido estudiados en una estructura dual a la de filtros pero no
especificamente en términos de estos.

Finalmente y como una aplicacion, se considera par de notaciones asintoticas,
las cuales pueden ser interpretada como sucesiones que satisface ciertas propiedades
de acotacion o de convergencia y por tanto son sensibles a considerarlas en términos
de filtros. El estudio de esta generalizacion de notaciones asintoticas abre las puertas

para futuras investigaciones.
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