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Resumen

Este documento contiene tres aportes teóricos que se encuentran en la interacción entre los mode-

los estocásticos de equilibrio general, la macroeconomía dinámica y el control óptimo en tiempo

continuo. En el primer capítulo, se estudia una solución analítica de dos modelos DSGE (Dyna-

mic Stochastic General Equilibrium) en tiempo continuo con preferencias CRRA, tecnología tipo

Cobb-Douglas y choques en la dinámica de acumulación de capital que combinan un proceso de

difusión con saltos aleatorios asociados a eventos raros. El factor de tecnología puede tomar la

forma de un proceso CIR con reversión a la media o un movimiento browniano geométrico. En el

segundo capítulo, se propone la solución de un modelo de crecimiento neoclásico estocástico en

tiempo continuo con un solo sector, de tipo Ramsey, con función de utilidad CRRA y tecnología

tipo Cobb-Douglas, con acumulación de capital, efectividad y la fuerza del trabajo sujetos a cho-

ques exógenos que siguen procesos de difusión con saltos, dados por eventos raros. Finalmente,

en el tercer capítulo, estudiamos un problema de agentes heterogéneos en tiempo continuo. Ana-

lizamos el efecto de los choques estocásticos con saltos en la dinámica y distribución del ingreso

de los agentes, y su impacto en el consumo, el ahorro y la distribución conjunta de la riqueza e

ingreso. En todos los modelos, el principio de programación dinámica, el teorema de veri�cación

y el método de diferencias �nitas permitieron encontrar soluciones analíticas y numéricas de las

ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) y Kolmogorov-Forward (kF). Eso permite obtener

las funciones de política óptimas para las variables de control, analizar en cada caso de forma

analítica y numérica los efectos de este tipo de choques estocásticos sobre las decisiones econó-

micas de los agentes; como también destacar que el empleo de modelos dinámicos, que siguen

procesos de difusión con saltos, representan los fenómenos económicos de forma más realista y

enriquecen el análisis en ambientes con riesgo e incertidumbre.

Palabras clave: Modelos DSGE en tiempo continuo, Control óptimo estocástico, Modelos de

agentes heterogéneos, Procesos de difusión con saltos aleatorios, Riesgo de desastres, Ecuaciones

de Hamilton-Jacobi-Bellman y Kolmogorov-Forward, Método de diferencias �nitas.
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Abstract

This document contains three theoretical contributions that lie in the interplay between sto-

chastic general equilibrium models, dynamic macroeconomics, and optimal control in continuous

time. In the �rst chapter, we study an analytic solution of two continuous-time DSGE models

with CRRA preferences, Cobb-Douglas type technology, and shocks in the capital accumulation

dynamics that combine a di�usion process with random jumps associated with rare events. The

technology factor can take the form of, either a mean-reverting CIR process or a geometric Brow-

nian motion. In the second chapter, we study a stochastic continuous-time one-sector neoclassical

growth model of Ramsey type with CRRA utility function and a Cobb-Douglas type technology,

with capital accumulation, efectivity and the labor force subject to exogenous shocks that follow

di�usion processes with jumps, given by rare events. Finally, in the third chapter, we study a

heterogeneous agent problem in continuous time. We analyze the e�ect of stochastic shocks with

jumps in the dynamics and distribution of agent's income, and their impact on consumption,

saving and joint distribution of wealth and income. In all models, the dynamic programming

principle, the veri�cation theorem and the method of �nite di�erences allowed us to �nd analy-

tical and numerical solutions of the Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) and Kolmogorov-Forward

(kF) equations. This allows obtaining the optimal policy functions for the control variables, analy-

zing in each case analytically and numerically the e�ects of this type of stochastic shocks on the

economic decisions of the agents; as well as highlighting that the use of dynamic models, which

follow di�usion processes with jumps, represent economic phenomena in a more realistic way and

enrich the analysis in environments with risk and uncertainty.

Keywords: Continuous-Time DSGE Models, Optimal stochastic control, Heterogeneous agent

models, Di�usion process with random jumps, Disaster risk, Hamilton-Jacobi-Bellman and Kolmogorov-

Forward equations, Finite di�erence method.
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Introducción

La teoría del control óptimo se ha convertido en un instrumento central de la teoría del creci-

miento económico, puesto que permite resolver diferentes problemas de optimización dinámica

asociados con los modelos de crecimiento económico, logrando ampliar su campo de acción a nu-

merosas aplicaciones en el contexto teórico y práctico en economía, las cuales resultan claves a la

hora de determinar las trayectorias óptimas e interpretar el comportamiento de los agentes eco-

nómicos a través del tiempo. Los trabajos pioneros en esta línea son los desarrollados por Phillips

(1954, 1957), Kalman (1963), Bellman (1957) y Pontryagin (1962). Todos ellos, en un principio,

intentaron explicar algunos de los problemas que con el cálculo de variaciones tradicional no se

habían resuelto.

La optimización intertemporal estocástica, considerada en un principio difícil y bastante formal,

ofrece un enfoque que muchos investigadores han desarrollado en los últimos años. Estudios como

Merton (1971, 1975), Prescott (1971), Kendrick (1976, 1981), Bertsekas (1987), Hernández-Lerma

(1989) y Blanchard (2009) muestran cómo a través del uso del cálculo estocástico en tiempo

continuo, junto con restricciones y formas funcionales especí�cas, como movimientos Brownianos,

procesos de Poisson, procesos de reversión a la media etc., han logrado grandes ventajas en

comparación con los métodos tradicionales en tiempo discreto. Por ejemplo: integrar problemas de

�nanzas corporativas que son relevantes en macroeconomía, donde diferentes indicadores como el

riesgo, el crecimiento, la in�ación son tratados de manera más real, como directamente se pueden

presentar a través del tiempo. En todos estos problemas es necesario considerar los diferentes

elementos de tipo estocástico que permitan modelar la incertidumbre asociada a través del uso

de sistemas dinámicos. Esta es la característica fundamental que diferencia a los problemas de

control óptimo de los problemas de optimización comunes.

Uno de los cambios más importantes en la teoría económica es la superación del marco determinis-

ta, sustentado en los cambios constantes de la política económica, la volatilidad de los mercados

�nancieros, las decisiones de consumo, portafolio y producción que representan una respuesta más

completa a los procesos de decisión de los agentes económicos, cuando se ven afectados por la

incertidumbre económica y �nanciera. Por esto es relevante estudiar modelos donde las variables

económicas y �nancieras tienen un comportamiento y herramientas más so�sticadas, como por

ejemplo: procesos estocásticos de difusión o de difusión con saltos, tiempos de parada en tiem-
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po continuo; con el �n de que permiten un análisis más real y una mayor comprensión de los

fenómenos económicos.3

Otro punto importante que debe mencionarse es la preocupación por obtener soluciones numé-

ricas a los problemas de control óptimo. Esta originó el uso de nuevas técnicas de programación

matemática y de programación dinámica dentro de la teoría de control, permitiendo su extensión

hasta el caso estocástico para estudiar el manejo de la incertidumbre asociada.

Ésta investigación inicialmente contribuye a la literatura y al estado del arte en macroeconomía

dinámica, debido a que toma en cuenta los estudios sobre el planteamiento teórico de modelos de

equilibrio general dinámico estocástico (DSGE, por sus siglas en inglés).

Al respecto los trabajos de Kydland and Prescott (1982), King et al. (1988) y de Ireland (2004),

son considerados como punto de partida de la teoría del ciclo económico real (RBC) y de los

modelos DSGE en general. Por otro lado Rotemberg and Woodford (1997); Michael (2003) y Galí

et al. (2008) introducen los modelos DSGE neokeynesianos con estructura similar a los modelos

RBC, para comprender la relación entre la política monetaria, la in�ación, el ciclo comercial y

sus implicaciones políticas.4.

Otro punto a tener presente es el estudio de los modelos DSGE en tiempo continuo, que incluyen en

su de�nición varias preferencias, tecnologías, formas interacción y distintos procesos estocásticos

para analizar cómo estas variables evolucionan con el tiempo. Para ello se tomó como referencia

principal los trabajos de Steger (2005),Aruoba et al. (2006), Turnovsky (2006), Smith (2006,

2007), Posch (2009, 2011), Wälde (2011), Moll (2014), Parra-Alvarez (2017).

Otra línea importante a destacar es la aplicación de modelos DSGE en tiempo continuo, rela-

cionada con agentes heterogéneos que incluyen en su dinámica choques estocásticos asociados a

procesos brownianos y a procesos de saltos de Poisson en tiempo continuo.

Para la solución de este tipo de problemas es necesario resolver el sistema de ecuaciones acopladas,

formado por la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman (H.J.B) que se encarga de obtener las

elecciones óptimas de los individuos y la ecuación de kolmogorov Forward (k.F) que caracteriza

la evolución de la distribución conjunta del ingreso y la riqueza para los agentes, de acuerdo las

elecciones óptimas de los individuos. Para ello, se tomó como referencia los trabajos de Huggett

(1993), Heathcote et al. (2009), Guvenen (2011), Kaplan et al. (2018), Achdou et al. (2014),

Achdou et al. (2017) y Kaplan et al. (2018).

Finalmente se presenta una revisión sobre estudios que analizan soluciones numéricas de los mo-

delos DSGE en tiempo continuo, relacionados con choques que involucran procesos de difusión y

procesos de saltos discontinuos. A razón de lo anterior, se tuvieron como referencias los trabajos

de Judd (1996, 1998), Riascos (2009), Kompas and Chu (2012), Posch (2013) y Parra-Alvarez

3Turnovsky (2006),Riascos (2009), Kaplan et al. (2018)
4Frische and Gröÿl (2010)
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(2017). Para la solución y calibración de los modelos, se usó el método de diferencias �nitas, ba-

sado en los estudios de Candler et al. (1998),Strikwerda (2004), d'Halluin et al. (2005), Li et al.

(2017) Hirsa (2016) y Achdou et al. (2017).

Mi pregunta general de investigación en esta disertación es: ¾Cómo se puede extender

el comportamiento de los agentes económicos en los modelos de equilibrio general en tiempo

continuo, cuando se introducen procesos de incertidumbre en las variables económicas, de�nidos

por procesos estocásticos brownianos y procesos de saltos aleatorios no necesariamente de tamaño

constante?

Este estudio aporta las siguientes contribuciones:

En primer lugar, Permite encontrar soluciones analíticas de los modelos de equilibrio bajo ciertas

restricciones paramétricas, para el caso en el que se considere una productividad total de los

factores, una fuerza de trabajo e ingreso estocásticos y una dinámica de capital discontinua.

que son consideradas como una extensión de los estudios de Aruoba et al. (2006), Posch (2011,

2013), Parra-Alvarez (2017), Smith (2007) y Achdou et al. (2017). En segundo lugar, realiza una

implementación numérica en diferencias �nitas, mediante el uso de un método Implícito-Explícito

(IMEX), la parte local (parte diferencial) se resuelve usando un paso implícito y la parte no

local (término integral) usa un paso explícito, desarrollado en Matlab que permite resolver las

ecuaciones integro-diferenciales de (H.J.B) y (k.F) asociadas con este tipo de problemas y que a su

vez permiten ser comparadas con las soluciones analíticas propuestas. En tercer lugar contribuye

a la literatura existente sobre el uso de modelos de equilibrio general dinámico estocástico, para

resolver problemas de equilibrio en macroeconomía dinámica en tiempo continuo.

El documento contiene cinco secciones, incluyendo la presente introducción. En las tres secciones

siguientes se presentan los tres problemas de investigación. En el primer capítulo, se estudió la

solución analítica y numérica de dos modelos DSGE con dinámica de capital discontinua y factor

de tecnología estocástico. En el segundo capítulo, se da cuenta sobre una solución analítica y

numérica de un modelo de crecimiento neoclásico estocástico en tiempo continuo con un solo

sector, tipo Ramsey con función de utilidad CRRA y tecnología tipo Cobb-Douglas, donde el

capital, la efectividad del trabajo y la fuerza de trabajo son afectados por choques exógenos

estocásticos. En el tercer capítulo, se estudió la aplicación a un problema agentes heterogéneos

asociado con choques estocásticos de tipo browniano y procesos de saltos en la dinámica del

ingreso de los agentes. Finalmente se muestran los anexos y las referencias principales.

14



Capítulo1

Solución teórica para un modelo DSGE de cre-

cimiento neoclásico estocástico con dinámica de

capital discontinua

Juan Carlos Zambrano *

Rafael Serrano **

Doctorado en Economía

Universidad del Rosario

Calle 12 C No. 4-60

Bogotá, Colombia

Resumen: Este trabajo investigativo propone una solución analítica y numérica de un modelo

DSGE en tiempo continuo con saltos aleatorios en la dinámica de capital, asociados a eventos

raros y con un factor de tecnología estocástico. La solución se estableció bajo el principio de

optimización dinámica y el teorema de veri�cación, lo que permite resolver la ecuación de HJB

en tiempo continuo, obteniendo, a su vez, las funciones de política óptimas para las variables de

control. La solución numérica de la ecuación de HJB en tiempo continuo se estableció por medio

de diferencias �nitas usando el esquema (Upwind). Se estudió su calibración y se comparó con los

resultados obtenidos en estudios similares . Posteriormente se analizó una extensión del modelo

cuando se tuvo un factor de tecnología que siguió un browniano geométrico. En todos los casos

se puede apreciar cómo los eventos raros, modelados con saltos en la dinámica de capital, afectan

las decisiones de política óptima de los hogares.

*Estudiante Doctorado en Economía E-mail: juan.zambrano@urosario.edu.co
**PhD, Profesor Asociado Facultad de Economía Universidad del Rosario E-mail: rafael.serrano@urosario.edu.co
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Introducción

El desarrollo vertiginoso de modelos DSGE y la importancia de usar este tipo de modelos en

macroeconomía dinámica puede observarse en numerosos estudios a lo largo de las últimas dos

décadas; en especial cuando se trabaja en tiempo continuo con variables económicas que siguen

procesos de incertidumbre e incluyen combinaciones de procesos estocásticos. Cabe resaltar que el

potencial de aplicaciones de estos modelos es bastante grande para analizar ciertas eventualidades,

como los vínculos entre el sector �nanciero y la economía en general; las macro�nanzas para

estudiar los efectos no lineales de los choques �nancieros al resto de la economía; la política

monetaria para analizar las decisiones de �jación de precios; la política �scal para estudiar el

comportamiento de modelos con agentes heterogéneos, la teoría del crecimiento y la organización

industrial, entre otras.1

Apoyados en los estudios Rietz (1988), Barro (2006, 2009); Barro and Jin (2011), Barro and

Ursúa (2012), Gourio (2012); Nakamura et al. (2013) quienes estudian eventos catastró�cos raros,

relacionados con eventos de escala nacional o global que reducen sustancialmente el stock de

capital y / o la e�ciencia productiva del capital y que a su vez implica una reducción sustancial

del PIB, el consumo y la riqueza. Desarrollan modelos macroeconómicos en tiempo discreto para

resolver el problema de choques asociados a catástrofes raras por medio de saltos estudiando

el tamaño, la probabilidad y el tipo de distribución que los desastres raros pueden presentar.

Muestran que este tipo de estructuras ayudan a explicar mejor el problema de las altas primas

de riesgo de capital y de rendimientos bajos y libres de riesgo.

Nuestro trabajo pretende extender este problema usando modelación en tiempo continuo. Dado

que en el momento de presentarse un evento de esta naturaleza, las respuestas de los agentes

económicos son inmediatas y por eso, los modelos DSGE en tiempo continuo tienen una gran

importancia ya que permiten representar explícitamente la incertidumbre a la que se somete la

economía, por medio de procesos estocásticos de difusión y de saltos, cuando se ve afectada por

este tipo de eventos raros. Esto signi�ca que el valor de la variable asociada a un evento raro, se

toma de un conjunto de valores posibles, cada uno de los cuales tiene asociado una probabilidad

de ocurrencia. Mejorando el realismo de dichos modelos y también permitiendo estimar el impacto

de la incertidumbre sobre la política óptima de los agentes.

Otra razón fundamental es que al usar este tipo de metodología se amplía el espectro de distribu-

ciones no necesariamente gaussianas que pueden asociarse a diferentes variables económicas. Es

decir al combinar procesos estocásticos brownianos con procesos de difusión discontinuos en la

dinámica de capital, convierte al capital físico en un activo de riesgo, el cual presenta una distri-

bución no necesariamente gaussiana con exceso de curtosis, colas pesadas y sesgo. Esto permite,

ampliar el espectro de su distribución, capturar los distintos cambios debidos a pequeñas �uc-

tuaciones y a cambios bruscos e inesperados (auges y caídas) y producir dinámicas más realistas

1Nuño (2015),Moll (2014), Posch (2011)
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que representen el capital, las cuales no pueden ser generadas utilizando únicamente procesos de

difusión.

El problema de los choques representados analíticamente por medio de saltos en la dinámica

del capital está fuertemente relacionado con diferentes fenómenos. Los choques negativos, se

encuentran en problemas como desastres por el cambio climático, un ataque terrorista nuclear o

biológico, un virus altamente contagioso que se propaga sin control, cambios de régimen, guerras,

crisis �nancieras, cambios en política �scal, monetaria y cambiaria; como también medidas de

corto plazo que manejan la in�ación y el desempleo.

Por su parte ejemplos de choques positivos en el capital no son tan comunes de encontrar, pero

como ejemplos se puede pensar en una reforma institucional, la cual genera un cambio en el

gobierno, libera el tipo de cambio en el país, abre la inversión extranjera generando un cambio

en la estructura del capital. También está el caso de los países que hacen nuevos descubrimientos

de materia prima o recursos naturales, esto genera nueva disposición de activos de capital que a

su vez trae nueva inversión extranjera y por tanto un cambio positivo en su nivel de capital.

El impacto de los desastres raros asociados al cambio climático, es uno de los problemas de mayor

atención en la actualidad y se aborda en los informes de Tol (2006), Stern et al. (2010) y UNDRR

(O�cina de las Naciones Unidas para la reducción del Riesgo de Desastres) quienes concluyen

que, entre 1998 y 2017, los fenómenos meteorológicos extremos representaron el 77% del total

de las pérdidas económicas, equivalente a 2,24 billones de dólares, y que el incremento en los

niveles de amenazas por el cambio climático tiene un enorme efecto ampli�cador para el riesgo

de desastres.2

También, los efectos de una guerra sirven de ilustración para este tipo de problemas de saltos en el

capital. por ejemplo el informe del banco mundial Group (2018) sobre reconstrucción e inversión

de IRAk, después de la guerra, mostró que, para el 2017, el acumulado real de las pérdidas debidas

al con�icto en el PIB no petrolero ascendieron a 107 mil millones de dólares, equivalente a 72 por

ciento del PIB de 2013 y 142 por ciento del PIB no petrolero del mismo año. Esto afectó sectores

principales para el crecimiento económico como lo son la infraestructura, industria, comercio,

agricultura, vivienda, patrimonio cultural y turismo.

A raíz de la situación anterior, se planteó la metodología desde el control óptimo estocástico en

tiempo continuo, donde los choques del capital asociados a desastres raros se modelan por com-

binación de procesos estocásticos brownianos y de saltos aleatorios no necesariamente de tamaño

constante. Dicho método se convierte en una herramienta fundamental para resolver este tipo de

problemas puesto que permiten capturar interrupciones severas que ocurren en la producción al

momento de ocurrir un desastre poco convencional y además bajo ciertas restricciones paramé-

tricas es posible también obtener soluciones cerradas las cuales se puede utilizar para evaluar la

precisión de las soluciones numéricas.

2https://www.eird.org/americas/docs/perdidas-económicas-pobrez-y-desastres.pdf
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El objetivo en este capítulo es desarrollar analíticamente y solucionar numéricamente un modelo

DSGE de crecimiento neoclásico estocástico en tiempo continuo, que involucre a una economía

pequeña y cerrada; la cual posee consumidores racionales que maximizan su utilidad y son aversos

al riesgo. Además, estos consumidores pueden tomar decisiones sobre la distribución de la riqueza

entre consumo e inversión, y pueden incluir factores de incertidumbre en la dinámica de capital

en el que se combinan procesos de difusión con procesos de saltos no necesariamente de tamaño

constante, en tiempo continuo; los cuales, se suponen asociados con eventos raros.

Para cumplir este objetivo se hizo uso de la teoría de control óptimo estocástico que permite

plantear el modelo de referencia de equilibrio general dinámico estocástico, como también el pro-

blema de control óptimo en tiempo continuo a resolver, junto con las condiciones de optimalidad

establecidas por el principio de programación dinámica, el teorema de veri�cación y las condicio-

nes que permiten investigar si existe una solución cerrada para este problema. Para la solución

numérica, se tomaron como referencia los trabajos tanto en tiempo continuo y tiempo discreto;

así como los estudios que incluyen soluciones en diferencias �nitas para la función de valor y las

funciones de política, asociadas a combinaciones de procesos brownianos y procesos de saltos de

Poisson.

Este estudio se hace debido a que puede generar los siguientes aportes:

En primer lugar, el aporte principal de este estudio esta orientado al planteamiento de soluciones

cerradas para el problema de control óptimo estocástico que combina choques brownianos y

saltos discontinuos no necesariamente de tamaño constante en la dinámica del capital y en la

productividad total de los factores (PTF) asociada a procesos estacionarios de reversión a la

media (CIR) y procesos no estacionarios como movimeintos brownianos geométricos (BG), los

cuales se consideran asociados con eventos raros y permiten estudiar el efecto de la incertidumbre

de la productividad total de los factores y del capital sobre las decisiones óptimas de los agentes,

comparar los resultados con la solución numérica propuesta como también estudiar el uso de

aproximaciones locales a la economía descrita.

Este estudio también extiende los siguientes modelos: Aruoba et al. (2006), el cual considera un

modelo neoclásico con características similares donde los hogares maximizan su utilidad descon-

tada dependiente del ocio y consumo, con productividad total de los factores de tipo exponencial

que tiene asociado un proceso estocástico AR(1) sin choques en la dinámica del capital, ellos su-

gieren explorar nuevas soluciones con procesos estocásticos distintos y otros métodos no lineales

diferentes. En particular al incluir procesos de difusión y de saltos se logra estudiar las no linea-

lidades de una función de producción neoclásica y predictibilidad a lo largo del ciclo económico

de manera más real.

El modelo DSGE de Parra-Alvarez (2017),quien considera una dinámica de capital asociada a un

proceso browniano sin incluir saltos y es un referente principal porque estudia diferentes métodos

numéricos que permiten abordar la solución de este tipo de problemas en tiempo continuo. En
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nuestro caso, damos un conjunto de restricciones para establecer la solución cerrada cuando se

tiene una fuerza de trabajo lt variable y con los saltos se captura los efectos de los eventos raros

a los que se enfrenta la dinámica del capital sobre el factor de descuento ρ y sobre la función de

valor que esta directamente relacionada con funciones de consumo y trabajo óptimas.

Finalmente los modelos DSGE de Posch (2011, 2013), quienes incluyen saltos en la dinámica de

capital de tamaño constante para analizar la relación entre la prima de riesgo y las no linealidades

de una función de producción. En nuestro caso se extiende la forma funcional de la función de

valor que depende de un factor asociado a la PTF, la cual se puede modelar con un CIR o con un

BG y es importante considerar que la naturaleza económica y la magnitud de los saltos asociados

a eventos raros a los que se enfrenta el capital no necesariamente poseen un tamaño constante.

En nuestro caso el tamaño de los saltos esta asociado a una función cualquiera y se estudia el

problema para diferentes tipos de distribución del tamaño de los saltos, representando mejor la

realidad del problema.

En segundo lugar, esto permite realizar una implementación numérica en diferencias �nitas que re-

suelven, mediante el uso de un método Implícito-Explícito (IMEX), la ecuación integro-diferencial,

asociada al problema de optimización, para cuanti�car numéricamente los efectos sobre la política

óptima. Finalmente el estudio contribuye a la literatura existente sobre el uso de modelos de equi-

librio general dinámico estocástico, para solucionar problemas de equilibrio en macroeconomía

dinámica en tiempo continuo.

Las preguntas de investigación de este trabajo son las siguientes:

1. ¾Cómo se afectan las decisiones de consumo y trabajo de los agentes en un modelo neoclásico

de crecimiento en tiempo continuo, cuando se introducen factores de incertidumbre en la

dinámica de capital asociados a desastres raros?.

2. ¾Bajo qué condiciones existe solución cerrada para el caso donde se combinan procesos de

difusión y de saltos discontinuos en la PTF y en la dinámica de capital?.

3. ¾Cómo resolver numéricamente la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) en tiempo

continuo, para el caso de saltos en la dinámica de capital con tamaño no necesariamente

constante?

1.1. Revisión de literatura

La implementación de modelos y la simulación numérica en macroeconomía se ha vuelto sig-

ni�cativamente más so�sticada desde hace aproximadamente tres décadas. Particularmente los

modelos DSGE, se han convertido en el referente fundamental de la modelización macroeconó-

mica en la actualidad, su frecuente uso se debe a que estos modelos se fundamentan sobre la

teoría microeconómica, para analizar los fenómenos macroeconómicos, y porque nos permiten
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analizar cómo responden los diferentes agentes económicos ante cambios en su entorno a lo largo

del tiempo.

El enfoque dinámico de los choques a las distintas variables económicas se ha estudiado por

diferentes autores entre los cuales podemos citar a Long Jr and Plosser (1983) en su investiga-

ción proponen modelos de equilibrio con expectativas racionales para explicar los movimientos

conjuntos de las variables económicas de los diversos sectores productivos. Además, destacan la

persistencia intertemporal (enfoque dinámico) de las �uctuaciones y la componente de tenden-

cia de la economía. 3 El trabajo de Greenwood et al. (1988) propone evaluar, desde un enfoque

keynesiano, un choque a la inversión, entendido como un elemento importante para explicar los

ciclos económicos y resaltar la variable del capital como nuevo mecanismo de transmisión de los

choques, y como un principal elemento de los modelos RBC. A su vez King et al. (1988) resumen

el desarrollo de la teoría de los modelos RBC y proponen nuevas líneas de investigación que se

derivan de estos modelos. Una de estas es considerar que la senda de crecimiento podría tener

un componente estocástico, lo cual di�ere del análisis usual de los modelos RBC que tienen una

senda de crecimiento exógeno y determinístico.

Bernanke et al. (1998), proponen un modelo de equilibrio general dinámico estocástico (DSGE)

de �acelerador �nanciero�, en el cual incorporan el dinero y la rigidez de los precios, para estudiar

la manera en que in�uyen las fricciones en el mercado de crédito sobre la transmisión de la política

monetaria; analizan también la heterogeneidad entre las empresas. En la misma línea, Michael

(2003) establece las bases de un modelo de equilibrio general dinámico estocástico (DSGE) micro-

fundamentado, y resalta la importancia de las expectativas para determinar la efectividad de las

políticas y la importancia de las perturbaciones reales (tecnología, preferencias, políticas �scales,

etc) como una fuente de �uctuaciones económicas.

Otros estudios como Merton (1971); Merton and Samuelson (1992), Giulano and Turnovsky

(2003), Venegas-Martínez (2001),Turnovsky (2006), Venegas Martínez and Polanco Gaytán (2011),

nos muestran diversas aplicaciones de procesos estocásticos en mercados �nancieros, política-

económica y política-monetaria, donde se relacionan con la volatilidad de los mercados �nancie-

ros, las decisiones de consumo, el portafolio y la producción que representa una respuesta más

completa a los procesos de decisión de los agentes económicos, afectados por la incertidumbre.

Este trabajo pretende usar la generalización de estos procesos estocásticos, para representar mejor

las dinámicas de capital, PTF y del ingreso.

Existe una fuerte evidencia empírica desde el punto de vista estadístico en estudios como los de

Venegas-Martínez (2009); Giulano and Turnovsky (2003); Turnovsky (1993, 1999), los autores

aseguran que la mayoría de variables �nancieras no se comportan de acuerdo a una distribución

log-normal. En general, se observa que las distribuciones empíricas divergen notablemente de la

distribución normal y que es común observar que la cresta de la distribución empírica es más alta

3La componente de tendencia se amplia en los estudios de Hodrick and Prescott (1997), King and Rebelo (1999)
y Baxter and King (1999).
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que la de la normal estándar. También aseguran que la mezcla de procesos de difusión con procesos

de saltos proporcionan una alternativa para modelar las colas pesadas de la distribución empírica

y el sesgo existente en la distribución. por tanto, que una adecuada y oportuna administración

de riesgos reduce la varianza de las variables de política; creando así dispositivos congruentes,

e�caces y creíbles que minimicen el impacto esperado de los choques exógenos. En este sentido,

los autores muestran que en los modelos de macroeconomía dinámica es común observar que

se combinen los instrumentos de política monetaria junto con los instrumentos de política �scal,

modelados conjuntamente con procesos de difusión y procesos de saltos para reducir la exposición

a los distintos riesgos que pueden tener efectos negativos en la economía.

Steger (2005) compara la tasa de crecimiento resultante de un modelo de crecimiento endógeno

simple bajo la incertidumbre modelada con procesos brownianos y procesos discontinuos. Supone

los procesos con valores esperados idénticos para concluir que las implicaciones cualitativas son

perfectamente idénticas y siempre que ambos procesos estocásticos tengan la misma varianza.

Turnovsky (2006), derivan una relación de equilibrio de forma cerrada entre el consumo y la

riqueza, que se mantiene a lo largo de un camino de crecimiento equilibrado en un modelo de

crecimiento endógeno de Romer, en presencia de ingresos laborales estocásticos. Estiman que la

medida del riesgo actual en la economía se comparte entre el trabajo y el capital; demostrando

cómo el equilibrio determina conjuntamente la relación consumo-capital y ocio (empleo).

En los modelos de Venegas-Martínez (2005) y Castillo-Ramírez et al. (2016), se trabajan modelos

de equilibrio general dinámicos y estocásticos, que consideran cambios externos y repentinos. Los

autores argumentan que las variables económicas ocasionalmente presentan movimientos inespe-

rados (auges o caídas) con mucha frecuencia; incluso si se supone una volatilidad razonablemente

baja. Este hecho lo consideran relevante para la teoría y para la investigación empírica; y no

es simplemente una so�sticación más en el desarrollo teórico de modelos de equilibrio general.

Para ello se supone que las dinámicas de las distintas variables económicas son estocásticas y se

conducen por procesos de difusión brownianos y procesos discontinuos . Por ejemplo: determinan

que el equilibrio macroeconómico en el que las varianzas de los choques exógenos, tanto para

difusiones como para saltos, desempeñan un papel importante en la administración de riesgos.

Además explican los efectos que tienen los saltos inesperados en el gasto de gobierno percápita y

en variables demográ�cas en el crecimiento económico percápita.

La presencia de procesos de difusión y de saltos en la evolución de las series macroeconómicas se

puede apoyar en diferentes estudios, entre los cuales podemos destacar Rietz (1988) sin abandonar

el paradigma de los modelos tipo Arrow-Debreu, introduce saltos asociados a desastres raros en un

modelo de �jación de precios de activos y sostiene que este tipo de estructuras ayudan a explicar

mejor el problema de las altas primas de riesgo de capital y de rendimientos bajos y libres de

riesgo, siempre que este tipo de eventos sean aceptables, graves y no demasiado improbables. Por

su parte en Barro (2006), la producción se toma como una caminata aleatoria con deriva, y los

desastres raros se identi�can como caídas grandes, instantáneas y permanentes en la producción,
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a su vez calibra la frecuencia y el impacto permanente de los desastres para que coincida con

las grandes caídas en el PIB real per cápita de largo plazo para 35 países, usando un conjunto

de datos de panel. Un resultado importante su modelo es que aproximadamente se puede hacer

coincidir la prima de renta variable observada con un coe�ciente de aversión relativa al riesgo del

consumidor representativo.

El modelo desarrollado por Barro and Jin (2011) analiza el tamaño de la distribución de los

desastres macroeconómicos, muestra que el coe�ciente requerido de aversión relativa al riesgo se

puede reducir a alrededor de tres si la distribución de tamaño de los desastres macroeconómicos se

mide mediante una distribución estimada de la ley de potencias. En Gourio (2012) se construye un

modelo en el cual se asume que un desastre es impulsado por choques permanentes y transitorios

de productividad, así como por choques de depreciación. Muestra que el efecto promedio a largo

plazo de un desastre sobre el consumo es signi�cativamente negativo, además la introducción del

riesgo de desastres variable en el tiempo en un modelo de ciclo económico real estándar, mejora

el ajuste de los datos de retorno para los activos, conserva las implicaciones para las cantidades

en respuesta a las perturbaciones de la PTF y crea algunas dinámicas macroeconómicas nuevas

e interesantes.

Barro and Ursúa (2012) destacan que la investigación teórica y empírica sugiere que los modelos

de desastres raros tienen un mayor poder explicativo para entender una variedad de acertijos

sobre los precios de los activos. Además, las probabilidades de desastres que varían en el tiempo

pueden ser un componente importante de los modelos de ciclos económicos en una economía

cerrada y abierta. Argumentan que la probabilidad y la distribución del tamaño de los desastres

macroeconómicos son difíciles de cuanti�car empíricamente porque los eventos relevantes son

raros y posiblemente ausentes en muestras cortas. Por lo tanto, se requiere de series de tiempo

largas para cuanti�car los efectos durante muchos eventos claves, como guerras y grandes crisis

�nancieras.

El trabajo de Nakamura et al. (2013) se constituye como uno de los primeros estudios que permite

para estimar los efectos dinámicos, tanto a largo como a corto plazo, de grandes desastres sobre

la dinámica del consumo. Particularmente, desarrollan un modelo de desastres de consumo que

permite que los desastres se desarrollen durante varios años y que sean seguidos sistemáticamente

por recuperaciones. El modelo también permite que los choques transitorios crezcan en tiempos

normales y estén correlacionados en el momento de los desastres entre países. Con esto se captura

el efecto de que los grandes desastres, como las guerras mundiales del siglo XX, afectan a muchos

países simultáneamente. Modelan los desastres de dos formas, primero, el caso donde los desastres

causan una gran caída a corto plazo del consumo y en segundo lugar, los desastres que pueden

afectar el nivel de consumo potencial al que volverá el nivel de consumo real. Asumen que los

desastres tienen una distribución normal truncada en el intervalo [−∞, 0] y una distribución

gamma la cual es una distribución �exible unilateral que tiene un exceso de curtosis en relación

con la distribución normal. Muestran que el consumo suele disminuir durante varios años antes

22



de recuperarse cuando sucede un desastre,lo cual implica que la EIS que rige la disposición de los

consumidores para compensar el consumo a lo largo del tiempo, juega un papel importante en la

determinación de las implicaciones de precios de los activos.

Pindyck and Wang (2013) desarrollan un modelo de equilibrio en tiempo continuo de una econo-

mía que incorpora choques catastró�cos en el capital social modelados por procesos de difusión y

de saltos de tamaño constante con una distribución de potencia, y que vincula los primeros cuatro

momentos de los rendimientos de las acciones, junto con variables económicas como el consumo,

la inversión, tasas de interés, y la q de Tobin, con los parámetros que describen las características

de los shocks, así como con los parámetros de comportamiento como el coe�ciente de aversión

relativa al riesgo y elasticidad de la sustitución intertemporal. El modelo permite calcular la tasa

impositiva máxima porcentual permanente que los agentes estan dispuestos a aceptar para eli-

minar la posibilidad de un choque catastró�co, o reducir el máximo impacto posible del choque.

También calcula el precio de equilibrio del seguro contra el riesgo catastró�co, y compara el uso

del seguro con el costo de reducir o eliminar el riesgo.

Un punto de partida para esta investigación es el trabajo de Aruoba et al. (2006) quienes analizan

un modelo de crecimiento neoclásico en tiempo discreto, el cuál tiene asociado una componente

estocástica de tipo exponencial en el factor de tecnología. Los autores resuelven el problema

del planeador central para el caso discreto, por medio de la ecuación de Bellman. Establecen

la solución numérica y comparan los algoritmos del método de perturbaciones y de proyecciones

donde se consideran elementos �nitos y polinomios de chebyshev. Nuestro estudio se pude observar

como una versión en tiempo continuo de este modelo.

Otro trabajo fundamental en la estructura de nuestro modelo, al que hacemos una extensión,

considerando saltos en la dinámica del capital asociados a eventos raros, es el de Parra-Alvarez

(2017). El autor considera una versión en tiempo continuo de un modelo DSGE, donde el stock

de capital está sujeto a choques exógenos aleatorios, de�nidos por un proceso browniano con

volatilidad σ y los choques de la productividad total de los factores heterocedásticos, de�nidos

por un proceso Cox-Ingresoll-Ross(CIR). El autor en la solución numérica compara el método de

perturbaciones, proyecciones y linear-quadratic approximation. Lo anterior trae como consecuen-

cia mejores resultados con el método de perturbaciones para valores razonables de los parámetros

estructurales; al igual que con el método de proyecciones cuando es requerido un alto grado de

precisión.

Los estudios de Posch (2009), Posch (2011) y Posch (2013) resaltan la importancia del uso de

saltos modelados con procesos de Poisson para representar desastres raros que afectan las va-

riables económicas. También analizan la relación entre la prima de riesgo, las no linealidades de

una función de producción neoclásica y predictibilidad a lo largo del ciclo económico. Muestran

que estas características empíricas se vuelven relevantes cuando se permiten no-normalidades en

la forma de desastres raros. Emplean soluciones analíticas de modelos dinámicos de equilibrio

general estocástico (DSGE), en el que mezclan procesos brownianos con procesos de saltos deter-
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minísticos con tamaño constante; con el �n de obtener expresiones cerradas de la prima de riesgo.

Particularmente estos estudios son tomados como base para desarrollar las demostraciones de las

propuestas analíticas en este documento, en el caso de saltos en la dinámica del capital.

Los modelos que combinan procesos de difusión y saltos, también son usados por Tsai and Wachter

(2015), para analizar el efecto que tiene el aumento en el riesgo de desastres y las crisis �nancieras

sobre los precios de activos y ciclos económicos. Muestran que el riesgo de desastres ofrece un

marco coherente y detallado para comprender los fenómenos que suceden sobre los precios de

activos, que incluyen la prima de equidad, la tasa libre de riesgo y la volatilidad; así como en

renta �ja y mercados de opciones.

En los trabajos de Wälde (2005), Wälde (2011) y Hiraguchi (2014), se destaca el uso de métodos

de modelación en tiempo continuo bajo incertidumbre en aplicaciones macroeconómicas, puesto

que dadas sus propiedades resultan ser convenientes para representar los distintos fenómenos a los

que se exponen las variables en economía. Muestran que se dispone de una formulación alternativa

de tecnologías de producción que no tienen los inconvenientes del enfoque diferencial, que obtienen

soluciones de forma cerrada para problemas de maximización con utilidad instantánea logarítmica;

y cuentan con una utilidad de aversión relativa al riesgo constante (CRRA); las cuales están

asociadas a un proceso browniano y a procesos de Poisson como fuente de incertidumbre para la

evolución de la productividad total de los factores (PTF), en una tecnología Ak.

Los estudios de Wang (2007), Brunnermeier and Sannikov (2014) y Wang et al. (2016) se en-

cuentran misma línea del impacto de las mejoras tecnológicas, junto con variaciones de ingresos

en productividad y distribución de riqueza, donde la economía es propensa a la inestabilidad y

ocasionalmente, entra en episodios de crisis volátiles.

Dentro de los principales estudios relacionados con los impactos macroeconómicos asociados al

cambio climático, que permiten observar el manejo de la incertidumbre y el efecto de este tipo

de eventos raros sobre el crecimiento de la economía, podemos mencionar los trabajos de Stern

(2007) y Economics (2013). Estos informes cuentan sobre el impacto del cambio climático y

el calentamiento global sobre la economía mundial. Aseguran que el cambio climático tiene un

impacto sobre la tasa de crecimiento de una economía, al afectar las existencias de factores, la

productividad y las tasas de crecimiento de ambos; como también al afectar la forma en que los

agentes maximizan sus objetivos. En Fankhauser (2005), los autores modi�can el modelo DICE

(Dynamic Integrated model of Climate and the Economy) para ajustarlo a diferentes modelos de

crecimiento y simular los impactos del cambio climático sobre la magnitud de los costos totales.

Encontraron que el efecto de acumulación de capital es mayor que el efecto de ahorro.

Hallegate (2010) analizó los diferentes tipos de pérdidas que pueden causar los desastres asociados

al cambio climático, dado que los desastres naturales destruyen el capital y existe un efecto directo

sobre la productividad. Gillingham et al. (2015), es un estudio de la incertidumbre en el cambio

climático. Utilizando múltiples modelos de evaluación integrada (IAMs), se analiza el modelo y
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las incertidumbres paramétricas para la población, la productividad total de los factores y la

sensibilidad climática. En dicho trabajo se encontró que la incertidumbre paramétrica es más

importante que la incertidumbre en la estructura del modelo.

Hambel et al. (2020), tienen en cuenta el riesgo de desastres macroeconómicos para separar los

efectos económicos del cambio climático e investigar la interacción entre el cambio climático y

el precio de los activos verdes y sucios, analizan la dinámica de la tasa libre de riesgo y las

primas de riesgo durante la transición de una economía intensiva en carbono a una economía

de cero emisiones. Por su parte Fried (2018) cuanti�ca la interacción entre innovación endógena

y política climática en un modelo dinámico de equilibrio general que modela explícitamente el

impacto macroeconómico de la innovación en los sectores de energía fósil, energía verde y no

energética.

Sobre la parte numérica, inicialmente se abordaron estudios que describen las no linealidades

de los modelos DSGE, las cuales se convierten en un objetivo de estudio. Para ello se hace

uso de otro tipo de aproximaciones numéricas de orden superior, junto con perturbaciones y

proyecciones; esto según autores como Taylor and Uhlig (1990),Fernández-Villaverde and Rubio-

Ramírez (2005), Aruoba et al. (2006),Schmitt-Grohé and Uribe (2004). Otra línea de estudios,

apunta al caso de métodos de solución para modelos DSGE en tiempo continuo que se asocian

con dinámicas y procesos estocásticos brownianos, y con procesos discontinuos; esto según Judd

(1998), Miranda and Fackler (2004), Parra-Alvarez (2017) Posch (2013), Fernández-Villaverde

et al. (2016) y Fernández-Villaverde and Levintal (2018).

En particular Miranda and Fackler (2004) describen diferentes métodos computacionales utili-

zados para resolver problemas dinámicos en economía agrícola, macroeconomía y �nanzas. Des-

criben métodos numéricos básicos para casos determinísticos, que presentan la forma de resolver

modelos estocásticos dinámicos en economía y �nanzas. De igual modo, se incluyen la progra-

mación dinámica, las expectativas racionales y los modelos de �jación de precios de arbitraje en

tiempo discreto y continuo.

Fernández-Villaverde et al. (2016) y Fernández-Villaverde and Levintal (2018) proporcionan una

visión general de las técnicas de solución y estimación para modelos DSGE. Describen los funda-

mentos de las técnicas de aproximación numérica, así como la inferencia estadística. Argumentan

que los modelos DSGE con desastres raros requieren métodos de solución que puedan manejar

las grandes no linealidades, desencadenadas por eventos de baja probabilidad y alto impacto

con precisión y velocidad. Para ello utilizan métodos de perturbación, proyección de Taylor y

colocación de Smolyak.

Strikwerda (2004); Scott (1999); Li et al. (2017) y Hirsa (2016) son importantes para entender

la teoría básica y las herramientas sobre la solución de ecuaciones diferenciales por diferentes

métodos numéricos; en especial el método de diferencias �nitas, el cual se pretende implementar

en este trabajo para aproximar la solución de los problemas de control óptimo a resolver.
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Finalmente, en los estudios de Candler et al. (1998); Moll (2014) y Achdou et al. (2017), se hace

una descripción completa sobre la solución de modelos en tiempo continuo usando diferencias

�nitas y en particular desarrollan una implementación del esquema upwind en diferencias �nitas,

que permite resolver modelos RBC de equilibrio general y modelos de agentes heterogéneos con

dinámicas estocásticas.

1.2. Metodología

Los modelos DSGE a desarrollar de crecimiento neoclásico estocástico en tiempo continuo, co-

rresponden a una economía pequeña y cerrada, que incluye variables de política económica en

las cuales se combinan procesos de difusión brownianos y de saltos aleatorios, para modelar la

incertidumbre. Las etapas para lograr el objetivo de este trabajo se describen a continuación.

Inicialmente se describió el modelo de referencia de equilibrio general dinámico y estocástico, a

través de sus actores. También se hizo la descripción de los supuestos y formas funcionales sobre

las cuales se construyen los modelos. En la segunda etapa, se plantea el problema de control

óptimo estocástico en tiempo continuo a resolver. En la tercera etapa se determinó la solución

del problema de control óptimo bajo el principio de optimalidad de Bellman y el teorema de

veri�cación en tiempo continuo. En la cuarta etapa se usó las condiciones de primer orden para

encontrar la función de valor adecuada que permitiera establecer la solución óptima del problema.

En la quinta etapa se estableció las condiciones y supuestos necesarios para la existencia de una

solución cerrada al problema en tiempo continuo. En la sexta etapa se encontró el equilibrio de

estado estacionario mediante el planteamiento de la ecuación de HJB en tiempo continuo, para

las funciones de política de los agentes; posteriormente se discretizó usando diferencias �nitas

la ecuación de (HJB) maximizada que resulta del proceso de optimización. se debió calibrar

el modelo usando parámetros comunes a otros estudios similares; y bajo ciertas restricciones, se

estudió la convergencia del modelo. Finalmente se discutió los resultados analíticos proporcionados

para la solución del problema y para el estudio de posibles generalizaciones al modelo.

1.3. Modelo de referencia DSGE con dinámica de capital discon-

tinua

Corresponde a un modelo de equilibrio general que trata de dar una explicación global del com-

portamiento de la producción, el consumo, el capital y la formación de precios en una economía,

donde la empresa representativa produce un único bien que es propiedad de los hogares y se

asume que opera en mercados competitivos.

Particularmente el modelo a estudiar considera una versión modi�cada de un modelo RBC en

tiempo continuo descrito en Parra-Alvarez (2017) en el que el stock de capital está sujeto a
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choques aleatorios continuos y discontinuos, y choques de la productividad total de los factores

heterocedásticos. Se considera una función de producción agregada con retornos constantes a

escala tipo Cobb- Douglas Yt = F (Kt, Lt) con Fk, FL > 0 FKK , FLL < 0 y FKL > 0

Yt = AtK
α
t L

1−α
t α ∈ (0, 1) (1.1)

Donde At es el factor estacionario asociado a la productividad total de los factores , Lt es el

capital agregado y Lt es la fracción de horas trabajadas. La productividad total de los factores

(PTF) se describe de forma general como

dAt = a(At, t)dt+ b(At, t)dBA,t (1.2)

Inicialmente se asume sigue un proceso de reversión a la media del tipo Cox-Ingresoll-Ross(CIR)

dAt = β(ω −At)dt+ η
√
AtdBA,t β ∈ R, ω > 0, η > 0. A0 = A > 0 (1.3)

donde BA,t es un Movimiento Browniano estándar, que modela el factor de riesgo en el PTF. β

corresponde a la velocidad de ajuste, ω media de largo plazo y η la volatilidad del proceso.4

Según Cox et al. (2005) bajo la hipótesis 2βω ≥ η2 se garantiza que At toma siempre valores

no-negativos.5

La ecuación (1.3) indica que la PTF tiende a cambiar su comportamiento de crecimiento o

decrecimiento en el momento en que ocurre un choque excepcional modelado por el movimiento

browniano, pero este cambio de comportamiento converge a la media de largo plazo cuando los

hechos vuelven a ser normales ya que disminuyen las probabilidades de que se repita el hecho

excepcional. En otras palabras, la reversión a la media consiste en que el valor que toma la PTF

sea más cercano a su valor medio a medida que pasa el tiempo. Es de anotar que este tipo de

procesos se han usado por Moll (2014) para ilustrar el papel de la autocorrelación de los choques de

productividad frente a una mala asignación de capital y las pérdidas implícitas de PTF. El autor

destaca que este tipo de procesos de reversión a la media, permiten una distribución estacionaria

en los choques.

El proceso de capital agregado Kt es solución de la ecuación diferencial estocástica

dKt = (It − δKt)dt+Kt−dJt K0 = K > 0 (1.4)

4Presenta incrementos independientes BA,t(t+ s)−BA,t(t) ∼ N(µs, σ2s).
5El proceso CIR también conocido como proceso de difusión de Feller, que tiene como valor esperado

E(At) = e−βtA(0) + ω(1− e−βt) y como varianza V ar(At) = A(0) η
2

β
(e−βt − e−2βt) + ωη2

2β
(1− e−βt)2.
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Jt = σBK,t +

Nt∑
n=1

(ezn − 1) (1.5)

Donde It inversión, δ tasa de depreciación del capital, dBK,t choque exógeno agregado browniano

con volatilidad σ > 0 que modela las pequeñas �uctuaciones de capital que se observan todos los

días alrededor de su tendencia.6 El termino
∑
τn≤t

(ezn − 1) representa la suma de todos los saltos

proporcionales al capital anterior que ocurren en la dinámica para un intervalo de tiempo dado.

Así un proceso de Poisson compuesto modela los saltos bruscos e inesperados que ocasionalmente

ocurren en el tamaño del capital y puede parametrizarse por una intensidad (�tasa de arribo")

λ > 0 y una distribución de probabilidad especí�ca para el tamaño de los saltos F .

En este caso la ecuación (1.4) indica la evolución del capital en el tiempo, que cuando se somete

a un choque browniano nos dice que cada cambio de capital es independiente de los cambios de

capital anteriores y presentan una volatilidad de capital moderada, además el hecho de incluir

saltos en la dinámica de capital nos proporciona unas características especiales que los modelos

de difusión no llegan a capturar, por ejemplo cuando los posibles resultados en la modelación

incluyen valores positivos y negativos para el capital en forma de desastres raros.

Especí�camente si ocurre un salto (asociado a un auge o a una caída) en el proceso de capital en

el tiempo τn entonces el salto es proporcional al capital en el instante anterior Kτn− y el capital

Kτn se puede expresar como:

Kτn = Kτn− + salto

= kτn− +Kτn−(ezn − 1)

= Kτn−e
zn

Se obtienen choques negativos proporcionales al capital en el estado anterior si ezn − 1 < 0, esto

ocurre cuando zn < 0 y especí�camente si el valor de zn toma valores negativos muy grandes

ezn − 1 = −1 por lo tanto se pueden obtener cambios relativos en el capital desde (−1)Kt en

adelante.

La condición de vaciado de mercado es:

Yt = Ct + It (1.6)

de donde It = Yt − Ct donde Ct consumo, It Inversión.

La empresa representativa que produce el bien único en la economía es propiedad de los hogares

y se supone que opera en mercados competitivos. El objetivo de las �rma es maximizar bene�cios

6dJt = σdBK,t +
∫

(ez − 1)N(dz, dt). N(dz, dt) denota la medida de conteo aleatorio de un proceso de saltos
con compensador ν = λF .
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Π en cada período, de donde:

Π = Yt − rtKt − wtLt = AtK
α
t L

1−α
t − (rtKt + wtLt)

se obtiene como demandas optimas de capital y trabajo

rt = αAtK
α−1
t L1−α

t wt = (1− α)AtK
α
t L
−α
t (1.7)

operando se obtienen las siguientes relaciones:

rtKt = αAtK
α
t L

1−α
t = αYt

wtLt = (1− α)AtL
α
t L

1−α
t = (1− α)Yt

rtKt + wtLt = αYt + (1− α)Yt = Yt (1.8)

Usando la relación (1.8) y reemplazando en (1.4) se obtiene el siguiente comportamiento para el

proceso de capital agregado

dKt = ((rt − δ)Kt + wtlt − Ct)dt+Kt−dJt, K0 = K > 0 (1.9)

Combinando con la restricción (1.6) se obtiene:

dKt = (AtK
α
t l

1−α
t − δKt − Ct) dt+Kt−dJt, K0 = K > 0 (1.10)

Se considera una función de utilidad de aversión relativa al riego constante (CRRA) (f ′ > 0 y

f ′′ < 0) de la forma

f(Ct, Lt) =
(Ct(1− Lt)ψ)1−γ

1− γ
con ψ ≥ 0 y γ > 0.

El hogar representativo maximiza la utilidad esperada de la vida útil descontada que se derivada

del consumo, Ct y ocio (1 − Lt), sujeto a la función de producción, la evolución de la PTF,

la evolución del stock de capital, la condición de vaciado del mercado Yt = Ct + It y algunas

condiciones iniciales K0 = K > 0, A0 = A > 0, planteando el siguiente problema de control

óptimo.
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máx
{Ct,Lt}∞t=0

E
∫ ∞
t=0

e−ρt
(Ct(1− Lt)ψ)1−γ

1− γ
dt ψ ≥ 0 γ > 0

s.a :

Yt = AtK
α
t L

1−α
t α ∈ (0, 1)

dAt = β(ω −At)dt+ η
√
AtdBA,t β, ω > 0 A0 = A > 0

dKt = (AtK
α
t L

1−α
t − δKt − Ct) dt+Kt−dJt, K0 = k > 0

Yt = Ct + It

(1.11)

Donde se tiene como variables de control Ct(kt, At), Lt(Kt, At) y variables de estado kt, At. Para

este proceso de control (c, L) = {(Ct, Lt)}t≥0 toman valores en [0,∞)× (0, 1), K = Kc,L denota

la solución de la ecuación diferencial estocástica controlada (1.10). Además para garantizar la

existencia del máximo, se necesita que la función de utilidad se cóncava, por tanto según Swanson

(2012), la medida de ocio consumo de la aversión relativa al riesgo debe ser mayor o igual a cero,

γ − (1− γ)ψ ≥ 0.

Este problema de control se puede considerar como una versión continua del modelo discreto de

Aruoba et al. (2006), el cual considera una productividad total de los factores de tipo exponencial

que tiene asociado un proceso estocástico AR(1). Además es una extensión del modelo DSGE

de Parra-Alvarez (2017) que incluye una dinámica de capital asociada a un proceso browniano

sin incluir saltos y del modelo DSGE de Posch (2011, 2013) que incluye saltos en la dinámica de

capital de tamaño constante.

Dado que el proceso Kt es de Markov, es posible usar el método conocido como programación

dinámica y el teorema de veri�cación aplicado para el caso de dinámicas que combinan procesos de

difusión y de saltos de poisson, usando como referencias principales Oksendal and Sulem (2009),

Fleming and Soner (2006) y Hanson (2007). Esto permite de�nir la función de valor óptimo de

este problema como

V (Kt, At) := sup
K
Ct,Lt
t ≥0

E
[∫ ∞

0
e−ρtf(Ct, Lt) dt

]
, K0 = K ≥ 0, A0 = A > 0 (1.12)

El teorema de veri�cación conecta esta función con la siguiente ecuación integro-diferencial no

lineal de segundo orden de tipo Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB).

− ρV (Kt, At) + sup
Ct≥0, Lt∈(0,1)

{[ACt,LtV ](Kt, At) + f(Ct, Lt)} = 0, K ≥ 0, A > 0. (HJB)
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Para cada Ct ≥ 0 y Lt ∈ (0, 1), ACt,Lt es el operador

[ACt,LtV ](K,A) = (AtL
α
t L

1−α
t − δKt − Ct)

∂V

∂Kt
(Kt, At) + β(w −At)

∂V

∂At
(Kt, At) +

1

2
σ2K2 ∂

2V

∂K2
t

(Kt, At)

+
1

2
η2At

∂2V

∂A2
t

(Kt, At) + λ

∫
[V (ezKt, At)− V (Kt, At)]G(z)dz.

Las condiciones de primer orden para este problema permiten encontrar las funciones óptimas de

consumo y trabajo y establecen las siguientes relaciones:

[Ct] :
(1− Lt)ψ(1−γ)

Cγt
=

∂V

∂Kt

[Lt] :ψ
(Ct(1− Lt)ψ)1−γ

1− Lt
= (1− α)AtK

α
t L
−α
t

∂V

∂Kt

(1.13)

Por otro lado, para cada (K,A) ∈ R2
+ el máximo en la ecuación HJB satisface:

(Ĉt(Kt, At, VK), L̂t(Kt, At, VK)) = arg máx
Ct≥0 Lt∈(0,1)

[ACt,Lt V̂ ](Kt, At) + f(Ct, Lt)

Si se supone que ĉ y l̂ son óptimas, entonces se obtiene la siguiente ecuación de HJB:

−ρV̂ (Kt, At) + {[AĈt,L̂t V̂ ](Kt, At) + f(Ĉt(Kt, At, VK), L̂t(Kt, At, VK))} = 0.

El teorema de veri�cación establece que, V = V̂ resuelve la ecuación (HJB) y garantiza la

existencia de una regla de política óptima Ĉt y L̂t tal que Ĉt = c(Kt, At) y L̂t = L(Kt, At).

Así la solución de este problema esta completamente caracterizada por la ecuación de HJB Ma-

ximizada dada por:

ρV (Kt, At) = f(Ĉt, L̂t) + (AtK
α
t L̂

1−α
t − δKt − Ĉt)

∂V

∂Kt
(Kt, At) + β(w −At)

∂V

∂At
(kt, At)+

1

2
σ2K2

t

∂2V

∂K2
t

(Kt, At) +
1

2
η2At

∂2V

∂A2
t

(Kt, At) + λ

∫
V (ezKt, At)G(z)dz − λV (Kt, At).

(1.14)

G(z) es la función de densidad de probabilidad del salto de amplitud z, se asume que las variables

aleatorias zn son absolutamente continuas.
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Condiciones de Equilibrio

Este plani�cador busca maximizar la utilidad de las familias representada por (1.11) sujeta a la

función de producción (1.1), a las restricciones de la productividad total de los factores (1.3), la

de acumulación de capital (1.10) y la restricción de equilibrio del mercado (1.6). Las cantidades

resultantes de esta maximización son Optimos de Pareto, en el sentido que no es posible aumentar

la utilidad de alguna de las �rmas sin reducir la de otra.

El equilibrio de esta economía usa las condiciones de primer orden (1.13) para resolver la ecuación

de Hamilton-Jacobi-Bellman (1.28) la cual permite encontrar la función de valor óptima junto con

las demandas óptimas de consumo y de trabajo V̂ (Kt, At), Ĉ(Kt, At) y L̂(Kt, At), de tal forma

que dado un proceso exógeno estocástico, {At}∞t=0 y la condición inicial K0 > 0, se cumplan todas

las restricciones planteadas.

En la siguiente sección mostramos que al igual que en Parra-Alvarez (2017); Boucekkine et al.

(2018) y Posch (2009, 2011), bajo algunas restricciones paramétricas es posible derivar expresiones

analíticas para la función del valor y las funciones de la política.

Las soluciones cerradas tienen por objetivo contribuir al estudio generalizaciones para este tipo

de modelos de equilibrio general en el caso estocástico que ayuden a explicar el efecto de la

incertidumbre sobre las decisiones de los agentes. Particularmente en este trabajo se extienden

los resultados cuando se tiene una productividad total de los factores que se maneja por diferentes

dinámicas como lo son un proceso de reversión a la media y un browniano geométrico, junto con

el capital representado por combinación de procesos de difusión y saltos no necesariamente de

tamaño constante.

Dado que en este tipo de problemas de control óptimo estocástico muchas veces es difícil encontrar

soluciones cerradas. Entonces estas también juegan un papel fundamental porque se toman como

referencia para estudiar las aproximaciones numéricas de las ecuaciones diferenciales que resultan

en la solución del problema.

Otro aspecto importante es que permiten incluir una serie de condiciones para poder estudiar las

aproximaciones numéricas, permiten derivar diferentes análisis de sensibilidad para ser compara-

dos con las distintas soluciones numéricas posibles y ayudan a escoger las posibles calibraciones

para los distintos modelos.

1.3.1. Solución analítica caso 1: PTF sigue un proceso de reversión a la media

(CIR)

En general problema de control óptimo planteado, donde la PTF está asociado a un proceso CIR

dado por (1.3) y la dinámica de capital que combina procesos brownianos y procesos discontinuos

dados por (1.4) no admite solución cerrada, pero si se suponen ciertas restricciones paramétricas
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se puede encontrar una solución cerrada para la función de valor y las funciones de política, que

a su vez se pueden usar más adelante para evaluar la precisión de la solución numérica asociada.

Esto nos permite plantear la siguiente proposición.

Proposition 1 Suponga que los parámetros del modelo satisfacen la siguiente condición

βγ + λ[m(1− αγ)− 1] > (1− αγ)
[
δ +

1

2
αγσ2

]
. (?)

Aquí m(ξ) := E[eξ y] =
∫
eξ y F (dy) es la función generadora de momentos de la distribución

F (dy).

Asuma que existe g ∈ C2(R+) satisfaciendo la ecuación diferencial ordinaria de segundo orden

correspondiente a una ecuación hipergeométrica con�uente sobre R+

−ρg(At) + β(w −At)g′(At) +
1

2
η2Atg

′′(At) = 0, At > 0

con

ρ := −(1− αγ)

(
δ +

1

2
αγσ2

)
+ βγ + λ(m(1− αγ)− 1) > 0.

Suponga además que se cumple la siguiente condición

βw =
1

2
η2(γ + 1) (??)

y se de�ne

L̂t(Kt, At) :=
γ(1− α)

γ(1− α)− ψ(1− γ)
(1.15)

Ĉt(Kt, At) :=
(1− α)(1− L̂t)

ψL̂t
AtK

α
t L̂

1−α
t (1.16)

V̂ (Kt, At) := Γ
K1−αγ
t

1− αγ
A−γt + g(At) (1.17)

con

Γ = (1− Lt)ψ(1−γ)−γ
(

ψ

1− α

)γ
(1.18)

Entonces para cada (Kt, At) ∈ R2
+ el máximo en la ecuación (HJB) satisface:

(Ĉt(Kt, At), L̂t(Kt, At)) = arg máx
Ct≥0, Lt∈(0,1)

[ACt,Lt V̂ ](Kt, At) + f(Ct, Lt)

Si se supone ĉ y L̂ óptimas, se obtiene la siguiente ecuación de HJB:

−ρV̂ (Kt, At) + {[Aĉ,L̂V̂ ](Kt, At) + f(ĉ(Kt, At), L̂t)} = 0.
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En otras palabras, V̂ resuelve la ecuación (HJB) con ρ = ρ. Este indica el grado de impaciencia

que tiene el consumidor, cuanto más grande es ρ mayor importancia tendrá la utilidad presente

del consumo comparada con la futura.7 En estas condiciones, según Oksendal and Sulem (2009),

Fleming and Soner (2006) y Hanson (2007), el teorema de veri�cación garantiza la existencia de

una regla de política óptima para este valor particular de ρ y esta dada por

Ĉt = ĉ(Kt, At) =
(1− α)(1− L̂t)

ψL̂t
AtK

α
t L̂

1−α
t

Con L̂t constante dado por (1.15).

Este resultado nos muestra al igual que en Parra-Alvarez (2017) y Posch (2011) que cuando se

introducen factores de incertidumbre en la dinámica de capital que mezclan procesos brownianos

y procesos de saltos aleatorios no necesariamente de tamaño constante y el parámetro ρ toma

el valor especí�co ρ = ρ, el modelo proporciona soluciones cerradas que sirven principalmente

para veri�car la precisión de las soluciones numéricas a resolver, además el individuo obtiene un

consumo óptimo proporcional a su nivel de ingreso, un factor de trabajo óptimo constante, el

ahorro constante inversamente proporcional a la aversión relativa al riesgo de su utilidad s = 1
γ

y la función de utilidad indirecta dada por la función de valor presenta aversión relativa al riesgo

constante
−VKK K
VK

= αγ.

También se puede anotar que la participación del capital α, La aversión relativa al riesgo γ, la

medida de ocio consumo ψ, la volatilidad del capital σ, la tasa de arribo de los saltos λ y la

función generadora de momentos asociada a la distribución de los saltos, in�uyen directamente

sobre las funciones de consumo y trabajo óptimas y sobre el factor impaciencia ρ de los agentes,

particularmente ρ es creciente en la media βA, en la volatilidad del capital σk y en la componente

de los saltos.

Especí�camente la contribución de la componente de saltos al factor de impaciencia de los agentes

la da el término asociado a la función generadora de momentos, dependiendo del tipo de distri-

bución asociada al salto si m(1− αγ) > 1 se obtiene una contribución positiva en ρ, el individuo

valora más el presente que el futuro.

La intuición que se tiene al cumplirse la restricción paramétrica ρ = ρ̄ implica que todos los

agentes deben tener algún nivel de ahorro y valoran su consumo futuro, si ρ > ρ̄ los agentes

ahorran menos y el stock de capital cae y si ρ < ρ̄ ahorran mucho y consumen cada vez menos.

Es de anotar también que este aspecto que esta relacionado con el factor de impaciencia de los

individuos, que se explica mejor con la teoría relacionada con la tercera derivada de la función de

utilidad incluida también en este capítulo.

7Al cumplirse la restricción paramétrica ρ = ρ̄ implica que todos los agentes deben tener algún nivel de ahorro
y valoran su consumo futuro, si ρ > ρ̄ los agentes ahorran menos y el stock de capital cae y si ρ < ρ̄ ahorran mucho
y consumen cada vez menos.
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Por su parte el mecanismo de transmisión de los parámetros asociados al proceso de reversión a

la media CIR hacia las funciones óptimas de consumo y trabajo se hace indirectamente a través

de la función de valor, la cual tiene asociado un término que resulta de solucionar la ecuación

hipergeométrica con�uente en g(At).

Corolario 1 Si se cumple la restricción paramétrica ρ = ρ entonces para un nivel de (Kt, At)

dados, las elasticidades de la función de consumo y trabajo con respecto a la aversión al riesgo γ

y a la medida de ocio consumo ψ, están dadas por:

∂L

∂γ
=

−ψ(1− α)

[γ(1− α)− ψ(1− γ)]2
< 0 (1.19)

∂c

∂γ
= −(1− α)

ψ
(α+ (1− α)lt)AK

α
t L
−α−1
t

∂Lt
∂γ

> 0 (1.20)

∂L

∂ψ
=

γ(1− α)(1− γ)

[γ(1− α)− ψ(1− γ)]2
(1.21)

∂c

∂ψ
= −(1− α)(1− Lt)

ψ2Lt
AKα

t L
1−α
t < 0 (1.22)

Esto nos indica que al aumentar la aversión relativa al riesgo γ los agentes tienden a preferir

resultados con baja incertidumbre, en este caso se espera que aumenten su consumo y tengan

una demanda de trabajo decreciente.

por otro lado al aumentar la medida relativa al ocio consumo ψ se espera que los agentes dismi-

nuyan su consumo y si son más adversos al riesgo la demanda de trabajo es decreciente.

El planteamiento de la ecuación de Hamilton Jacobi Bellman (H.J.B) para este problema, las

condiciones de primero y segundo orden que resuelven el problema de optimización, el guess de

la función de valor adecuado y las condiciones bajo las cuales existe solución cerrada como el

equilibrio de estado estacionario y el corolario (1) se presentan en el Anexo 1. 8

Proposition 2 Suponga que el factor de trabajo es constante y se normaliza a un tamaño de

uno, es decir lt ≡ 1, la PTF está asociado a un proceso CIR dado por (1.3) y la dinámica de

capital que combina procesos brownianos y procesos discontinuos dados por (1.4). Si α = γ 9

entonces la función de valor óptimo es:

V (Kt, At) = Ω
K1−γ
t

1− γ
+B(At) (1.23)

8La demostración se hace tomando como referencia Parra-Alvarez (2017) y la proposición (3.2) de Posch (2011)
9Si α = γ al igual que en Smith (2006) y Smith (2007), el consumo Ct y el capital Kt crecen a la misma tasa

para que su relación sea constante e igual a:
Ct
Kt

=
2ρ+ 2δ(1− γ) + γ(1− γ)σ2 − 2λ(m(1− γ)− 1)

2γ
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la política optima de consumo es

Ct(Kt, At) = Ω
−1
γ Kt (1.24)

donde

Ω =

(
2ρ+ 2δ(1− γ) + γ(1− γ)σ2 − 2λ(m(1− γ)− 1)

2γ

)−γ
(1.25)

Asuma que existe B ∈ C2(R+) solución de la Ecuación diferencial ordinaria de segundo orden

correspondiente a una ecuación hipergeométrica con�uente no homogénea sobre R+

1

2
η2AtB

′′(At) + β(ω −At)B′(At)− ρB(At) = −ΩAt, At > 0

Cuya solución se expresa como: 10

B(At) =
Γ(C)

Γ(b)

∞∑
n=0

Γ(b+ n)

Γ(C + n)

zn

n!
+

Ω

β + ρ
(At +

βω

ρ
); z =

2β

η2
At C =

2βω

η2
b =

ρ

β

La incertidumbre asociada a la dinámica del capital afecta directamente las decisiones de consumo

de los agentes, la incertidumbre de la PTF lo hace indirectamente a través de la función de valor.

Es de anotar que el supuesto teórico de α = γ si α ∈ (0, 1) se toma con el propósito de encontrar

una solución cerrada al modelo y para establecer la precisión de las soluciones numéricas a resol-

ver. Además esta restricción implica una elasticidad intertemporal de sustitución relativamente

alta EIS = 1
γ , lo que implica que la suavización del consumo sea débil. Esta suposición esta

bien establecida en la literatura correspondiente a modelos estocásticos de equilibrio general por

ejemplo se puede observar los trabajos de Smith (2006, 2007); Feicht and Stummer (2010); Wälde

(2005); Posch (2009, 2013); Candler et al. (1998).

La evidencia empírica se puede ver por ejemplo en los resultados del trabajo de Candler et al.

(1998) quien estudia un modelo neoclásico estocástico donde asume una función de utilidad

U(c) = cγ

γ con γ < 1 y particularmente resuelve el caso especial α = γ = 0,5 para poder

comparar la solución numérica con la solución analítica exacta, también toma este valor para

evitar la no linealidad existente a la hora de calcular el consumo óptimo.

También en Posch (2013) se plantean distintas calibraciones para un modelo con desastres raros

con tamaño constante y destrucción de capital donde se usa α = γ = 0,5 y simplemente se toman

para comparar una calibración donde existe una solución analítica disponible.

Corolario 2 Si se cumple la restricción paramétrica α = γ entonces para un nivel de (Kt, At)

dados las elasticidades de la función de consumo con respecto a la intensidad de los saltos λ y a

la aversión relativa al riesgo γ respectivamente son:

10La demostración se hace en el anexo 1 tomando como referencia Smith (2007) y Posch (2011)
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∂c

∂λ
= −m(1− γ)− 1

γ
Kt (1.26)

∂c

∂γ
=
−δ − γ2

2 σ
2 + λ(γ ∂m(1−γ)

∂γ +m(1− γ)− 1)− ρ
γ2

Kt (1.27)

Esto nos indica que la razón de cambio del consumo óptimo con respecto a la tasa de arribo de

los saltos y a la aversión relativa al riesgo depende directamente del tipo de función generadora

de momentos m(ξ) asociada a la función de densidad de los saltos. En este caso la estructura de

los saltos en el capital juega un papel importante en el comportamiento del consumo óptimo. Ver

demostración en el anexo 1.

1.3.2. Una ecuación de Euler

Usando lo descrito por Achdou et al. (2017), se puede obtener la ecuación de Euler a partir de

la ecuación de HJB, usando las condiciones de primer orden y el teorema de la envolvente, los

resultados se muestran a continuación.

El punto de partida es la ecuación maximizada de HJB (1.28)

ρV (Kt, At) = f(Ĉt, L̂t) + (AtK
α
t L̂

1−α
t − δKt − Ĉt)

∂V

∂Kt
(Kt, At) + β(w −At)

∂V

∂At
(kt, At)+

1

2
σ2K2

t

∂2V

∂K2
t

(Kt, At) +
1

2
η2At

∂2V

∂A2
t

(Kt, At) + λ

∫
V (ezKt, At)G(z)dz − λV (Kt, At).

(1.28)

Derivando la ecuación anterior con respecto a Kt (condición de la envolvente) y usando la condi-

ción de primer orden

fc(C(K,A), L(K,A)) = VK(Kt, At)

De donde

VKK(Kt, At) = fcc(c(K,A), L(K,A))
∂c

∂K

Se tiene:

ρVK =(αAtK
α−1
t L1−α

t − δ − CK)VK + (AtK
α
t L

1−α
t − δKt − c)VKK + β(w −At)VAK + σ2KVKK+

1

2
σ2K2VKKK +

1

2
η2AVAAK + λ

∫
VK(ezK,A)G(z)dz − λVK
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Que se puede escribir como:

(ρ− αAtKα−1
t L1−α

t + δ + CK)VK =(AtK
α
t L

1−α
t − δKt − c+ σ2K)VKK + β(w −At)(VK)A+

1

2
σ2K2(VK)KK +

1

2
η2A(VK)AA + λ

∫
VK(ezK,A)G(z)dz − λVK

equivalente a la ecuación:

(ρ− αAtKα−1
t L1−α

t + δ + CK)fc =(AtK
α
t L

1−α
t − δKt − c+ σ2K)fccCk + β(w −At)(fc)A+

1

2
σ2K2(fc)KK +

1

2
η2A(fc)AA + λ

∫
fc(e

zK,A)G(z)dz − λfc

Si llamamos S = AtK
α
t L

1−α
t − δKt − c se obtiene la correspondiente ecuación de Euler la cual

se establece como una condición necesaria para establecer las funciones óptimas de consumo y de

trabajo, que también se obtienen resolviendo la ecuación de HJB (1.28). La ecuación de Euler es

de la forma:

(ρ− SK)fc = (S + σ2K)CKfcc + B(fc) (1.29)

Donde B el generador in�nitesimal asociado al proceso estocástico del ingreso que combina el

proceso de difusión y de saltos:

B(ν) = β(w −At)
∂

∂A
(ν) +

1

2
σ2K2 ∂

2

∂k2
(ν) +

1

2
η2A

∂2

∂A2
(ν) + λ

∫
ν(ezK,A)G(z)dz − λν

1.3.3. Solución analítica caso 2: PTF sigue un Movimiento Browniano Geo-

métrico

En este modelo se considera que la productividad total de los factores (PTF) At sigue un movi-

miento browniano geométrico entonces, se supone que el valor actual de At se conoce en el tiempo

t, pero que sus valores futuros son inciertos. En otras palabras, At se describe como en Merton

(1975) es decir, cada cambio de la PTF es independiente de los cambios anteriores y la volatilidad

de dichos cambios es constante.

dAt = β At dt+ η At dBA,t β > 0 A0 = A > 0 (1.30)

Donde BA,t es un Movimiento Browniano estándar que modela el factor de riesgo en la PTF con

tasa de crecimiento esperada β ≥ 0 y volatilidad η > 0.

El hogar representativo maximiza la utilidad esperada de la vida útil descontada que se deriva

del consumo, Ct y ocio (1− Lt) y resuelve el siguiente problema de control óptimo.
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máx
{Ct,Lt}∞t=0

E
∫ ∞
t=0

e−ρt
(ct(1− Lt)ψ)1−γ

1− γ
dt ψ ≥ 0 γ > 0

s.a :

Yt = AtK
α
t L

1−α
t α ∈ (0, 1)

dAt = βAtdt+ ηAtdBA,t β > 0, A0 = A > 0

dKt = (AtK
α
t L

1−α
t − δKt − Ct) dt+Kt−dJt,

K0 = K > 0

Yt = Ct + It

Proposition 3 Suponga que los parámetros del modelo satisfacen la siguiente condición

ρ = −δ(1− αγ) + βγ − 1

2
αγσ2(1− αγ) +

1

2
η2γ(γ + 1) + λ(m(1− αγ)− 1) > 0 (1.31)

Asuma que existe g ∈ C2(R+) solución de la Ecuación diferencial ordinaria de segundo orden

sobre R+

−ρg(At) + βAtg
′(At) +

1

2
η2A2

t g
′′(At) = 0, A > 0

cuya solución tiene la forma: g(At) = C1A
r1
t + C2A

r2
t ;

Se de�ne

L̂t(Kt, At) :=
γ(1− α)

γ(1− α)− ψ(1− γ)
∈ [0, 1] (1.32)

Ĉt(Kt, At) :=
γ − 1

γ
AtK

α
t L

1−α
t (1.33)

V̂ (Kt, At) := Γ
K1−αγ
t

1− αγ
A−γt + g(At) (1.34)

con

Γ = (1− lt)ψ(1−γ)−γ
(

ψ

1− α

)γ
(1.35)

Entonces para cada (Kt, At) ∈ R2
+ el máximo en la ecuación (HJB) satisface:

(Ĉt(Kt, At), L̂t(Kt, At)) = arg máx
Ct≥0, Lt∈(0,1)

[ACt,Lt V̂ ](Kt, At) + f(Ct, lt)

Si se supone ĉ y L̂ óptimas se obtiene la siguiente ecuación de HJB:

−ρV̂ (Kt, At) + {[AĈt,L̂t V̂ ](Kt, At) + f(Ĉt(Kt, At), L̂t)} = 0.
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V̂ resuelve la ecuación (HJB) con ρ = ρ̄ y de esta forma el teorema de veri�cación garantiza la

existencia de la política óptima para este valor particular de ρ, dada por:

Ĉt(Kt, At) :=
γ − 1

γ
AtK

α
t L

1−α
t

L̂t(Kt, At) :=
γ(1− α)

γ(1− α)− ψ(1− γ)
∈ [0, 1]

La demostración se puede ver en el anexo 1.

Corolario 3 Bajo la restricción paramétrica ρ = ρ̄ y con (Kt, At) dados, las elasticidades de la

función de consumo y trabajo con respecto ala aversión relativa al riesgo γ son:

∂L

∂γ
=

−ψ(1− α)

[γ(1− α)− ψ(1− γ)]2
< 0 (1.36)

∂c

∂γ
=

(1− α)[γ(1− α)− ψα(1− γ)]

γ[γ(1− α)− ψ(1− γ)]2
AtK

α
t L
−α
t (1.37)

Ver demostración en el anexo 1.

En este caso podemos calcular la tasa de depreciación efectiva del capital, si se reemplaza el

consumo Ĉt(Kt, At) =
γ − 1

γ
AtK

α
t L

1−α
t en la dinámica del capital dada por la ecuación se obtiene:

dKt = (AtK
α
t L

1−α
t (

1

γ
)− δKt) dt+Kt−dJt, K0 = K > 0

Si consideramos kt =
Kt

AtLt
y aplicamos la regla del producto para procesos de difusión de Itô

podemos expresar el capital en unidades efectivas luego

d(Kt)

dt
=
d(Kt/AtLt)

dt
=
AtLt

dKt
dt −Kt(Lt

dAt
dt +At

dLt
dt )

(AtLt)2
=

1

AtLt

dKt

dt
− Kt

AtLt

[
dAt
dt

At
+

dLt
dt

Lt

]

En este modelo dLt
dt = 0 por tanto al reemplazar obtenemos que la dinámica del capital efectivo

dada por:

dkt = [
1

γ
(Atkt)

α − (δ + β − 1

2
η2)kt]dt+ kt(σdBK,t − ηdBA,t) + kt

∫
(ez − 1)N(dz, dt)

Así la tasa de crecimiento efectiva de capital es:

dkt
kt

= [
1

γ
Aαt k

α−1
t − (δ + β − 1

2
η2)]dt+ (σdBK,t − ηdBA,t) +

∫
(ez − 1)N(dz, dt) (1.38)

Aquí se muestra que la incertidumbre de la productividad de los factores (η) reduce la tasa efectiva
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de depreciación del capital dada por δ̂ = δ + β − 1
2η

2 y esto implica un efecto positivo sobre los

niveles de la tasa de crecimiento efectiva de capital.

1.3.4. Conceptos básicos sobre Ahorro precautorio

Usando los resultados de Kimball (1990); Turnovsky (2006); Wang et al. (2016) se pretende mos-

trar que si la utilidad marginal del consumo es una función convexa del consumo, el consumidor

presenta un comportamiento prudente lo cual implica que reacciona al aumento de incertidumbre

ahorrando más. Cuanto más convexa sea la utilidad marginal más prudentes son los consumidores.

El coe�ciente de prudencia absoluta se de�ne por:

PA = −U
′′′(Ct)

U ′′(Ct)

por su parte el coe�ciente de prudencia relativa que determina la fuerza del ahorro precautorio

se de�ne por la siguiente expresión:

PR = −−U
′′′(Ct)

U ′′(Ct)
Ct

Tambien se puede expresar el coe�ciente de aversión absoluta y relativa al riesgo :

RA =
−U ′′(Ct)
U ′(Ct)

RR =
−U ′′(Ct)
U ′(Ct)

Ct

El coe�ciente de aversión relativa al riesgo, RR tiene efectos compensatorios; un coe�ciente mayor

representa un motivo precautorio más fuerte (más riqueza acumulada), pero al mismo tiempo,

un RR mayor conduce a una elasticidad intertemporal de sustitución menor, aumentando la

condición de impaciencia.

Finalmente la relación entre la aversión al riesgo y la prudencia se establece por la siguiente

expresión:

PA −RA = −d(ln(RA))

dCt

Ahora trato de mostrar como estos conceptos se pueden relacionar con el modelo de difusión y

de saltos que estamos estudiando.
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En primer lugar, en nuestro caso la función de utilidad es de tipo CRRA dada por

U(Ct, Lt) =
(Ct(1− Lt)ψ)1−γ

1− γ
con ψ ≥ 0 y γ > 0.

Entonces respectivamente los coe�cientes de prudencia y aversión relativa son:

PR = −−U
′′′(Ct)

U ′′(Ct)
Ct = (γ + 1)

RR =
−U ′′(Ct)
U ′(Ct)

Ct = γ

Dado que el coe�ciente de prudencia determina la fuerza del ahorro precautorio, el coe�ciente

positivo indica que la motivación que tienen los agentes para ahorrar, es signi�cativa.

En segundo lugar, el modelo considera un proceso CIR para la PTF

dAt = β(w −At)dt+ η
√
AtdBA,t

y un proceso de difusión y de saltos para la dinámica del capital

dKt = (AtK
α
t L

1−α
t − δKt − Ct)dt+Kt−σdBK,t +Kt−

∫
(ez − 1)N(dz, dt)

Usando la condición de primer orden fC = VK permite escribir el consumo óptimo como

Ĉ(Kt, At) = I(VK) donde I = (fC)−1, entonces si aplicamos diferenciación de Itô obtenemos

dĈ(Kt, At):

dĈ(Kt, At) =

[
(AtK

α
t L

1−α
t − δKt − Ĉt)ĈK + β(w −At)ĈA +

1

2
σ2K2

t ĈKK +
1

2
η2AtĈAA

]
dt

+ σKtĈKdBK,t + η
√
AtĈAdBA,t +

∫ (
Ĉ(Kt + kt(e

z − 1), At)− Ĉ(Kt, At)
)
N(dz, dt)

Que es equivalente a

dĈ(Kt, At) =

[
(AtK

α
t L

1−α
t − δKt − Ĉt)ĈK + β(w −At)ĈA +

1

2
σ2K2

t ĈKK +
1

2
η2AtĈAA+

+λ

∫
Ĉ(Kte

z, At)G(z)dz − λĈ(Kt, At)

]
dt+ σKtĈKdBK,t + η

√
AtĈAdBA,t

Por ejemplo si se considera el caso donde At = A y Lt = L son constantes, podemos analizar la
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componente de tendencia de la variación del consumo de la siguiente forma:

dĈ(Kt, A) =

[
(AKα

t L
1−α − δKt − Ĉt)ĈK +

1

2
σ2K2

t ĈKK+

+λ

∫
Ĉ(Kte

z, A)G(z)dz − λĈ(Kt, A)

]
dt+ σKtĈKdBK,t

ĈK = I ′(VK)VKK

ĈKK = I ′′(VK)(VKK)2 + I ′(VK)VKKK

Por otro lado por de�nición de la derivada de la inversa

I ′(z) =
1

f ′′(z)
I ′′(z) = − f ′′′(z)

(f ′′(z))3

De esta forma se puede rescribir las derivadas del consumo así:

ĈK =
V ′′(K)

f ′′(I(V ′(K)))
=
V ′′(K)

f ′′(Ĉ)

ĈKK =
−f ′′′(Ĉ)(V ′′(K))2

[f ′′(Ĉ)]3
+
V ′′′(K)

f ′′(Ĉ)

Entonces el termino de tendencia de dĈ(K,A) se escribe como:

{
[AKα

t L
1−α − δKt − Ĉt]

V ′′(K)

f ′′(Ĉ)
+

1

2
σ2K2

t

(
−f ′′′(Ĉ)(V ′′(K))2

[f ′′(Ĉ)]3
+
V ′′′(K)

f ′′(Ĉ)

)

+λ

∫
I(V ′(K))(Kte

z, A)G(z)dz − λI(V ′(K))

}
dt

reescribiendo{
[AKα

t L
1−α − δKt − Ĉt]

V ′′(K)

f ′′(Ĉ)
+
σ2K2

t

2

1

f ′′(Ĉ)

(
(V ′′(K))2

f ′′(Ĉ)

−f ′′′(Ĉ)

[f ′′(Ĉ)]
− V ′′(K)

−V ′′′(K)

V ′′(K)

)

+λ

∫
I(V ′(K))(Kte

z, A)G(z)dz − λI(V ′(K))

}
dt

{
[AKα

t L
1−α − δKt − Ĉt]

V ′′(K)

f ′′(Ĉ)
+
σ2K2

t

2

1

f ′′(Ĉ)

(
(V ′′(K))2

f ′′(Ĉ)
PA(f(Ĉ))− V ′′(K)PA(V (K))

)

+λ

∫
I(V ′(K))(Kte

z, A)G(z)dz − λI(V ′(K))

}
dt

Donde

PA(f(Ĉ)) =
−f ′′′(Ĉ)

[f ′′(Ĉ)]
PA(V (K)) =

−V ′′′(K)

V ′′(K)
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Respectivamente representan los coe�cientes de prudencia absoluta en la función de utilidad f(Ĉ)

y en la función de valor V (K), en términos de la convexidad de la utilidad marginal y de la función

de valor (f ′′′ > 0, V ′′′ > 0) que básicamente es la característica de las preferencias de los agentes,

para que surja el ahorro precautorio. Por tanto se demuestra que la tendencia del consumo está

asociada a qué tan prudentes son los agentes.

1.4. Solución numérica

El uso de los modelos DSGE para resolver distintos problemas en macroeconomía dinámica es

cada vez más común. Sin embargo, la naturaleza estocástica de las variables que se involucran en

este tipo de modelos y los comportamientos de sus dinámicas, que muchas veces no son de carácter

lineal, muestran, generalmente, cierta di�cultad a la hora de encontrar soluciones analíticas para

las distintas funciones de política que describen estos modelos en su equilibrio.

Es por ello que en macroeconomía dinámica han tomado mucha importancia los estudios dedicados

a establecer soluciones aproximadas que, normalmente, se basan en técnicas de aproximación

numérica y varían dependiendo de su uso, complejidad y requisitos computacionales.

La ecuación a resolver se puede reescribir en dos términos. El primero que depende las variables de

control, el cual contiene una expresión no lineal. Por su lado, el segundo, aunque no está asociado

a las variables de control, contiene el operador integral de los saltos, de la siguiente forma:

−ρV (Kt, At)+ sup
Ct≥0, Lt∈(0,1)

{
(AtK

α
t L

1−α
t − δKt − Ct)

∂V

∂Kt
(Kt, At) + f(Ct, Lt)}+ [LV ](Lt, At)

}
= 0

K ≥ 0, A > 0.

(1.39)

donde

[LV ](Kt, At) = β(w −At)
∂V

∂At
(Kt, At) +

1

2
σ2K2

t

∂2V

∂K2
t

(Kt, At) +
1

2
η2At

∂2V

∂A2
t

(Kt, At)

+ λ

∫
[V (ezKt, At)− V (Kt, At)]G(z)dz

(1.40)

El objetivo es resolver numéricamente toda la ecuación integro-diferencial, es decir: encontrar una

función (o alguna aproximación discreta a esta función) que satisfaga la relación de sus derivadas

en alguna región del espacio, con una serie de valores en su frontera. La metodología propuesta fue
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el uso de diferencias �nitas para discretizar la ecuación, aproximar el operador integral asociado

a los saltos e investigar cómo resolver el caso no lineal asociado al primer termino.

El método de diferencias �nitas consiste en una aproximación de las derivadas parciales por

expresiones algebraicas con los valores de la variable dependiente en un número �nito de puntos

seleccionados en el dominio. Como resultado de la aproximación, la ecuación diferencial parcial que

describe el problema es reemplazada por un número �nito de ecuaciones algebraicas, en términos

de los valores de la variable dependiente en los puntos seleccionados. El valor de los puntos

seleccionados se convierten en las incógnitas. La solución del sistema de ecuaciones algebraico

permite obtener la solución aproximada en cada punto seleccionado de la malla.11

1.4.1. Aproximación de las derivadas por medio de diferencias �nitas

Para el estudio de diferencias �nitas se tiene en cuenta los trabajos de Strikwerda (2004), Scott

(1999), Li et al. (2017) Hirsa (2016). Inicialmente se debe encontrar una aproximación de las

derivadas que aparecen en la ecuación diferencial, en el punto (Kj , An), para ello se usa las

siguientes expansiones de Taylor.

V (K+∆K,A) = V (K,A)+∆KVK(K,A)+
(∆K)2

2!
VKK(K,A)+

(∆K)3

3!
VKKK(K,A)+... (1.41)

V (K−∆K,A) = V (K,A)−∆KVK(K,A)+
(∆K)2

2!
VKK(K,A)− (∆K)3

3!
VKKK(K,A)+... (1.42)

V (K,A+ ∆A) = V (K,A) + ∆AVA(K,A) +
(∆A)2

2!
VAA(K,A) +

(∆A)3

3!
VAAA(K,A) + ... (1.43)

La aproximación de VK en el punto (Kj , An) evaluando (1.41) en dicho punto:

V (Kj+1, An) = V (Kj , An) + ∆KVK(Kj , An) +
(∆K)2

2!
VKK(τ,An), τ ∈ (Kj ,Kj+1), (1.44)

Al despejar VK(Kj , An) se obtiene

VK(Kj , An) =
V (Kj+1, An)− V (Kj , An)

∆K
− (∆K)2

2!
VKK(τ,An), τ ∈ (Kj ,Kj+1),

De donde
11Tomado de Hernández (2010)
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VK(Kj , An) ≈
V n
j+1 − V n

j

∆K
con error O(∆K) (1.45)

La aproximación de VKK en el punto (Kj , An). Se obtiene evaluando (1.41), (1.42) en dicho punto

y sumando para obtener

V (Kj+1, An)+V (Kj−1, An) = 2VK(Kj , An)+(∆K)2VKK(Kj , An)+
(∆K)4

12
VKKKK(τ,An), τ ∈ (Kj−1,Kj+1),

Despejando VKK(Kj , An) se obtiene

VKK(Kj , An) ≈ V (Kj+1, An)− 2VK(Kj , An) + V (Kj−1, An)

(∆K)2
− (∆k)2

12
VKKKK(τ,An),

VKK(Kj , An) ≈
V n
j+1 − 2V n

j + V n
j−1

(∆K)2
con error O((∆K)2) (1.46)

Usando el mismo argumento para las derivadas con respecto a A, podemos escribir:

VA(Kj , An) ≈
V n+1
j − V n

j

∆A
con error O(∆A) (1.47)

VAA(Kj , An) ≈
V n+1
j − 2V n

j + V n−1
j

(∆A)2
con error O((∆A)2) (1.48)

Para efectos de entender mejor el problema se dividió en tres casos, el primero donde se analiza

solo la parte de la ecuación diferencial parcial con A constante y l constante, luego consideramos

el caso donde A es variable y l es constante y �nalmente el caso donde A es variable y l es

variable. Analizamos los casos anteriores sin la parte de los saltos en la dinámica del capital y

luego incluyendo los saltos en el capital. Finalmente se incluye también el caso del browniano

geométrico en la PTF. En cada uno se resuelve la ecuación integro-diferencial resultante.

En resumen la para solución numérica de la ecuación de H.J.B. en Tiempo continuo se realizan

las siguientes etapas:

Se resuelve numéricamente la ecuación de HJB por medio de un esquema Implícito-Explicito

(IMEX) de diferencias �nitas, dado que el problema incluye una PIDE (Ecuación Parcial

Integro-Diferencial).

La parte local(Parte diferencial) del operador se resuelve utilizando un paso implícito, mé-

todo Upwind. Candler et al. (1998) y Achdou et al. (2017).
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El esquema Upwind (contra-viento o contracorriente) se usa para aproximar mejor la no

linealidad que se presenta en VK , que cambie automáticamente el método de diferenciación

en función del coe�ciente local en VK .

La parte no local (Término integral) se resuelve usando un paso explícito, d'Halluin et al.

(2005) y Cont and Voltchkova (2005). Básicamente este método explicito usa la Transfor-

mada Rápida de Fourier (FFT) para evaluar I(Kt, At).

Se analiza los casos siguientes incluyendo la parte de los saltos en el capital, con la pro-

ductividad total de los factores tomando un proceso de reversión a la media (CIR) y un

brownianao geométrico (BG) y en cada caso se resuelve la ecuación integro-diferencial re-

sultante.

Trabajo(lt)
Constante Variable

PTF(At)
Constante C-C C-V
Variable V-C V-V

Cuadro 1.1: Tabla de Casos a considerar

Se presenta inicialmente una sección donde se explica el cálculo de la integral correspon-

diente a la componente de los saltos, la cual se usa para resolver los distintos modelos que

incluyen saltos el la dinámica del capital, capítulo 1 y 2 como también los saltos en el ingreso

que se resuelven en el problema de agentes heterogéneos, capítulo 3.

Se presenta la solución numérica del modelo más general, donde se tiene como variables de

control el consumo Ct y trabajo Lt y como variables de estado a la PTF At y al capital Kt.

La solución numérica de los otros modelos se puede ver en el anexo 3.

1.4.2. Cálculo de la integral asociada a la componente de saltos

En esta sección se explica el procedimiento a seguir para calcular la integral asociada a la com-

ponente de saltos, cuando se calcula fuera de la grilla del capital y del ingreso. El proceso se

describe a partir de la dinámica del capital que contiene saltos asociados a eventos raros los

cuales se trabajan en los modelos del capítulo 1 y 2. Este procedimiento también se seguirá para

el caso del modelo de agentes heterogéneos que contiene saltos en la dinámica del ingreso.

Para la discretización de la ecuación parcial integro-diferencial PIDE( 1.39) se sigue la línea de

argumentación planteada en d'Halluin et al. (2005) y Cont and Voltchkova (2005), quienes utilizan

un paso explícito para calcular la integral asociada a la componente de saltos.

Particularmente el término integral de la ecuación ( 1.40) se transforma mediante una sustitución

adecuada en una integral de correlación que permite una evaluación de una manera más e�ciente

para todos los valores de K.
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Sea

I(Kt, At) =

∫
V (ezKt, At)G(z)dz

Usando el cambio de variable s = log(Kt) entonces:

I(K,A) =

∫
V (ezes, A)G(z)dz

La de�nición de una integral de correlación para el caso continuo establece lo siguiente:

f(x)⊗ g(x) =

∫ ∞
−∞

f(x+ y)g(y)dy

de esta forma el primer paso será expresar el término integral I(Kt, At) como una integral de

correlación

I(Kt, At) =

∫
V (es+z, A)G(z)dz =

∫
V (s+ z,A)G(z)dz = V ⊗G (1.49)

Donde V (es+z, A) = V (s+ z,A).

Se tiene Ii = I(i∆K,A), V i = V (i∆K,A), Gj = G(j∆z). Se asume que ∆K = ∆z y que

V (log K,A) = V (K,A), donde

Gj =
1

∆z

∫ zj+∆z/2

zj−∆z/2
G(z)dz

Considerando la función de utilidad

f(Ct, Lt) =
(Ct(1− Lt)ψ)1−γ

1− γ
con ψ ≥ 0 y γ > 0.

Las condiciones de primer orden establecen las relaciones para encontrar las funciones de consumo

y de trabajo:

Ct = (1− Lt)
ψ(1−γ)

γ (VK)
−1
γ

(1− Lt)
ψ(1−γ)−γ

γ Lαt =
1− α
ψ

AtK
α
t (VK)

1
γ

Como (1.49) corresponde a una integral de correlación, se puede aprovechar la propiedad de la

transformada de Fourier aplicada sobre una operación de correlación entre dos funciones, que

se transforma en el producto de la transformada de la primera función por el conjugado de la

segunda.

F(f(x)⊗ g(x)) = F (u).G(u)∗
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En particular, el método de la Transformada Rápida de Fourier FFT (Fast Fourier Transform)

es una opción para calcular de manera e�ciente esta integral. Corresponde a un algoritmo que

permite calcular la transformada de Fourier discreta (DFT) y su inversa.

La De�nición de la transformada discreta y su inversa establece lo siguiente:

D = FFT (I) =
∑n

j=1 I(j)W
(j−1)(k−1)
n

I = IFFT (D) =
∑n

j=1D(k)W
−(j−1)(k−1)
n

}
Wn = e(−2πi)/n para I yD con una longitudn

Entonces, suponiendo que G es real se tiene:

FFT (I(K,A)) = (FFT (V ))(FFT (G))∗ (1.50)

(.)∗ denota el complejo conjugado. Dado que G(z) es la función de densidad de probabilidad del

salto de ampltud z, la cual es una función especí�ca asociada a los saltos, simplemente podemos

calcular previamente FFT (G) en la cuadrícula igualmente espaciada en las coordenadas z. Luego

podemos realizar la FFT inversa para obtener los valores de la integral de correlación en la

cuadrícula s = log K. Se requiere un paso de interpolación adicional para obtener el valor de la

integral de correlación en la cuadrícula K.

La integral Ii de acuerdo con la sustitución empleada en la transformación s = log(K) es evaluada

sobre un punto K = esi el cual no coincide con un punto de la cuadrícula Kr, para ello es

necesario interpolar linealmente Ii para obtener el valor deseado. Si esr ≤ Kr ≤ esr+1 entonces

por la de�nición de interpolación se tiene:

I(Kr) = φr Ir + (1− φj)Ir+1 +O((esr − esr+1)2) (1.51)

Donde φr es un peso de interpolación tal que 0 ≤ φr ≤ 1.

1.4.3. Solución para el modelo con un CIR en la PTF y trabajo variable.

Para este caso la función de valor satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman siguiente:

− ρV (Kt, At) + sup
Ct≥0, Lt∈(0,1)

{[ACt,LtV ](Kt, At) + f(Ct, Lt)} = 0, Kt ≥ 0, At > 0. (HJB4)

Para cada (Kt, At) ∈ R2
+ el máximo en la ecuación HJB satisface:

(ĉ(Kt, At, VK), l(Kt, At, VK)) = arg máx
Ct≥0 Lt∈(0,1)

[ACt,Lt V̂ ](Kt, At) + f(Ct, Lt)
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Si se supone que Ĉt y l̂t son óptimas, entonces se obtiene la siguiente ecuación de HJB:

−ρV̂ (Kt, At) + {[AĈt,L̂t V̂ ](Kt, At) + f(ĉ(Kt, At, VK), l̂(Kt, At, VK))} = 0.

Por último el teorema de veri�cación establece que, V = V̂ resuelve la ecuación (HJB4) y garan-

tiza la existencia de una regla de política óptima Ĉt y l̂t tal que Ĉt = g1(Kt, At) y l̂t = g2(Kt, At).

Así la ecuación de HJB maximizada corresponde a la ecuación:

ρV (Kt, At) = f(Ĉt, L̂t) + (AtK
α
t L̂

1−α
t − δKt − Ĉt)

∂V

∂Kt
(Kt, At) + β(w −At)

∂V

∂At
(Kt, At)+

1

2
σ2K2

t

∂2V

∂K2
t

(Kt, At) +
1

2
η2At

∂2V

∂A2
t

(Kt, At) + λ

∫
V (ezKt, At)G(z)dz − λV (Kt, At).

(1.52)

Las condiciones de primer orden asociadas a este problema de control óptimo establecen que:

[Ct] :
∂f

∂Ct
=

∂V

∂Kt

[lt] :
∂f

∂Lt
= − ∂V

∂Kt
(1− α)AtK

α
t L
−α
t

Considerando la función de utilidad

f(Ct, Lt) =
(Ct(1− Lt)ψ)1−γ

1− γ
con ψ ≥ 0 y γ > 0.

de manera equivalente se tiene:

Ct = (1− Lt)
ψ(1−γ)

γ (VK)
−1
γ (1.53)

(1− lt)
ψ(1−γ)−γ

γ Lαt =
1− α
ψ

AtK
α
t (VK)

1
γ

Si llamamos H(lt) = (1− Lt)
ψ(1−γ)−γ

γ Lαt se tiene:

H(lt) =
1− α
ψ

AtK
α
t (VK)

1
γ (1.54)

Para encontrar numéricamente las políticas óptimas de Ĉt y l̂t debemos resolver inicialmente la
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ecuación (1.54), que debe cumplir las siguientes restricciones sobre lt:

Lt ∈ (0, 1)

H(Lt) es una función estrictamente creciente, para ello H ′(Lt) > 0 y esto se cumple siempre que

Lt >
αγ

αγ − ψ(1− γ)
, condición que garantiza la existencia de su inversa.

Además se conoce que α ∈ (0, 1) y si αγ−ψ(1− γ) > 0 entonces el factor
αγ

αγ − ψ(1− γ)
debe

ser menor que 1 por la restricción en Lt, de esta forma se encuentra que γ debe cumplir con

las siguientes condiciones para la existencia de la política óptima L̂t :

mı́n{γ > ψ

α+ ψ
; γ > 1}

Conocida L̂t se usa la ecuación (1.53) para hallar Ĉt.

Siguiendo el esquema de diferencias �nitas presentado en la sección anterior (1.4.4) se pretende

resolver la ecuación de Bellman maximizada (1.52), su forma discreta es la siguiente:

ρV n+1
i,j =f(cnij , l

n
ij) +

V n+1
i+1,j − V

n+1
i,j

∆K
Rn+
i,j,F +

V n+1
i,j − V n+1

i−1,j

∆K
Rn−i,j,B + β(w −Aj)

V n+1
i,j+1 − V

n+1
i,j

∆A
+

1

2
σ2K2

i

V n+1
i+1,j − 2V n+1

i,j + V n+1
i−1,j

(∆K)2
+

1

2
η2Aj

V n+1
i,j+1 − 2V n+1

i,j + V n+1
i,j−1

(∆A)2
+ λI(Ki)− λV n+1

i,j

se de�ne:

cni,j = (f ′)−1[V ′i,j ]

Rni,j,F = AjK
α
i (Lni,j)

1−α − δKi − (f ′)−1[(V ′i,j,F )]

Rni,j,B = AjK
α
i (Lni,j)

1−α − δKi − (f ′)−1[(V ′i,j,B)]

Rn+
i,j,F = [AjK

α
i (Lni,j)

1−α − δKi − cni,j,F ]+ = máx{AjKα
i (Lni,j)

1−α − δKi − cni,j,F , 0}

Rn−i,j,B = [AjK
α
i (Lni,j)

1−α − δKi − cni,j,B]− = mı́n{AjKα
i (Lni,j)

1−α − δKi − cni,j,B, 0}

V ′i,j,F =
Vi+1,j − Vi,j

∆K
V ′i,j,B =

Vi,j − Vi−1,j

∆K
(1.55)

Para calcular V ′i,j se utiliza la siguiente expresión:
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V ′i,j = V ′i,j,F1{RniF > 0}+ V ′i,j,B1{Rni,j,B < 0}+ V
′
i,j1{Rni,j,F ≤ 0 ≤ Rni,j,B} (1.56)

V
′
i,j = f ′(AjK

α
i (lni,j)

1−α − δKi)

Reemplazando las derivadas y reordenando términos, se puede ver de forma equivalente a:

ρV n+1
i,j = f(cnij , l

n
ij)+Xi,jV

n+1
i−1,j+(Yi,j+νj)V

n+1
i,j +Zi,jV

n+1
i+1,j+χjV

n+1
i,j−1 +ςjV

n+1
i,j+1 +λI(Ki)−λV n+1

i,j

donde

Xi,j =
σ2K2

i

2(∆K)2
−
Rn−ijB
∆K

Yi,j =
Rn−ijB
∆K

−
Rn+
ijF

∆K
− σ2K2

i

(∆K)2

Zi,j =
Rn+
ijF

∆K
+

σ2K2
i

2(∆K)2

νj = −β(w −Aj)
∆A

− η2Aj
(∆A)2

χj =
η2Aj

2(∆A)2

ςj =
β(w −Aj)

∆A
+

η2Aj
2(∆A)2

Esto permite resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

(ρ+ λ)V n+1
i,j = f(cni,j , l

n
ij) +AnV n+1

i+1,j + λI(Ki)

Donde:

An = Ã(Xi,j , Yi,j , Zi,j) +D(νj , χj , ςj)

(ρ+ λ)V n+1 −AnV n+1 = f(cn, ln) + λI(K)

((ρ+ λ)I−An)V n+1 = fn + λI(K)
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Bn = (ρ+ λ)I−An bn = fn + λI(K)

BnV n+1 = bn

Finalmente la función de valor se obtiene resolviendo:

V n+1 = (Bn)−1bn

En resumen el algoritmo para calcular la integral asociada a la componente de saltos, la función

de valor y las demandas óptimas de consumo y trabajo, en cada iteración tiene los siguientes

pasos:

De�nimos una grilla para los valores de Kt y para At
dK = Kmax−Kmin

Kp
dA = Amax−Amin

Ap

De�nimos los parámetros α, γ, ψ con las restricciones planteadas en la proposición 1.

Planteamos un valor inicial L0, para ello usamos L0 :=
γ(1− α)

γ(1− α)− ψ(1− γ)

De�nimos un valor inicial V 0
i =

((AKα
i l

1−α − δKi)(1− l)ψ)(1−γ)

(1− γ)
i = 1, 2, ...., I

Trasformamos la grilla de K al dominio de s = log(K). Dado que log(K) no es lineal

interpolamos entre smáx = log(Kmáx) y smı́n = log(Kmı́n) un número de puntos que coincida

con el número de puntos de la grilla deK y encontramos los valores de V en el nuevo dominio

de la grilla de s.

Dada la función de distribución de los saltos G(z) y una grilla para los valores de z ∈ [−1, 1]

donde ds = dz, se calcula la FFT (G(z)) y su conjugado (FFT (G(z)))∗

Encontramos FFT (V (s))

Calculamos FFT (V (s)).(FFT (G(z)))∗

Calculamos la transformada inversa IFFT (FFT (V (s)).(FFT (G(z)))∗) = I(s)

Como I(s) esta en el dominio de s y K = es entonces esr ≤ IK ≤ er+1 ajustamos el valor

real en la grilla de K interpolando linealmente los valores de la integral.

I(Kr) = φr Ir + (1− φj)Ir+1 +O((esr − esr+1)2)

Donde φr es un peso de interpolación tal que 0 ≤ φr ≤ 1.

Calcula (V n
i,j)
′ usando (1.55) y (1.56)

Las condiciones de frontera para la función de valor se establecen con respecto a una extra-

polación de segundo orden de unos puntos internos para hallar el valor en su frontera:
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V (1) =
5

2
V (2)− 2V (3) +

1

2
V (4)

V (F ) =
5

2
V (F − 1)− 2V (F − 2) +

1

2
V (F − 3)

Esto permitió lograr estabilidad en el modelo para obtener convergencia en la solución �nal.

Hallamos las matrices Ã(Xi,j , Yi,j , Zi,j) y D(νj , χj , ςj)

se resuelve la ecuación

H(lt)−
1− α
ψ

AtK
α
t (VK)

1
γ = 0

para Calcular ln como lni,j = 1−α
ψ H−1

(
AjK

α
i ((V n

i,j)
′)

1
γ

)
Se resuelve el sistema

V n+1 = (Bn)−1fn

Calcula cn+1 como cn+1
i,j = (f ′)−1[(V n+1

i,j )′]

Se detiene cuando la función de valor alcanza la tolerancia indicada

‖V n+1(Ki, Aj)− V n(Ki, Aj)‖2 < tol, donde 10−4 ≤ tol ≤ 10−6

Las aproximaciones de la función de valor son calculadas en el intervalo [1Kss, 3Kss] usando

diferencias �nitas. Este intervalo se establece con el objetivo de lograr la convergencia del

modelo con la metodología planteada.12

El número de pasos en cada variable es:

Variable Valor Nombre

Kp 20 Número de pasos en K

Ap 20 Número de pasos en A

Cuadro 1.2: Número de pasos en las variables

Para establecer la precisión del algoritmo, se compara los resultados de la solución numérica del

modelo con la solución analítica de la proposición (1), sección (1.3.1).

V (Kt, At) = Γ
K1−αγ
t

1− αγ
A−γt + g(At)

con

Γ = (1− l)ψ(1−γ)−γ
(

ψ

1− α

)γ
12Kss =

(
αω

ρ+ δ

) 1
1−α

Lss ; Lss =
1− α

1 + ψ − α− αψδ
ρ+δ
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En el siguiente cuadro se muestra la calibración de los parámetros α,β,γ,δ,ψ,η,ρ, σ y ω siguiendo

las calibraciones de los estudios de Parra-Alvarez (2017), Posch (2011), Achdou et al. (2017),

Moll (2014),Gourio (2012) y Nakamura et al. (2013) que permite encontrar la convergencia de

la solución numérica y a su vez calcula la solución que más se aproxime a la solución analítica

desarrollada en la proposición 1.

También se toma como referencia a Barro (2006); Barro and Jin (2011) para de�nir la tasa de

arribo de los saltos, quienes sugieren una tasa del orden de λ = 0,03

Para el caso de la distribución del tamaño de los saltos asociados al capital existe evidencia em-

pírica en los trabajos de Barro (2006) y Wang et al. (2016) quienes toman los saltos asociados a

desastres raros distribuidos por medio de una ley de potencia. En nuestro caso tomamos como

referencia los trabajos de Gourio (2012); Nakamura et al. (2013) quienes sugieren que la eviden-

cia empírica de los choques transitorios dados por saltos asociados a desastres raros se pueden

distribuir de forma normal truncada con valores negativos en el intervalo (−∞, 0) y con una

distribución Gamma con valores positivos, la cual tiene una curtosis menor que la distribución

normal. Cabe resaltar que el ejercicio también se resuelve con otros tipos de distribuciones como

la exponencial, Uniforme y Normal, mostrando que es posible modelar los diferentes tipos de

choques positivos y negativos en la dinámica del capital.

Parámetro Valor 1 Valor 2 Valor 3 Valor 4 Nombre

λ 0 0.03 0.07 0.1 Intensidad de los saltos

α 0.4176 0.4176 0.4176 0.4176 Elasticidad del capital

γ 2.1250 2.1250 2.1250 2.1250 Aversión al riesgo

ρ 0.0028 0.0204 0.0207 0.0383 Factor de descuento

ψ 0.5 0.5 0.5 0.5 Medida de preferencia por el ocio

σ 0.0092 0.0092 0.0092 0.0092 Volatilidad del capital

δ 0.05 0.05 0.05 0.05 Depreciación del capital

ω 0.01 0.01 0.01 0.01 Media de largo plazo

η 0.0072 0.0072 0.0072 0.0072 Volatilidad en A

β 0.01 0.01 0.01 0.01 Velocidad de ajuste

ν -0.055 -0.055 -0.055 -0.055 Media de los saltos

ϕ2 0.041 0.041 0.041 0.041 Varianza de los saltos

Cuadro 1.3: Parámetros del modelo A y l variables incluido saltos.

Los parámetros descritos para este proceso de optimización muestran los siguientes resultados

para la función de valor y las funciones de política y sus diferencias.

Particularmente, En todos los casos los saltos en la dinámica de capital tienen distribución normal

truncada con valores negativos y positivos N̄(ν, ϕ2) como lo sugiere Gourio (2012); Nakamura

et al. (2013) con media ν = −0,055 y varianza φ2 = 0,041 truncando los valores de −1 ≤ z ≤ 1

desde a = −0,5 hasta b = 0,2. También el ejercicio se extiende utilizando una distribución Gamma

que solo toma valores positivos con media µ = 0,1 y SD = 0,058 como lo sugieren las referencias.

Los resultaods para el caso sin saltos λ = 0 son los siguientes:
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(a) Fun. Valor (b) Dif. Fun. Valor

Figura 1.1: Función de valor sin saltos λ = 0

(a) Fun. Consumo (b) Fun. Consumo numérico

Figura 1.2: Función de consumo sin saltos λ = 0
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(a) Fun. Consumo numérico (b) Fun. Consumo analítico (c) Dif Consumo

Figura 1.3: Función de consumo A cte. sin saltos λ = 0

(a) Fun.Trabajo (b) Fun. Trabajo A cte.

Figura 1.4: Función de Trabajo sin saltos λ = 0

El resultado al incluir los saltos, para λ = 0,03 es:
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(a) Fun. Valor (b) Dif. Fun. Valor

Figura 1.5: Función de valor con saltos λ = 1

(a) Fun. Consumo (b) Fun. Consumo numérico

Figura 1.6: Función de consumo con saltos λ = 1
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(a) Fun. Consumo numérico (b) Fun. Consumo analítico (c) Dif. Fun. Consumo

Figura 1.7: Función de consumo en A cte. con saltos λ = 0,03

(a) Fun.Trabajo (b) Fun. Trabajo en A cte.

Figura 1.8: Función de Trabajo con saltos λ = 0,03

Los resultados con los distintos valores de λ son:
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(a) Fun.Valor (b) Fun. Valor en A cte.

Figura 1.9: Funciones de Valor con saltos distinto λ

(a) Fun. Consumo en A cte. (b) Fun. Trabajo en A cte.

Figura 1.10: Funciones de política con saltos distinto λ

En comparación con los resultados de las funciones de política sin incluir los saltos, se presenta

una aumento en la política de consumo, esto podría explicarse observando que al aumentar la

tasa de arribo de los saltos (λ), los agentes tienen un factor de impaciencia mayor o menor factor

de prudencia (menor deseo de ahorrar) lo cual conduce a los individuos a tener un menor nivel

de riqueza esperada y por tanto se traduce en un aumento del consumo. La política de trabajo

tiende a permanecer constante, similar al comportamiento de la solución analítica para este factor.

Las siguientes grá�cas muestran la variación de las funciones de política cuando se toman distintos
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valores en el parámetro γ (aversión al riesgo), considerando saltos en la dinámica de capital:

(a) Fun. Valor numérica (b) Fun.consumo numérico (c) Fun. trabajo numérica

Figura 1.11: Funciones de valor y política para distinto γ incluido saltos

Un aumento en la aversión al riesgo (γ) se traduce en una disminución en la elasticidad inter-

temporal de sustitución 13 y por tanto en un incremento del factor de impaciencia, esto implica

una disminución de la riqueza esperada de los agentes y por tanto se tiene un incremento en el

consumo. La política de trabajo tiene un comportamiento contrario, al aumentar γ la política de

trabajo disminuye.

Este resultado esta de acuerdo con el comportamiento analítico de las políticas óptimas al calcular

las elasticidades del consumo y trabajo con respecto a γ dadas por (1.20) y (1.19).

Las siguientes grá�cas muestran la variación cuando se toman distintos valores en el parámetro

ψ (Medida de preferencia por el ocio), considerando saltos en la dinámica de capital:

(a) Fun. Valor numérica (b) Fun.consumo numérico (c) Fun. trabajo numérica

Figura 1.12: Funciones de valor y política para distinto ψ incluido saltos

Se observa que un aumento en la preferencia por el ocio, aumenta la riqueza esperada (mayor

deseo de ahorrar) por tanto el consumo y trabajo disminuyen.

En la siguiente tabla, se muestra la solución para calibraciones distintas, donde no se cumple

la condición ρ = ρ̃ por tanto no es comparable con la solución analítica. Particularmente se

13Para el caso de una función de utilidad U(c) = c1−γ

1−γ la EIS = 1
γ
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incrementó los parámetros asociados a la incertidumbre en la productividad total de los factores

y en la dinámica de capital.

Parámetro Calibración 1 Calibración 2 Calibración 3 Nombre

λ 0.03 0.03 0.03 Intensidad de los saltos

α 0.4176 0.4176 0.4176 Elasticidad del capital

γ 2 2 1.4691 Aversión al riesgo

ρ 0.0156 0.0172 0.0212 Factor de descuento

ρ̄ 0.0254 0.0253 0.0717 Factor de descuento

ψ 0.5 0.5 0.5 Medida de preferencia por el ocio

σ 0.005 0.05 0.1 Volatilidad del capital

δ 0.05 0.05 0.05 Depreciación del capital

η 0.02 0.05 0.5 Volatilidad en A

β 0.01 0.01 0.01 Velocidad de ajuste en A

ω 0.01 0.01 0.01 Media de largo plazo en A

ν -0.055 -0.055 -0.055 Media de los saltos

ϕ2 0.041 0.041 0.041 Varianza de los saltos

Cuadro 1.4: Parámetros del modelo con Lt variable incluido saltos con ρ 6= ρ̄.

Los resultados de las calibraciones son:

(a) Fun. Valor (b) Fun.Consumo (c) Fun. Trabajo

Figura 1.13: Función de valor, consumo y trabajo con calibración distinta 1.

(a) Fun. Valor (b) Fun.Consumo (c) Fun. Trabajo

Figura 1.14: Función de valor, consumo y trabajo con calibración distinta 2.
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(a) Fun. Valor (b) Fun.Consumo (c) Fun. Trabajo

Figura 1.15: Función de valor, consumo y trabajo con calibración distinta 3.

Lo anterior nos muestra la importancia de la incertidumbre y de la volatilidad, es decir cuanto más

incierta y volátil es la economía, los individuos presentan un mayor deseo de ahorrar y por tanto

una disminución en el consumo. La política de trabajo tiene un comportamiento a establecerse

en un valor constante, similar a la solución analítica.

Finalmente se muestra los resultados de la función de valor y de consumo para distintas funciones

de distribución de los saltos. En realidad nuestro objetivo inicial fue resolver el ejercicio numérico

para que funcione con cualquier tipo de distribución de los saltos. Como ejemplo, se usa una

distribución Normal truncada N̄(−0,055, 0,041) con valores negativos, una distribución Gamma

con media µ = 0,1 y SD = 0,058 con valores positivos, que son distribuciones con mayor evidencia

empírica como lo sugiere Gourio (2012); Nakamura et al. (2013) y además se usa otro tipo de

distribuciones como una normal con parámetros N(0, 1), una exponencial de parámetro ν = 0,4,

la uniforme U(a, b) = U(3, 7) y la distribución de saltos de tamaño constante z = 1, para tratar

de mostrar si existe algún tipo de sensibilidad con respecto a la distribución de los saltos.

(a) Fun. Valor (b) Fun. Consumo A=1

Figura 1.16: Función de valor y consumo con distintas distribuciones.

Esto nos muestra que existe cierto grado de sensibilidad de la función de valor y de la política
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óptima de consumo con respecto al tipo de distribución de los saltos. Particularmente se observa

un comportamiento similar en el caso de las distribuciones exponencial y gamma que simulan

choques positivos observando un incremento en el consumo, para la distribución normal truncada

con choques negativos se obtiene una disminución del consumo en los agentes.

1.5. Análisis de convergencia del modelo

Para establecer las pruebas de convergencia se tienen en cuenta los siguientes aspectos:

Cuando se construye las diferencias �nitas para la solución de una ecuación diferencial, se

hacen aproximaciones de las derivadas a través de polinomios de Taylor. Dicha construcción

me da un orden de convergencia que depende del polinomio con que se hizo la aproximación.

V (Kj+1, An) = V (Kj , An) + ∆KVK(Kj , An) +
(∆K)2

2!
VKK(τ,An), τ ∈ (Kj ,Kj+1),

Al despejar VK(Kj , An) se obtiene

VK(Kj , An) ≈
V n
j+1 − V n

j

∆K
con error O(∆K)

V (Kj+1, An)+V (Kj−1, An) = 2VK(Kj , An)+(∆K)2VKK(Kj , An)+
(∆K)4

12
VKKKK(τ,An), τ ∈ (Kj−1,Kj+1),

Despejando VKK(Kj , An) se obtiene

VKK(Kj , An) ≈
V n
j+1 − 2V n

j + V n
j−1

(∆K)2
con error O((∆K)2)

El orden teórico de convergencia de una ecuación de diferencias está dado por el orden más

bajo de los términos que aparecen en la ecuación diferencial modi�cada. En el caso de la

ecuación de HJB el orden teórico de convergencia para k más pequeño lo dan las derivadas

de primer orden que se tienen en las diferencias forward y backward usadas en el método

upwind. Orden 1.

Por otro lado se debe veri�car que el algoritmo converge en el orden teórico, dicho valor

debe ser homogéneo en toda la grilla y que coincida con el orden teórico.

El método de la tasa de convergencia permite calcular numéricamente el orden de con-

vergencia del algoritmo para saber si es consistente en toda la grilla con el orden teórico

planteado.
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También se hace un análisis de convergencia donde se comparan las dos soluciones analítica

y numérica en términos de precisión y velocidad al usar tanto grilla �na como grilla gruesa.

Para esto, primero se resuelve el problema de la ecuación de HJB con una grilla �na y

se examina la compensación de precisión-velocidad que surge cuando se resuelve numéri-

camente el mismo problema con una grilla más gruesa, la idea central es veri�car que el

método de diferencias �nitas converge de manera más precisa a medida que el espaciado de

la cuadrícula sea más pequeño.

1.5.1. Sanity check: Tasas de convergencia

El método implementado para determinar la tasa de convergencia toma como referencia la tesis

doctoral de Ramirez (2016) � Optimal decision in illiquid hedge funds�. El método consiste en

incrementar en un factor r el número de pasos cada una de las dimensiones de la grilla y resolver

el problema cada vez. Se muestra que la tasa de convergencia asociada a la dimensión en la que

se está incrementando el número de pasos, es logr(Qi) donde Qi es el i-ésimo cociente de dos

diferencias consecutivas.

Sea V (K,A)(NK ,NA) la aproximación a la función V , en el punto (K,A) con grilla de dimensión

NK ×NA. Esta aproximación se puede escribir como el valor verdadero de la función V más un

error, es decir, se puede escribir como

V (K,A)(NK ,NA) = V (K,A) +

(
D

NK

)cK
+

(
E

NA

)cA
D Y E constantes, cK y cA tasas de convergencia de K y A respectivamente. Así mismo,

La misma estructura se puede aplicar para de�nir la tasa de convergencia de K entonces cK =

Logr(Qi)

V (K,A)(NK ,NA) = V (K,A) +

(
D

NK

)cK
+

(
E

NA

)cA
D Y E constantes, cK y cA tasas de convergencia de K y A respectivamente. si se imcrementa

en un factor r el numero de pasos de la grilla de K se tiene:,

V (K,A)(rNK ,NA) = V (K,A) +

(
D

rNK

)cK
+

(
E

NA

)cA
Incrementando nuevamente la grilla en ese factor obtenemos:
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V (K,A)(r2NK ,NA) = V (K,A) +

(
D

r2NK

)cK
+

(
E

NA

)cA
Al hacer las diferencias de dos aproximaciones sucesivas se obtiene,

D0−1 = V (K,A)(NK ,NA) − V (K,A)(rNK ,NA) =

(
D

NK

)cK
−
(

D

rNK

)cK
Se calcula entre los valores de la función de valor inicial y los valores de la función evaluada con

el primer aumento de la grilla en un factor r.

De forma similar se calculan las siguientes diferencias:

D1−2 = V (K,A)(rNK ,NA) − V (K,A)(r2NK ,NA) =

(
D

rNK

)cK
−
(

D

r2NK

)cK
Tomando el cociente entre dos diferencias sucesivas se obtiene:

Q1 =
D0−1

D1−2
=

(
D
NK

)cK
−
(

D
rNK

)cK(
D
rNK

)cK
−
(

D
r2NK

)cK = rcK

De aquí podemos despejar la tasa de convergencia para k

cK = Logr(Q1)

De manera general cK = Logr(Qi)

En la grilla de A se puede hacer el mismo procedimiento para encontrar de manera general la

tasa de convergencia para A dada por cA = Logr(Qi)

Aquí se hace necesario implementar un ciclo que nos permita calcular los valores de la función de

valor evaluada en cada aumento de la grilla y con esto poder hallar los cocientes que de�nen la tasa

de convergencia y trazar la grá�ca de dichas tasas manteniendo uno de los factores constantes,

en nuestro caso gra�camos sobre la grilla de capital manteniendo constante A

Cabe resaltar que en el proceso de discretización la ecuación integro-diferencial se aproximó

mediante diferencias �nitas tipo Backward y Forward, pero la integral y el método upwind dañan

el segundo orden de convergencia de las diferencias centrales, por tanto, según Wanner and Hairer

(1996) y Barles and Jakobsen (2002) se tiene que el máximo teórico es orden de convergencia 1,

lo que signi�ca que nuestra aproximación es sobre el orden O(∆t).

La siguiente grá�ca muestra que la tasa de convergencia es consistente con el orden teórico

planteado en toda la grilla.
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(a) Tasa de convergencia r=2 (b) Tasa de convergencia A cte. r=2.

Figura 1.17: Tasa de convergencia Modelo A Variable L Variable.

1.5.2. Prueba de convergencia para el caso A variable L variable

se tuvo en cuenta el esquema de precisión del método de diferencias �nitas para la ecuación de

Hamilton-Jacobi-Bellman, planteado en el apéndice online del Achdou et al. (2017), ya que estos

últimos a�rman que los resultados teóricos desarrollados por Barles and Souganidis (1991) per-

miten probar la convergencia de una amplia clase de esquemas de aproximación de PDE elípticas

o parabólicas de segundo orden, totalmente no lineales. Todo esto es posible mediante el uso de

la noción de soluciones de viscosidad. En este caso, dichos métodos garantizan que la solución

del esquema de diferencias �nitas converge a la solución de viscosidad única de la ecuación HJB,

a medida que el espaciado de la cuadrícula converge a cero. Además el estudio de Cont and

Voltchkova (2005) propone un esquema Implícito-Explicito (IMEX) de diferencias �nitas para

resolver un problema que incluye una PIDE (Ecuación Parcial Integro-Diferencial), donde la par-

te local(Parte diferencial) del operador se resuelve utilizando un paso implícito, y la parte no

local (Término integral) se resuelve usando un paso explícito. Esto permite una e�ciente Imple-

mentación numérica, y en el marco de soluciones de viscosidad, resuelven ciertas di�cultades del

operador; demostrando la consistencia y estabilidad de este tipo de esquemas, y garantizan que

el esquema es monótono, incondicionalmente estable y consistente. Fuera de eso, proporcionan

las condiciones para su convergencia a la solución de la PIDE.

Recordemos que la calibración de los modelos toma como referencia la calibración de Parra-

Alvarez (2017), 14 Posch (2013) y otros estudios similares. 15

14ρ = 0,0105, ψ = 1,8011, γ = 2,0, α = 0,4, δ = 0,0196, σ = 0,0001
15ρ = 0,01785, γ = 2,5, α = 0,5, δ = 0,05, λ = 0,2.
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Entonces en este experimento se resuelve numéricamente la ecuación de HJB por diferencias

�nitas, luego se usa la solución analítica de la función de política para compararla con la solución

numérica. Para esto, primero se resuelve el problema de la ecuación de HJB con una grilla �na y

se examina la compensación de precisión-velocidad que surge cuando se resuelve numéricamente

el mismo problema con una grilla más gruesa. En este caso, se comparara la función de política

de consumo, se resuelve el problema con una grilla �na de J=200 puntos en la grilla de capital, se

calcula el consumo numérico y analítico, se calcula el error relativo de la diferencia entre las dos

soluciones (Analítica Vs Numérica); mostrando, como resultado, que es pequeño. Posteriormente

se repite el mismo proceso para el caso de una grilla más gruesa, J=20 puntos en la grilla del

capital. Los resultados se muestran en las siguientes �guras.

Los resultados en el error de aproximación que se presentan a continuación se establecen para el

valor de λ = 1, casos similares se obtienen en el otros valores de λ.

(a) Función valor. (b) Error relativo

Figura 1.18: Error de aproximación en la función de valor usando diferencias �nitas, grilla �na
J=200 puntos en la grilla de capital.

Mirar tabla de calibraciones en estudios similares en el anexo 1
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(a) Función de valor (b) Error relativo.

Figura 1.19: Error de aproximación en la función de valor usando diferencias �nitas, grilla gruesa
J=20 puntos en la grilla de capital.

(a) Función de Consumo. (b) Error relativo en el Consumo.

Figura 1.20: Error de aproximación en la función de consumo usando diferencias �nitas, grilla
�na J=200 puntos en la grilla de capital.

La solución numérica del consumo con grilla �na presenta un error relativo de aproximación que

va en un rango del -0.02% a 0.005%
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(a) Función de Consumo. (b) Error relativo en el Consumo.

Figura 1.21: Error de aproximación en la función de consumo usando diferencias �nitas, grilla
gruesa J=20 puntos en la grilla de capital.

El error relativo de aproximación con grilla gruesa para el consumo presenta un rango del -0.08%

a 0.04%

El error para la política de trabajo es:

(a) Función de Trabajo. (b) Error relativo en el Trabajo.

Figura 1.22: Error de aproximación en la función de Trabajo usando diferencias �nitas, grilla �na
J=200 puntos en la grilla de capital.

La solución usando la grilla �na del trabajo presenta un error relativo de aproximación en un

rango que va del 0.0002% al 0.003%
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(a) Función de Trabajo. (b) Error relativo en el Trabajo.

Figura 1.23: Error de aproximación en la función de Trabajo usando diferencias �nitas, grilla
gruesa J=20 puntos en la grilla de capital.

El error relativo del trabajo que se presenta con la grilla gruesa va aproximadamente del 0.002%

al 0.017%

Para este modelo, los resultados de velocidad y precisión son los siguientes. Nuevamente se esta-

blece la integral sobre la función de consumo como la métrica de precisión.

Modelo Grillas Velocidad(seg.) Integral del Consumo

Avar, Lvar

J=200 0.83747 0.16027

J=20 0.096964 0.16758

Fila 2/Fila1 0.6050 1.0456

Cuadro 1.5: Velocidad y precisión del modelo 3

los resultados muestran que reducir el número de puntos de la grilla de 200 a 20 da como resultado

un aumento aproximado de nueve veces en la velocidad computacional y un deterioro de la

precisión en aproximadamente 4.56%. mostrando un comportamiento a favor de la grilla �na.

1.6. Discusión de resultados

Cunado se tiene la restricción paramétrica ρ = ρ los resultados nos muestran, al igual que en

los estudios de Parra-Alvarez (2017) y Posch (2011), que cuando se introducen factores de in-

certidumbre en la dinámica de capital, mezclados con procesos brownianos y procesos de saltos

aleatorios no necesariamente de tamaño constante, los agentes obtienen un consumo óptimo pro-

porcional a su nivel de ingreso y un factor de trabajo óptimo constante los cuales no se afectan

directamente por los parámetros asociados por los choques, pero el mecanismo de transmisión de
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estos parámetros se hace indirectamente a través de la función de valor escogida para calcular las

demandas óptimas y a través del factor de descuento ρ.

Un resultado importante de este estudio que extiende los trabajos de Posch (2009, 2011, 2013);

Parra-Alvarez (2017), como lo indican las proposiciones 1 y 2 muestra que bajo ciertas restriccio-

nes paramétricas es posible encontrar soluciones cerradas en el caso donde la productividad total

de los factores (PTF) sigue un proceso de reversión a la media (CIR), básicamente se muestra

que la contribución de los choques brownianos y de saltos no necesariamente de tamaño con-

tante se hace a través de la función de valor, la cual tiene un término adicional g(At) asociado

con (PTF) que se resuelve por medio de una ecuación hipergeométrica con�uente y a través del

factor de descuento. De esta forma se permite ampliar el uso de aproximaciones locales en los

modelos de equilibrio general dinámicos estocásticos. Otro resultado importante es que el estudio

permite construir mediante el uso de un método explicito sustentado en d'Halluin et al. (2005) la

aproximación numérica de las integrales asociadas a la componente de saltos, las cuales evalúan

la función de valor por fuera de la grilla del capital y de los ingresos, mediante la evaluación de

V (ezK)

A diferencia de la restricción ρ = ρ cunado se tiene la restricción de participación de capital

igual a la aversión relativa al riesgo α = γ y donde la fuerza de trabajo se considera constante,

los resultados concuerdan con los estudios de Smith (2006, 2007); Feicht and Stummer (2010);

Wälde (2005), la estrategia de consumo óptimo ĉ depende directamente de la incertidumbre dada

en la dinámica del capital asociada al choque browniano, al proceso de saltos y de la aversión

relativa al riesgo. nuevamente el mecanismo de transmisión de la incertidumbre en la PTF, afecta

al consumo de manera indirecta a través de la función de valor. Se comprueba numéricamente

este resultado de la solución analítica donde la política óptima de consumo disminuye frente a un

incremento en la incertidumbre del capital.

El trabajo muestra que los resultados obtenidos al convertir el capital en un activo de riesgo

modelado por choques brownianos y por procesos de saltos discontinuos asociados a eventos

raros, están de acuerdo con los resultados de los modelos en tiempo discreto de Barro (2006);

Barro and Jin (2011); Gourio (2012); Nakamura et al. (2013) quienes modelan los desastres

como una combinación de choques permanentes y transitorios a la productividad y un choque de

depreciación al capital mostrando que el efecto promedio a largo plazo de un desastre se observa

signi�cativamente sobre el consumo y que un aumento en el riesgo de desastres lleva al agente a

acumular capital. Esto también se observa con los estudios de impacto macroeconómico, asociados

al cambio climático Hallegate (2010); Gillingham et al. (2015).Por tanto se demuestra que la

metodología planteada desde el control óptimo estocástico, permite un análisis más detallado y

acorde con el comportamiento real de las variables de interés, permite replicar con precisión la

respuesta de las políticas óptimas de consumo y trabajo de los agentes ante un desastre y de

manera general se tiene que un aumento en la probabilidad de desastres afecta la economía al

reducir las expectativas y al aumentar el riesgo y por tanto el crecimiento económico.

72



La respuesta óptima de los agentes a choques asociados a desastres o eventos raros depende del

nivel de riqueza. En otras palabras: si el consumo de los agentes disminuye cuando se ve afectada

su riqueza, a través de los choques, entonces el comportamiento de los agentes es más prudente;

lo que hace que por lo menos mantengan un ahorro constante. Como se muestra en Guvenen

et al. (2015); Wang et al. (2016) donde los saltos se consideran útiles para aumentar aún más los

motivos de ahorro precautorio en los agentes. Por tanto los agentes son menos propensos al riesgo

cuando se tiene un mejor nivel de riqueza, de esta forma a medida que el agente se vuelve menos

prudente (mayor ρ), su consumo óptimo aumenta, en este caso , la acumulación del capital en el

futuro para los agentes se vuelve menos importante.

Cuando α = γ y el trabajo Lt es constante, el factor correspondiente a la tasa de arribo de los

saltos λ afecta de manera directa la política óptima de consumo. Numéricamente se prueba que

un incremento de la tasa de arribo de los saltos disminuye el consumo de los agentes. En este caso

los agentes son más prudentes, deciden conservar sus activos de valor y sacri�car su consumo.

Este resultado está de acuerdo con elasticidad de la función de consumo analítica con respecto a

λ, que se puede calcular para cualquier función de densidad asociada a los saltos en el capital.

En los modelos donde el trabajo Lt es variable, la función de valor y las políticas óptimas presentan

una relación indirecta con respecto a la tasa de arribo de saltos λ, a medida que aumenta la tasa

de arribo, los individuos aumentan su valor (su riqueza) presentan mayor deseo de ahorrar y

disminuyen su consumo.

En el caso de tener un proceso de reversión a la media (CIR) en la PTF At y la condición αγ > 1,

el factor ρ = ρ es creciente en la media βA, en la volatilidad del capital σK y en la componente

de los saltos. Si se tiene un Browniano geométrico en la PTF es creciente en la volatilidad de la

PTF ηA, en la volatilidad del capital σK y en la componente de los saltos. Por otra parte si se

tiene ρ 6= ρ y se incrementa la incertidumbre el comportamiento de los agentes es mas prudente

y se tiene una tasa de ahorro mayor, disminuyendo su consumo.

Al igual que en Gourio (2012); Wang et al. (2016) quienes muestran que la elasticidad intertempo-

ral de sustitución es un parámetro crítico, si la IES es igual a uno, el riesgo de desastre no afecta

las cantidades al menos en el caso de desastres instantáneos y permanentes. En nuestro caso se

observó también cambios en la política óptima de consumo cuando se incrementa la aversión al

riesgo γ. Esto se traduce en una disminución de la EIS, que representa una disminución de su

riqueza esperada; haciendo que los individuos aumentan su consumo. La política de trabajo tiene

un comportamiento inverso al aumentar γ, la fracción de trabajo disponible disminuye. Compor-

tamiento que se probó al calcular de manera analítica las elasticidades del consumo y el trabajo

con respecto a γ.

Se veri�có la importancia de las soluciones cerradas encontradas en los distintos modelos, debido

a que, al igual que Parra-Alvarez et al. (2017a), Posch (2011) y Posch (2013), estas permiten

analizar el efecto de la incertidumbre sobre las decisiones óptimas de los agentes y se usan para
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veri�car precisión de los métodos numéricos empleados en la solución.

Se evaluó la precisión y velocidad de convergencia usando grillas �nas y gruesas para examinar

el buen comportamiento de la solución numérica con respecto a la solución analítica, justi�cando

el uso de las grillas �nas a la hora de aumentar la precisión de los modelos. Este resultado está

en la línea del resultado teórico propuesto por Barles and Souganidis (1991) y los encontrados

por Candler et al. (1998) y Achdou et al. (2017); quienes a�rman que, la solución del esquema de

diferencias �nitas converge a la solución de viscosidad única de la ecuación HJB, a medida que

el espaciado de la cuadrícula converge a cero.
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Resumen: En este estudio se propone una solución analítica y numérica de un modelo teórico

de crecimiento neoclásico estocástico, en tiempo continuo, con un solo sector, tipo Ramsey con

función de utilidad CRRA y tecnología tipo Cobb-Douglas. En el modelo se asumen el capital,

la efectividad del trabajo y la fuerza de trabajo, sujetos a choques exógenos que siguen procesos

de difusión con saltos, que a su vez modelan eventos raros en la economía. La solución analítica

se establece bajo el principio de optimización dinámica, el teorema de veri�cación y bajo una

restricción paramétrica, permitiendo resolver la ecuación de HJB en tiempo continuo resultante

para obtener la función de valor y la política óptima de consumo. La solución numérica de

la ecuación de HJB en tiempo continuo se estableció por medio de diferencias �nitas usando

el esquema Upwind para resolver la no-linealidad existente. Todo lo anterior muestra cómo la

incertidumbre asociada al capital, a la efectividad del trabajo y al mismo trabajo afectan, las

decisiones de consumo de los agentes y la tasas efectivas de depreciación y crecimiento del capital.
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Introducción

En las últimas dos décadas, los modelos dinámicos estocásticos han cobrado gran importancia

en el desarrollo de la macroeconomía. Especialmente, el uso de métodos numéricos son una he-

rramienta fundamental para aproximar las soluciones de este tipo de modelos, debido a que,

en muchas ocasiones, no es fácil encontrar soluciones analíticas simples, obligando a aproximar

numéricamente las trayectorias óptimas con un margen de error mínimo. Sin embargo, los estu-

dios sobre existencia de soluciones analíticas bajo ciertas restricciones de parámetros juegan un

papel importante, puesto que con ellos se permite comparar las soluciones que proporcionan los

distintos métodos numéricos, y, además, pueden tomarse como punto de referencia para explorar

otros modelos;así como el vínculo entre los modelos en tiempo discreto y continuo, y los distintos

canales de transmisión, a través de los cuales, los métodos numéricos son usados para resolver

nuevos problemas en macroeconomía.

La literatura sobre este tema es bastante extensa, particularmente se halla en los estudios que

involucran soluciones analíticas de modelos dinámicos estocásticos en tiempo continuo. Ese tipo

de estudios se han convertido en una herramienta fundamental para obtener información real de

la existencia y funcionamiento de la incertidumbre asociada a las diferentes variables económicas.

Ejemplos pueden encontrarse en los estudios de Merton (1975);Chang (2004); Turnovsky (2006);

Smith (2007), Smith (2006); Øksendal (2006); Posch (2009), Posch (2011) y Wälde (2011).

Otra línea de estudios apunta al caso de métodos de solución numérica para modelos DSGE en

tiempo continuo, que tienen asociado en sus dinámicas procesos estocásticos brownianos y proce-

sos discontinuos, como los de Judd (1998); Gaspar and Judd (1997); Miranda and Fackler (2004);

Parra-Alvarez (2017); Posch (2013); Fernández-Villaverde et al. (2016) y Fernández-Villaverde

and Levintal (2018). El estudio de Duarte (2018) se destaca por proponer métodos numéricos

nuevos basados en el aprendizaje automático de técnicas mediante el uso de redes neuronales,

que pueden resolver modelos complejos de tiempo continuo en macroeconomía y �nanzas; ellos

aproximan la solución del operador de Bellman y comparan los resultados con las soluciones ana-

líticas obtenidas de un modelo de crecimiento neoclásico con choques estocásticos en las variables

de estado, que bajo supuestos adecuados, admite soluciones cerradas.

Finalmente los estudios de Strikwerda (2004); Scott (1999); Li et al. (2017); Hirsa (2016); Ach-

dou et al. (2017); Moll (2014) y D'Avernas (2019) presentan la teoría básica sobre la solución de

ecuaciones diferenciales por diferentes métodos numéricos; en especial el método de diferencias

�nitas, en el que se hace una descripción completa sobre la solución de modelos en tiempo conti-

nuo, usando diferencias �nitas; y, en particular, desarrollando una implementación del esquema

Upwind en diferencias �nitas, que permite resolver modelos RBC de equilibrio general y modelos

de agentes heterogéneos con dinámicas estocásticas.

De esta forma, el presente estudio tiene como objetivo desarrollar un modelo de crecimiento
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neoclásico estocástico, de un solo sector en tiempo continuo, tipo Ramsey, con la utilidad CRRA

y la tecnología Cobb-Douglas; donde la incertidumbre asociada al capital (kt), a la efectividad del

trabajo (At) y a la fuerza de trabajo (Lt), se modela con choques exógenos asociados a procesos

de difusión y de saltos discontinuos, de�nidos por un sistema ecuaciones diferenciales estocásticas

interrelacionadas, que nos permita resolver el interrogante de ¾cómo afecta la incertidumbre del

capital , de la efectividad de trabajo (tecnología) y de la fuerza de trabajo a las decisiones óptimas

de los agentes en términos de la función de valor y de la función de consumo óptimo?

Este estudio obtiene soluciones cerradas para la función de valor, la función de consumo óptimo

y para la tasa de crecimiento efectiva del capital, en el caso de considerar la fuerza de trabajo

estocástica y la efectividad del trabajo descritos por medio de un proceso browniano geométrico y

cuando la dinámica del capital se de�ne por una combinación de procesos de difusión y de saltos

discontinuos asociados a eventos raros. Para ello hacemos uso del principio de optimalidad de

Bellman y el teorema de veri�cación en tiempo continuo, y bajo el supuesto de que el coe�ciente

de aversión relativa al riesgo es igual a la participación del capital (α = γ), cuya evidencia

empírica se describe de manera más extensa en diferentes estudios como Barro and Sala-i Martin

(2004); Smith (2006); Smith (2007); Wälde (2005);Feicht and Stummer (2010) y Posch (2009). Lo

anterior también nos permite establecer un vínculo entre los modelos en tiempo discreto modelos

de ciclo económico y la literatura de crecimiento estocástico en tiempo continuo desde los trabajos

pioneros como Turnovsky (1995, 2006).

Este trabajo también resuelve numéricamente la ecuación de HJB por medio de un esquema

Implícito-Explicito (IMEX) de diferencias �nitas, debido a que el problema incluye una PIDE

(Ecuación Parcial Integro-Diferencial), donde la parte local(Parte diferencial) del operador se

resuelve utilizando un paso implícito Upwind ; y la parte no local (Término integral) se resuelve

usando un paso explícito. Lo anterior se apoya en los estudios de Cont and Voltchkova (2005);

d'Halluin et al. (2005) y Achdou et al. (2017). Finalmente, se realiza el análisis de convergencia

y una prueba de precisión y velocidad para la respuesta del modelo.

La línea teórica del modelo toma como referencias principales los trabajos de Smith (2006); Smith

(2007); Posch (2009) y Wälde (2005). Básicamente, la contribución de este trabajo se re�eja en

los siguientes aspectos. En primer lugar, se establece soluciones cerradas para un modelo teórico

que considera, de manera conjunta, choques exógenos estocásticos a la efectividad del trabajo,

a la fuerza de trabajo y a la dinámica del capital que nos muestra el efecto de la incertidumbre

sobre las decisiones óptimas de los agentes.

El estudio extiende el trabajo de Smith (2007), quien modela analíticamente solo los choques

de la efectividad del trabajo At y la fuerza de trabajo Lt de forma separada con procesos de

difusión, en nuestro caso incluimos choques brownianos conjuntos en At, Lt y en la dinámica del

capital incluyendo saltos asociados a eventos raros. También se hace una extensión del trabajo de

Baten et al. (2013), quienes desarrollan un modelo estocástico de horizonte �nito tipo Ramsey con

función de producción Cobb-Douglas, utilidad logarítmica, fuerza de trabajo variable asociada
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a un Browniano geométrico y sin choques en la dinámica de capital; resuelven teóricamente el

modelo con la técnica del método de viscosidad para garantizar la existencia de la solución para

la función de valor y la política óptima de consumo.

En segundo lugar, se construye una implementación numérica para resolver la ecuación integro-

diferencial de (HJB) que permite obtener la función de valor óptimo y la política óptima de

consumo en el caso de choques que combinan procesos de difusión con procesos de saltos no

necesariamente de tamaño constante y se contrasta estos resultados con las soluciones cerradas.

Se veri�ca en cada caso cuál es la relación existente entre las fuentes de incertidumbre del capital,

de la efectividad del trabajo, de la fuerza de trabajo y las no-linealidades en la economía, con la

decisión de política óptima de los agentes.

2.1. El marco económico del modelo

Se considera un modelo de crecimiento neoclásico estocástico de un solo sector en tiempo continuo

tipo Ramsey, con la utilidad CRRA y la tecnología Cobb-Douglas. Donde el capital (kt) y la fuerza

de trabajo (Lt) se exponen a choques exógenos; la dinámica correspondiente es modelada por un

sistema de ecuaciones diferenciales estocásticas que se de�nen de la siguiente forma.

Se supone que la función de producción para la economía es del tipo Cobb-Douglas de�nida para

alguna participación de capital arbitraria pero �ja, α ∈ (0, 1).

Yt = Kα
t (AtLt)

1−α α ∈ (0, 1) (2.1)

Este primer modelo considera que la efectividad del trabajo At ≡ 1 y luego se propone un modelo

más general donde la efectividad del trabajo es también estocástica.

Desde el estudio de Kydland and Prescott (1982) se deduce que el cambio tecnológico es varian-

te en el tiempo y que el ciclo económico se encuentra afectado por distintas perturbaciones de

carácter exógeno que se prolongan por diferentes mecanismos internos. Otros estudios como Tur-

novsky (1993); Venegas-Martínez (2001); Cruz (2012) muestran que dichas perturbaciones tienen

su origen en diferentes problemas de la demanda agregada, entre los cuales están la volatilidad de

las decisiones de inversión y la volatilidad de la fuerza laboral, puesto que generan perturbaciones

reales constantes, con mecanismos de propagación basadas en las rigideces nominales, sobre todo

de los salarios. Por tanto al incluir un análisis de riesgo que con lleva a movimientos inesperados

generados por la volatilidad en las variables del nivel del producto, se encuentra que una de las

variables exógenas con alta volatilidad que incide sobre la acumulación de capital es la fuerza

laboral, la cual se asume varía en forma estocástica por tanto se puede representar por medio de

un proceso de�nido por una ecuación diferencial estocástica.

Un caso particular en el cual la fuerza de trabajo que se expone a diferentes tipos de choques,
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por ejemplo se sustenta en el informe de la Organización Internacional del Trabajo OIT (2017),

quienes a�rman que �los elevados niveles de desocupación y la precariedad del empleo han afectado

a la gran mayoría de países durante las últimas décadas y son consideradas como una consecuencia

de una demanda insu�ciente que se suma a un crecimiento económico desequilibrado". Además

la volatilidad de la fuerza de trabajo se debe entender como una medida de la movilidad laboral

que re�eja la inestabilidad en el empleo de la fuerza de trabajo.

Teniendo en cuenta lo anterior se asume que la fuerza de trabajo Lt sigue un movimiento brow-

niano geométrico, se supone que el valor actual de Lt se conoce en el tiempo t, pero que sus

valores futuros son inciertos. En otras palabras, Lt se describe como en Merton (1975) es decir,

cada cambio de la fuerza de trabajo es independiente de los cambios de trabajo anteriores y la

volatilidad de dichos cambios es constante.

dLt = β Lt dt+ η Lt dBL,t β ≥ 0 L0 = L > 0 (2.2)

Donde Bl,t es un Movimiento Browniano estándar que modela el factor de riesgo en la fuerza de

trabajo con tasa de crecimiento esperada de la población activa β ≥ 0 y volatilidad de la fuerza

de trabajo η > 0, βLt es el término de tendencia y ηLtdBL,t es el término estocástico. Dividiendo

por Lt la ecuación anterior se tiene:

dLt
Lt

= βdt+ ηdBL,t

Lo cual signi�ca que la proporción del crecimiento de la fuerza laboral tiene una distribución

normal con media β y varianza η2. Asimismo, dada la condición inicial L(0) = L0, entonces la

ecuación diferencial estocástica representa un Movimiento browniano geométrico, lo que implica

una solución dada por la exponencial estocástica:

Lt = L0e
(β− 1

2
η2)t+ηBL,t

Esto implica que la variabilidad de la fuerza laboral va a determinar la estabilidad de la trayectoria

de crecimiento pues éste depende de la acumulación de capital y el capital, además de depender

de si mismo, depende de la fuerza laboral, como se muestra en la siguiente ecuación:

El proceso de capital agregado Kt es solución de la ecuación diferencial estocástica

dKt = (Yt − δKt − Ltct)dt+Kt−dJt K0 = K > 0 (2.3)
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Donde

Jt = σBK.t +

Nt∑
n=1

(ezn − 1) (2.4)

De esta forma de los valores de la economía Kt y Lt se exponen a una fuente de incertidumbre,

en forma de movimientos brownianos estándar independientes BK,t y BL,t. Remplazando (2.1) se

tiene:

dKt = (Kα
t L

1−α
t − δKt − Ltct) dt+Kt−dJt, K0 = K > 0 (2.5)

δ tasa de depreciación del capital, dBK,t choque exógeno agregado browniano con volatilidad

σ > 0 que modela las pequeñas �uctuaciones de capital que se observan todos los días alrededor

de su tendencia.3 El termino
∑
τn≤t

(ezn − 1) representa la suma de todos los saltos proporcionales

al capital anterior que ocurren en la dinámica para un intervalo de tiempo dado.

Así un proceso de Poisson compuesto modela los saltos bruscos e inesperados que ocasionalmente

ocurren en el tamaño del capital y puede parametrizarse por una intensidad (�tasa de arribo")

λ > 0 y una distribución de probabilidad especí�ca para el tamaño de los saltos F . El hecho

de incluir saltos en la dinámica de capital nos proporciona unas características especiales que

los modelos de difusión no llegan a capturar, por ejemplo cuando los posibles resultados en la

modelación incluyen valores positivos y negativos para el capital en forma de desastres raros.

Se supone que el consumidor representativo tiene una tasa de preferencia intertemporal constante

ρ ≥ 0 y una función de utilidad CRRA, (con f ′ > 0 y f ′′ < 0)

f(ct) =
c1−γ
t

1− γ
(2.6)

El agente representativo maximiza la utilidad esperada de la vida útil descontada que se derivada

del consumo percápita, ct, sujeto a la función de producción, la evolución de la fuerza de trabajo,

la evolución del stock de capital, la condición de vaciado del mercado Yt = Ct + It y algunas

condiciones iniciales K0 = K > 0, L0 = L > 0.

En cada momento del tiempo existirá una cantidad de fuerza de trabajo Lt, por lo que la utilidad

3dJt = σdBK,t +
∫

(ez − 1)N(dz, dt). N(dz, dt) denota la medida de conteo aleatorio de un proceso de saltos
con compensador ν = λF .
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de la sociedad es Ltf(ct). De esta forma se plantea el siguiente problema de control óptimo. 4

máx
{ct}∞t=0

E
∫ ∞
t=0

e−ρt Lt
c1−γ
t

1− γ
dt γ > 0

s.a :

Yt = Kα
t L

1−α
t α ∈ (0, 1)

dLt = β Lt dt+ η Lt dBL,t β ≥ 0 η > 0 L0 = L > 0

dKt = (Kα
t L

1−α
t − δKt − Ltct) dt+Kt−dJt δ > 0 K0 = K > 0

Yt = Ct + It

(2.7)

Donde se tiene como variable de control ct(Kt, Lt), y variables de estado Kt, Lt. Para este proceso

de control c = {ct}t≥0 toma valores en [0,∞),K = Kc denota la solución de la ecuación diferencial

estocástica controlada (2.3). La función de utilidad es cóncava para garantizar la existencia del

máximo.

Con el objetivo de encontrar una solución cerrada al modelo, se supone que el coe�ciente de

aversión relativa al riesgo es igual a la participación de capital, es decir, γ = α. Este mismo hecho

se usa en las soluciones cerradas planteadas en los estudios de Smith (2006), Smith (2007) y Posch

(2009) .

La solución de este problema tiene como herramientas principales al enfoque de programación

dinámica y el teorema de veri�cación aplicados a dinámicas que combinan procesos de difusión

y de saltos de Poisson. Para ello se toma como referencias principales a (Oksendal and Sulem,

2009), (Fleming and Soner, 2006) y (Hanson, 2007).

La solución, en primer lugar de�ne la siguiente función de valor óptimo:

V (Kt, Lt) := sup
c≥0

E
[∫ ∞

0
e−ρtLtf(ct) dt

]
, K0 = K ≥ 0, L0 = L > 0 (2.8)

con la siguiente ecuación integro-diferencial no lineal de segundo orden de tipo Hamilton-Jacobi-

Bellman (H.J.B):

− ρV (Kt, Lt) + sup
ct≥0
{[ActV ](Kt, Lt) + Ltf(ct)} = 0, Kt ≥ 0, Lt > 0. (HJB)

Para cada c ≥ 0 Ac es el operador
4El consumo percápita es ct = Ct

Lt
entonces Ct = Ltct
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[ActV ](Kt, Lt) = (Kα
t L

1−α
t − δKt − Ltct)

∂V

∂Kt
(Kt, Lt) + βLt

∂V

∂Lt
(Kt, Lt) +

1

2
σ2K2

t

∂2V

∂K2
t

(Kt, Lt)

+
1

2
η2L2

t

∂2V

∂L2
t

(Kt, Lt) + λ

∫
[V (ezKt, Lt)− V (Kt, Lt)]G(z)dz.

La condición de primer orden para este problema permite encontrar la función óptima de consumo

y esta dada por:

c−γt =
∂V

∂Kt
(2.9)

de donde

ct = (VK)
−1
γ

Por de�nición, para cada (Kt, Lt) ∈ R2
+ el máximo de la ecuación HJB cumple:

ĉ(Kt, Lt, VK) = arg máx
c≥0

[Act V̂ ](Kt, Lt) + Ltf(ct)

Si se supone que ĉt es óptima, entonces se obtiene la siguiente ecuación de HJB:

−ρV̂ (Kt, Lt) + {[Aĉt V̂ ](Kt, Lt) + Ltf(ĉ(Kt, Lt, VK))} = 0.

El teorema de veri�cación establece que, V = V̂ resuelve la ecuación (HJB) y garantiza la

existencia de una regla de política óptima ĉt tal que ĉt = c(Kt, Lt)

Así la solución de este problema esta completamente caracterizada por la ecuación de HJB Ma-

ximizada dada por:

ρV (Kt, Lt) = Ltf(ĉt) + (Kα
t L

1−α
t − δKt − Ltĉt)

∂V

∂Kt
(Kt, Lt) + βLt

∂V

∂Lt
(Kt, Lt) +

1

2
σ2K2

t

∂2V

∂K2
t

(Kt, Lt)

+
1

2
η2Lt

∂2V

∂L2
t

(Kt, Lt) + λ

∫
V (ezKt, Lt)G(z)dz − λV (Kt, Lt).

(2.10)

G(z) es la función de densidad de probabilidad del salto de amplitud z.

Condiciones de Equilibrio

Este plani�cador busca maximizar la utilidad de las familias representada por (2.7), el equilibrio

de esta economía usa las condiciones de primer orden (2.9) de tal forma que dado un proceso

exógeno estocástico, {Lt}∞t=0 y la condición inicial K0 > 0, se cumpla:
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En cada instante de tiempo la ecuación de H.J.B. maximizada (2.10) dada por el planeador

central.

La restricción de la fuerza de trabajo (2.2).

La restricción de acumulación de capital (2.3).

La restricción de equilibrio del mercado Yt = Ct + It.

de esta forma es posible encontrar la función de valor óptima junto con las demandas óptimas

de consumo y de trabajo V̂ (Kt, At), ĉ(Kt, At) y L̂(Kt, At). Las cantidades resultantes de esta

maximización son Óptimos de Pareto, en el sentido que no es posible aumentar la utilidad de

alguna de las �rmas sin reducir la de otra.

En seguida se muestra cómo bajo algunas restricciones paramétricas es posible derivar expresiones

analíticas para la función del valor y la función de política.

Proposition 4 Si se supone que la participación del capital es igual a la aversión relativa al

riesgo α = γ entonces la función de valor es

V (Kt, Lt) = Ω
Lγt K

1−γ
t

1− γ
+HLt

y la política óptima de consumo es de la forma:

ct(Kt, Lt) = Ω
−1
γ
Kt

Lt
;

Donde

H =
Ω

ρ− β

Ω =

(
2ρ− 2βγ + (1− γ)(2δ + γ(σ2 + η2))− 2λ(m(1− γ)− 1)

2γ

)−γ
Aquí m(ξ) := E[eξ y] =

∫
eξ y F (dy) es la función generadora de momentos de la distribución

F (dy).

La restricción paramétrica α = γ se toma especí�camente para lograr soluciones cerradas al

modelo que permiten comparar la precisión de las soluciones numéricas a resolver.

Una diferencia fundamental con respecto al modelo planteado en el capítulo 1, el cual consideraba

un CIR en la PTF, es que en primer lugar las restricciones paramétricas para encontrar las

soluciones son distintas ρ = ρ̄ frente a α = γ y en el caso de fuerza de trabajo Lt variable, el

mecanismo de transmisión del factor de riesgo del trabajo, del capital y la componente de los

saltos, se hace de manera directa sobre el consumo óptimo. En el primer caso se hace a través de
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la función de valor. La demostración se ve en el anexo 2. 5

Reemplazando el consumo ct(Kt, Lt) = Ω
−1
γ
Kt

Lt
en la ecuación de la dinámica del capital (2.3)

se obtiene:

dKt = (Kα
t L

1−α
t − (δ + b)Kt) dt+Kt−dJt, K0 = K > 0

Donde

b =
2ρ− 2βγ + (1− γ)(2δ + γ(σ2 + η2))− 2λ(m(1− γ)− 1)

2γ

Si consideramos kt =
Kt

Lt
y aplicamos la regla del producto para procesos de difusión de Itô

podemos expresar el capital en unidades efectivas entonces

d(kt)

dt
=
d(Kt/Lt)

dt
=
Lt

dKt
dt −Kt

dLt
dt

L2
t

=
1

Lt

dKt

dt
− Kt

Lt

[
dLt
dt

Lt

]

Reemplazando obtenemos la dinámica del capital efectivo dada por:

dkt = [kαt − (δ + b+ β − 1

2
η2)kt]dt+ kt(σdBk,t − ηdBL,t) + kt

∫
(ez − 1)N(dz, dt) (2.11)

De donde la tasa de crecimiento efectiva de capital es:

dkt
kt

= [kα−1
t − (δ + b+ β − 1

2
η2)]dt+ (σdBk,t − ηdBL,t) +

∫
(ez − 1)N(dz, dt) (2.12)

Esto implica entonces que tanto la parte determinista como la parte estocástica de la tasa de

crecimiento efectiva del capital están afectadas por la fuerza laboral, por tanto las variaciones

aleatorias del capital dependen de las �uctuaciones aleatorias de la fuerza laboral.

También se observa que la incertidumbre de la fuerza de trabajo (η) reduce la tasa efectiva de

depreciación del capital dada por δ̂ = δ+β− 1
2η

2 y esto implica un efecto positivo sobre los niveles

de la tasa de crecimiento efectiva de capital. Además la ecuación (2.12) permite caracterizar el

capital de estado estacionario de esta economía cuando η = σ = λ = 0.

Corolario 4 Si se tiene la restricción paramétrica α = γ entonces las elasticidades de la función

de consumo con respecto a la tasa de arribo de los saltos λ, a la aversión relativa al riesgo γ, a

la volatilidad del capital σ y a la volatilidad del trabajo η respectivamente son:

5Smith (2007) sugiere que la incertidumbre aumenta (disminuye) el consumo cuando la elasticidad intertemporal
de sustitución es mayor (menor) que uno. En este caso, la elasticidad intertemporal debe exceder a uno porque
está restringida para igualar al recíproco de la participación del capital.

84



∂c

∂λ
= −m(1− γ)− 1

γ

Kt

Lt
(2.13)

∂c

∂γ
=
−δ + γ2

2 (σ2 + η2) + λ(γ ∂m(1−γ)
∂γ +m(1− γ)− 1)− ρ

γ2

Kt

Lt
(2.14)

∂c

∂σ
= (1− γ)σ

Kt

Lt
(2.15)

∂c

∂η
= (1− γ)η

Kt

Lt
(2.16)

Se demuestra que las elasticidades del consumo en λ y γ dependen de la función generadora de

momentos m(ξ) asociada a la función de densidad de los saltos y muestra la importancia de este

tipo de choques en la generación de la política de consumo. Ver demostración en el anexo 2.

Finalmente es de aclarar algunas diferencias con respecto al modelo planteado an el capítulo 1

proposición 2.

En primer lugar son soluciones cerradas que se obtienen bajo restricciones paramétricas diferentes

en el caso 2 del capítulo 1 es ρ = ρ̄ y en el modelo del capítulo 2 es α = γ

En segundo lugar las funciones de consumo que se obtienen cambian dependiendo de la restricción

en el primer caso el consumo óptimo ĉt(Kt, At) =
γ − 1

γ
AtK

α
t L

1−α
t es proporcional al un propor-

cional a su nivel de ingreso los factores de incertidumbre de la PTF no afectan directamente al

consumo, lo hacen indirectamente a través de la función de valor.

En el segundo caso ct(Kt, At, Lt) = bKtLt con

b =
ρ− βγ + (1− γ)(δ + 1

2γ(σ2 + η2))− λ(m(1− γ)− 1)

γ
Es lineal en el capital y los factores de incertidumbre del trabajo afectan directamente al consumo.

En tercer lugar si analizamos la tasa de crecimiento efectiva del capital en cada caso se tiene:

dkt
kt

= [
1

γ
Aαt k

α−1
t − (δ + β − 1

2
η2)]dt+ (σdBK,t − ηdBA,t) +

∫
(ez − 1)N(dz, dt)

Aquí se muestra que la incertidumbre de la productividad de los factores (η) reduce la tasa efectiva

de depreciación del capital dada por δ̂ = δ + β − 1
2η

2 y esto implica un efecto positivo sobre los

niveles de la tasa de crecimiento efectiva de capital.

En otro caso la tasa de crecimiento efectiva de capital es:

dkt
kt

= [kα−1
t − (δ + b+ β − 1

2
η2)]dt+ (σdBk,t − ηdBL,t) +

∫
(ez − 1)N(dz, dt)
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Esto implica entonces que tanto la parte determinista como la parte estocástica de la tasa de

crecimiento efectiva del capital están afectadas por la fuerza laboral, por tanto las variaciones

aleatorias del capital dependen de las �uctuaciones aleatorias de la fuerza laboral.

Entonces se muestra que la tasa efectiva de crecimiento es distinta.

2.2. Solución analítica para un modelo DSGE con efectividad del

trabajo At, fuerza de trabajo Lt estocásticos y dinámica de

capital discontinua

Nuevamente se considera un modelo de crecimiento neoclásico estocástico de un solo sector en

tiempo continuo tipo Ramsey, con la utilidad CRRA y la tecnología Cobb-Douglas. Donde el

capital (Kt), la efectividad del trabajo At y la fuerza de trabajo (Lt) se exponen a choques

estocásticos exógenos.

Se supone que la función de producción para la economía es del tipo Cobb-Douglas

Yt = Kα
t (AtLt)

1−α α ∈ (0, 1) (2.17)

Es posible resolver el modelo considerando en el caso más general donde At y Lt son movimientos

brownianos geométricos:

dAt = µAt dt+ ν At dBA,t µ ≥ 0 A0 = A > 0 (2.18)

Donde BA,t es un Movimiento Browniano estándar que modela el factor de riesgo en efectividad

del trabajo con tasa de crecimiento esperada µ ≥ 0 y volatilidad constante ν > 0.

dLt = β Lt dt+ η Lt dBl,t β ≥ 0 L0 = L > 0 (2.19)

Donde BL,t es un Movimiento Browniano estándar que modela el factor de riesgo en la fuerza

de trabajo con tasa de crecimiento esperada de la población activa β ≥ 0 y volatilidad constante

η > 0

La dinámica del capital considera choques conjuntos dados por un proceso de difusión y de saltos6:

dKt = [Kα
t (AtLt)

1−α − δKt − Ltct] dt+Kt−dJt, K0 = K > 0 (2.20)

6dJt = σdBK,t +
∫

(ez − 1)N(dz, dt). N(dz, dt) denota la medida de conteo aleatorio de un proceso de saltos
con compensador ν = λF .
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De esta forma el agente representativo resuelve el siguiente problema de control óptimo:

máx
{ct}∞t=0

E
∫ ∞
t=0

e−ρt Lt
c1−γ
t − 1

1− γ
dt γ > 0

s.a :

Yt = Kα
t (AtLt)

1−α α ∈ (0, 1)

dAt = µAtdt+ νAtdBA,t µ ≥ 0; ν > 0 A0 = A > 0

dLt = β Lt dt+ η Lt dBl,t β ≥ 0 L0 = L > 0

dKt = (Kα
t (AtLt)

1−α − δKt − Ltct) dt+Kt−dJt, K0 = K > 0

Yt = Ct + It

Las dinámicas de Kt, At y Lt se exponen a una fuente de incertidumbre, en forma de movimientos

brownianos estándar independientes BK,t, BA,t y BL,t y saltos discontinuos en el capital que

modelan los eventos raros e inesperados que ocasionalmente ocurren en el tamaño del capital.

Usando el enfoque de programación dinámica y el teorema de veri�cación se de�ne la siguiente

ecuación integro-diferencial de HJB:

− ρV (Kt, At, Lt) + sup
ct≥0
{[ActV ](Kt, At, Lt) + Ltf(ct)} = 0, Kt ≥ 0, At > 0 Lt > 0. (HJB)

Para cada c ≥ 0 Ac es el operador

[ActV ](Kt, At, Lt) = (Kα
t (AtLt)

1−α − δKt − Ltct)
∂V

∂Kt
(Kt, At, Lt) + βLt

∂V

∂Lt
(Kt, At, Lt) + µAt

∂V

∂At
(Kt, At, Lt)

+
1

2
σ2K2

t

∂2V

∂K2
t

(Kt, At, Lt) +
1

2
η2L2

t

∂2V

∂L2
t

(Kt, At, Lt) +
1

2
ν2A2

t

∂2V

∂A2
t

(Kt, At, Lt)

+ λ

∫
[V (ezKt, At, Lt)− V (Kt, At, Lt)]G(z)dz.

G(z) es la función de densidad de probabilidad del salto de amplitud z.

Proposition 5 Suponga que At dado por (2.18), Lt dado por (2.19) son brownianos geométricos

y la dinámica de capital (2.20). Si α = γ entonces la función de valor óptimo está dada por:

V (Kt, At, Lt) = ΩK1−γ
t Lγt + ΓA1−γ

t Lt +HLt

y la política de consumo óptimo es de la forma:

ct(Kt, At, Lt) = [(1− γ)Ω]
−1
γ
Kt

Lt
;
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Donde

Ω =
1

1− γ

(
ρ− βγ + (1− γ)(δ + 1

2γ(σ2 + η2))− λ(m(1− γ)− 1)

γ

)−γ

Γ =
Ω(1− γ)

ρ− β + (1− γ)(1
2ν

2γ − µ)

H = − 1

(1− γ)(ρ− β)

En el caso α = γ la política óptima del consumo se ve afectado directamente por la incertidumbre

del capital Kt, de la fuerza de trabajo Lt e indirectamente por la incertidumbre de la efectividad

del trabajo At a través de la función de valor. La demostración se ve en el anexo 2.7

De forma similar si se reemplaza el consumo ct(Kt, At, Lt) = [(1− γ)Ω]
−1
γ
Kt

Lt
en la dinámica del

capital dada por la ecuación (2.20) se obtiene:

dKt = (Kα
t (AtLt)

1−α − (δ + b)Kt) dt+Kt−dJt, K0 = K > 0

Donde

b = [(1− γ)Ω]
−1
γ

Si consideramos kt =
Kt

AtLt
y aplicamos la regla del producto para procesos de difusión de Itô

podemos expresar el capital en unidades efectivas luego

d(kt)

dt
=
d(Kt/AtLt)

dt
=
AtLt

dKt
dt −Kt(Lt

dAt
dt +At

dLt
dt )

(AtLt)2
=

1

AtLt

dKt

dt
− Kt

AtLt

[
dAt
dt

At
+

dLt
dt

Lt

]

Reemplazando obtenemos la dinámica del capital efectivo dada por:

dkt = [kαt −(b+δ+β+µ− 1

2
η2− 1

2
ν2)kt]dt+kt(σdBk,t−ηdBL,t−νdBA,t)+kt

∫
(ez−1)N(dz, dt)

Así la tasa de crecimiento efectiva de capital es:

dkt
kt

= [kα−1
t −(b+δ+β+µ−1

2
η2−1

2
ν2)]dt+(σdBk,t−ηdBL,t−νdBA,t)+

∫
(ez−1)N(dz, dt) (2.21)

Nuevamente se obtiene que tanto la parte determinista como la parte estocástica de la tasa de

crecimiento efectiva del capital están afectadas por la fuerza laboral y por la efectividad del

7Para la demostración se sigue Smith (2007), Posch (2009) y Feicht and Stummer (2010).
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trabajo (tecnología), por tanto las variaciones aleatorias del capital dependen de las �uctuaciones

aleatorias de la fuerza laboral y de la efectividad laboral.

Aquí se muestra que la incertidumbre de la fuerza de trabajo (η) y de la efectividad del trabajo

(ν) reducen la tasa efectiva de depreciación del capital dada por

δ̂ = δ+β− 1
2η

2− 1
2ν

2 y esto implica un efecto positivo sobre los niveles de la tasa de crecimiento

efectiva de capital. Además la ecuación (2.21) permite caracterizar el capital de estado estacionario

de esta economía cuando η = ν = σ = λ = 0.

2.3. Solución numérica

El objetivo es resolver numéricamente toda la ecuación integro-diferencial, es decir, encontrar

una función (o alguna aproximación discreta a esta función) que satisfaga la relación de sus

derivadas en alguna región del espacio, con una serie de valores en su frontera. La metodología de

diferencias �nitas que se propuso en el capítulo 1 se usa para discretizar la ecuación, aproximar

el operador integral asociada a los saltos e investigar cómo resolver el caso no lineal asociado al

primer termino.

El procedimiento de diferencias �nitas permite escribir las derivadas de la funciín de valor con

respecto a k y L de la siguiente forma:

VK(Kj , Ln) ≈
V n
j+1 − V n

j

∆K
con error O(∆K) (2.22)

VKK(Kj , Ln) ≈
V n
j+1 − 2V n

j + V n
j−1

(∆K)2
con error O((∆K)2) (2.23)

VL(Kj , Ln) ≈
V n+1
j − V n

j

∆L
con error O(∆L) (2.24)

VLL(Kj , Ln) ≈
V n+1
j − 2V n

j + V n−1
j

(∆L)2
con error O((∆L)2) (2.25)

2.3.1. Solución para el modelo con un browniano geométrico en la fuerza de

trabajo y dinámica de capital discontinua.

Para este caso la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman a resolver corresponde a:

− ρV (Kt, Lt) + sup
ct≥0
{[ActV ](Kt, Lt) + Ltf(ct)} = 0, Kt ≥ 0, Lt > 0. (HJB1)
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Para cada (Kt, Lt) ∈ R2
+ el máximo en la ecuación HJB satisface:

ĉ(Kt, Lt, VK) = arg máx
ct≥0

[Act V̂ ](Kt, Lt) + Ltf(ct)

Luego la ecuación de HJB se transforma en:

−ρV̂ (Kt, Lt) + {[Aĉt V̂ ](Kt, Lt) + Ltf(ĉ(Kt, VK))} = 0.

Por último el teorema de veri�cación establece que, V = V̂ resuelve la ecuación (HJB1) y garantiza

la existencia de una regla de política óptima para ĉ. La ecuación resultante es:

ρV (Kt, Lt) = Ltf(ĉt(Kt, VK)) + (Kα
t L

1−α
t − δkt − Ltĉt)

∂V

∂Kt
(Kt, Lt) + βLt

∂V

∂Lt
(Kt, Lt)+

1

2
σ2K2

t

∂2V

∂K2
t

(Kt, Lt) +
1

2
η2L2

t

∂2V

∂L2
t

(Kt, Lt) + λ

∫
V (ezKt, Lt)G(z)dz − λV (Kt, Lt).

(2.26)

Para la discretización de la ecuación parcial integro-diferencial PIDE( 2.26) se sigue la línea de

argumentación planteada en Cont and Voltchkova (2005), Baten et al. (2013) y d'Halluin et al.

(2005), usando un método Implícito-Explícito (IMEX). La parte diferencial se resuelve usando el

método explicito Upwind Candler et al. (1998); Achdou et al. (2017) y el término integral I(Kt)

por medio del método explícito de la FFT, que usa una sustitución adecuada para transformarla

en una integral de correlación y posteriormente se usa la transformada rápida de Fourier FFT,

que permite una evaluación de una manera más e�ciente de la integral para todos los valores de

K, así como se mostró en el capítulo anterior.

Usando la condición de primer orden, las funciones de consumo y utilidad se expresan de la

siguiente forma:

ct =

(
∂V

∂K

)−1
γ

f

(
ct ,

∂V

∂K

)
=

1

1− γ

(
∂V

∂K

) γ−1
γ
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Reemplazando estos resultados en (2.26) se tiene:

ρV (Kt, Lt) =Lt V
γ−1
γ

K

γ

1− γ
+ (Kγ

t L
1−γ
t − δKt)VK + β LtVL

+
1

2
σ2K2

t VKK +
1

2
η2L2

tVLL + λ

∫
[V (ezKt, Lt)− V (Kt, Lt)]F (dz)

se puede expresar el término I(K) como una integral de correlación discreta

I(Kt) =

∫
V (es+z, L)G(z)dz =

∫
V (s+ z, L)G(z)dz = V ⊗G (2.27)

Donde V (es+z, L) = V (s+ z, L).

FFT (I(K)) = (FFT (V ))(FFT (G))∗ (2.28)

(.)∗ denota el complejo conjugado. Dado que G(z) es la función de densidad de probabilidad de z ,

la cual es una función especí�ca asociada a los saltos, simplemente podemos calcular previamente

FFT (G) en la cuadrícula igualmente espaciada en las coordenadas z. Luego podemos realizar la

FFT inversa para obtener los valores de la integral.

La discretización de la ecuación de Bellman maximizada (2.26), usa el esquema de diferencias

�nitas siguiendo Achdou et al. (2017) y tiene la siguiente forma:

ρV n+1
i,j =Ljf(cnij) +

V n+1
i+1,j − V

n+1
i,j

∆K
Rn+
i,j,F +

V n+1
i,j − V n+1

i−1,j

∆K
Rn−i,j,B + βLj

V n+1
i,j+1 − V

n+1
i,j

∆L
+

1

2
σ2K2

i

V n+1
i+1,j − 2V n+1

i,j + V n+1
i−1,j

(∆K)2
+

1

2
η2L2

j

V n+1
i,j+1 − 2V n+1

i,j + V n+1
i,j−1

(∆L)2
+ λI(Ki)− λV n+1

i,j

Se de�ne:

cni,j = (f ′)−1[V ′i,j ]

Rni,j,F = Kα
i L

1−α
j − δKi − Lj(f ′)−1[(V ′i,j,F )]

Rni,j,B = Kα
i L

1−α
j − δKi − Lj(f ′)−1[(V ′i,j,B)]

V ′i,j,F =
Vi+1,j − Vi,j

∆K
V ′i,j,B =

Vi,j − Vi−1,j

∆K
(2.29)

Para calcular V ′i se utiliza la siguiente expresión:
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V ′i,j = V ′i,j,F1{RniF > 0}+ V ′i,j,B1{Rni,j,B < 0}+ V
′
i,j1{Rni,j,F ≤ 0 ≤ Rni,j,B} (2.30)

V
′
i,j = f ′(Kα

i L
1−α
j − δKi)

Donde para algún número x, la notación x+ = máx{x, 0} parte positiva de x, análogamente

x− = mı́n{x, 0}, luego:

Rn+
i,j,F = [Kα

i (Lj)
1−α − δKi − Ljcni,j,F ]+ = máx{Kα

i (Lj)
1−α − δKi − Ljcni,j,F , 0}

Rn−i,j,B = [Kα
i (Lj)

1−α − δKi − Ljcni,j,B]− = mı́n{Kα
i (Lj)

1−α − δKi − Ljcni,j,B, 0}

Reemplazando las derivadas y reordenando términos, se puede ver de forma equivalente a:

ρV n+1
i,j = Ljf(cnij)+Xi,jV

n+1
i−1,j+(Yi,j+νj)V

n+1
i,j +Zi,jV

n+1
i+1,j+χjV

n+1
i,j−1 +ςjV

n+1
i,j+1 +λI(Ki)−λV n+1

i,j

donde

Xi,j =
σ2K2

i

2(∆K)2
−
Rn−ijB
∆K

Yi,j =
Rn−ijB
∆K

−
Rn+
ijF

∆K
− σ2K2

i

(∆K)2

Zi,j =
Rn+
ijF

∆K
+

σ2K2
i

2(∆K)2

νj = −βLj
∆L
−

η2L2
j

(∆L)2

χj =
η2L2

j

2(∆L)2

ςj =
βLj
∆L

+
η2L2

j

2(∆L)2

Esto permite resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

(ρ+ λ)V n+1
i,j = Ljf(cni,j) +AnV n+1

i+1,j + λI(Ki)
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Donde:

An = Ã(Xi,j , Yi,j , Zi,j) +D(νj , χj , ςj)

(ρ+ λ)V n+1 −AnV n+1 = Lf(cn) + λI(K)

((ρ+ λ)I−An)V n+1 = Lfn + λI(K)

Bn = (ρ+ λ)I−An bn = Lfn + λI(K)

BnV n+1 = bn

Finalmente la función de valor se obtiene resolviendo:

V n+1 = (Bn)−1bn

El algoritmo tiene los siguientes pasos:

Parte de un Guess inicial V 0 =
K1−γ

1− γ
Lγ

Calcula (V n
i,j)
′ usando (2.29) y (2.30)

Encuentra

V n+1 = (Bn)−1fn

Calcula cn como cni,j = (f ′)−1[(V n
i,j)
′]

Se detiene cuando la función de valor alcanza la tolerancia indicada:

‖V n+1(Ki, Lj)− V n(Ki, Lj)‖2 < tol

Las aproximaciones de la función de valor son calculadas tomando valores en el intervalo

[1Kss, 3Kss] para establecer la convergencia y el rendimiento del método de aproximación

de diferencias �nitas, mediante la comparación de la solución analítica con la solución

numérica, la velocidad y precisión al usar grillas �nas y gruesas. 8

El número de pasos en cada variable es:

Variable Valor Nombre

Kp 20 Número de pasos en K

Lp 20 Número de pasos en L

Cuadro 2.1: Número de pasos en las variables

8Se usa la ecuación (2.12) donde η = σ = λ = 0; para encontrar el estado estacionario del capital dado por:

Kss =

(
α

ρ+ δ

) 1
1−α

93



Se compara los resultados de la solución numérica del modelo con la solución analítica de la

proposición 1, sección 2.

V (K,L) = Ω
K1−γ
t

1− γ
Lγt +HLt

con

H =
Ω

ρ− β

En el siguiente cuadro se muestra la calibración de los parámetros α,β,γ,δ,η,ρ y σ siguiendo

las calibraciones de los estudios Posch (2009), Posch (2011), (Achdou et al., 2017) y (Feicht and

Stummer, 2010). En todos los casos los saltos en la dinámica de capital tienen distribución normal

truncada N̄(ν, ϕ2) como lo sugiere Gourio (2012); Nakamura et al. (2013) con media ν = −0,055

y varianza φ2 = 0,041 truncando los valores de −1 ≤ z ≤ 1 desde a = −0,5 hasta b = 0,2. Se

extiende también para el caso de una distribución Gamma que toma valores positivos con µ = 0,1

y SD = 0,058.

Parámetro Valor 1 Valor 2 Valor 3 Valor 4 Nombre

λ 0 0.03 0.07 0.1 Intensidad de los saltos

α 0.4176 0.4176 0.4176 0.4176 Elasticidad del capital

γ 0.4176 0.4176 0.4176 0.4176 Aversión al riesgo

ρ 0.0105 0.0105 0.0105 0.0105 Factor de descuento

σ 0.0092 0.0092 0.0092 0.0092 Volatilidad del capital

δ 0.01 0.01 0.01 0.01 Depreciación del capital

η 0.0072 0.0072 0.0072 0.0072 Volatilidad en L

β 0.01 0.01 0.01 0.01 Velocidad de ajuste en L

ν -0.055 -0.055 -0.055 -0.055 Media de los saltos

ϕ2 0.041 0.041 0.041 0.041 Varianza de los saltos

Cuadro 2.2: Parámetros del modelo con Lt variable incluido saltos.

Con los parámetros descritos, los resultados del proceso de optimización que considera un brow-

niano geométrico en la fuerza de trabajo y dinámica de capital discontinua, muestran que el

método converge según las pruebas descritas mas adelante y se obtienen los siguientes resultados

para la función de valor y la función de política óptima.

Para el caso sin saltos λ = 0 se tiene los siguientes resultados:
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(a) Fun. Valor (b) Dif. Fun. Valor

Figura 2.1: Función de valor sin saltos λ = 0

(a) Fun. Consumo (b) Dif. Fun. Consumo

Figura 2.2: Función de consumo sin saltos λ = 0 para distintos valores de L
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(a) Fun. Consumo numérico (b) Fun. Consumo analítico (c) Dif. Consumo

Figura 2.3: Función de consumo Lt = 0,66842 cte. sin saltos λ = 0

Al no incluir saltos los agentes no se exponen a choques inesperados en su riqueza, tienen un

comportamiento racional en el gasto, por tanto conservan su valor y su consumo.

El resultado al incluir los saltos, para λ = 0,03 es:

(a) Fun. Valor (b) Dif. Fun. Valor

Figura 2.4: Función de valor con saltos λ = 2
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(a) Fun. Consumo (b) Dif. Fun. Consumo

Figura 2.5: Función de consumo con saltos λ = 0,03 para distintos valores de L

(a) Fun. Consumo numérico (b) Fun. Consumo analítico (c) Dif. Consumo

Figura 2.6: Función de consumo Lt = 0,66842 con saltos λ = 0,03

Los resultados muestran que al incluir un choque inesperado dado por los saltos en la dinámica

del capital, los agentes se tornan más prudentes, es decir, tienen una racionalización diferente del

gasto que conduce a un cambio en sus prioridades, por tanto aumentan su riqueza esperada y se

presenta una disminución en la política de consumo.

Ahora se presentan los resultados con los distintos valores de la tasa de arribo de los saltos λ:
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(a) Fun.Valor numérica (b) Fun. Consumo Num.

Figura 2.7: Función de valor y consumo con saltos distinto λ

Se observa que un aumento en la tasa de arribo de los saltos λ representa una disminución del

la política de consumo, en ese caso los agentes tienen un comportamiento más prudente, en

otras palabras, los agentes tienen un cambio en sus prioridades, frente a un choque (que pone en

peligro su trabajo) deciden conservar sus activos (valor) y sacri�car el consumo en determinada

magnitud, lo van a hacer dependiendo de la intensidad del choque y su duración. Analíticamente

este resultado concuerda con la elasticidad del consumo con respecto a λ dado en el corolario (4).

∂c

∂λ
= −e

(1−γ)ν+
(1−γ)2ϕ2

2 − 1

γ
Kt < 0

Las siguientes grá�cas muestran el comportamiento de la política de consumo cuando se incre-

mentan los riegos en la dinámica de la fuerza laboral y en la dinámica del capital, especí�camente

se analiza el cambio en el consumo con respecto a las volatilidades η la fuerza de trabajo y σ del

capital. Como la elasticidad intertemporal de sustitución (EIS)9 es mayor que uno, puesto que se

tiene el supuesto (α = γ), entonces un aumento en los riesgos hace que el ingreso disponible de

los agentes en su mayoría lo deriven en consumo, es decir consumen mas rápido y disminuye la

tasa de crecimiento del capital.

9Para el caso de una función de utilidad U(c) = c1−γ

1−γ la EIS = 1
γ
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(a) Consumo distinto η (b) Consumo distinto σ

Figura 2.8: Funciones consumo numérico para distintos η, σ

De forma analítica este resultado esta de acuerdo con lo presentado en el corolario (4)

Las siguientes grá�cas muestran la variación de las funciones de política cuando se toman distintos

valores en el parámetro γ (aversión relativa al riesgo), considerando saltos en la dinámica de

capital. Analíticamente este resultado se muestra en el corolario (4) y se cumple para cualquier

función generadora de momentos m(ξ) asociada a la función de densidad de los saltos, aquí se

considera el caso para saltos que se distribuyen normal N(ν, ϕ2).

(a) Fun. Valor numérica (b) Fun.consumo Num. (c) Fun. consumo Ana.

Figura 2.9: Funciones de valor y consumo para distinto γ incluido saltos

Al aumentar la aversión al riesgo (γ) se tiene un incremento del nivel de incertidumbre de los

agentes, los individuos son más prudentes frente a un choque que pone en riesgo su trabajo y sus

activos, esto implica un cambio en sus prioridades y consumen más rápidamente en el choque.

En la siguiente tabla, se muestra la solución para calibraciones distintas, donde no se cumple

la condición α = γ por tanto no es comparable con la solución analítica. Esto nos permite

observar que el modelo funciona para otro tipo de calibraciones distintas a las que establecen las

restricciones paramétricas para la existencia de solución cerrada. Particularmente se incrementó

los parámetros asociados a la incertidumbre en el factor de trabajo y en la dinámica de capital
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y se observa cómo afectan estos parámetros en las decisiones óptimas de consumo. Nuevamente

consideramos los saltos con una distribución normal truncada al igual que el modelo donde α = γ.

Parámetro Calibración 1 Calibración 2 Calibración 3 Nombre

λ 1 2 2 Intensidad de los saltos

α 0.3 0.2 0.2 Elasticidad del capital

γ 0.2 0.3 0.4 Aversión al riesgo

ρ 0.03 0.03 0.0105 Factor de descuento

σ 0.05 0.1 0.3 Volatilidad del capital

δ 0.05 0.05 0.1 Depreciación del capital

η 0.008 0.08 0.5 Volatilidad en L

β 0.01 0.01 0.01 Velocidad de ajuste en L

ν -0.055 -0.055 -0.055 Media de los saltos

ϕ2 0.041 0.041 0.041 Varianza de los saltos

Cuadro 2.3: Parámetros del modelo con Lt variable incluido saltos con α 6= γ.

Los resultados son:

(a) Fun. Valor (b) Fun.Consumo Num.

Figura 2.10: Función de valor, consumo con calibración distinta 1.

100



(a) Fun. Valor (b) Fun.Consumo Num.

Figura 2.11: Función de valor, consumo con calibración distinta 2.

(a) Fun. Valor (b) Fun.Consumo Num.

Figura 2.12: Función de valor, consumo con calibración distinta 3.

Lo anterior nos muestra que un incremento en los parámetros de incertidumbre del modelo hace

que los individuos sean mas prudentes, deciden conservar sus activos aumentando su riqueza

esperada y por tanto sacri�can su consumo.

Finalmente se muestra los resultados de la función de valor y de consumo para distintas fun-

ciones de distribución de los saltos.Como ejemplo, se usa una distribución Normal truncada

N̄(−0,055, 0,041) con valores negativos, una distribución Gamma con media µ = 0,1 y SD = 0,058

con valores positivos, que son distribuciones con mayor evidencia empírica como lo sugiere Gourio

(2012); Nakamura et al. (2013) y además se usa otro tipo de distribuciones como una normal con

parámetros N(0, 1), una exponencial de parámetro ν = 0,4, la uniforme U(a, b) = U(3, 7) y la
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distribución de saltos de tamaño constante z = 1, para tratar de mostrar si existe algún tipo de

sensibilidad con respecto a la distribución de los saltos.

(a) Fun. Valor (b) Fun. Consumo A=1

Figura 2.13: Función de valor y consumo con distintas distribuciones.

En este caso los resultados muestran que la función de valor y la política óptima de consumo

tienen cierta sensibilidad a la función de distribución de los saltos. Especí�camente se observa que

en el caso de las distribuciones exponencial y gamma que simulan choques positivos, los agentes

incrementan su consumo y para el caso de la distribución normal truncada con choques negativos

el consumo en los agentes decrece.

2.4. Análisis de convergencia del modelo

2.4.1. Tasa de convergencia

Aquí se hace necesario implementar un ciclo que nos permita calcular los valores de la función de

valor evaluada en cada aumento de la grilla y con esto poder hallar los cocientes que de�nen la tasa

de convergencia y trazar la grá�ca de dichas tasas manteniendo uno de los factores constantes,

en nuestro caso gra�camos sobre la grilla de capital y el proceso usa lo descrito el la sección (1.5)

del capítulo 1.

Es de anotar que el orden teórico de convergencia de una ecuación de diferencias está dado por el

orden más bajo de los términos que aparecen en la ecuación diferencial discretizada. En el caso de

la ecuación de HJB el orden teórico de convergencia para (K) más pequeño lo dan las derivadas

de primer orden que se tienen en las diferencias forward y backward usadas en el método upwind.

Por tanto se tiene un orden de convergencia de 1 y este método permite probar que este valor de

convergencia es uniforme en toda la grilla seleccionada.
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Los resultados para este modelo muestra la tasa de convergencia siguiente:

Figura 2.14: Tasa de convergencia modelo con factor de trabajo variable

2.4.2. Prueba de convergencia para el modelo con fuerza de trabajo variable

Siguiendo lo planteado en la sección (1.5.2) de análisis de convergencia del capítulo 1, se usa las

soluciones analíticas de la función de valor y de consumo para compararlas con las respectivas

soluciones numéricas, resolviendo el problema con grilla �na, J=200 puntos y grilla gruesa J=20

puntos en la grilla del capital. Se calcula el error relativo de la diferencia entre las dos solucio-

nes (Analítica Vs Numérica), para garantizar que la solución del esquema de diferencias �nitas

converge a la solución de viscosidad única de la ecuación HJB, a medida que el espaciado de la

cuadrícula converge a cero.

Los resultados se muestran en las siguientes �guras.
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(a) Funcion de valor. (b) Error relativo

Figura 2.15: Error de aproximación en la función de valor usando diferencias �nitas, grilla �na
J=200 puntos en la grilla de capital.

(a) Funcion de valor. (b) Error relativo.

Figura 2.16: Error de aproximación en la función de valor usando diferencias �nitas, grilla gruesa
J=20 puntos en la grilla de capital.
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(a) Funcion de Consumo. (b) Error relativo en el Consumo.

Figura 2.17: Error de aproximación en la función de consumo usando diferencias �nitas, grilla
�na J=200 puntos en la grilla de capital.

La solución numérica en la política de consumo presenta un error de aproximación en un rango

del 0.5% al 0.8%

(a) Funcion de Consumo. (b) Error relativo en el Consumo.

Figura 2.18: Error de aproximación en la función de consumo usando diferencias �nitas, grilla
gruesa J=20 puntos en la grilla de capital.

La solución numérica en la función de consumo aumenta considerablemente el error relativo de

aproximación que va en un rango del 2% al 5%. Justi�cando el uso de grillas �nas.

En el siguiente análisis de estabilidad del modelo, se establece una comparación entre solución

numérica y la solución analítica, en términos de su velocidad y precisión. Como métrica de

precisión se considera el área bajo la curva de consumo, y se establece el error porcentual en

este valor con respecto al valor calculado usando la grilla �na. La siguiente tabla muestra los

resultados de la comparación de las soluciones con una grilla gruesa de J=20 puntos y una grilla

�na de J=200 puntos en el capital.
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Modelos Grillas Velocidad(seg.) Área bajo el Consumo

L variable

J=200 0.14027 17.8541

J=20 0.009933 18.2538

Fila 2/Fila 1 0.07081 1.02238

Cuadro 2.4: Velocidad y precisión del modelo Lt variable

Los resultados muestran que reducir el número de puntos de la grilla de 200 a 20 se presenta un

aumento aproximado de doce veces en la velocidad computacional y un deterioro de la precisión del

modelo en aproximadamente 2.23%. Por tanto se justi�ca el uso de una grilla �na en comparación

con la grilla gruesa para mejorar la estabilidad del modelo.

2.5. Discusión de resultados

Los resultados obtenidos están en la misma dirección de Smith (2006); Smith (2007) y Posch

(2009). En primera instancia, cuando se tiene el supuesto de la aversión relativa al riesgo igual a

la participación del capital (α = γ), a diferencia del modelo planteado en el capítulo 1 con la res-

tricción paramétrica ρ = ρ̄ analíticamente se muestra que la política óptima de consumo depende

directamente de la incertidumbre asociada al capital y a la fuerza de trabajo, el mecanismo de

transmisión de la incertidumbre asociada a la efectividad del trabajo se hace de manera indirecta

a través de la función de valor.

Se demuestra que las variaciones aleatorias del capital dependen de las �uctuaciones aleatorias

de la fuerza laboral y de la efectividad del trabajo. Esto implica que tanto la parte determinista

como la parte estocástica de la tasa de crecimiento efectiva del capital están afectadas por la

fuerza laboral. Por tanto se tiene un efecto positivo sobre los niveles de la tasa de crecimiento

efectiva de capital.

Bajo el supuesto de que la aversión relativa al riesgo sea igual a la participación del capital

(α = γ), se tiene que el compartimento del consumo depende de la magnitud de la elasticidad

intertemporal de sustitución. En este caso como α ∈ (0, 1), la EIS > 1. Por tanto se encontró

que la incertidumbre asociada a la fuerza de trabajo y al capital afectan directamente la dinámica

de consumo; es decir: si aumenta la incertidumbre de la fuerza de trabajo (η) y del capital (σ),

el consumo aumenta, pero se produce un deterioro del crecimiento. Al tener una EIS < 1 el

comportamiento sería opuesto. En ese caso, se estimula el ahorro y el crecimiento.

Cuando la dinámica del capital se sometió a choques asociados a eventos raros modelados por

un proceso de saltos de Poisson y se tiene un incremento de de la aversión relativa al riesgo (γ),

se observó un comportamiento más prudente de los agentes. Eso representó una disminución en

el consumo, ya que aumenta o disminuye el consumo dependiendo si la EIS es mayor o menor
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a uno. El anterior caso corresponde con el efecto de �Aversión al riesgo"de Smith (2007) y Weil

(1990). Se obtiene un comportamiento similar al variar la tasa de arribo de los saltos, es decir: los

individuos aumentan su valor, presentan un mayor deseo de ahorrar y estimulan la acumulación

de capital.

Los agentes que se ven afectados por cierta incertidumbre en sus activos y su trabajo (en medio

de una crisis) desencadenan su comportamiento incrementando sus stocks de acciones y caída

consumo. Es decir: deciden irse a refugios seguros y temporales sacri�cando su consumo.

La existencia de soluciones cerradas para el modelo de crecimiento neoclásico estocástico en

tiempo continuo, donde las dinámicas de las variables de productividad se afectan por choques

exógenos modelados por procesos de difusión y de saltos discontinuos, permiten obtener una

nueva forma de analizar el efecto de cómo las no linealidades de dichas variables interactúan con

el riesgo y además re�ejan su efecto directo sobre la política óptima de consumo.

Se comprobó la efectividad los métodos IMEX (implícito-Explicito) de diferencias �nitas, para

resolver ecuaciones tipo PIDE (Ecuación Parcial Integro-Diferencial), como también la impor-

tancia de los métodos de convergencia y estabilidad desarrollados en este modelo, puesto que

garantizan que tan precisa es la solución numérica en comparación con la solución analítica.
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Capítulo3

Un modelo de agentes heterogéneos en tiempo

continuo con choques estocásticos en el ingreso.

Juan Carlos Zambrano *

Doctorado en Economía

Universidad del Rosario

Calle 12 C No. 4-60

Bogotá, Colombia

Resumen: En este estudio se plantea un modelo teórico de agentes heterogéneos, que resulta de

una aplicación del control óptimo estocástico en tiempo continuo a la macroeconomía. El modelo

involucra choques idiosincráticos no asegurables en el ingreso de los agentes, a través de procesos

estocásticos de difusión y de saltos los cuales permiten acercarse a los distintos procesos de riesgo

en el ingreso, y analizar sus efectos en las decisiones óptimas de consumo, ahorro y distribución

conjunta de los agentes. El modelo se resuelve numéricamente por medio de diferencias �nitas, el

cual tiene asociado un sistema de ecuaciones acopladas dado por la ecuación de Hamilton-Jacobi-

Bellman( H.J.B), que decide el problema de optimización de consumo y ahorro de cada agente, y

la ecuación de kolmogorov (k.F), que caracteriza la evolución en el tiempo de la distribución de

riqueza de los agentes, dadas las elecciones óptimas de los individuos. Los resultados muestran

que el tamaño de los choques modelados por procesos de difusión y de saltos en el ingreso, afectan

directamente la incertidumbre del modelo y las decisiones de política óptima de los agentes.

*Estudiante Doctorado en Economía Universidad del Rosario. E-mail: juan.zambrano@urosario.edu.co
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3.1. Introducción

En los últimos 20 años, la investigación en macroeconomía presentó diferentes estudios sobre mo-

delos DSGE neo-keynesianos y neoclásicos, construidos sobre el enfoque del agente representativo.

Dichos modelos se caracterizan por su naturaleza dinámica y estocástica, puesto que las decisio-

nes de los agentes son intertemporales y, a la vez, consideran perturbaciones con incertidumbre,

que afectan las dinámicas de los agentes de manera continua en la economía.

Muchos de estos modelos incluyen expectativas racionales, competencia imperfecta, optimización

intertemporal, costos de ajuste y rigideces de precios. Sin embargo, es relativamente nuevo el

estudio de modelos de agentes heterogéneos que incluyen temas como la heterogeneidad en los

consumidores y racionalidad limitada. Trabajos pioneros como el de Huggett (1993), a�rmaron

que la heterogeneidad afecta tanto los niveles como la dinámica de las cantidades y precios de

equilibrio agregado. Heckman (2001), por su parte, hizo referencia a la importancia de cómo

se determina la distribución total del capital, trabajo y consumo entre los hogares, dado a que

la volatilidad a nivel de trabajadores y empresas individuales es de mayor magnitud que la

volatilidad agregada. Además establece que la evaluación de los programas gubernamentales a

gran escala como seguro social y subsidios, requieren modelos que tengan en cuenta los efectos

de equilibrio general y el impacto heterogéneo de las políticas en toda la población.

Para Heathcote et al. (2009), los economistas carecían de herramientas para resolver modelos

dinámicos con agentes heterogéneos y mercados incompletos, puesto que no existía claridad de

cómo la incorporación de la heterogeneidad en los hogares y la empresa, permitiera comprender la

dinámica del ciclo económico de las cantidades y los precios agregados, o el crecimiento económico

a largo plazo. Además, argumentaron que los modelos de agentes heterogéneos proporcionan una

síntesis útil entre el enfoque macro, basado en la teoría del equilibrio dinámico recursivo, y el

enfoque micro centrado en la heterogeneidad entre los individuos, en sus características innatas,

en su suerte y en sus elecciones. En el mismo sentido, Heathcote et al. (2010), a�rmaron que

los estudios de política �scal relacionados con seguridad social, subsidios, cambio demográ�co,

estructura y dispersión salarial, sus implicaciones y bienestar, solamente pueden abordarse con

modelos macroeconómicos que incluyan agentes heterogéneos.

Si tenemos en cuenta la hipótesis del ingreso permanente fue desarrollada por Friedman (1957),

la cual se fundamenta en que la renta muestra una distribución uniforme a lo largo de la vida de

una persona, experimentando variaciones inter temporales. De acuerdo a esta teoría, el consumo

depende principalmente de la renta permanente, la cual permite a las personas mantener un hábito

de consumo; y de la renta aleatoria, que puede afectar positiva o negativamente la propensión

marginal a consumir, según los niveles de renta permanente. Nos interesa observar si en el caso

de ingresos laborales con difusión y saltos, el comportamiento de los agentes se ajusta con dicha

hipótesis.
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Por otro lado, el tema de los agentes heterogéneos está ligado a diferentes choques de tipo exógeno,

estudiados en mercados completos e incompletos, que afectan la dinámica en las distintas variables

de�nidas en cada modelo. En ese sentido autores como Krusell (1998); Storesletten et al. (2001);

Khan (2008); Preston (2007) y Winberry (2018), desarrollaron métodos para resolver y estimar

modelos de agentes heterogéneos que están ligados a choques agregados que afectan la dinámica

de las distintas variables. Otros autores como Huggett (1993); Aiyagari (1994); Heathcote et al.

(2009); Guvenen (2011); Kaplan et al. (2018); Nuño (2013); Parra-Alvarez et al. (2017b); Achdou

et al. (2014); Achdou et al. (2017) y Okahata et al. (2018) estudiaron métodos para resolver

modelos de agentes heterogéneos que se ven afectados por choques idiosincráticos no asegurables,

manejados por distintos procesos estocásticos, que al �nal se traducen en diferencias de consu-

mo y riqueza, a través de las decisiones de ahorro de los agentes. En general, constituyen una

herramienta para comprender los determinantes de la distribución de la riqueza de los agentes.

El estudio de modelos de agentes heterogéneos en tiempo continuo, se reduce a la solución de

dos sistemas de ecuaciones diferenciales parciales acopladas. En primer lugar se resuelve la ecua-

ción Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), que se encarga de obtener las elecciones óptimas de los

individuos. En segundo lugar la ecuación de kolmogorov Forward (kF)(también conocida como

ecuación de Fokker Planck) que caracteriza la evolución de la distribución conjunta del ingreso

y la riqueza para los agentes, dadas las elecciones óptimas de los individuos. Estos sistemas son

numéricamente resueltos con alto grado de precisión, utilizando el método de diferencias �nitas

descritos por Candler et al. (1998); Parra-Alvarez et al. (2017b) Y Achdou et al. (2017), y per-

miten caracterizar el equilibrio estacionario de�nido por la tasa de interés, función de valor y la

distribución conjunta resultantes.

Las investigaciones sobre ahorro precautorio son recientes. Una de las pioneras es Leland (1978),

quien estableció que la decisión óptima de ahorro es creciente en la incertidumbre. Kimball (1990),

propuso una forma de medir el ahorro precautorio a partir de las medidas de aversión relativa

y absoluta al riesgo para así obtener los coe�cientes de prudencia. Otros estudios como Carroll

et al. (1992) y Dynan (1993), emplearon estimaciones del coe�ciente de prudencia para analizar

el ahorro precautorio. Si este coe�ciente es positivo, mayor incertidumbre del crecimiento del

ingreso generará ahorros corrientes mayores.

Por su parte, Wang (2004) mostró que la observabilidad parcial de los componentes individuales

del ingreso da lugar a un ahorro adicional de precaución, debido al riesgo de estimación en el

consumo. A su vez en Wang et al. (2016) se responde a la pregunta de ¾Por qué los saltos

(incluso cuando ocurren raramente y son de tamaño aceptable) generan una PMC mucho más

alta que los modelos de difusión? a�rman que esto se debe a que el riesgo de salto es mucho más

difícil de gestionar que los choques asociados a procesos de difusión y, por lo tanto, el consumo

debe ajustarse discretamente en respuesta a mercados incompletos, lo que hace que el PMC sea

elevada, especialmente cuando la liquidez es baja. Además, los riesgos de salto pueden aumentar

potencialmente la dispersión de la riqueza, ya que los riesgos de salto siguen siendo importantes
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para los ricos y, por tanto, los motivos de ahorro de los ricos siguen siendo fuertes.

Lee and Sawada (2010) a�rmaron que el sendero óptimo del consumo se ve afectado directamente

por el grado de prudencia del individuo, siempre que exista incertidumbre sobre la variación de

los ingresos futuros.

La línea teórica del modelo toma como referencias principales los trabajos de Huggett (1993);

Achdou et al. (2014);Wang et al. (2016); Achdou et al. (2017) y Kaplan et al. (2018). El aporte

que da este trabajo se mani�esta en tres aspectos. En el primero, se estudia analíticamente la

solución del problema de agentes heterogéneos que consideran choques en su ingreso, asociados

a eventos raros, por medio de procesos de difusión combinados con procesos de saltos no nece-

sariamente de tamaño constante, que permiten estudiar el efecto que tiene la incertidumbre y la

desigualdad del ingreso, sobre las decisiones óptimas de ahorro, consumo y distribución conjunta

de los agentes. Este estudio extiende los trabajos de Achdou et al. (2017), agregando además de

los choques al rededor de la media por movimientos Brownianos, un proceso de saltos que modela

choques del ingreso de los agentes asociados a cambios inesperados. También extiende la forma

de modelar el ingreso dada en el trabajo de Kaplan et al. (2018), quienes asumieron el ingreso

sometido únicamente a un proceso de difusión discontinuo, en nuestro caso se combinan ese tipo

de dinámicas en el ingreso para capturar los efectos de la incertidumbre sobre el ahorro y consu-

mo. En segundo lugar, se construye una implementación numérica usando diferencias �nitas, para

resolver las ecuaciones de (HJB) y (kF), que gobiernan las dinámicas óptimas de ahorro, consumo

y distribución conjunta de ingreso y riqueza. Finalmente, esta investigación permite establecer la

relación existente entre la volatilidad del ingreso dada por este tipo de choques estocásticos y la

teoría de ahorro precautorio.

El modelo asume que el ingreso de los agentes se ve afectado de manera simultanea por choques

idiosincráticos. Dicho ingreso, a su vez, sigue un proceso estocástico de difusión browniano y un

proceso de saltos de Poisson en tiempo continuo. Este tipo de choques, como puede observarse en

los trabajos de Posch (2011, 2013); Venegas-Martínez (2005); Moll (2014) y Castillo-Ramírez et al.

(2016), muestran un comportamiento mucho más real en la forma de modelar la incertidumbre

asociada a las distintas variables económicas. En el caso particular de este documento, se usan

para modelar la incertidumbre en el ingreso.

Se usaron los estudios descritos, así como la hipótesis de que los choques adversos tales como

una crisis �nanciera, una caída de los precios internacionales del petróleo, un endurecimiento

de las condiciones de �nanciamiento externas, una fuerte disminución en los precios de los pro-

ductos básicos, un desastre natural, decisiones gubernamentales y choques individuales como el

desempleo, la enfermedad o el envejecimiento, merman drásticamente los ingresos de los agentes,

afectan sus decisiones de consumo, ahorro e inversión y contribuyen a que persista la desigualdad.

El propósito general de esta investigación, es plantear y resolver numéricamente un modelo de

agentes heterogéneos que se aproxime a los procesos de riesgo en el ingreso, para investigar el

comportamiento del equilibrio estacionario de los agentes, en una economía que se ve afectada por
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choques idiosincráticos, modelados por combinación de procesos estocásticos en tiempo continuo.

Para ello se plantean los siguientes interrogantes:

fuertes choques macroeconómicos externos, especialmente, Como resultado de lo anterior, el ritmo

1. ¾Cómo afecta la desigualdad del ingreso a los niveles de consumo, ahorro y distribución

conjunta de riqueza de los agentes cundo se modela el ingreso por un proceso de difusión y

de saltos?

2. ¾Bajo qué condiciones existe un equilibrio estacionario asociado a choques conjuntos en el

ingreso y a funciones de utilidad especí�cas?.

3. ¾Cómo resolver numéricamente la ecuación Hamilton-Jacobi-Bellman (H.J.B) y la ecua-

ción de kolmogorov Forward (k.F) en tiempo continuo asociadas a choques conjuntos en el

ingreso?

3.2. Metodología

En la primera etapa se hace la de�nición formal del modelo de referencia que incluye agentes

heterogéneos con respecto a su ingreso. Se de�nieron los supuestos y formas funcionales de la

estructura del modelo. En la segunda etapa se plantea el problema de control óptimo estocástico

a resolver. En la tercera etapa, bajo el principio de optimalidad de Bellman y el teorema de

veri�cación en tiempo continuo, se estudió la solución teórica del modelo; para ello es necesario

plantear la ecuación de (H.J.B) en el caso de choques conjuntos brownianos y procesos discon-

tinuos en el ingreso, que resolvieron el problema de optimización de consumo y ahorro de cada

agente; a su vez se planteó la ecuación de kolmogorov Forward (k.F) que caracteriza la evolución

en el tiempo de la distribución de riqueza, dadas las elecciones óptimas de los individuos. En la

cuarta etapa se establecieron las condiciones de equilibrio general de estado estacionario. En la

quinta etapa, se discutieron los resultados analíticos encontrados. Y en la etapa �nal, se hizo uso

de métodos computacionales para encontrar la solución numérica aproximada de la ecuación de

(H.J.B ) y de la ecuación de (k.F), para el caso conjunto de procesos brownianos y de saltos; para

así poder encontrar las funciones de política óptima asociadas al modelo.

3.3. Modelo de referencia

El modelo de referencia corresponde a un modelo de equilibrio general dinámico estocástico

(DSGE) con mercados incompletos y riesgos de ingresos no laborales idiosincráticos no asegurados,

siguiendo los modelos estándar de agentes heterogéneos de mercado incompleto que se presentan

en los estudios de Huggett (1993) y Aiyagari (1994). Especialmente, se sigue a Wang et al. (2016);

Achdou et al. (2017) y Kaplan et al. (2018) quienes generalizan los modelos anteriores en tiempo
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continuo y demuestran una serie de nuevos resultados teóricos sobre este tipo de modelos de

agentes heterogéneos. Además sugieren que los ingresos laborales pueden estar enfrentados a

choques estocásticos modelados con un proceso de difusión junto con un proceso de saltos de

Poisson.

La economía está compuesta por un continuo de individuos que son heterogéneos en su riqueza

at y en su ingreso Yt considerado como una dotación del bien �nal de la economía. Los ingresos

de un individuo evolucionan estocásticamente con el tiempo en el intervalo [0,+∞), siguiendo un

proceso de difusión browniano que representa los choques del ingreso alrededor de la media y un

proceso de Poisson que representa los saltos en la dinámica del ingreso asociados a eventos raros.

Los individuos presentan una función de utilidad estrictamente creciente y estrictamente cóncava

que depende del consumo futuro ct descontada a la tasa ρ ≥ 0.

E
∫ ∞

0
e−ρtf(ct)dt ρ ≥ 0 (3.1)

Su riqueza at toma la forma de bonos y evoluciona de acuerdo a la restricción

dat = (Yt + rtat − ct)dt (3.2)

con rt tasa de interés, la cual es endógena al modelo y se debe calcular su valor adecuado para

que se cumpla la condición de equilibrio. Los individuos presentan un nivel de endeudamiento

dado por:

at ≥ a donde−∞ < a ≤ 0 (3.3)

donde a representa la deuda efectiva del agente, sobre este valor existe una restricción, la del

llamado límite natural de endeudamiento (LND), el cual se de�ne como el nivel máximo que el

agente se puede endeudar y pagar, aún en el escenario donde los ingresos y gastos se ajustan a

niveles mínimos observados. De esta forma la restricción at ≥ a se cumple mientras que la deuda

efectiva de los agentes sea menor que la cantidad máxima que el agente se puede endeudar y

pagar (LND < a), en caso contrario, se toma al LND como el nuevo límite de endeudamiento

efectivo.

Una forma de justi�car esta restricción es que no hay un capital in�nito por tanto los agentes

deben manejar esta restricción de endeudamiento. En general garantiza que at nunca llegue a ser

tan negativo tal que el individuo no pueda pagar su deuda, incluso si elige el consumo cero a

partir de entonces. 1

1EnAiyagari (1994) para r > 0 �jo, el LND se de�ne por at ≥
Y1

r
; Y1 el ingreso más bajo. Para una tasa de

interés variable rt, el LND se de�ne por at ≥ −Y1

∫ ∞
t

exp

(
−
∫ s

t

rτdτ

)
ds.
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Se supone ahora un continuo de individuos que son heterogéneos en su riqueza at e ingresos Yt,

el estado de la economía corresponde a una distribución conjunta del ingreso y la riqueza que se

denota por g(a, Y, t).

Los procesos más so�sticados en la dinámica del ingreso pueden justi�carse en estudios como el de

Guvenen et al. (2015) quienes argumentan que los choques de los ingresos muestran desviaciones

sustanciales de la normalidad logarítmica y la mayoría de los agentes experimentan choques

de ingresos muy pequeños, mientras que un número pequeño pero no despreciable experimenta

choques muy grandes. Por su parte el trabajo de Jacobson et al. (1993) documenta los cambios

bruscos o drásticos en el ingreso de los agentes cuando se enfrentan a un desplazamiento laboral,

generando lo que los autores llaman efectos ´´cicatrizantes". Finalmente Wang et al. (2016)

argumenta que para capturar grandes choques de ingresos poco frecuentes en un período muy

corto, además de pequeños choques de difusión, es necesario incorporar saltos estocásticos y de�ne

que un proceso de ingreso comúnmente utilizado el cual es capaz de capturar completamente tanto

choques permanentes como transitorios, puede describirse por medio de un proceso estocástico

de difusión y de saltos de tamaño constante.

Lo anterior sustenta correctamente nuestra forma de de�nir la dinámica del ingreso de los agentes

Yt, la cual está asociada a un proceso de difusión browniano que representa los choques del ingreso

alrededor de la media y a un proceso de Poisson que representa los saltos no necesariamente de

tamaño constante en la dinámica del ingreso asociados con eventos raros. Yt es solución de la

siguiente ecuación diferencial estocástica:

dYt = µ(Yt)dt+ σ(Yt)dWY,t + Yt−

∫
(ez − 1)N(dz, dt) Yt ≥ 0 (3.4)

Donde dWY,t corresponde a un choque exógeno idiosincrático browniano, con varianza σ(Yt) > 0

que modela las pequeñas �uctuaciones del ingreso que se observan todos los días alrededor de

su tendencia µ(Yt). El término Yt−
∫

(ez − 1)N(dz, dt) representa la suma de todos los saltos

proporcionales al ingreso anterior que ocurren en la dinámica para un intervalo de tiempo dado,

donde N(dz, dt) denota la medida de conteo aleatorio de un proceso de saltos en el ingreso, con

compensador ν = λF . La medida de conteo de los saltos representa el número de veces que ocurre

un salto y tiene asociado dos variables, z es la variable asociada al tamaño del salto y t representa

el tiempo en que ocurre el salto. Esto es, los saltos del proceso son i.i.d con distribución F (dz)

e intensidad λ > 0. Los saltos se producen aleatoriamente de acuerdo al proceso de Poisson,

mientras que el valor del salto es una cantidad aleatoria, con una distribución de probabilidad

especí�ca.

Así un proceso de Poisson compuesto modela los saltos bruscos e inesperados que ocasionalmente

ocurren en el tamaño del ingreso de los agentes y puede parametrizarse por una intensidad (�tasa

de arribo") λ > 0 y una distribución de probabilidad especí�ca para el tamaño de los saltos F .2

2Achdou et al. (2017) establecen desde una perspectiva teórica, que el proceso (3.3) no tiene necesidad de

114



En este caso la ecuación (3.3) indica la evolución del ingreso en el tiempo, que cuando se somete

a un choque browniano nos dice que cada cambio de ingreso es independiente de los cambios de

ingreso anteriores y presentan una volatilidad de ingreso moderada. Además, el hecho de incluir

saltos en la dinámica del ingreso, proporciona unas características especiales que los modelos

de difusión no llegan a capturar. Por ejemplo, cuando los posibles resultados en la modelación

incluyen valores positivos y negativos para el ingreso, en la forma de eventos raros como caer

en un desempleo inesperado, o medidas de política que afecten directamente el ingreso de los

agentes.

Especí�camente, si ocurre un salto (asociado a un auge o a una caída) del ingreso en el tiempo

τn (tiempo en el que ocurre un evento inesperado en el ingreso de los agentes) entonces el salto

es proporcional al ingreso en el instante anterior Yτn− y el capital Yτn se puede expresar como:

Yτn = Yτn− + salto

= Yτn− + Yτn−(ezn − 1)

= Yτn−e
zn

Finalmente si el ingreso está de�nodo por:

dYt = µ(Yt)dt+ σ(Yt)dWY,t − Yt−
∫

(1− ez)N(dz, dt) Yt ≥ 0

se puede pensar que para cada salto realizado, la pérdida porcentual esperada de ingresos es

(1− E(ez)) y como se conoce que los saltos ocurren con una tasa de arribo (probabilidad) λ por

unidad de tiempo, el crecimiento esperado del ingreso se reduce a (µ(t) − λ(1 − E(ez))). Así los

saltos cambian el valor esperado de los ingresos laborales futuros y como la riqueza de los agentes

es proporcional al ingreso, se tiene que los saltos reducen la riqueza esperada, lo cual debe tener

un efecto para que los agentes también afecten su consumo.

El problema de control óptimo a resolver para cada individuo es el siguiente:

máx
{ct}∞t=0

E0

∫ ∞
t=0

e−ρtf(ct)dt ρ ≥ 0

s.a :

dat = (Yt + rtat − ct)dt

at ≥ a

dYt = µ(Yt)dt+ σ(Yt)dWY,t + Yt−

∫
(ez − 1)N(dz, dt) Yt ≥ 0

restringirse a un intervalo acotado, ya que los procesos no acotados se pueden analizar fácilmente. Puesto que al
�nal el objetivo es resolver el problema numéricamente y cualquier cálculo necesariamente requiere que el ingreso
se encuentre en un intervalo acotado.
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Se tiene una economía pequeña donde los hogares �jan la tasa de interés y el equilibrio esta-

cionario del problema corresponde a la terna conformada por la tasa de interés, la función de

valor óptimo y la distribución conjunta del ingreso y la riqueza (r, V (a, Y ), g(a, Y )) para encon-

trar esto, se debe resolver un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. Es decir, el problema

maximización de los individuos, la distribución conjunta del ingreso y la riqueza deben satisfacer

las ecuaciones estacionarias de Hamilton-Jacobi-Bellman (H.J.B) y kolmogorov Forward (k.F)

(también conocida como ecuación de Fokker�Planck) en tiempo continuo asociadas al proceso de

difusión browniano y al de saltos en la dinámica del ingreso. Puesto que este par de ecuaciones

que resuelven el problema de optimización son acopladas, la ecuación de (H.J.B) resuelve las de-

cisiones de optimización de cada agente, obteniendo las funciones de política óptima de consumo

y ahorro, la ecuación de (k.F) por su parte caracteriza la evolución en el tiempo de la distribución

de riqueza, dadas las elecciones óptimas de consumo y ahorro de los individuos.

Para el caso de la ecuación de (H.J.B), el enfoque de programación dinámica y el teorema de

veri�cación aplicado a dinámicas que combinan procesos de difusión y de saltos de Poisson, tiene

como referencias principales a (Oksendal and Sulem, 2009), (Fleming and Soner, 2006) y (Hanson,

2007) y de�ne la siguiente función de valor óptimo:

V (at, Yt) := sup
Y ct ≥0

E
[∫ ∞

0
e−ρtf(ct) dt

]
, Y0 = Y ≥ 0, a0 = a (3.5)

con la siguiente ecuación integro-diferencial no lineal de segundo orden de tipo Hamilton-Jacobi-

Bellman (H.J.B)

− ρV (at, Yt) + sup
ct≥0
{[ActV ](at, Yt) + f(ct)} = 0, Yt ≥ 0, at > a. (H.J.B)

Para cada ct ≥ 0 Act es el operador

[ActV ](at, Yt) = (Yt + rat − ct)
∂V

∂at
(at, Yt) + µ(Yt)

∂V

∂Yt
(at, Yt) +

1

2
σ2(Yt)

∂2V

∂Y 2
t

(at, Yt)

+ λ

∫
[V (at, e

zYt)− V (at, Yt)]G(z)dz.

reemplazando la ecuación de (H.J.B) es:

ρV (at, Yt) = sup
ct≥0
{f(ct) + (Yt + rat − ct)

∂V

∂at
(at, Yt) + µ(Yt)

∂V

∂Yt
(at, Yt) +

1

2
σ2(Yt)

∂2V

∂Y 2
t

(at, Yt)

+ λ

∫
[V (at, e

zYt)− V (at, Yt)]G(z)dz} (H.J.B)

La ecuación de (H.J.B) resuelve el problema de optimización de cada agente, obteniendo las
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funciones de política óptima de consumo y ahorro. Intuitivamente, responde a la pregunta, dada

la valoración de los ingresos y la riqueza de un individuo mañana, ¾cuánto ahorrará hoy y cuál

es la función de valor correspondiente hoy?

Para el caso de la ecuación de (k.F), se tiene que g(a, Y ) es la función de distribución conjunta

del ingreso y la riqueza. La función de ahorro s(a, Y ) se de�ne:

s(at, Yt) = Yt + rat − ct(at, Yt) donde ct(at, Yt) = (f ′)−1

(
∂V

∂at
(at, Yt)

)
(3.6)

Usando estas relaciones, la restricción de riqueza (3.2) se puede escribir así

da = S(at, Yt)dt por tanto se tienen como restricciones:

da = s(at, Yt)dt

dYt = µ(Yt)dt+ σ(Yt)dWY,t + Yt−

∫
(ez − 1)N(dz, dt) Yt ≥ 0

(3.7)

Que se puede ver como un solo vector de restricción para el caso del proceso de difusión y de

saltos:

d

(
a

Y

)
=

(
s(at, Yt)

µ(Yt)

)
dt+

(
0

σ(Yt)

)
dWt +

 0

Yt−

∫
(ez − 1)

N(dz, dt) (3.8)

Tomando como referencia principal Hanson (2007) capítulo 7 (pags. 195-222), la ecuación de

(k.F) (también llamada ecuación Fokker-Planck) asociada a este proceso conjunto de choques

browniano y de saltos, se puede escribir de las siguiente forma y caracteriza la evolución en el

tiempo de la distribución de riqueza, dadas las elecciones óptimas de consumo y ahorro de los

individuos.

0 =− ∂

∂at
[s(at, Yt)g(at, Yt)]−

∂

∂Yt
[µ(Yt)g(at, Yt)] +

1

2

∂2

∂Y 2
t

[
σ2(Yt)g(at, Yt)

]
−

λg(at, Yt) + λ

∫
g(at, Yte

−z)G(z)dz

(k.F)

Donde
∫
g(at, Yte

−z)G(z)dz representa la componente de saltos asociada a la función distribu-

ción conjunta de ingreso y riqueza, en la cual, el salto adjunto correspondiente Yte−z se obtiene

invirtiendo la función de amplitud del salto con respecto al ingreso, permitiendo relacionar el

estado previo al salto con el estado posterior al salto.

Intuitivamente la ecuación de (k.F) responde a la pregunta, dada la distribución actual de la

riqueza, las decisiones de ahorro y la evolución aleatoria de los ingresos, ¾cuál es la distribución

de la riqueza en una fecha futura?
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3.3.1. Equilibrio estacionario

Las ecuaciones de (H.J.B) y de (k.F) describen el comportamiento de los individuos en cuanto a

sus decisiones de ahorro, consumo y de su distribución conjunta de ingreso y riqueza.

El equilibrio estacionario se puede escribir como un sistema de ecuaciones diferenciales parciales.

Considera las ecuaciones diferenciales parciales acopladas de (H.J.B) y (k.F) sobre (a,+∞) ×
[0,∞) que resuelven el problema de los individuos y la distribución conjunta de ingreso y riqueza.

ρV (at, Yt) = sup
ct≥0
{f(ct) + (Yt + rat − ct)

∂V

∂at
(at, Yt) + µ(Yt)

∂V

∂Yt
(at, Yt) +

1

2
σ2(Yt)

∂2V

∂Y 2
t

(at, Yt)

+ λ

∫
[V (at, e

zYt)− V (at, Yt)]G(z)dz} (H.J.B)

0 =− ∂

∂at
[s(at, Yt)g(at, Yt)]−

∂

∂Yt
[µ(Yt)g(at, Yt)] +

1

2

∂2

∂Y 2
t

[
σ2(Yt)g(at, Yt)

]
−

λg(at, Yt) + λ

∫
g(at, Yte

−z)G(z)dz

(k.F)

La función de ahorro es

s(at, Yt) = Yt + rat − ct(at, Yt) donde c(at, Yt) = (f ′)−1

(
∂V

∂at
(at, Yt)

)
(3.9)

La función de valor V que satisface la restricción de estado en at = a y está dada por:

∂V

∂at
(a, Yt) ≥ f ′(Yt + ra) para todoYt (3.10)

La función de valor también satisface las condiciones de contorno en el intervalo [Y , Y ]

∂V

∂Yt
(at, Y ) = 0

∂V

∂Yt
(at, Y ) = 0 para todo at (3.11)

Junto con las condiciones de Equilibrio

1 =

∫ ∞
0

∫ ∞
a

g(at, Yt)dadY

Esto es g(a, Y ) es la distribución incondicional de la riqueza para una productividad dada.

En equilibrio los bonos deben estar en oferta �ja:

S(gt, rt) =

∫ ∞
0

∫ ∞
a

atg(at, Yt)da dY = B = 0 (3.12)

Signi�ca que la oferta neta de los bonos en la economía es cero, es decir, se itera sobre la tasa de
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interés rt hasta que se satisfaga la condición de equilibrio del mercado.

En resumen, se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales parciales acopladas (H.J.B) y (k.F)

sobre (a,+∞) × [0,+∞) junto con las restricciones de estado, de contorno y la condición de

equilibrio, de la siguiente forma para hallar el equilibrio estacionario:

1. Para cada iteración de rt se resuelve la ecuación (H.J.B) partiendo de una tasa de interés

r0 y usando el método de diferencias �nitas descrito en el capitulo 1 sección (1.4), la cual

incluye el proceso de saltos en el ingreso. Esto nos permite calcular la función de valor

V (a, Y ), la política óptima de ahorro s(at, Yt) y consumo c(at, Yt).

2. Una vez encontrado ahorro óptimo s(at, Yt) se resuelve la ecuación (k.F) para encontrar la

distribución conjunta de ingreso y riqueza g(at, Yt) usando diferencias �nitas.

3. Usando g(at, Yt) se calcula la oferta neta de bonos

S(gt, rt) =

∫ ∞
0

∫ ∞
a

(atg(at, Yt))da dY

4. Se veri�ca en cada iteración si se cumple con la condición de compensación del mercado

(3.12) y la restricción at ≥ a y esto se cumple mientras LND < a. Este procedimiento se

repite hasta encontrar el valor adecuado de rt que cumpla S(gt, rt) = 0, en otras palabras

si S(gt, rt) > 0 la oferta de ahorro es mayor que la demanda de inversión de los hogares y

por tanto la tasa de interés rt baja y si S(gt, rt) < 0 la oferta de ahorro es menor que la

demanda de inversión y por tanto la tasa de interés rt sube. En conclusión se itera sobre la

tasa de interés hasta encontrar el valor rt = re que satisface la condición de equilibrio.

5. Para encontrar esta tasa de interés de equilibrio re se usa el método de bisección que permite

subir o bajar la tasa de interés dependiendo si el ahorro agregado S(gt, rt) es negativo o

positivo, el algoritmo establece al �nal una tolerancia del orden de 10−5 para encontrar el

valor de re.

6. Finalmente al vector (re, V, g) se le llama un equilibrio estacionario.

3.4. Solución numérica

Esta sección adapta los procedimientos usados por Achdou et al. (2017) y Nuño (2017) quienes

toman como referencia a Achdou (2010) y Achdou (2013) para aproximar numéricamente la

solución del modelo de agentes heterogéneos en tiempo continuo. Básicamente para la solución

del modelo se usa el método de diferencias �nitas, que resulta ser e�ciente a la hora de resolver

un modelo de agentes heterogéneos con un continuo de agentes y sin choques agregados.

En la discretización del sistema de equilibrio, las ecuaciones diferenciales (H.J.B) y (k.F), la
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función de valor y la distribución conjunta deben aproximarse de alguna manera. En el caso de

diferencias �nitas el sistema de ecuaciones diferenciales parciales se transforma en un sistema

matricial de ecuaciones. Se aproxima la función de valor V y la función de distribución conjunta

g en I puntos discretos en la dimensión del espacio, ai, con i = 1, 2, ..., I y en J puntos discretos

en la dimensión del espacio Yj con j = 1, 2, ..., J . Usando esta grilla discreta de valores se denota

el vector de la función de valor V = (V (a1, Y1), V (a2, Y2), ..., V (aI , YJ))T y el vector de la dis-

tribución conjunta g = (g(a1, Y1), g(a2, Y2), ..., g(aI , YJ))T que nos permiten encontrar el sistema

matricial siguiente:

(ρ+ λ)V = f+ A(V; r)V+ λI (3.13)

0 = (A(V; r)T − I)g+ λI (3.14)

B = S(g; r) (3.15)

Que respectivamente representan las ecuaciones discretizadas de (H.J.B), de (k.F) y la condición

de compensación del mercado 3. A(V; r) corresponde a la matriz de transición que captura la

evolución de las variables de estado, en el espacio de estado discretizado. Este sistema matricial

se puede resolver usando los pasos del algoritmo descrito anteriormente.

3.4.1. Ecuación de HJB

Para la solución de la ecuación de (H.J.B) se usa el método implícito de diferencias �nitas,

particularmente se usa el método upwind para aproximar las derivadas de la riqueza a y el

ingreso Y . Las diferencias backward y forward se de�nen por:

Va,B(ai, Yj) =
Vi,j − Vi−1,j

∆a
(3.16)

Va,F (ai, Yj) =
Vi+1,j − Vi,j

∆a

De manera similar se de�nen para el caso del ingreso:

VY,B(ai, Yj) =
Vi,j − Vi,j−1

∆Y
(3.17)

VY,F (ai, Yj) =
Vi,j+1 − Vi,j

∆Y

VY,Y (ai, Yj) =
Vi,j+1 − 2Vi,j + Vi,j−1

(∆Y )2

3B =

∫ Y

Y

∫ ∞
a

(ag(a, Y ))dadY .
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En este caso se necesita resolver la siguiente ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman:

− ρV (at, Yt) + sup
ct≥0
{[ActV ](at, Yt) + f(ct)} = 0, Y ≥ 0, a > a. (HJB)

Entonces para cada a el máximo en la ecuación HJB satisface:

ĉ(at, Yt) = arg máx
ct≥0
{[Act V̂ ](at, Yt) + f(ct)}

Así la ecuación de HJB se convierte en:

ρV̂ (at, Yt) = [Aĉ(at,Yt)V̂ ](at, Yt) + f(ĉ(at, Yt)) = 0.

ĉ(at, Yt) = (f ′)−1

(
∂V

∂at
(at, Yt)

)

Por último el teorema de veri�cación establece que, V = V̂ resuelve la ecuación (HJB) y garantiza

la existencia de una regla de política óptima para ĉ. La ecuación de HJB resultante es:

ρV (at, Yt) =f(ĉt(at, Va)) + (Yt + rat − ĉt(at, Va))
∂V

∂at
(at, Yt) + µ(Yt)

∂V

∂Yt
(at, Yt) +

1

2
σ2(Yt)

∂2V

∂Y 2
t

(at, Yt)

+ λ

∫
[V (at, e

zYt)− V (at, Yt)]G(z)dz

(3.18)

Considerando una función de utilidad tipo CRRA de aversión relativa al riesgo constante dada

por f(ct) =
c1−γ

1− γ
; γ > 0 y la condición de primer orden

∂f

∂ct
=
∂V

∂at

se puede encontrar que:

c−γt =
∂V

∂at

ct =

(
∂V

∂at

)−1
γ

Reemplazando este resultado en la función de utilidad se tiene:

f(c, V ′) =

(
∂V

∂a

) γ−1
γ

1− γ
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De esta forma la ecuación de(H.J.B) es:

ρV (at, Yt) =

(
∂V

∂at

) γ−1
γ

1− γ
+ (Yt + rat −

(
∂V

∂at

)−1
γ

)
∂V

∂at
(at, Yt) + µ(Yt)

∂V

∂Yt
(at, Yt) +

1

2
σ2(Yt)

∂2V

∂Y 2
t

(at, Yt)

+ λ

∫
[V (at, e

zYt)− V (at, Yt)]G(z)dz

Reordenando términos se tiene:

ρV (at, Yt) =
γ

1− γ

(
∂V

∂at

) γ−1
γ

+ (Yt + rat)
∂V

∂at
(at, Yt) + µ(Yt)

∂V

∂Yt
(at, Yt) +

1

2
σ2(Yt)

∂2V

∂Y 2
t

(at, Yt)

+ λ

∫
[V (at, e

zYt)− V (at, Yt)]G(z)dz

G(z) es la función de densidad de probabilidad del salto de amplitud z.

El esquema Upwind (contraviento o contracorriente), utiliza derivadas espaciales hacia delante

y hacia atrás dependiendo del sentido de propagación. Para tratar de aproximar mejor la no

linealidad que se presenta en Va, podemos usar este esquema que cambie automáticamente el

método de diferenciación en función del coe�ciente local en Va. La idea es utilizar una apro-

ximación de diferencia hacia adelante siempre que la deriva de la variable de estado (Ahorro

sni,j = Yj + rai − cni,j) sea positiva y usar una diferencia hacia atrás siempre que sea negativa. Es

decir, se calcula el ahorro de acuerdo con las aproximaciones de diferencia hacia atrás y hacia

adelante, (Achdou et al., 2017). Ahora se puede volver al problema de programación dinámica y

derivar una aproximación de diferencia �nita upwind a la ecuación diferencial (3.18).

Para la discretización de la Ecuación Parcial Integro-Diferencial PIDE(3.18) se sigue la línea de

argumentación planteada en d'Halluin et al. (2005). En donde los términos que no involucran la

integral de salto en el ingreso, se manejan implícitamente por métodos estándar de discretización

numérica, en combinación con métodos de integración numérica. Particularmente el término in-

tegral de la ecuación (3.18) se transforma mediante una sustitución adecuada en una integral de

correlación, usando el procedimiento descrito en el capitulo 1 sección (1.4.2), esto permite una

evaluación de una manera más e�ciente para todos los valores del ingreso Y .

Sea

I(Yt) =

∫
V (at, e

zYt)G(z)dz

Usando el cambio de variable x = ln(Y ) entonces:

I(Y ) =

∫
V (a, ezex)G(z)dz
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I(Y ) =

∫
V (a, ezex)G(z)dz =

∫
V (a, ex+z)G(z)dz =

∫
V (a, x+ z)G(z)dz = V ⊗G (3.19)

Donde V (a, ex+z) = V (a, x+ z).

Reemplazando estos resultados en (3.18) se tiene:

ρV (at, Yt) =f(ĉt(at, Va)) + (Yt + rat − ĉt(at, Va))
∂V

∂at
(at, Yt) + µ(Yt)

∂V

∂Yt
(at, Yt) +

1

2
σ2(Yt)

∂2V

∂Y 2
t

(at, Yt)

+ λI(Yt)− λV (at, Yt)

La ecuación (3.18) en forma discreta en términos de las diferencias �nitas para el caso implícito,

incluyendo la parte de la integral asociada a los saltos se escribe de la siguiente forma

ρV n+1
i,j = f(cni,j) + ∂aV

n+1
i,j (Yj + rai − cni,j) + µj∂Y V

n+1
i,j +

1

2
σ2
j∂Y Y V

n+1
i,j + λIn(Yj)− λV n+1

i,j .

Usando el esquema upwind implícito la ecuación anterior se puede ver así:

ρV n+1
i = f(cni,j) + ∂a,FV

n+1
i,j [Yj + rai − cni,j,F ]+ + ∂a,BV

n+1
i,j [Yj + rai − cni,j,B]−

+ ∂Y,FV
n+1
i,j µ+

j + ∂Y,BV
n+1
i,j µ−j +

1

2
σ2
j∂Y Y V

n+1
i,j + λIn(Yj)− λV n+1

i,j

(3.20)

se de�ne:

cni,j = (f ′)−1[∂aV
n
i,j ]

sniF = Yj + rai − cni,j,F

sniB = Yj + rai − cni,j,B

Para algún número x, la notación x+ = máx{x, 0} parte positiva de x, análogamente x− =

mı́n{x, 0}, luego:

[sniF ]+ = [Yj + rai − cni,j,F ]+ = máx{Yj + rai − cni,j,F , 0}

[sniB]− = [Yj + rai − cni,j,B]− = mı́n{Yj + rai − cni,j,B, 0}
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La ecuación (3.20) representa un sistema de I × J ecuaciones lineales que se puede escribir en

notación matricial, al sustituir las derivadas forward y backward (3.16) y (3.17) junto con las

de�niciones para [SniF ]+ y [SniB]− obteniendo así la siguiente forma:

ρV n+1
i,j =f(cni,j) +

V n+1
i+1,j − V

n+1
i,j

∆a
(sni,j,F )+ +

V n+1
i,j − V n+1

i−1,j

∆a
(sni,j,B)− +

V n+1
i,j+1 − V

n+1
i,j

∆Y
µ+
j +

V n+1
i,j − V n+1

i,j−1

∆Y
µ−j

+
1

2
σ2
j

V n+1
i,j+1 − 2V n+1

i,j + V n+1
i,j−1

(∆Y )2
+ λIn(Yj)− λV n+1

i,j

Se puede ver de forma equivalente a:

ρV n+1
i,j = f(cni,j) +xi,jV

n+1
i−1,j + (yi,j + νj)V

n+1
i,j + zi,jV

n+1
i+1,j +χjV

n+1
i,j−1 + ςjV

n+1
i,j+1 +λIn(Yj)−λV n+1

i,j

donde

xi,j = −
(sni,j,B)−

∆a

yi,j = −
(sni,j,F )+

∆a
+

(sni,j,B)−

∆a

zi,j =
(sni,j,F )+

∆a

νj =
µ−j
∆Y
−
µ+
j

∆Y
−

σ2
j

(∆Y )2

χj = −
µ−j
∆Y

+
σ2
j

2(∆Y )2

ςj =
µ+
j

∆Y
+

σ2
j

2(∆Y )2

Esto permite resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

(ρ+ λ)V n+1 = fn + AnV n+1 + λIn

An = Ãn(xi,j , yi,j , zi,j) + D(νj , χj , ςj)
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(ρ+ λ)V n+1 −AnV n+1 = fn + λIn

[(ρ+ λ)I−An]V n+1 = fn + λIn

BnV n+1 = bn

Bn = (ρ+ λ)I−An bn = fn + λIn

La solución que se obtiene es:

V n+1 = (Bn)−1bn

3.4.2. Ecuación de (k.F)

En la ecuación de (k.F) (k.F) el término integral se transforma mediante una sustitución adecuada

en una integral de correlación, d'Halluin et al. (2005), al igual que el procedimiento usado en la

discretización de la ecuación de (HJB) que permite escribir

I(Yt) =

∫
g(at, e

−zYt)G(z)dz

Usando el cambio de variable x = ln(Y ) entonces:

I(Y ) =

∫
g(a, e−zex)G(z)dz

I(Y ) =

∫
g(a, ex−z)G(z)dz =

∫
g(a, x− z)G(z)dz = g ⊗G (3.21)

Donde

g(a, ex−z) = g(a, x− z) Gj =
1

∆z

∫ zj+∆z/2

zj−∆z/2
G(z)dz

y con el cambio de variable se tiene g(a, ln Y ) = g(a, Y ).

Se usa nuevamente el método de la Transformada rápida de Fourier FFT para calcular esta

integral. Suponiendo que G es real entonces se tiene:

FFT (I(Y )) = (FFT (g))(FFT (G))∗ (3.22)

Podemos calcular previamente FFT (G) en la cuadrícula igualmente espaciada en las coordenadas

z. Luego podemos realizar la FFT inversa para obtener los valores de la integral de correlación

con lo cual la ecuación de (k.F) se escribe
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0 = − ∂

∂a
[s(at, Yt)g(at, Yt)]−

∂

∂Yt
[µ(Yt)g(at, Yt)] +

1

2

∂2

∂Y 2
t

[
σ2(Yt)g(at, Yt)

]
− λg(at, Yt) + λI(Yt)

Usando el esquema upwind esta ecuación (k.F) se puede aproximar de la siguiente forma:

0 =−
gi,j(s

n
i,j,F )+ − gi−1,j(s

n
i−1,j,F )+

∆a
+
gi+1,j(s

n
i+1,j,B)− − gi,j(sni,j,B)−

∆a

−
gi,jµ

+
j − gi,j−1µ

+
j−1

∆Y
−
gi,j+1µ

−
j+1 − gi,j−1µ

−
j+1

∆Y

+
1

2

σ2
j+1gi,j+1 − 2σ2

j gi,j + σ2
j−1gi,j−1

(∆Y )2
+ λI(Yj)− λgi,j

Se puede ver de forma equivalente a

xi−1,jgi−1,j + (yi,j + νj)gi,j + zi+1,jgi+1,j + χj−1gi,j−1 + ςj+1g
n+1
i,j+1 + λI(Yj)− λgi,j = 0

donde

xi−1,j =
(sni−1,j,F )+

∆a

yi,j = −
(sni,j,F )+

∆a
+

(sni,j,B)−

∆a

zi+1,j = −
(sni+1,j,B)−

∆a

νj =
µ−j
∆Y
−
µ+
j

∆Y
−

σ2
j

(∆Y )2

χj−1 = −
µ+
j−1

∆Y
+

σ2
j−1

2(∆Y )2

ςj+1 =
µ−j+1

∆Y
+

σ2
j+1

2(∆Y )2

Según la estructura de los coe�cientes, la matriz asociada al sistema es:

A1 = Ã1(xi−1,j , yi,j , zi+1,j) + D1(νj , χj−1, ςj+1)
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Que exactamente corresponde a la matriz transpuesta de la matriz de intensidad de la ecuación

de (HJB)

A1 = AT

Esto permite resolver entonces el siguiente sistema de ecuaciones para hallar g(a, Y ):

(AT − λI)g + λI(Y ) = 0

Como ejemplo, en la solución numérica se usa un proceso de difusión Ornstein-Uhlenbeck para

el logaritmo del ingreso de la forma:

dLn(Y ) = −θLn(Y )dt+ σdWt +

∫
z N(dz, dt) θ > 0, σ > 0

De manera equivalente dY = d[eLn(Y )] = d[f(Ln(y))], con f(x) = ex al aplicar el lema de Itô se

obtiene que:

dYt = Y (
1

2
σ2 − θLn(Y ))dt+ (σY )dWYt + Yt−

∫
(ez − 1)N(dz, dt); Yt ≥ 0

µ(Yt) = Y (
1

2
σ2 − θLn(Y ))

σ(Yt) = σY

Apoyados en los estudios de Gourio (2012); Nakamura et al. (2013), se considera que los saltos

en el log-ingreso presentan una distribución Normal truncada N̄(ν, ϕ2) con media ν = −0,055 y

varianza φ2 = 0,041 truncando los valaores de −1 ≤ z ≤ 1 desde a = −0,5 hasta b = 0,2.

La tasa de interés es endógena al modelo y se escoge de tal forma que se cumpla la condición

de equilibrio del mercado. La calibración de los parámetros en la solución numérica toma como

referencia los trabajos de Achdou et al. (2017), Kaplan et al. (2018) y Nuño (2017), los valores

de�nidos se muestran en el Cuadro siguiente:
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Parámetro Valor Nombre

I 100 Número de puntos en a
J 40 Número de puntos en Y
r0 0.03 Tasa de interés inicial
λ 0.03 Intensidad de saltos
γ 2 Aversión al riesgo
σ 0.1401 Volatilidad del proceso
θ 0.1054 Velocidad de ajuste
ρ 0.05 Factor de descuento

Cuadro 3.1: Parámetros del modelo

Las siguientes �guras muestran los resultados que se obtiene para la función de valor, la función

de ahorro, consumo y la distribución conjunta de riqueza. También se incluye las diferencias con

saltos y sin saltos, cuando en el ingreso es modelado por un proceso de difusión y un proceso de

saltos de Poisson.

Es de anotar que el procedimiento numérico permite encontrar una tasa de interés de equilibrio

re = 0,0013 con un ahorro agregado de S(gt, re) = 0,0469 para el caso sin saltos y re = 0,0078

con un ahorro agregado de S(gt, re) = 0,002041 para el caso con saltos en el ingreso que cumplen

la condición de equilibrio en la cual el ahorro agregado S(gt, rt) ≈ 0. Esto se encuentra cuando

los saltos se distribuyen de forma normal truncada.

(a) Función de Valor (b) Diferencia Fun. Valor.

Figura 3.1: Función de Valor y Diferencia.
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(a) Función de Ahorro (b) Diferencia fun. Ahorro.

Figura 3.2: Función de Ahorro y Diferencia.

(a) Función de Consumo (b) Diferencia fun. Consumo.

Figura 3.3: Función de Consumo y Diferencia.

Los resultados concuerdan con la teoría del ahorro precautorio expuesta en Fernández-Corugedo

(2004), puesto que al incluir un choque inesperado al ingreso de los agentes, modelado por un

proceso de saltos, hace que los agentes tengan un motivo precautorio menos fuerte con lo cual se

disminuye su prudencia y esto se re�eja en una disminución de su ahorro (menor deseo de ahorrar)

y por tanto una menor riqueza esperada, que conduce a un incremento en el consumo. En otras

palabras, se observa que todo ingreso adicional por a y en menor medida por Y se consume.
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Para comprobar los efectos de los saltos en los ingresos sobre el ahorro de los agentes, se calcula la

tasa de ahorro de�nida por T (a, Y ) =
s

(Y + ra)
para el caso de difusión sin saltos y se compara

con el caso de difusión con saltos. La tasa de ahorro es la magnitud que trata de medir qué

porcentaje de la renta se destina a ahorrar, a su vez se constituye una fuente de �nanciación

para cualquier agente. En este sentido, cuanto más ahorren los agentes, más recursos dispone la

economía a nivel interno para �nanciar todos los gastos e inversiones. Los resultados son:

Figura 3.4: Comparación tasa de ahorro

Se observa que a pesar de los incrementos de su ingreso Y y riqueza a la tasa de ahorro de los

agentes frente a los choques inesperados del ingreso dados por los saltos, decrece, esto nos dice

que por un lado los agentes tienen menor riqueza esperada y por tanto incrementan su consumo

durante el choque, pero en el futuro la economía de los agentes no estará en capacidad de �nanciar

sus gastos e inversiones y por tanto deben acudir a nuevos recursos mediante la deuda.

Las siguientes �guras muestran los resultados de la distribución conjunta de ingreso y riqueza:
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(a) Distribución Conjunta sin saltos (b) Distribución Conjunta difusión con saltos.

Figura 3.5: Función de Distribución Conjunta.

(a) Distribución Conjunta (b) Diferencia.

Figura 3.6: Función de Distribución Conjunta y Diferencia.
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Figura 3.7: Distribución Conjunta Difusión y solo saltos

El comportamiento de disminución observado en el ahorro de los agentes, al incluir un choque

inesperado en el ingreso, afecta en el mismo sentido a la distribución conjunta de ingresos y

riqueza, cunado se presenta el choque de difusión con saltos y el choque de solo saltos. Puesto

que el la presencia de un choque, los individuos tienen menor factor de prudencia (menor deseo

de ahorrar) disminuyen su riqueza esperada y por tanto presentan un mayor consumo.

Los resultados frente a la variación de la tasa de arribo de los saltos son:

(a) Fun. Ahorro (b) Fun. Consumo.

Figura 3.8: Funciones de Consumo y Ahorro para distinto λ.
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(a) Fun. Valor (b) Distribución conjunta.

Figura 3.9: Funciones de valor y distribución conjunta para distinto λ.

Las grá�cas anteriores muestra la sensibilidad de las políticas óptimas de ahorro y consumo frente

al cambio de la intensidad de los saltos, en este sentido si aumenta la tasa de arribo de los saltos

los individuos tienen menor precaución por tanto menor deseo de ahorrar y aumentan su consumo

en el momento del choque. De igual forma los agentes tienen una distribución conjunta de ingreso

y riqueza menor cuando se aumenta la tasa de arribo de los saltos.

Las siguientes gra�cas muestran el comportamiento frente al cambio de la aversión relativa al

riesgo γ:

(a) Fun. Ahorro. (b) Fun. Consumo.

Figura 3.10: Funciones de Consumo y Ahorro para distinto γ.
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(a) Fun. Valor (b) Distribución conjunta.

Figura 3.11: Funciones de valor y distribución conjunta para distinto γ.

El comportamiento frente a un incremento en la aversión al riesgo γ, esta relacionado con el

coe�ciente de prudencia relativa (γ+1), lo que implica un mayor deseo de ahorro, un aumento de

la riqueza esperada y por tanto se tiene una disminución del consumo 4. Resultado que concuerda

con Kimball (1990) y Lee and Sawada (2010)

3.5. Análisis de precisión del esquema de diferencias �nitas

El esquema de precisión del método de diferencias �nitas para la ecuación de Hamilton-Jacobi-

Bellman, planteado en el apéndice online del trabajo (Achdou et al., 2017), quienes toman como

referencia los resultados teóricos desarrollados por (Barles and Souganidis, 1991), para garantizar

que la solución del esquema de diferencias �nitas converge a la solución de viscosidad única de

la ecuación HJB, a medida que el espaciado de la cuadrícula converge a cero. Además el estudio

de (Cont and Voltchkova, 2005), propone un esquema Implícito-Explicito (IMEX) de diferencias

�nitas, para resolver un problema que incluye una PIDE (Ecuación Parcial Integro-Diferencial).

Esto permitió una e�ciente implementación numérica y en el marco de soluciones de viscosidad,

resolvió ciertas di�cultades del operador, demostró la consistencia y estabilidad de este tipo de

esquemas. Además mostró que el esquema es monótono, incondicionalmente estable y consistente.

Sumado a lo anterior, proporcionaron las condiciones para la convergencia a la solución de la

PIDE.

4El coe�ciente de prudencia relativa para la función CRRA f(c) = c1−γ

1−γ es β = −cf ′′′(c)
f ′′(c) = γ + 1
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3.5.1. Precisión del la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman

Tomando como punto de partida la ecuación maximizada de HJB (3.18)

ρV (a, Y ) =f(ĉ(a, Va)) + (Y + ra− ĉ(a, Va))
∂V

∂a
(a, Y ) + µ(Y )

∂V

∂Y
(a, Y )+

σ2(Y )
1

2

∂2V

∂Y 2
(a, Y ) + λ

∫
[V (a, ezY )− V (a, Y )]G(z)dz

Derivando la ecuación anterior con respecto a la riqueza a (condición de la envolvente) y usando

la condición de primer orden

f ′(c(a, Y )) = Va(a, Y )

De donde

Vaa = f ′′(c(a, Y ))
∂c

∂a

Se tiene:

ρVa =rVa + (Y + ra− c)Vaa + µ(Y )VY a +
1

2
σ2(Y )VY Y a

+ λ

∫
Va(a, e

zY )G(z)dz − λVa

Que se puede escribir como:

(ρ− r)Va =(Y + ra− c)Vaa + µ(Y )
∂

∂Y
(Va) +

1

2
σ2(Y )

∂2

∂Y 2
(Va)

+ λ

∫
Va(a, e

zY )G(z)dz − λVa

equivalente a la ecuación:

(ρ− r)f ′(c) =(Y + ra− c)f ′′(c)∂c
∂a

+ µ(Y )
∂

∂Y
(f ′(c)) +

1

2
σ2(Y )

∂2

∂Y 2
(f ′(c))

+ λ

∫
f ′(a, ezY )G(z)dz − λf ′(c)

de donde se obtiene la correspondiente ecuación de Euler para este problema:

(ρ− r)f ′(c) = s
∂c

∂a
f ′′(c) +A(f ′(c)) (3.23)

Donde A el generador in�nitesimal asociado al proceso estocástico del ingreso que combina el
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proceso de difusión y de saltos:

A(ν) = µ(Y )
∂

∂Y
(ν) +

1

2
σ2(Y )

∂2

∂Y 2
(ν) + λ

∫
ν(a, ezY )G(z)dz − λν

También

s = (Y + ra− c)
∂s

∂a
= r − ∂c

∂a
∂c

∂a
= r − ∂s

∂a

con esto la ecuación de Euler se puede escribir en la forma:

(r − ∂s

∂a
)s =

(ρ− r)f ′(c)−A(f ′(c))

f ′′(c)
(3.24)

Para establecer una comparación con la solución numérica, la solución analítica se puede encontrar

en el caso particular donde se considere la restricción de estado a ≥ 0, r < ρ y el ingreso Y > 0

libre de incertidumbre, para lo cual se establecen todos los términos que involucran al generador

A iguales a cero, en otras palabras el ingreso es constate (dY = 0).5

Si se usa una función de utilidad tipo CRRA f(c) = c1−γ

1−γ ; γ > 0 y se toma el ingreso Y = 0,

respectivamente la ecuación de Euler y la restricción presupuestaria se transforman en:

ċ

c
=

1

γ
(r − ρ)

ȧ = ra− c

Resolviendo el sistema se obtiene las siguientes funciones de consumo y ahorro:

c(a, Y ) ≈ (r + η)a; ∀y

s(a, Y ) ≈ −ηa; ∀y

η =
ρ− r
γ

Entonces en este experimento se resuelve numéricamente la ecuación de HJB por diferencias

�nitas, luego se usa la solución analítica planteada de las funciones de política óptima para

compararlas con la solución numérica. Para esto, primero se resuelve el problema de la ecuación de

HJB con una grilla �na y se examina la compensación de precisión-velocidad que surge cuando se

5La proposición 1 y 7 de (Achdou et al., 2017) establecen las condiciones teóricas de existencia de solución
analítica para las funciones de política óptima en el caso de usar en el ingreso un proceso de difusión continuo,
de�nido por un movimiento browniano.

136



resuelve numéricamente el mismo problema con una grilla más gruesa. En este caso se comparara

la función de consumo y ahorro, con una grilla �na de J=1000 puntos en la grilla de riqueza a,

se calcula el consumo y ahorro numérico y analítico, se calcula el error relativo de la diferencia

entre las dos soluciones (Analítica Vs Numérica). Posteriormente se repite el mismo proceso para

el caso de una grilla más gruesa de J=100 puntos en la grilla de riqueza a.

Usando la función de utilidad tipo CRRA se obtienen los siguientes resultados:

(a) Función de Consumo. (b) Error relativo en el Consumo.

Figura 3.12: Error de aproximación en la función de consumo usando diferencias �nitas, grilla
�na J=1000 puntos en la grilla de riqueza a.

La solución numérica del consumo al usar una grilla �na, presenta un error de aproximación en

un rango desde -1.6% a -1.2%, con una diferencia de 0.4%.
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(a) Función de Consumo. (b) Error relativo en el Consumo.

Figura 3.13: Error de aproximación en la función de consumo usando diferencias �nitas, grilla
gruesa J=100 puntos en la grilla de riqueza a.

La solución numérica del consumo para la grilla gruesa, tiene un error de aproximación que va

en un rango desde -1.7% a -1.2% con una diferencia de 0.5%
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(a) Función de Ahorro. (b) Error relativo en el Ahorro.

Figura 3.14: Error de aproximación en la función de Ahorro usando diferencias �nitas, grilla �na
J=1000 puntos en la grilla de riqueza a.

La solución numérica para el ahorro en la grilla �na, presenta un error de aproximación en un

rango del -0.2% al 0.65%
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(a) Función de Ahorro. (b) Error relativo en el Ahorro.

Figura 3.15: Error de aproximación en la función de Ahorro usando diferencias �nitas, grilla
gruesa J=100 puntos en la grilla de riqueza a.

La solución numérica del ahorro para la grilla gruesa, tiene un error de aproximación que va en

un rango del -0.25% al 0.75%.

Lo anterior nos muestra que la solución numérica de la ecuación de HJB y las funciones de política

óptima de ahorro y consumo, mejoran a medida que se usa un espaciado en la grilla de riqueza

(a) más pequeño (grilla �na) en comparación con una grilla gruesa.

Una nueva forma de comparación entre la solución numérica y la solución analítica, se hace en

términos de su velocidad y precisión. Para este caso se considera como métrica de precisión el

consumo agregado y ahorro agregado, se establece el error porcentual en el consumo y ahorro

agregado con respecto al valor calculado usando la grilla �na. La siguiente tabla muestra los

resultados de la comparación de las soluciones del modelo con una grilla �na de J=1000 puntos y

una grilla gruesa de J=100 puntos, teniendo en cuenta que usa la tasa de interés de equilibrio del

modelo que incluye saltos en el ingreso re = 0,0078 que cumple la condición de equilibrio, donde

el ahorro agregado S(gt, re) ≈ 0
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Modelo Grillas Velocidad(seg.) Consumo agregado Ahorro agregado

AH

J=1000 445.7475 2.9346 0.002041

J=100 31.66 2.9566 0.002180

Fila 2/Fila 1 0.07102 1.0074 1.06810

Cuadro 3.2: Velocidad y precisión del modelo

Los resultados muestran que reducir el número de puntos de la grilla de 1000 a 100 da como

resultado un aumento aproximado de catorce veces en la velocidad computacional y un deterioro

de la precisión en aproximadamente 6.81%. Por tanto, se justi�ca el uso de una grilla �na en

comparación con la grilla gruesa.

3.5.2. Precisión del la ecuación de kolmogorov-Forward

La solución analítica para la función de distribución conjunta de riqueza e ingreso g(a, Y ) se

establece bajo el supuesto de ingreso libre de riesgo, r < ρ, 0 < a < amax en este caso la ecuación

de kolmogorov-Forward (kF) se transforma en:

0 = − ∂

∂a
[s(a, Y )g(a, Y )]− λg(a, Y )

de donde

ga(a, y) = −
(
sa(a, y)

s(a, y)
+

λ

s(a, y)

)
g(a, Y )

integrando con respecto de a se obtiene:

g(a, Y ) =
κ

s(a, y)
exp

(
−
∫ amax

a

λ

s(x, Y )
dx

)
(3.25)

En el caso de usar una función de utilidad CRRA, la función analítica de ahorro y de distribución

conjunta g(a, Y ) que se obtiene es:

s(a, Y ) ≈ −ηa g(a, Y ) =
κ

−ηa

(amax
a

)λ
η

Entonces se usa las soluciones analíticas planteadas de la función de distribución conjunta para

compararlas con la solución numérica de la ecuación de kF resuelta usando diferencias �nitas.

Para esto, primero se resuelve el problema de la ecuación de kF con una grilla �na y se examina

la compensación de precisión-velocidad que surge cuando se resuelve numéricamente el mismo

problema con una grilla más gruesa. En este caso se comparara la función de distribución de

riqueza, con una grilla �na de J=1000 puntos en la grilla de riqueza a, se calcula el error relativo
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de la diferencia entre las dos soluciones (Analítica Vs Numérica). Posteriormente se repite el

mismo proceso para el caso de una grilla más gruesa J=100 puntos en la grilla de riqueza a.

Los resultados con la función de utilidad tipo CRRA son:

(a) Función de distribución. (b) Error relativo .

Figura 3.16: Error de aproximación en la función de distribución conjunta usando diferencias
�nitas, grilla �na J=1000 puntos en la grilla de riqueza a.

La solución numérica en la función de densidad con grilla �na presenta un error de aproximación

en un rango del -0.6% al -0.03%

(a) Función de distribución. (b) Error relativo .

Figura 3.17: Error de aproximación en la función de distribución conjunta usando diferencias
�nitas, grilla gruesa J=100 puntos en la grilla de riqueza a.

La solución numérica con grilla gruesa presenta un error de aproximación que va en un rango del

-0.75% al -0.03%
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Los resultados muestran que el error de aproximación de la función de distribución conjunta

mejora cuando se usa grilla �na en comparación con la grilla gruesa.

Finalmente se establece una nueva comparación entre la solución numérica y la solución analítica,

en términos de velocidad y precisión. Para este caso se considera como métrica de precisión la

distribución acumulada, se establece el error porcentual con respecto al valor calculado usando

la grilla �na. La siguiente tabla muestra los resultados de la comparación de las soluciones del

modelo con una grilla �na de J=1000 puntos y una grilla gruesa de J=100 puntos.

Modelo Grillas Velocidad(seg.) Distribución acumulada

AH

J=1000 445.7475 4.42093

J=100 31.66 4.24750

Fila 2/Fila 1 0.0579 0.96077

Cuadro 3.3: Velocidad y precisión del modelo

Los resultados muestran que reducir el número de puntos de la grilla de 1000 a 100 da como

resultado un aumento aproximado de catorce veces en la velocidad computacional y un ligero

deterioro de la precisión en aproximadamente 3.92%. Por tanto se justi�ca el uso de una grilla

�na en comparación con la grilla gruesa.

3.5.3. Tasa de convergencia

Para determinar la tasa de convergencia se toma como referencia la tesis doctoral de (Ramirez,

2016) � Optimal decision in illiquid hedge funds�. El método consiste en incrementar en un factor

r el número de pasos cada una de las dimensiones de la grilla y resolver el problema cada vez.

Se muestra que la tasa de convergencia asociada a la dimensión en la que se está incrementando

el número de pasos, es logr(Qi) donde Qi es el i-ésimo cociente de dos diferencias consecutivas.

Este procedimiento detalla en el capítulo 1 sección (1.5.1) tasas de convergencia.

Es de anotar que el orden teórico de convergencia de una ecuación de diferencias está dado por el

orden más bajo de los términos que aparecen en la ecuación diferencial modi�cada. En el caso de

la ecuación de HJB el orden teórico de convergencia para (a) más pequeño lo dan las derivadas

de primer orden que se tienen en las diferencias forward y backward usadas en el método upwind.

Por tanto se tiene un orden de convergencia de 1 y se debe probar que este valor es uniforme en

toda la grilla seleccionada.

El resultado para la tasa de convergencia del modelo que resuelve la ecuación integro-diferencial

de (H.J.B) es el siguiente y cumple con el orden teórico planteado.
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Figura 3.18: Tasa de convergencia Modelo de Agentes Heterogéneos

3.6. Discusión de resultados

Se demuestra que los saltos negativos en el ingreso reducen el ingreso esperado y la riqueza espe-

rada de los agentes, por tanto los saltos generan una demanda adicional de ahorro precautorio, ya

que el riesgo de salto no está limitado y tiene un efecto directo sobre el consumo, en consecuencia

todo choque del ingreso los agentes lo dirigen hacia el consumo. En otras palabras el modelo

releva que mayores niveles de incertidumbre en el ingreso están relacionados con un incremento

en los niveles de consumo, existiendo fuertes motivos de ahorro precautorio con la presunción

de un coe�ciente de prudencia positivo, que se relaciona con consumidores que son adversos al

riesgo. Resultados que concuerdan con los estudios de ahorro precautorio Lee and Sawada (2010)

y Wang (2004); Wang et al. (2016)

Los resultados de la función de ahorro muestran que el ahorro crece con el ingreso, y este se

ve afectado cuando, en el modelo se incluyen los choques inesperados dados por los saltos del

ingreso. Muestra que el ahorro crece con a. La diferencia a favor de la estructura sin salto es

mucho mayor que con salto, esto implica que los agentes son previsibles. La función de ahorro

crece con Y y con a; y además, que les gusta la estabilidad y el gradualismo, no los sobresaltos.

Con trayectorias más estables, ahorran más.

El ejercicio describe que efectivamente los choques en el ingreso afectan el consumo. Un resultado

nada imprevisible, pero lo que importa es que crece con a y la diferencia es positiva para con saltos.

Eso quiere decir que, dada la trayectoria de la función de ahorro, todos los choques e ingresos
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adicionales se van hacia el consumo y no hacia al ahorro. Esto es divergente con la hipótesis del

ingreso permanente que respalda la idea de que todo ingreso temporal o extraordinario se ahorra.

Acá no es así. Todo ingreso adicional por a y en menor medida por Y se consume.

Encontramos que el aumento de la aversión al riesgo tiene un efecto directo sobre el factor

de prudencia de los agentes, lo cual implica un aumento sustancial sobre el ahorro precautorio

generando así una mayor distribución conjunta de ingresos y riqueza, y por lo tanto los agentes

disminuyen su consumo. Esto muestra que los saltos pueden ser útiles para aumentar aún más los

motivos de ahorro también para los agentes acreedores, ya que estos grandes choques discretos

son mucho más difíciles de afrontar. En general se establece que el efecto de la incertidumbre

en el comportamiento del consumo depende de si éste afecta a la utilidad marginal esperada del

consumidor, provocando que las personas sean más prudentes frente a situaciones de inestabilidad.

Resultados que concuerdan con los encontrados por Guvenen (2011); Guvenen et al. (2015)

Se observa que a pesar de los incrementos de su ingreso Y y riqueza a la tasa de ahorro de los

agentes frente a los choques inesperados del ingreso dados por los saltos, decrece, esto nos dice

que por un lado los agentes tienen menor riqueza esperada y por tanto incrementan su consumo

durante el choque, pero en el futuro la economía de los agentes no estará en capacidad de �nanciar

sus gastos e inversiones y por tanto deben acudir a nuevos recursos mediante la deuda.

En resumen, al incorporar algunas formas de heterogeneidad ex ante (Ingresos y riqueza) entre

los agentes, todo choque de ingresos lo dirigen hacia el consumo, porque pre�eren ahorrar sin

sobresaltos, cuando las cosas están calmadas. Los deudores netos (agentes de bajos recursos) se

consumen todo el choque. Y los agentes acreedores ahorran cuando existe estabilidad y cuando

ven choques consumen y no acrecientan su riqueza. También es posible que se puedan generar

tenencias de riqueza más concentradas por parte de los acreedores que tienen fuertes incentivos

para seguir ahorrando. Resultado que concuerda con Guvenen et al. (2015); Wang et al. (2016)

quienes muestran los saltos en el ingreso pueden ser útiles para aumentar aún más los motivos

de ahorro también para los ricos, ya que estos grandes choques discretos son mucho más difíciles

de contrarrestar.

En concordancia con Barles and Souganidis (1991) y Achdou et al. (2017), se pudo veri�car que las

ecuaciones de HJB, kF y las funciones de política óptima mejoran en la medida que se disminuya

el espacio en la grilla de riqueza (a), es decir una grilla �na en comparación con la grilla gruesa.

De la misma forma el uso de una grilla �na, contribuye a la precisión del modelo.
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Conclusiones

De manera general en esta investigación se destacan los siguientes aspectos.

Se observó la importancia del control óptimo estocástico en tiempo continuo, como una herra-

mienta principal en el análisis económico para modelos de equilibrio general en macroeconomía.

Ello hizo ver que el empleo de modelos dinámicos, de�nidos por ecuaciones diferenciales estocásti-

cas, representa los fenómenos económicos con dinámicas más realistas; y enriquecen el análisis en

ambientes con riesgo e incertidumbre para estimar las decisiones óptimas de los agentes. Además

este enfoque en tiempo continuo, permite una caracterización teórica más estricta y cálculos más

e�cientes que los métodos tradicionales de tiempo discreto.

Se pudo veri�car la importancia de los desarrollos teóricos y de las soluciones analíticas encon-

tradas en los distintos modelos, puesto que, al igual que que los modelos de Smith (2007); Posch

(2011), Posch (2013); Hiraguchi (2014); Parra-Alvarez et al. (2017a); Achdou et al. (2017); Wang

et al. (2016)y Duarte (2018) , estos permiten obtener una nueva forma de analizar el efecto de có-

mo la incertidumbre y las no linealidades de dichas variables interactúan en las decisiones óptimas

de los agentes. También se usan para veri�car la precisión de los métodos numéricos empleados

en la solución, midiendo hasta qué punto las aproximaciones se acercan a la verdadera solución.

Además, la existencia de este tipo de soluciones permite explorar nuevos modelos de estudio.

Pudo comprobarse la importancia de los choques modelados por combinación de procesos esto-

cásticos de difusión y saltos discontinuos, dado a que estos choques representan una mejor forma

de la incertidumbre en las distintas variables económicas como la PTF, el capital, el trabajo y el

ingreso; incluso inciden en la toma de decisiones óptimas en los modelos de equilibrio.

La investigación también dio cuenta de que los modelos DSGE en tiempo continuo, son bastan-

te robustos a la hora de resolver problemas relacionados con choques modelados con procesos

estocásticos, debido a que su estructura permite un análisis más detallado y acorde con el com-

portamiento real de las variables de interés y demuestran ser un área importante para desarrollar

investigaciones futuras en macroeconomía.

También se demostró la importancia y la efectividad los métodos numéricos en la solución de

problemas de control óptimo estocástico, ya que en este tipo de problemas no siempre es posible

encontrar soluciones cerradas. Particularmente, el método IMEX (implícito-Explicito) de diferen-
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cias �nitas, es bastante robusto en convergencia y estabilidad a la hora de resolver ecuaciones

tipo PIDE (Ecuación Parcial Integro-Diferencial) que gobiernan las dinámicas de modelos en

economía, donde la parte local se resuelve por un método implícito, mientras que la no local lo

hace por un método explícito.

Finalmente, se destaca que el aporte teórico principal de esta investigación, está relacionado

con las soluciones analíticas y numéricas encontradas bajo ciertas restricciones de parámetros,

para los modelos estocásticos de equilibrio general, que combinan procesos de difusión y saltos

asociados a eventos raros no necesariamente de tamaño constante. En particular, las soluciones

de las funciones de valor se relacionan con términos que resultan de soluciones de ecuaciones

hipergeométricas con�uentes y de Cauchy. Las soluciones de las funciones de política óptima de

los agentes y el factor de descuento, dependen del tipo de distribución de los saltos discontinuos

y de la implementación numérica, para resolver las dos ecuaciones fundamentales de HJB y kF

asociadas a este tipo de problemas. Todo esto se elaboró con el objetivo de cuanti�car el efecto

de la incertidumbre y de las no linealidades de la PTF, del Capital, del Trabajo y del ingreso en

las decisiones óptimas de los agentes.

Proyectos futuros de investigación

Tras la realización de cualquier trabajo de investigación surgen nuevas incógnitas y nuevos campos

de investigación. En concreto, los proyectos inmediatos de investigación son :

Incluir al modelo de dinámica de capital discontinua las empresas y el sector público (go-

bierno) que recauda impuestos para estudiar la incidencia que tienen la incertidumbre y los

diferentes tipos de impuestos al consumo, la renta y el capital; sobre la utilidad, la produc-

ción y las decisiones óptimas de los agentes. teniendo en cuenta lo planteado en Isoré and

Szczerbowicz (2017).

También es interesante extender el caso para un modelo de economía abierta en tiempo

continuo. Donde se incluyen bienes extranjeros que se importan, los cuales pueden ser

de consumo �nal, afectando la función de utilidad; o de capital, afectando la función de

producción. Nuevamente el interés es analizar el comportamiento de los choques estocásticos

en la producción sobre las decisiones de los agentes.

Ampliar el estudio de los modelos considerando en las distintas dinámicas, de la PTF, del

trabajo, del capital y del ingreso; volatilidades estocásticas, para analizar el efecto de la

incertidumbre en la respuesta óptima de los agentes. Como también extender el modelo de

agentes heterogéneos donde se considere una tasa de interés estocástica junto con efectos

de política monetaria y �scal, siguiendo Kaplan et al. (2018).

Seguir explorando nuevas metodologías para resolver modelos en tiempo continuo con cho-

ques estocásticos en las variables de estado, aplicados macroeconomía y �nanzas como se
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plantea en Duarte (2018); Scheidegger and Bilionis (2019) y Bianchi et al. (2020). Quienes

bajo supuestos adecuados, admiten soluciones cerradas y basados en el aprendizaje auto-

mático de técnicas mediante el uso de redes neuronales (Machine Learning), aproximan la

solución del operador de Bellman para un gran número de variables de estado y comparan

los resultados con las soluciones analíticas obtenidas, para analizar distintos efectos como

la aproximación de la aversión al riesgo y la incertidumbre cuando varían en el tiempo.

Estudiar los modelos de agentes heterogéneos en tiempo continuo, que relacionan la in-

teracción y competencia del capital humano con la teoría del crecimiento, a través de la

nueva formulación de los Mean Field Games. Donde básicamente, se modelan un continuo

de individuos con salarios que no dependen sólo de su propio capital humano, sino también

de la distribución total de capital. Esto con el objetivo de analizar los factores que mejoran

el bienestar de los agentes. siguiendo estudios como Lasry et al. (2008); Chipeniuk et al.

(2014); Gomes et al. (2015) y Achdou and Laurière (2020) .
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AnexosA

Anexo 1

Planteamiento de la ecuación H.J.B.

Respectivamente las restricciones de la dinámica de capital y del factor total de producción se

pueden expresar de la siguiente forma:

dKt = ((rt− δ)Kt +wtLt−Ct)dt+σKtdBK,t +Kt−

∫
(ez− 1)N(dy, dt) K0 = K > 0 (A.1)

dKt = (AtK
α
t L

1−α
t − δKt−Ct)dt+σKtdBK,t +Kt−

∫
(ez− 1)N(dz, dt) K0 = K > 0 (A.2)

dAt = β(ω −At)dt+ η
√
AtdBA,t β ∈ R, ω > 0, η > 0. A0 = a > 0 (A.3)

Podemos uni�car en un solo vector de choques las dos restricciones anteriores que presentan

incertidumbre descrita por un combinación de procesos estocásticos brownianos y procesos de

saltos de Poisson. En general estos choques representan cambios en los �ujos de efectivo futuros

esperados de la empresa que podrían subcapitalizar la empresa o Modi�car su balance. Se de�ne:

Xt = (Kt, At) El vector de Estado. ut = (Ct, Lt) El vector de control.

dWt = (dBK
t , dB

A
t ) Vector de shocks brownianos independientes.

Nt = N(dz, dt) vector de saltos en la dinámica del capital.

Así el vector de choque se expresa como
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dXi
t = bi(Xt, ut)dt+

∑
j

σij(Xt, ut)dW
j
t + φij(Xt, ut)N(dz, dt) (A.4)

donde sus coe�cientes asociados están dados por

X1
t = Kt X2

t = At

b1(Kt, At, Ct, Lt) = AtK
α
t l

1−α
t − δKt − Ct b2(Kt, At, Ct, Lt) = β(ω −At)

σ11(Kt, At, Ct, Lt) = σKt σ22(Kt, At, ct, Lt) = η
√
At

φ11(Kt, At, ct, Lt) = Kt−
∫

(ez − 1)

de esta forma la función de valor que resuelve el problema de control óptimo en tiempo continuo

se expresa por:

V (Xt) = sup
ut∈u

E

{∫ ∞
0

e−ρt
(Ct(1− Lt)ψ)1−γ

1− γ
dt

}
ψ ≥ 0 γ > 0

S.a

dXi
t = bi(Xt, ut)dt+

∑
j

σij(Xt, ut)dW
j
t + φij(Xt, ut)N(dz, dt)

Yt = AtK
α
t l

1−α
t α ∈ (0, 1)

Yt = Ct + It

La ecuación integro-diferencial no lineal de segundo orden de tipo Hamilton-Jacobi-Bellman

(HJB) asociada es:

− ρV (Kt, At) + sup
{Ct,Lt}

{ACt,LtV (Kt, At) + f(Ct, Lt)} = 0 (A.5)

Donde ACt,lt es el operador

[Ac,lV ](K,A) = (AKαl1−α − δK − c) ∂V
∂K

(K,A) + β(w −A)
∂V

∂A
(K,A) + σ2K2 1

2

∂2V

∂K2
(k,A)

+ η2A
1

2

∂2V

∂A2
(K,A) + λ

∫
[V (ezK,A)− V (K,A)]F (dz).

Para cada (Kt, At) encontramos Ĉt(Kt, At), L̂t(Kt, At) tal que son solución del problema interior:

(Ĉt, L̂t) = arg máx
{Ct,Lt}

{ACt,LtV (Kt, At) + f(Ct, Lt)}
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Condiciones de primer orden

Se pueden obtener las condiciones de primer orden, derivando la ecuación Hamilton-Jacobi-

Bellman (HJB) con respecto a nuestras variables de control Ct y lt.

[Ct] : − ∂V

∂Kt
+

∂f

∂Ct
= 0 ⇒ ∂f

∂Ct
=

∂V

∂Kt
(A.6)

[Lt] :
∂V

∂Kt
(1− α)AtK

α
t L
−α
t +

∂f

∂Lt
= 0 ⇒ ∂f

∂Lt
= − ∂V

∂Kt
(1− α)AtK

α
t L
−α
t (A.7)

Se conoce que la función utilidad de los agentes representativos es de tipo CRRA

f(Ct, Lt) =
(Ct(1− Lt)ψ)1−γ

1− γ
con ψ ≥ 0 y γ > 0 (A.8)

Respectivamente las utilidades marginales del consumo y trabajo son:

∂f

∂Ct
=

(1− Lt)ψ(1−γ)

Cγt
∂f

∂Lt
= −ψ (Ct(1− Lt)ψ)1−γ

1− Lt

Reemplazando estos resultados en las condiciones de primer orden se obtiene:

(1− Lt)ψ(1−γ)

Cγt
=

∂V

∂Kt
(A.9)

ψ
(Ct(1− Lt)ψ)1−γ

1− Lt
= (1− α)AtK

α
t L
−α
t

∂V

∂Kt
(A.10)

Estas condiciones permiten encontrar las funciones óptimas de consumo y trabajo : Ct = C(Kt, At)

y Lt = L(Kt, At).

Por otro lado la solución del problema del planeador central se encuentra por medio de la ecuación

de H.J.B. Maximizada, la cual se escribe como:

ρV (Kt, At) =
(c(Kt, At)(1− L(Kt, At))

ψ)1−γ

1− γ
+(AtK

α
t L(Kt, At)

1−α−δKt−c(Kt, At))VK(Kt, At)

+(βω−At)VA(Kt, At)+
1

2
σ2K2

t VKK(Kt, At)+
1

2
η2AtVAA(Kt, At)+λ

∫
[V (ezK,A)−V (K,A)]G(z)dz

(A.11)
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Guess de la función de Valor

Para este caso es posible obtener una forma adecuada del Guess de la función de valor, a partir

de las condiciones de primer orden reemplazando (A.9) en (A.10) y reescribiendo esta última, se

obtiene una expresión para el consumo Ct que es proporcional al producto, dado por:

Ct =
(1− Lt)(1− α)

ψLt
AtK

α
t L

1−α
t (A.12)

Reemplazando este consumo en la condición de primer orden (A.9) encontramos una nueva ex-

presión para VK

VK =
(1− Lt)ψ(1−γ)−γ ψγ

(1− α)γ
A−γt K−αγt Lαγt

Demostración Proposición 1

En particular si se asume la oferta de trabajo constante Lt = l e integramos la función VK con

respecto a Kt nos permite encontrar el nuevo Guess de la función de valor dado por :

V (Kt, At) = Γ
K1−αγ
t

1− αγ
A−γt + g(At) (A.13)

Respectivamente sus derivadas son:

VK = ΓK−αγt A−γt ,

VK = −αγΓK−αγ−1
t A−γt

VA = −γΓ
K1−αγ
t

1− αγ
A−γ−1
t + g′(At)

VAA = γ(γ + 1)Γ
k1−αγ
t

1− αγ
A−γ−2
t + g′′(At)

Además V (eνKt, At)− V (Kt, At) =
Γ

1− αγ
K1−αγ
t A−γt

(
e(1−αγ)ν − 1

)
Reemplazando la función y sus respectivas derivadas en la ecuación de H.J.B. maximizada (A.11)
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se obtiene la siguiente igualdad:

K1−αγ
t A−γt

[
−ρΓ

1− αγ
− δΓ +

βγΓ

1− αγ
− 1

2
αγΓσ2 +

λΓ

1− αγ
(m(1− αγ)− 1)

]
+K

α(1−γ)
t A1−γ

t

[
(1− l)(1−γ)(ψ+1)

1− γ

(
1− α
ψ

)1−γ
l−α(1−γ) + Γl1−α − (1− l)(1− α)

ψ
Γl−α

]

+K
(1−αγ)
t A−γ−1

t

[
−βωγΓ

1− αγ
+

1

2
η2γ(γ + 1)Γ

1− αγ

]
− ρg(At) + β(ω −At)g′(At) +

1

2
η2Atg

′′(At) = 0

Como se puede observar las combinaciones en Kt y At son linealmente independientes, luego esta

igualdad implica que cada uno de los coe�cientes debe ser igual a cero, por tanto:

Igualando a cero el coe�ciente del primer factor K1−αγ
t A−γt , con ψ > 0, γ ≥ 0 podemos obtener

ρ = ρ el cual está dado por las siguiente expresión

ρ = −(1− αγ)

(
δ +

1

2
αγσ2

)
+ βγ + λ(m(1− αγ)− 1) > 0 (A.14)

Igualando a cero el segundo coe�ciente podemos obtener la constante Γ del Guess en la función

de valor dada por:

Γ = (1− Lt)ψ(1−γ)−γ
(

ψ

1− α

)γ
(A.15)

Del tercer termino tenemos la condición adicional

βω =
1

2
η2(γ + 1) (A.16)

que se satisface plenamente por la de�nición del proceso CIR, donde el supuesto de 2βω ≥ η2

implica que γ ≥ 0.

También se obtiene una ecuación diferencial de segundo orden para la PTF que corresponde a

una Ecuación Hipergeométrica Con�uente cuyos coe�cientes son lineales en At dada por:

− ρg(At) + β(ω −At)g′(At) +
1

2
η2Atg

′′(At) = 0 (A.17)

que se puede escribir como:

Atg
′′(At) +

(
2βω

η2
− 2β

η2
At

)
g′(At)−

2ρ

η2
g(At) = 0 (A.18)
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Dicha ecuación se puede adaptar a su forma general

Atg
′′(At) + (C +DAt)g

′(At) + (E + FAt)g(At) = 0

con C =
2βω

η2
D = −2β

η2
E = −2ρ

η2
y F = 0

En la ecuación anterior al usar la sustitución z =
1√

D2 − F
At ;

z =
1

|D|
At =

2β

η2
At se obtiene At =

η2

2β
z

Sea H(z) := g(At) = g

(
η2

2β
z

)
entonces:

H ′(z) = g′(At)
η2

2β
de donde g′(At) =

2β

η2
H ′(z)

H ′′(z) = g′′(At)
η4

4β2
de donde g′′(At) =

4β2

η4
H ′′(z)

Reemplazando en la ecuación original (A.18) se obtiene la ecuación hipergeométrica con�uente:

zH ′′(z) +

(
2βω

η2
− z
)
H ′(z)− ρ

β
H(z) = 0 (A.19)

Cuya solución se expresa en términos de la función Gamma

H(z) =
Γ(C)

Γ(b)

∑∞
n=0

Γ(e+ n)

Γ(C + n)

zn

n!
; C =

2βω

η2
b =

ρ

β

Las horas de trabajo se pueden obtener usando la condición de primer orden (A.9):

(1− Lt)ψ(1−γ)

Cγt
= ΓK−αγt A−γt

Reemplazando Ct dado por (A.12) se obtiene:

(1− Lt)ψ(1−γ)−γ
(

1− α
ψ

)−γ
Lαγt = Γ

sustituyendo la expresión de Γ (A.27) y realizando las respectivas operaciones resolvemos para l,

�nalmente se demuestra que la fracción de horas trabajadas es constante:

L̂t(Kt, At) =
γ(1− α)

γ(1− α)− ψ(1− γ)
∈ [0, 1] (A.20)

Además el consumo óptimo es proporcional al producto:

Ĉt(Kt, At) =
(1− α)(1− Lt)

ψLt
AtK

α
t L

1−α
t (A.21)

154



La constante 1− s =
(1− α)(1− Lt)

ψLt
denota la propensión constante a consumir de los ingresos,

usando el valor óptimo L̂t se tiene que
1− L̂t
L̂t

= −ψ(1− γ)

γ(1− α)
reemplazando en la expresión de

1− s se obtiene 1− s = 1− 1

γ
de donde la tasa de ahorro s =

1

γ
es constante.

Demostración Corolario 1

Para la demostración de las elasticidades de las funciones de política de consumo y trabajo

óptimas se parte de su forma analítica:

L̂t(Kt, At) =
γ(1− α)

γ(1− α)− ψ(1− γ)

si derivamos con respecto a γ se obtiene:

∂L

∂γ
=

−ψ(1− α)

[γ(1− α)− ψ(1− γ)]2
< 0

La política de consumo es

Ĉt(Kt, At) =
(1− α)(1− Lt)

ψLt
AtK

α
t L

1−α
t

∂c

∂γ
=

∂c

∂Lt

∂Lt
∂γ

= −(1− α)

ψ
(α+ (1− α)Lt)AK

α
t L
−α−1
t

∂Lt
∂γ

> 0

Demostración Proposición 2

Se asume que α = γ y la oferta de trabajo constante lt ≡ 1. El agente representativo maximiza

su utilidad con una tasa de descuento ρ constante. Se de�ne la función de valor óptimo de este

problema como:

V (Kt, At) := sup
Kc
t≥0

E
[∫ ∞

0
e−ρtf(Ct) dt

]
, K0 = k ≥ 0, A0 = A > 0 (A.22)

El teorema de veri�cación conecta esta función con la siguiente ecuación integro-diferencial no

lineal de segundo orden de tipo Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) Hanson (2007).

− ρV (Kt, At) + sup
c≥0
{[AcV ](Kt, At) + f(Ct)} = 0, k ≥ 0, A > 0. (HJB)
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f(Ct) =
C1−γ
t

1− γ
, para cada c ≥ 0 Ac es el operador

[AcV ](Kt, At) = (AtK
α
t − δKt − Ct)

∂V

∂Kt
(Kt, At) + β(w −At)

∂V

∂At
(Kt, At) +

1

2
σ2K2

t

∂2V

∂K2
t

(Kt, At)

+
1

2
η2At

∂2V

∂A2
t

(Kt, At) + λ

∫
[V (ezKt, At)− V (Kt, At)]G(z)dz.

La condición de primer orden es:

[Ct] : − ∂V

∂Kt
+

∂f

∂Ct
= 0 ⇒ ∂f

∂Ct
=

∂V

∂Kt

C−γt =
∂V

∂Kt

de donde

Ct = (Vk)
−1
γ

Tomando el guess

V (Kt, At) = Ω
K1−γ
t

1− γ
+B(At)

Respectivamente sus derivadas son:

Vk = ΩK−γt ,

Vkk = −γΩK−γ−1
t

VA = B′(At)

VAA = B′′(At)

Además V (eνKt, At)− V (Kt, At) =
Ω

1− γ
K1−γ
t

(
e(1−γ)ν − 1

)
Reemplazando la función y sus respectivas derivadas en la ecuación de H.J.B. maximizada se

obtiene la siguiente igualdad:

1

1− γ
V

γ−1
γ

k − ρΩ

1− γ
K1−γ
t − ρB(At) + (AtK

γ
t − δKt)Vk − V

γ−1
γ

k +

β(ω −At)B′(At) +
1

2
σ2K2

t Vkk +
1

2
η2AtB

′′(At) + λ

∫
[V (ezKt, At)− V (Kt, At)]G(z)dz = 0

de donde
γ

1− γ
(ΩK−γt )

γ−1
γ − ρΩ

1− γ
K1−γ
t − ρB(At) + (AtK

γ
t − δKt)ΩK

−γ
t +

β(ω −At)B′(At)−
1

2
σ2K2

t γΩK−γ−1
t +

1

2
η2AtB

′′(At) + λ
Ωk1−γ

1− γ
(m(1− γ)− 1) = 0
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reordenando términos se tiene:

ΩK1−γ
t

[
Ω
−1
γ

γ

1− γ
− ρ

1− γ
− δ − 1

2
σ2γ +

λ

1− γ
(m(1− γ)− 1)

]
+

1

2
η2AtB

′′(At) + β(ω −At)B′(At)− ρB(At) + ΩAt = 0

Como se puede observar las combinaciones en Kt y At son linealmente independientes, luego esta

igualdad implica que cada uno de los coe�cientes debe ser igual a cero, por tanto:

Igualando a cero el coe�ciente del primer término podemos obtener:

2γΩ
−1
γ − 2ρ− 2δ(1− γ)− γσ2(1− γ) + 2λ(m(1− γ)− 1)

2(1− γ)
= 0

de donde

Ω =

(
2ρ+ 2δ(1− γ) + γσ2(1− γ)− 2λ(m(1− γ)− 1)

2γ

)−γ

La política óptima de consumo resulta de la condición de primer orden Ct = (vk)
−1
γ reemplazando

se obtiene:

Ct = (ΩK−γt )
−1
γ = Ω

−1
γ Kt

B(At) resulta de resolver la ecuación diferencial no homogénea de segundo orden asociada a la

PTF.
1

2
η2AtB

′′(At) + β(ω −At)B′(At)− ρB(At) = −ΩAt

La solución general Bg(At) = Bh(At) + Bp(At) donde, Bh(At) es la solución de la ecuación ho-

mogénea asociada y Bp(At) es la solución particular.

La Ecuación homogénea asociada

1

2
η2AtB

′′(At) + β(ω −At)B′(At)− ρB(At) = 0

corresponde a una ecuación hipergeométrica con�uente cuyos coe�cientes son lineales en At que

se puede escribir en la siguiente forma:

AtB
′′(At) +

(
2βω

η2
− 2β

η2
At

)
B′(At)−

2ρ

η2
B(At) = 0 (A.23)

Dicha ecuación se puede adaptar a su forma general

AtB
′′(At) + (C +DAt)B

′(At) + (E + FAt)B(At) = 0
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con C =
2βω

η2
D = −2β

η2
E = −2ρ

η2
y F = 0

En la ecuación anterior al usar la sustitución z =
1√

D2 − F
At ;

z =
1

|D|
At =

2β

η2
At se obtiene At =

η2

2β
z

Sea B(z) := B(At) = B

(
η2

2β
z

)
entonces:

B′(z) = B′(At)
η2

2β
de donde B′(At) =

2β

η2
B′(z)

B′′(z) = B′′(At)
η4

4β2
de donde B′′(At) =

4β2

η4
B′′(z)

Reemplazando en la ecuación original (A.23) se obtiene la ecuación hipergeométrica con�uente:

zB′′(z) +

(
2βω

η2
− z
)
B′(z)− ρ

β
B(Z) = 0 (A.24)

Cuya solución se expresa en términos de la función Gamma

B(z) =
Γ(C)

Γ(b)

∞∑
n=0

Γ(b+ n)

Γ(C + n)

zn

n!
; C =

2βω

η2
b =

ρ

β

Una posible solución particular tiene la forma Bp(At) = θAt+Φ, donde B
′
p(At) = θ y B

′′
p (At) = 0

reemplazando sus derivadas y la función en la ecuación diferencial no homogénea asociada a la

PTF se obtiene:

β(ω −At)θ − ρ(θAt + Φ) = −ΩAt

reordenando términos

−θ(β + ρ)At + θβω − ρΦ = −ΩAt

igualando coe�cientes:

θ =
Ω

β + ρ

Φ =
θβω

ρ
=

βωΩ

ρ(β + ρ)

Así

Bp(At) =
Ω

β + ρ
(At +

βω

ρ
)

Luego la solución general se escribe como:

Bg(At) =
Γ(C)

Γ(b)

∞∑
n=0

Γ(b+ n)

Γ(C + n)

zn

n!
+

Ω

β + ρ
(At +

βω

ρ
); z =

2β

η2
At C =

2βω

η2
b =

ρ

β
(A.25)
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Con esto se demuestra que la forma de la función de valor es:

V (Kt, At) = Ω
K1−γ
t

1− γ
+Bg(At)

Demostración Corolario 2

La política de consumo es:

Ct(Kt, At) =

(
2ρ+ 2δ(1− γ) + γσ2(1− γ)− 2λ(m(1− γ)− 1)

2γ

)
Kt

Derivando con respecto a λ y γ para (Kt, At) dados, se tiene:

∂c

∂λ
= −m(1− γ)− 1

γ
Kt

∂c

∂γ
=
−δ − γ2

2 σ
2 + λ(γ ∂m(1−γ)

∂γ +m(1− γ)− 1)− ρ
γ2

Kt

Demostración proposición 3

Dado que el proceso Kt es de Markov, para la solución de este problema es posible usar el método

conocido como programación dinámica y el teorema de veri�cación.

Para esto se de�ne la función de valor óptimo de este problema como

V (Kt, At) := sup
Kc,l
t ≥0

E
[∫ ∞

0
e−ρtf(Ct,Kt) dt

]
, K0 = k ≥ 0, A0 = A > 0

El teorema de veri�cación conecta esta función con la siguiente ecuación integro-diferencial no

lineal de segundo orden de tipo Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) Hanson (2007).

−ρV (Kt, At) + sup
Ct≥0,Kt∈(0,1)

{[ACt,KtV ](Kt, At) + f(Ct,Kt)} = 0, k ≥ 0, A > 0.

Para cada c ≥ 0 y l ∈ (0, 1), Ac,l es el operador

[Ac,lV ](Kt, At) = (AtK
α
t K

1−α
t − δK−Ct)Vk(Kt, At) + βAtVA(Kt, At)

+
1

2
σ2K2

t Vkk(Kt, At) +
1

2
η2A2

tVAA(Kt, At)

+ λ

∫
[V (ezKt, At)− V (Kt, At)]G(z)dz.
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Las condiciones de primer orden permiten establecer el Guess de la función de valor

V (Kt, At) = Γ
K1−αγ
t

1− αγ
A−γt + g(At)

Reemplazando la función y sus respectivas derivadas en la ecuación de H.J.B. maximizada, se

obtiene la siguiente igualdad:

K1−αγ
t A−γt

[
−ρΓ

1− αγ
− δΓ +

βγΓ

1− αγ
− 1

2
αγΓσ2 +

1

2
η2γ(γ + 1)Γ

1− αγ

+
λΓ

1− αγ
(m(1− αγ)− 1)

]
+K

α(1−γ)
t A1−γ

t

[
(1− l)(1−γ)(ψ+1)

1− γ

(
1− α
ψ

)1−γ
l−α(1−γ) + Γl1−α

−(1− l)(1− α)

ψ
Γl−α

]
− ρg(At) + βAtg

′(At) +
1

2
η2A2

t g
′′(At) = 0

Como se puede observar las combinaciones en Kt y At son linealmente independientes, luego esta

igualdad implica que cada uno de los coe�cientes debe ser igual a cero, por tanto:

Igualando a cero el coe�ciente del primer factor K1−αγ
t A−γt , con ψ > 0, γ ≥ 0 podemos obtener

ρ = ρ el cual está dado por las siguiente expresión

ρ = −δ(1− αγ) + βγ − 1

2
αγσ2(1− αγ) +

1

2
η2γ(γ + 1) + λ(m(1− αγ)− 1) > 0 (A.26)

Igualando a cero el segundo coe�ciente podemos obtener la constante Γ del Guess en la función

de valor dada por:

Γ = (1− L)ψ(1−γ)−γ
(

ψ

1− α

)γ
(A.27)

Finalmente se obtiene una ecuación diferencial de segundo orden para la PTF que corresponde a

una Ecuación diferencial de Cauchy en At dada por:

− ρg(At)− βAtg′(At) +
1

2
η2A2

t g
′′(At) = 0 (A.28)

Se puede escribir como:

A2
t g
′′(At)−

2β

η2
Atg

′(At)−
2ρ

η2
g(At) = 0 (A.29)

La solución es de la forma g(At) = Art donde r es una solución del polinomio característico

r2 −
(

2β

η2
+ 1

)
r − 2ρ

η2
= 0
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La solución general se escribe g(At) = C1A
r1
t + C2A

r2
t ; C1 y C2 constantes.

Para el caso de ρ = ρ el consumo optimo es también proporcional al ingreso

Ĉt(Kt, At) =
γ − 1

γ
AtK

α
t l

1−α (A.30)

La fracción de horas trabajadas es constante

K̂t(Kt, At) =
γ(1− α)

γ(1− α)− ψ(1− γ)
∈ [0, 1] (A.31)

Demostración Corolario 3

Dadas las funciones de política de consumo y trabajo óptimas:

K̂t(Kt, At) =
γ(1− α)

γ(1− α)− ψ(1− γ)

si derivamos con respecto a γ se obtiene:

∂L

∂γ
=

−ψ(1− α)

[γ(1− α)− ψ(1− γ)]2
< 0

La política de consumo es

Ĉt(Kt, At) =
γ − 1

γ
AtK

α
t K

1−α
t

∂c

∂γ
=

[
Kt

γ2
+
γ − 1

γ
(1− α)

∂Kt

∂γ

]
AtK

α
t K
−α
t

reemplazando Kt y ∂l
∂γ se obtiene:

∂c

∂γ
=

(1− α)[γ(1− α)− ψα(1− γ)]

γ[γ(1− α)− ψ(1− γ)]2
AtK

α
t K
−α
t

Condiciones de segundo orden

Para establecer las condiciones de segundo orden que debe satisfacer la solución del problema

interior:

(Ĉt, L̂t) = arg máx
ct≥0 Lt∈(0,1)

[ACt,Lt V̂ ](Lt, At) + f(Ct, Lt)
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ACt,LtV ](Lt, At) = (AtL
α
t L

1−α
t − δLt − Ct)

∂V

∂Lt
(Lt, At) + β(w −At)

∂V

∂At
(Lt, At)

+σ2L2
t

1

2

∂2V

∂L2
t

(Lt, At) + η2At
1

2

∂2V

∂A2
t

(k,A)

+ λ

∫
[V (ezLt, At)− V (Lt, At)]F (dz)

consideremos por notación una nueva función:

R(Ct, Lt) = ACt,LtV (Lt, At) + f(Ct, Lt)

Las condiciones para la existencia del máximo establecen que Rcc < 0 y RccRLL−RcLRLc > 0

Si se reemplaza la función de valor propuesta V (Lt, At) y la función de utilidad f(Ct, Lt) y las

condiciones de primer orden, se puede obtener que:

Rcc = fcc = −γ(1− L)ψ(1−γ)c−γ−1
< 0 ⇒ γ > 0

RccRLL −RcLRLc = fcc(
−1

L
fL + fLL)− (fcL)2 > 0

En esta segunda condición al reemplazar las derivadas respectivas de la función de utilidad se

obtiene la siguiente restricción:

γ − ψ(1− γ)

γ
>

1− l
l

Equivalente a :

2− ψ(1− γ)

γ
>

1

l

En resumen las condiciones de segundo orden para existencia del máximo nos dan dos restricciones

adicionales γ > 0 y 2− ψ(1− γ)

γ
>

1

L
que se cumplen satisfactoriamente por el valor L̂t

dado por (A.31).

Estado estacionario

El estado estacionario se obtiene para esta solución cerrada usando las ecuaciones (1.3), (2.3),

(1.7), (A.9) y (A.10) y esta dado por las cantidades:

rss = ρ+ δ

Ass = ω
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Lss =
1− α

1 + ψ − α− αψδ
ρ+δ

Kss =

(
αAss
ρ+ δ

) 1
1−α

lss

wss = (1− α)Ass(Kss)
α(lss)

−α

Css = (rss − δ)Kss + wsslss

Vss =
(Css(1− lss)ψ)1−γ

ρ(1− γ)
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Tabla de calibración de modelos en estudios similares

Referencia ρ α γ ψ δ β ω η σ λ

Candler (1999) 0.05 0.5 0.5 0.025 0.05 1 0.007 0

Posch(2009)
0.03 0.5 1.0 0.05 0.01 0.02 0.8

0.03 0.3 1.0 0.05 0.01 0.02 0.8

Posch(2011)

0.05 0.75 0.75 0 0.1 0 0 0 0.017

0.05 0.75 1 0 0.1 0 0 0 0.017

0.05 0.75 1.9406 0 0.1 0 0 0 0.017

Posch-

Trimborn(2013)

0.0178 0.5 2.5 0.05 0.1 0.2

0.0182 0.5 2.5 0.05 0.2 0.1

0.0193 0.5 2.5 0.05 0.4 0.05

0.0178 0.5 0.5 0.05 0.1 0.2

0.0178 0.5 0.5 0.05 0.2 0.1

0.0178 0.5 0.5 0.05 0.4 0.05

Parra-Alvarez (2017) 0.0105 0.4 2.0 1.8011 0.0196 0.05 1 0.007 0.001

Cuadro A.1: Calibración de estudios similares
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AnexosB

Anexo 2

Demostración Proposición 4 cap. 2

La función de valor se denota en este caso como V (Kt, Lt). La ecuación de HJB maximizada para

este caso es:

0 = máx
{ĉ}

Lt
c1−γ
t

1− γ
− ρV+(Kα

t L
1−α
t − δKt − Ltct)Vk + βLt VL +

1

2
σ2K2

t Vkk +
1

2
η2L2

t VLL+

λ

∫
[V (ezKt, Lt)− V (Kt, Lt)]G(z)dz

Se conoce la función de utilidad f(ct) =
c1−γ
t

1− γ
,

La condición de primer orden es:

[ct] : − ∂V

∂Kt
+
∂f

∂ct
= 0 ⇒ ∂f

∂ct
=

∂V

∂Kt

c−γt =
∂V

∂Kt

de donde

ct = (Vk)
−1
γ

Tomando el guess

V (Kt, Lt) = ΩLγt
K1−γ
t

1− γ
+H Lt

Respectivamente sus derivadas son:

Vk = ΩLγt K
−γ
t ,

Vkk = −γ ΩLγt K
−γ−1
t
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VL = γ ΩLγ−1
t

K1−γ
t

1− γ
+H

VLL = γ(γ − 1) ΩLγ−2
t

K1−γ
t

1− γ
Además V (eνKt, Lt)− V (Kt, Lt) =

Ω

1− γ
LγtK

1−γ
t

(
e(1−γ)ν − 1

)
Reemplazando la función y sus respectivas derivadas en la ecuación de H.J.B. maximizada se

obtiene la siguiente igualdad:

Lt V
γ−1
γ

k

γ

1− γ
− ρV + (Kγ

t L
1−γ
t − δKt)Vk + β LtVL

+
1

2
σ2K2

t Vkk +
1

2
η2L2

tVLL + λ

∫
[V (ezKt, Lt)− V (Kt, Lt)]G(z)dz = 0

de donde
γ

1− γ
Ω
γ−1
γ Lγt K

1−γ
t − ρΩ

1− γ
Lγt K

1−γ
t − ρH Lt + ΩLt − δΩLγt K

1−γ
t +

βγΩ

1− γ
Lγt K

1−γ
t + βHLt−

1

2
σ2γΩLγt K

1−γ
t − 1

2
η2γΩLγt K

1−γ
t + λ

Ω

1− γ
LγtK

1−γ
t (m(1− γ)− 1) = 0

reordenando términos se tiene:

ΩLγtK
1−γ
t

[
Ω
−1
γ

γ

1− γ
− ρ

1− γ
− δ +

βγ

1− γ
− 1

2
σ2γ − 1

2
η2γ +

λ

1− γ
(m(1− γ)− 1)

]
+

+Lt(−ρH + Ω + βH) = 0

Como se puede observar las combinaciones en Kt y Lt son linealmente independientes, luego esta

igualdad implica que cada uno de los coe�cientes debe ser igual a cero, por tanto:

Igualando a cero el coe�ciente del primer término podemos obtener:

2γΩ
−1
γ − 2ρ− 2δ(1− γ) + 2βγ − γσ2(1− γ)− γη2(1− γ) + 2λ(m(1− γ)− 1)

2(1− γ)
= 0

de donde

Ω =

(
2ρ+ 2δ(1− γ)− 2βγ + γ(1− γ)(σ2 + η2)− 2λ(m(1− γ)− 1)

2γ

)−γ

La política óptima de consumo resulta de la condición de primer orden ct = (vk)
−1
γ reemplazando

se obtiene:

ct = (ΩLγt K
−γ
t )

−1
γ = Ω

−1
γ
Kt

Lt
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Si se de�ne el capital efectivo por trabajador como Kt =
Kt

Lt
entonces el consumo es proporcional

a dicho capital

ct = Ω
−1
γ Kt

Igualando el segundo término a cero se obtiene la constante H

H =
Ω

ρ− β

Demostración Corolario 4

La política de consumo esta dada por:

ct =

(
2ρ+ 2δ(1− γ)− 2βγ + γ(1− γ)(σ2 + η2)− 2λ(m(1− γ)− 1)

2γ

)
Kt

Lt

Derivando con respecto a λ, γ, σ y η para (Kt, At) dados, se tiene:

∂c

∂λ
= −m(1− γ)− 1

γ

Kt

Lt

∂c

∂γ
=
−δ + γ2

2 (σ2 + η2) + λ(γ ∂m(1−γ)
∂γ +m(1− γ)− 1)− ρ

γ2

Kt

Lt

∂c

∂σ
= (1− γ)σ

Kt

Lt

∂c

∂η
= (1− γ)η

Kt

Lt

Demostración Proposición 5 cap. 2

La función de valor se denota en este caso como V (Kt, At, Lt). La ecuación de HJB maximizada

para este caso es:

ρV (Kt, At, Lt) =Ltf(ĉ(Kt, Vk)) + (Kα
t L

1−α
t − δKt − Ltĉ)

∂V

∂Kt
(Kt, At, Lt) + βL

∂V

∂Lt
(Kt, At, Lt)+

µA
∂V

∂At
(Kt, At, Lt) +

1

2
σ2K2

t

∂2V

∂K2
t

(Kt, At, Lt) +
1

2
η2L2

t

∂2V

∂L2
t

(Kt, At, Lt)+

1

2
ν2A2

t

∂2V

∂A2
t

(Kt, At, Lt) + λ

∫
V (ezKt, At, Lt)G(z)dz − λV (Kt, At, Lt).

(B.1)
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Se conoce la función de utilidad f(ct) =
c1−γ
t − 1

1− γ
,

La condición de primer orden es:

[ct] : −Lt
∂V

∂Kt
+ Lt

∂f

∂ct
= 0 ⇒ ∂f

∂ct
=

∂V

∂Kt

c−γt =
∂V

∂Kt

de donde

ct = (Vk)
−1
γ

Tomando el guess

V (Kt, At, Lt) = ΩK1−γ
t Lγt + ΓA1−γ

t Lt +HLt

Respectivamente sus derivadas son:

Vk = Ω (1− γ)K−γt Lγt ,

Vkk = −γ (1− γ)Ω K−γ−1
t Lγt

VL = γ ΩK1−γ
t Lγ−1

t + ΓA1−γ
t +H

VLL = γ(γ − 1) ΩK1−γ
t Lγ−2

t

VA = (1− γ)ΓA−γt Lt

VAA = −γ(1− γ)ΓA−γ−1
t Lt

Además V (eεKt, At, Lt)− V (Kt, At, Lt) = ΩK1−γ
t Lγt

(
e(1−γ)ε − 1

)
Reemplazando la función de valor y sus respectivas derivadas en la ecuación de H.J.B. maximizada

se obtiene la siguiente igualdad:

Lt

 V
γ−1
γ

k γ − 1

1− γ

− ρV + (Kγ
t (AtLt)

1−γ − δKt)Vk + µAtVA + β LtVL

+
1

2
σ2K2

t Vkk +
1

2
ν2A2

tVAA +
1

2
η2L2

tVLL + λ

∫
[V (eεKt, At, Lt)− V (Kt, At, Lt)]G(z)dz = 0

de donde

γ(1−γ)
−1
γ Ω

γ−1
γ Lγt K

1−γ
t − Lt

1− γ
−ρΩLγt K

1−γ
t −ρΓA1−γ

t Lt−ρH Lt+Ω(1−γ)A1−γLt−δ(1−γ)ΩLγt K
1−γ
t +

µ(1−γ)ΓA1−γ
t Lt+βγΩLγt K

1−γ
t +βΓA1−γ

t Lt+βHLt−
1

2
σ2γ(1−γ)ΩLγt K

1−γ
t −1

2
η2γ(1−γ)ΩLγt K

1−γ
t −

1

2
ν2γ(1− γ)ΓA1−γ

t Lt + λΩLγtK
1−γ
t (m(1− γ)− 1) = 0
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reordenando términos se tiene:

ΩLγtK
1−γ
t

[
((1− γ)Ω)

−1
γ γ − ρ− δ(1− γ) + βγ − 1

2
σ2γ(1− γ)− 1

2
η2γ(1− γ) + λ(m(1− γ)− 1)

]
+

A1−γ
t Lt

[
−ρΓ + Ω(1− γ) + µ(1− γ)Γ + βΓ− 1

2
ν2γ(1− γ)Γ

]
+

Lt

[
−ρH + βH − 1

1− γ

]
= 0

Como se puede observar las combinaciones en Kt, At y Lt son linealmente independientes, luego

esta igualdad implica que cada uno de los coe�cientes debe ser igual a cero, por tanto:

Igualando a cero el coe�ciente del primer término podemos obtener:

Ω =
1

1− γ

(
ρ+ δ(1− γ)− βγ + 1

2γ(1− γ)(σ2 + η2)− λ(m(1− γ)− 1)

γ

)−γ

Igualando el segundo término a cero se obtiene la constante Γ

Γ =
Ω(1− γ)

ρ− µ(1− γ)− β + 1
2ν

2γ(1− γ)

H = − 1

(1− γ)(ρ− β)

La política óptima de consumo resulta de la condición de primer orden ct = (vk)
−1
γ reemplazando

se obtiene:

ct = ((1− γ)ΩLγt K
−γ
t )

−1
γ = ((1− γ)Ω)

−1
γ
Kt

Lt

Si se de�ne el capital efectivo por trabajador como Kt =
Kt

Lt
entonces el consumo es proporcional

a dicho capital

ct = ((1− γ)Ω)
−1
γ Kt
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AnexosC

Anexo 3

En este anexo se presenta las soluciones numéricas de los otros modelos estudiados en el capítulo 1

donde se tiene una dinámica de capital que incluye choques que combinan un proceso de difusión

y de saltos. La solución numérica en cada uno de los casos siguientes se apoya en las condiciones

planteadas en la sección 1.4 del capítulo 1, la cual describe en detalle los procedimientos numéricos

para obtener la función de valor y las políticas óptimas en cada caso y recuerde que el termino

integral correspondiente al proceso de saltos, mediante una sustitución adecuada se transforma en

una integral de correlación. En el ejercicio se tomó como distribución de los saltos a una normal

truncada similar al caso resuelto en el capítulo 1.

C.1. Solución para el modelo con PTF constante y trabajo cons-

tante sin saltos en el capital

La ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman a resolver corresponde a:

− ρV (Kt) + sup
Ct≥0
{[ACtV ](Kt) + f(Ct)} = 0, Kt ≥ 0, . (HJB1)

Para cada Ct ≥ 0 y lt ∈ (0, 1), Ac es el operador

[ACtV ](Kt) = (AKα
t l

1−α − δKt − Ct)V ′(Kt) +
1

2
σ2K2

t V
′′(Kt)

El teorema de veri�cación establece que, V = V̂ resuelve la ecuación (HJB1) y garantiza la

existencia de una regla de política óptima para ĉ. La ecuación de HJB resultante es:
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ρV (Kt) = f(Ĉt(Kt, Vk)) + (AKα
t l

1−α
t − δKt − Ĉt)V ′(Kt) +

1

2
σ2K2

t V
′′(Kt). (C.1)

La forma discreta de la ecuación a resolver es:

ρV n+1
i = f(cni ) + (AKα

i l
1−α − δKi − cniF )+(V n+1

iF )′ + (AKα
i l

1−α − δKi − cniB)−(V n+1
iB ) +

1

2
σ2k2(V n+1

i )′′

Reemplazando las derivadas y reordenando términos se puede escribir como:

ρV n+1
i = f(cni ) +

V n+1
i+1 − V

n+1
i

∆k
Rn+
iF +

V n+1
i − V n+1

i−1

∆k
Rn+
iB +

1

2
σ2K2

i

V n+1
i+1 − 2V n+1

i + V n+1
i−1

(∆k)2

equivalente a:

ρV n+1
i = f(cni ) +XiV

n+1
i−1 + YiV

n+1
i + ZiV

n+1
i+1

para resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

(ρI−An)V n+1 = fn

BnV n+1 = fn Bn = ρI−An

La solución que se obtiene es:

V n+1 = (Bn)−1fn

El algoritmo tiene los siguientes pasos:

Parte de un Guess inicial V 0
i =

((AKα
i l

1−α − δKi))
(1−γ)

(1− γ)
i = 1, 2, ...., I, que corresponde

a la función de utilidad evaluada en el consumo de estado estacionario.

Calcula (V n
i )′ usando el método upwind.

Calcula cn+1 como cn+1
i = (f ′)−1[(V n+1

i )′]

Encuentra

V n+1 = (Bn)−1fn
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Se detiene cuando la función de valor alcanza la tolerancia indicada

‖V n+1(Ki)− V n(Ki)‖2 < tol, donde 10−4 ≤ tol ≤ 10−6

Se incluyen valores del stock de capital que dependen de su estado estacionario determinista,

se toman valores en el intervalo [0.5Kss, 1.5Kss] 1

Se compara los resultados de la solución numérica con la solución analítica desarrollada en

la proposición 2. 2

V (k) = Ω
K1−γ
t

1− γ
+ θ

Dado que la PTF At = A es constante se toma θ = ΩA
ρ como una constante donde

Ω =

(
2ρ+ 2δ(1− γ) + γ(1− γ)σ2

2γ

)−γ

Se calcula los errores de aproximación entre las soluciones numérica y analítica tanto para

la función de valor como para la función de política.

El número de pasos en la variable k es:

Variable Valor Nombre

kp 1000 Número de pasos en k

Cuadro C.1: Número de pasos en k

La calibración de los parámetros del modelo α, γ,δ y σ y ρ se muestra en el siguiente Cuadro

y se realizó teniendo en cuenta estudios similares como Candler et al. (1998), en el caso de A

constante y l constante.

Parámetro Valor Nombre

L 0.5 Fracción de Trabajo
A 2 PTF
α 0.4176 Elasticidad del capital
γ 1.3 Aversión al riesgo
δ 0.05 Depreciación del capital
ψ 0.03 Medida de preferencia por el ocio
σ 0.0092 Volatilidad del capital
ρ 0.0105 Factor de descuento

Cuadro C.2: Parámetros del modelo A constante sin saltos

El modelo presenta los siguientes resultados para la función de valor numérica, analítica y para

1Kss =

(
α

ρ+ δ

) 1
1−α
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la función de política cuando se tiene presencia de un choque browniano en la dinámica del capital.

(a) Fun. valor (b) Dif. Función de valor

Figura C.1: Función de valor numérica y analítico A=2

(a) Fun. consumo (b) Dif. Función de consumo

Figura C.2: Función de consumo numérica y analítico A=2

Los resultados muestran que para el caso sin saltos, los hogares representativos consumen más

rápido en el inicio y luego tienden a estabilizar su consumo. Además la optimización de los pará-

metros muestra un buen comportamiento entre las soluciones analítica y numérica de la función

de valor con diferencias pequeñas y en la función de consumo con diferencias que tienen un rango

entre -0.014 y -0.08, las cuales dependen del tamaño de la grilla en el capital.
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C.2. Solución para el modelo con PTF constante y trabajo cons-

tante.

Para este caso la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman a resolver corresponde a:

− ρV (Kt) + sup
Ct≥0
{[ACtV ](Kt) + f(ct)} = 0, Kt ≥ 0, A > 0. (HJB2)

Para cada Ct ≥ 0 y l ∈ (0, 1), ACt es el operador

[ACtV ](Kt) = (AKα
t l

1−α − δKt − Ct)V ′(Kt) +
1

2
σ2K2

t V
′′(Kt) + λ

∫
[V (ezKt)− V (Kt)]G(z)dz.

El teorema de veri�cación establece que, V = V̂ resuelve la ecuación (HJB2) y garantiza la

existencia de una regla de política óptima para ĉ. La ecuación de HJB resultante es:

ρV (Kt) = f(Ĉt(Kt, Vk))+(AKα
t l

1−α−δKt−Ĉt)V ′(Kt)+
1

2
σ2K2

t V
′′(Kt)+λ

∫
V (ezKt)G(z)dz−λV (Kt).

(C.2)

G(z) es la función de densidad de probabilidad del salto de amplitud z.

La ecuación (C.2) en forma discreta en términos de las diferencias �nitas para el caso implícito,

incluyendo la parte de la integral asociada a los saltos se escribe de la siguiente forma.

ρV n+1
i = f(cni ) + (AKα

i l
1−α − δKi − cni )(V n+1

i )′ +
1

2
σ2k2(V n+1

i )′′ + λI(Ki)− λV n+1
i .

Usando el esquema upwind implícito la ecuación anterior se puede ver así

ρV n+1
i =f(cni ) + (AKα

i l
1−α − δKi − cniF )+(V n+1

iF )′ + (AKα
i l

1−α − δKi − cniB)−(V n+1
iB )′

+
1

2
σ2k2(V n+1

i )′′ + λI(Ki)− λV n+1
i

Reemplazando las derivadas y reordenando términos se puede escribir como:

ρV n+1
i =f(cni ) +

V n+1
i+1 − V

n+1
i

∆k
Rn+
iF +

V n+1
i − V n+1

i−1

∆k
Rn+
iB +

1

2
σ2K2

i

V n+1
i+1 − 2V n+1

i + V n+1
i−1

(∆k)2
+ λI(Ki)− λV n+1

i
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para resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

[(ρ+ λ)I−An]V n+1 = f(cni ) + λI(Ki)

BnV n+1 = bn

con

Bn = (ρ+ λ)I−An bn = f(cni ) + λI(Ki)

La solución que se obtiene es:

V n+1 = (Bn)−1bn

El algoritmo tiene los siguientes pasos:

Parte de un Guess inicial V 0
i =

((AKα
i l

1−α − δKi))
(1−γ)

(1− γ)
i = 1, 2, ...., I,

Para cada posición de z se calcula integral I(Ki) usando la FFT

Calcula (V n+1
i )′ usando el método upwind

Calcula cn+1 como cn+1
i = (f ′)−1[(V n+1

i )′]

Encuentra

V n+1(Ki) = (Bn)−1bn

Actualiza el Guess

Se detiene cuando la función de valor alcanza la tolerancia indicada

‖V n+1(Ki)− V n(Ki)‖2 < tol, donde 10−4 ≤ tol ≤ 10−6

Se incluyen valores del stock de capital que dependen de su estado estacionario determinista,

se toman valores en el intervalo [1Kss, 3Kss] 2

El número de pasos en la variable k es:

Variable Valor Nombre

kp 1000 Número de pasos en k

Cuadro C.3: Número de pasos en k

2Kss =

(
α

ρ+ δ

) 1
1−α
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La calibración de los parámetros α, γ,δ,ψ, σ, ρ y λ se muestran en el siguiente (cuadro C.4), para

este ejercicio los saltos se consideran con distribución normal estándar.

Parámetro Valor Nombre

A 2 PTF

L 0.5 Fracción de Trabajo

α 0.4176 Elasticidad del capital

γ 2.0247 Aversión al riesgo

ψ 0.0005 Medida de preferencia por el ocio

σ 0.0092 Volatilidad del capital

δ 0.2212 Depreciación del capital

ρ 0.1213 Factor de descuento

λ 0.03 Intensidad de los saltos

ν -0.055 Media de los saltos

ϕ2 0.041 Varianza de los saltos

Cuadro C.4: Parámetros del modelo A constante con saltos

Este proceso de optimización presenta los siguientes resultados para funciones de valor y de

política:

(a) Fun. Valor. (b) Diferencia Fun. Valor.

Figura C.3: Función de valor Analítica y Numérica
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(a) Fun. Consumo. (b) Diferencia Fun. Consumo.

Figura C.4: Función de consumo Analítica y Numérica

En comparación con el caso sin saltos, nos muestra que al incluir un choque inesperado asociado

con desastres raros en la dinámica de capital, los agentes tienden a disminuir su valor, lo que

implica un aumento de su factor de impaciencia y por tanto incrementan su consumo.

A continuación se presentan los resultados de la función de valor y de consumo cuando hacemos

variar la PTF A.

(a) Fun. Valor Numérica. (b) Fun. consumo Numérica .

Figura C.5: Función de valor y consumo distinto A

Se observa un comportamiento creciente de la función de valor y del consumo a medida que se
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aumenta el factor de PTF A

C.2.1. Tasa de convergencia

Los resultados para la tasa de convergencia para este modelo en la grilla de capital k son los

siguientes y muestran que el orden de convergencia es consistente en la grilla y su valor coincide

con el orden teórico de 1.

Figura C.6: Tasa de convergencia Modelo con A constante con saltos
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C.2.2. Prueba de convergencia para el caso A constante L constante con saltos

(a) Funcion de valor. (b) Error absoluto

Figura C.7: Error de aproximación en la función de valor usando diferencias �nitas, grilla �na
J=10000 puntos en la grilla de capital.

(a) Función de valor. (b) Error absoluto.

Figura C.8: Error de aproximación en la función de valor usando diferencias �nitas, grilla gruesa
J=1000 puntos en la grilla de capital.
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(a) Función de Consumo. (b) Error relativo en el Consumo.

Figura C.9: Error de aproximación en la función de consumo usando diferencias �nitas, grilla �na
J=10000 puntos en la grilla de capital.

La solución numérica en la política de consumo presenta un error relativo de aproximación en un

rango del 0.19% al 0.217%

(a) Función de Consumo. (b) Error relativo en el Consumo.

Figura C.10: Error de aproximación en la función de consumo usando diferencias �nitas, grilla
gruesa J=1000 puntos en la grilla de capital.

La solución numérica sigue con un error relativo de aproximación que va en un rango del 0.15%

al 0.22%

Luego para cada solución numérica que se comparan con la solución analítica, se establece su

velocidad y precisión. Para el caso de la métrica de precisión se considera el área bajo la curva de

consumo, y se establece el error porcentual en este valor con respecto al valor calculado usando

la grilla �na. La siguiente tabla muestra los resultados de la comparación de las soluciones con

una grilla gruesa de J=1000 puntos y una grilla �na de J=10000 puntos.
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Modelo Grillas Velocidad(seg.) Área bajo el Consumo

Acons,Lcons

J=10000 0.089005 0.11777

J=1000 0.025812 0.12336

Fila 2/Fila 1 0.29006 1.04746

Cuadro C.5: Velocidad y precisión del modelo 1.

En el primer modelo donde A es constante y L es constante, los resultados muestran que reducir

el número de puntos de la grilla de 10000 a 1000 da como resultado un aumento aproximado de

3.4 veces en la velocidad computacional y un ligero deterioro de la precisión en aproximadamente

4.74%. Por tanto se justi�ca el uso de una grilla �na en comparación con la grilla gruesa.

C.3. Solución para el modelo con un CIR en la PTF y trabajo

constante (lt ≡ 1 ).

Para este caso la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman a resolver corresponde a:

− ρV (Kt, At) + sup
Ct≥0
{[ACtV ](Kt, At) + f(Ct)} = 0, Kt ≥ 0, At > 0. (HJB3)

Para cada Ct ≥ 0 ACt es el operador

[ACtV ](Kt, At) = (AtK
α
t − δKt − Ct)

∂V

∂Kt
(Kt, At) + β(w −At)

∂V

∂At
(Kt, At) +

1

2
σ2K2

t

∂2V

∂K2
t

(Kt, At)

+
1

2
η2At

∂2V

∂A2
t

(Kt, At) + λ

∫
[V (ezKt, At)− V (Kt, At)]G(z)dz.

Entonces para cada (Kt, At) ∈ R2
+ el máximo en la ecuación HJB satisface:

ĉ(Kt, At, Vk) = arg máx
Ct≥0

[ACt V̂ ](Kt, At) + f(Ct)

Así la ecuación de HJB se transforma en:

−ρV̂ (Kt, At) + {[AĈt(Kt,Vk)V̂ ](Kt, At) + f(Ĉt(Kt, Vk)} = 0.

Por último el teorema de veri�cación establece que, V = V̂ resuelve la ecuación (HJB3) y garantiza
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la existencia de una regla de política óptima para Ĉt. La ecuación resultante es:

ρV (Kt, At) =f(Ĉt(Kt, Vk)) + (AtK
α
t − δKt − Ĉt)

∂V

∂Kt
(Kt, At)+

β(w −At)
∂V

∂At
(Kt, At) +

1

2
σ2K2

t

∂2V

∂K2
t

(Kt, At) +
1

2
η2At

∂2V

∂A2
t

(Kt, At)+

λ

∫
V (ezKt, At)G(z)dz − λV (Kt, At).

(C.3)

La discretización de la ecuación de Bellman maximizada (C.3), usa el esquema de diferencias

�nitas presentado en Achdou et al. (2017) y tiene la siguiente forma:

ρV n+1
i,j =f(cnij) +

V n+1
i+1,j − V

n+1
i,j

∆k
Rn+
i,j,F +

V n+1
i,j − V n+1

i−1,j

∆k
Rn−i,j,B + β(w −Aj)

V n+1
i,j+1 − V

n+1
i,j

∆A
+

1

2
σ2K2

i

V n+1
i+1,j − 2V n+1

i,j + V n+1
i−1,j

(∆k)2
+

1

2
η2Aj

V n+1
i,j+1 − 2V n+1

i,j + V n+1
i,j−1

(∆A)2
+ λI(Ki)− λV n+1

i,j

Reemplazando las derivadas y reordenando términos, se puede ver de forma equivalente a:

ρV n+1
i,j = f(cnij) +Xi,jV

n+1
i−1,j + (Yi,j + νj)V

n+1
i,j +Zi,jV

n+1
i+1,j +χjV

n+1
i,j−1 + ςjV

n+1
i,j+1 +λI(Ki)−λV n+1

i,j

Esto permite resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

((ρ+ λ)I−An)V n+1 = fn + λI(k)

Bn = (ρ+ λ)I−An bn = fn + λI(k)

BnV n+1 = bn

Finalmente la función de valor se obtiene resolviendo:

V n+1 = (Bn)−1bn

El algoritmo tiene los siguientes pasos:

Parte de un Guess inicial que contiene una expresión lineal en A.

V 0 =
k1−γ

1− γ
+ θA

Calcula (V n)′ usando el método upwind

Calcula cn+1 como cn+1
i,j = (f ′)−1[(V n+1

i,j )′]
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Encuentra

V n+1 = (Bn)−1fn

Se detiene cuando la función de valor alcanza la tolerancia indicada

‖V n+1(Ki, Aj)− V n(Ki, Aj)‖2 < tol, donde 10−4 ≤ tol ≤ 10−6

Se incluyen valores del stock de capital que dependen de su estado estacionario determinista,

se toman valores en el intervalo [0.5Kss, 1.5Kss] para comparar el rendimiento del método

de aproximación, usando diferencias �nitas. 3

El número de pasos en cada variable es:

Variable Valor Nombre

kp 20 Número de pasos en k

Ap 20 Número de pasos en A

Cuadro C.6: Número de pasos en las variables

Para establecer la precisión del algoritmo se compara los resultados de la solución numérica del

modelo con la solución analítica obtenida en la proposición (2). Como se muestra en el anexo 1,

la solución particular es también solución de la ecuación diferencial de segundo orden asociada a

el factor B(At) por tanto se puede usar dicha la solución particular B(At),=
Ω
β+δ

(
At + βω

ρ

)
en

la función de valor:

V (Kt, At) = Ω
K1−γ
t

1− γ
+

Ω

β + δ

(
At +

βω

ρ

)
con

Ω =

(
2ρ+ 2δ(1− γ) + γ(1− γ)σ2 − 2λ(m(1− γ)− 1)

2γ

)−γ
El siguiente cuadro muestra la calibración de los parámetros α,β,γ,δ, η,ρ, σ y ω, el cual toma

como referencia la calibración de los estudios de Parra-Alvarez (2017), Posch (2011), Achdou

et al. (2017) y Moll (2014) para algunos valores de los parámetros en los distintos valores de λ.

3Kss =

(
αω

ρ+ δ

) 1
1−α

lss ; lss = 1
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Parámetro Valor 1 Valor 2 Valor 3 Valor 4 Nombre

λ 0 0.01 0.02 0.03 Intensidad de los saltos

L 1 1 1 1 Fracción de Trabajo

α 0.7 0.7 0.7 0.7 Elasticidad del capital

γ 0.7 0.7 0.7 0.7 Aversión al riesgo

ρ 0.05 0.05 0.05 0.05 Factor de descuento

σ 0.40 0.40 0.4 0.40 Volatilidad del capital

δ 0.05 0.05 0.05 0.05 Depreciación del capital

ω 0.01 0.01 0.01 0.01 Media de largo plazo

η 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 Volatilidad en A

β 1.0001 1.0001 1.0001 1.0001 Velocidad de ajuste

ν -0.055 -0.055 -0.055 -0.055 Media de los saltos

ϕ2 0.041 0.041 0.041 0.041 Varianza de los saltos

Cuadro C.7: Parámetros del modelo k y A variables l ≡ 1 incluido saltos.

Para establecer una comparación, se presentan los resultados de la función de valor, la función

de política de consumo y sus diferencias inicialmente para el caso

sin incluir los saltos λ = 0, luego en el caso donde se incluye los saltos para λ = 0,03 y �nalmente

se compara la función de valor numérica y de consumo para los distintos valores de λ, asumiendo

que los saltos en todos los casos se distribuyen con una normal truncada N̄(−0,055, 0,041).

Las siguientes grá�cas son el resultado de incluir solamente un choque browniano en la dinámica

del capital.

(a) Fun. Valor numérica (b) Fun. Valor analítica

Figura C.11: Funciones de valor sin saltos
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(a) Fun. Valor. (b) Diferencia Fun. Valor

Figura C.12: Diferencia función de valor sin saltos

(a) Fun. consumo. (b) Fun. Consumo numérico

Figura C.13: Función de consumo sin saltos

185



(a) Consumo numérico (b) Consumo Analítico (c) Dif. fun. Consumo

Figura C.14: Función de consumo A=0.984 sin saltos

Al incluir los saltos en la dinámica del capital se obtienen los siguientes resultados:

(a) Fun. Valor (b) Dif. Fun. Valor

Figura C.15: Diferencia Función de valor con saltos λ = 0,03
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(a) Fun. Consumo (b) Fun.Consumo numérico

Figura C.16: Diferencia función de consumo con saltos λ = 2

(a) consumo numérico (b) Consumo Analítico (c) Dif. fun. Consumo

Figura C.17: Diferencia función de consumo A=0.984 con saltos λ = 2

Los resultados muestran que al momento de incluir un salto en la dinámica de capital los agentes

al principio suavizan su consumo, se puede explicar que al incluir mayor incertidumbre debida a

los saltos, los agentes tienen un cambio de prioridades, aumentan su deseo de ahorrar por tanto

aumentan su riqueza esperada y por tanto disminuye su consumo.

Los resultados cuando se toman distintos valores de λ son:
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(a) Fun. Valor (b) Fun.Consumo

Figura C.18: Función de valor y consumo con distinto λ

En este caso cuando α = γ al aumentar la tasa de arribo de los saltos λ la política óptima de

consumo disminuye, se puede decir que frente a un choque los agentes deciden conservar sus

activos de valor y sacri�car consumo. Resultado que esta de acuerdo con elasticidad de la función

de consumo analítica del corolario (2), con respecto a λ para saltos que se distribuyen normal

N(ν, ϕ2)

∂c

∂λ
= −e

(1−γ)ν+
(1−γ)2ϕ2

2 − 1

γ
Kt < 0

En la tabla siguiente, se muestra la solución para calibraciones distintas, donde no se cumple

la condición α = γ por tanto no es comparable con la solución analítica. Particularmente se

incrementó los parámetros asociados a la incertidumbre en la productividad total de los factores

y en la dinámica de capital, tomando los saltos distribuidos con la normal truncada.
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Parámetro Calibración 1 Calibración 2 Calibración 3 Nombre

λ 0.01 0.02 0.03 Intensidad de los saltos

α 0.5 0.7 0.4176 Elasticidad del capital

γ 0.7 0.6 0.7 Aversión al riesgo

ρ 0.05 0.05 0.05 Factor de descuento

σ 0.4 0.5 0.7 Volatilidad del capital

δ 0.05 0.05 0.05 Depreciación del capital

η 0.001 0.01 0.1 Volatilidad en A

β 1.0001 1.0001 1.0001 Velocidad de ajuste en A

ω 0.01 0.01 0.01 Media de largo plazo en A

ν -0.055 -0.055 -0.055 Media de los saltos

ϕ2 0.041 0.041 0.041 Varianza de los saltos

Cuadro C.8: Parámetros del modelo con Lt variable incluido saltos con α 6= γ.

Los resultados para la función de valor y de consumo de las calibraciones son:

(a) Fun. Valor (b) Fun. Consumo A=0.98421

Figura C.19: Función de valor y consumo con calibración distinta 1.
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(a) Fun. Valor (b) Fun. Consumo A=0.98421

Figura C.20: Función de valor y consumo con calibración distinta 2.

(a) Fun. Valor (b) Fun. Consumo A=0.98421

Figura C.21: Función de valor y consumo con calibración distinta 3.

Esto nos muestra que al incrementar los parámetros asociados a la incertidumbre del modelo los

agentes experimentan una disminución en su consumo.

Como ejemplo, se usa una distribución Normal truncada N̄(−0,055, 0,041), una distribución Gam-

ma con media µ = 0,1 y SD = 0,058, y además se usa otro tipo de distribuciones como una normal

con parámetros N(0, 1), una exponencial de parámetro ν = 0,4, la uniforme U(a, b) = U(3, 7) y

la distribución de saltos de tamaño constante z = 1, para tratar de mostrar si existe algún tipo

de sensibilidad con respecto a la distribución de los saltos.
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(a) Fun. Valor (b) Fun. Consumo A=1

Figura C.22: Función de valor y consumo con distintas distribuciones.

Esto nos muestra que existe cierto grado de sensibilidad de la función de valor y de la política

óptima de consumo con respecto al tipo de distribución de los saltos, mostrnado sierta similitud

en el resultado para la distribución normal truncada, Gamma y exponencial.

C.3.1. Tasa de convergencia

Los resultados para la tasa de convergencia para este modelo en la grilla de capital k son los

siguientes y muestran que el orden de convergencia es consistente en la grilla y su valor coincide

con el orden teórico de 1.

(a) Tasa de convergencia r=2 (b) Tasa de convergencia A cte. r=2.

Figura C.23: Tasa de convergencia Modelo A Variable L constante.
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C.3.2. Prueba de convergencia para el caso A variable l ≡ 1 constante incluido

saltos en el capital

Los resultados en el error de aproximación que se presentan a continuación se establecen para el

primer valor de λ = 0,03.

(a) Función de Valor. (b) Error relativo.

Figura C.24: Error de aproximación en la función de valor usando diferencias �nitas, grilla �na
J=200 puntos en la grilla de capital.

(a) Función de Valor. (b) Error relativo.

Figura C.25: Error de aproximación en la función de valor usando diferencias �nitas, grilla gruesa
J=20 puntos en la grilla de capital.
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(a) Función de Consumo. (b) Error Relativo en el Consumo.

Figura C.26: Error de aproximación en la función de consumo usando diferencias �nitas, grilla
�na J=200 puntos en la grilla de capital.

La solución numérica del consumo con grilla �na presenta un error relativo de aproximación que

va en un rango del -0.005% a -0.015%

(a) Función de Consumo. (b) Error relativo en el Consumo.

Figura C.27: Error de aproximación en la función de consumo usando diferencias �nitas, grilla
gruesa J=20 puntos en la grilla de capital.

El error relativo de aproximación con grilla gruesa presenta un incremento en comparación con

la grilla �na, toma en un rango entre -0.07% a -0.02%

para este modelo,también se comparan los resultados en términos de velocidad y precisión, son

los siguientes. Nuevamente se establece la integral sobre la función de consumo como la métrica

de precisión.
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Modelo Grillas Velocidad(seg.) Integral del Consumo

Avar, Lcons

J=200 0.34826 1.0666e-09

J=20 0.030456 1.1438e-09

Fila 2/Fila 1 0.08745 1.0723

Cuadro C.9: Velocidad y precisión del modelo 2

los resultados muestran que reducir el número de puntos de la grilla de 200 a 20 da como resultado

un aumento aproximado de once veces en la velocidad computacional y un deterioro de la precisión

en aproximadamente 7.23%. Mostrando un mejor resultado a favor de la grilla �na.

C.4. Solución para el modelo con un Browniano geométrico en

la PTF.

Para este caso la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman a resolver corresponde a:

− ρV (Kt, At) + sup
Ct≥0, lt∈(0,1)

{[ACt,ltV ](Kt, At) + f(Ct, lt)} = 0, Kt ≥ 0, At > 0. (HJB5)

Para cada (Kt, At) ∈ R2
+ el máximo en la ecuación HJB satisface:

(ĉ(Kt, At, Vk), l(Kt, At, Vk)) = arg máx
Ct≥0 lt∈(0,1)

[ACt,lt V̂ ](Kt, At) + f(Ct, lt)

Luego la ecuación de HJB se transforma en:

−ρV̂ (Kt, At) + {[AĈt,l̂t V̂ ](Kt, At) + f(ĉ(Kt, At, Vk), l̂(Kt, At, Vk))} = 0.

Por último el teorema de veri�cación establece que, V = V̂ resuelve la ecuación (HJB5) y garantiza

la existencia de una regla de política óptima Ĉt y l̂t. La ecuación resultante es:

ρV (Kt, At) = f(Ĉt, l̂t) + (AtK
α
t l̂

1−α
t − δKt − Ĉt)

∂V

∂Kt
(Kt, At) + βAt

∂V

∂At
(Kt, At)+

1

2
σ2K2

t

∂2V

∂K2
t

(Kt, At) +
1

2
η2A2

t

∂2V

∂A2
t

(Kt, At) + λ

∫
V (ezKt, At)G(z)dz − λV (Kt, At).

(C.4)
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Al igual que en la solución planteada en el capítulo 1 sección (1.4.3), se usan las condiciones de

primer orden y las restricciones planteadas sobre lt para encontrar numéricamente las políticas

óptimas de Ĉt y l̂t :

lt ∈ (0, 1)

lt >
αγ

αγ − ψ(1− γ)
, condición que garantiza la existencia de la inversa.

Como se explico en la sección anterior (1.4.5) para ciertos casos, γ debe cumplir con las si-

guientes condiciones para la existencia de la política óptima l̂t :

mı́n{γ > ψ

α+ ψ
; γ > 1}

Conocida l̂t se usa este resultado para hallar Ĉt.

Siguiendo el esquema de diferencias �nitas presentado en la sección anterior la ecuación de Bell-

man maximizada (C.4), su forma discreta es la siguiente:

ρV n+1
i,j =f(cnij , l

n
ij) +

V n+1
i+1,j − V

n+1
i,j

∆k
Rn+
i,j,F +

V n+1
i,j − V n+1

i−1,j

∆k
Rn−i,j,B + βAj

V n+1
i,j+1 − V

n+1
i,j

∆A
+

1

2
σ2K2

i

V n+1
i+1,j − 2V n+1

i,j + V n+1
i−1,j

(∆k)2
+

1

2
η2A2

j

V n+1
i,j+1 − 2V n+1

i,j + V n+1
i,j−1

(∆A)2
+ λI(Ki)− λV n+1

i,j

Reemplazando las derivadas y reordenando términos, se puede ver de forma equivalente a:

ρV n+1
i,j = f(cnij , l

n
ij)+Xi,jV

n+1
i−1,j+(Yi,j+νj)V

n+1
i,j +Zi,jV

n+1
i+1,j+χjV

n+1
i,j−1 +ςjV

n+1
i,j+1 +λI(Ki)−λV n+1

i,j

donde

Xi,j =
σ2K2

i

2(∆k)2
−
Rn−ijB
∆k

Yi,j =
Rn−ijB
∆k

−
Rn+
ijF

∆k
− σ2K2

i

(∆k)2

Zi,j =
Rn+
ijF

∆k
+

σ2K2
i

2(∆k)2

νj = −βAj
∆A

−
η2A2

j

(∆A)2

195



χj =
η2A2

j

2(∆A)2

ςj =
βAj
∆A

+
η2A2

j

2(∆A)2

Esto permite resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

(ρ+ λ)V n+1
i,j = f(cni,j , l

n
ij) +AnV n+1

i+1,j + λI(Ki)

Donde:

An = Ã(Xi,j , Yi,j , Zi,j) +D(νj , χj , ςj)

(ρ+ λ)V n+1 −AnV n+1 = f(cn, ln) + λI(k)

((ρ+ λ)I−An)V n+1 = fn + λI(k)

Bn = (ρ+ λ)I−An bn = fn + λI(k)

BnV n+1 = bn

Finalmente la función de valor se obtiene resolviendo:

V n+1 = (Bn)−1bn

El algoritmo tiene los siguientes pasos:

Parte de un Guess inicial V 0 =
k1−αγ

1− αγ
A−γ

Calcula (Vi,jn+ 1)′ usando el método upwind.

Las condiciones de primer orden permiten resolver el sistema simultaneo dado por:

Ct = (1− lt)
ψ(1−γ)

γ (Vk)
−1
γ

(1− lt)
ψ(1−γ)−γ

γ lαt =
1− α
ψ

AtK
α
t (Vk)

1
γ

Calcula ln como lni,j = 1−α
ψ H−1

(
AjK

α
i ((V n

i,j)
′)

1
γ

)
Calcula cn como cni,j = (f ′)−1[(V n

i,j)
′]
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Encuentra

V n+1 = (Bn)−1fn

Se detiene cuando la función de valor alcanza la tolerancia indicada

‖V n+1(Ki, Aj)− V n(Ki, Aj)‖2 < tol, donde 10−4 ≤ tol ≤ 10−6

Las aproximaciones de la función de valor son calculadas en el intervalo [0,1k, 0,5K] para

establecer la convergencia del modelo.

El número de pasos en cada variable es:

Variable Valor Nombre

Kp 20 Número de pasos en K

Ap 20 Número de pasos en A

Cuadro C.10: Número de pasos en las variables

La precisión del algoritmo se establece comparando los resultados de la solución numérica del

modelo con la solución analítica desarrollada en la proposición (3).

V (Kt, At) = Γ
K1−αγ
t

1− αγ
A−γt + g(At)

con

Γ = (1− l)ψ(1−γ)−γ
(

ψ

1− α

)γ
En el siguiente cuadro se muestra la calibración de los parámetros α,β,γ,δ,ψ,η,ρ, σ y ω siguiendo

las calibraciones de los estudios Parra-Alvarez (2017), Posch (2011), Achdou et al. (2017) y Moll

(2014).

Parámetro Valor 1 Valor 2 Valor 3 Valor 4 Nombre

λ 0 0.03 0.07 0.1 Intensidad de los saltos

α 0.4176 0.4176 0.4176 0.4176 Elasticidad del capital

γ 2.1250 2.1250 2.1250 2.1250 Aversión al riesgo

ρ 0.0158 0.0350 0.0607 0.0801 Factor de descuento

ψ 0.5 0.5 0.5 0.5 Medida de preferencia por el ocio

σ 0.0092 0.0092 0.0092 0.0092 Volatilidad del capital

δ 0.05 0.05 0.05 0.05 Depreciación del capital

ω 0.01 0.01 0.01 0.01 Media de largo plazo

η 0.0072 0.0072 0.0072 0.0072 Volatilidad en A

β 0.01 0.01 0.01 0.01 Velocidad de ajuste

ν -0.055 -0.055 -0.055 -0.055 Media de los saltos

ϕ2 0.041 0.041 0.041 0.041 Varianza de los saltos

Cuadro C.11: Parámetros del modelo con A y l variables incluido saltos.

Los parámetros descritos para este proceso de optimización muestran los siguientes resultados
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para la función de valor y las funciones de política y sus diferencias, en todos los casos los saltos

se distribuyen por medio de una normal truncada con parámeteros a = −0,5 y b = 0,2

Para el caso sin saltos λ = 0 son los siguientes:

(a) Fun. Valor (b) Dif. Fun. Valor

Figura C.28: Función de valor sin saltos λ = 0

(a) Fun. Consumo (b) Fun. Consumo numérico

Figura C.29: Función de consumo sin saltos λ = 0

198



(a) Fun. Consumo numérico (b) Fun. Consumo analítico (c) Dif. Consumo

Figura C.30: Función de consumo A cte. sin saltos λ = 0

(a) Fun.Trabajo (b) Fun. Trabajo en A=12.42

Figura C.31: Función de Trabajo sin saltos λ = 0

El resultado al incluir los saltos, para λ = 0,03 es:
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(a) Fun. Valor (b) Dif. Fun. Valor

Figura C.32: Función de valor con saltos λ = 0,03

(a) Fun. Consumo (b) Fun. Consumo numérico

Figura C.33: Función de consumo con saltos λ = 0,03
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(a) Fun. Consumo numérico (b) Fun. Consumo analítico (c) Dif. Consumo

Figura C.34: Función de consumo en A cte con saltos λ = 0,03

(a) Fun.Trabajo (b) Fun. Trabajo en A= 12.42

Figura C.35: Función de Trabajo con saltos λ = 0,03

Los resultados muestran que al incluir un choque inesperado dado por los saltos en la dinámica de

capital, los individuos tienen un motivo precautorio mas fuerte, por tanto aumentan su riqueza

esperada y se presenta una disminución en la política de consumo. La política de trabajo tiene

un comportamiento constante, similar a lo que ocurre con la solución analítica.

Ahora se presentan los resultados con los distintos valores de la tasa de arribo de los saltos λ:
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(a) Fun.Valor numérica (b) Fun. Valor en A=3.89

Figura C.36: Función de valor con saltos distinto λ

(a) Fun. Consumo en A=3.89 (b) Fun. Trabajo en A=3.89

Figura C.37: Funciones de política con saltos distinto λ

Se observa que un aumento en la tasa de arribo de los saltos representa una disminución del la

política de consumo, en ese caso los agentes tienen un comportamiento más prudente, que los

lleva aumentar su deseo de ahorrar y su riqueza esperada, por tanto se tiene una disminución de

su consumo. La política de trabajo mantiene su comportamiento estable.

Las siguientes grá�cas muestran la variación de las funciones de política cuando se toman distintos

valores en el parámetro γ (aversión al riesgo), considerando saltos en la dinámica de capital:
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(a) Fun. Valor numérica (b) Fun.consumo numérico (c) Fun. trabajo numérica

Figura C.38: Funciones de valor y política para distinto γ incluido saltos

El comportamiento del modelo es similar al que se dio cuando la PTF sigue un proceso de rever-

sión a la media y al comportamiento analítico de las elasticidades que se muestra en el corolario

(3), al aumentar la aversión al riesgo (γ) se tiene un incremento del factor de impaciencia, esto

implica un incremento en el consumo. En el caso de la política de trabajo el comportamiento se

da en sentido contrario.

La siguiente tabla, muestra la solución para calibraciones distintas, donde no se cumple la condi-

ción ρ = ρ̃ por tanto no es comparable con la solución analítica. Particularmente se incrementó

los parámetros asociados a la incertidumbre en la productividad total de los factores PTF y en

la dinámica de capital.

Parámetro Calibración 1 Calibración 2 Calibración 3 Nombre

λ 0.01 0.02 0.03 Intensidad de los saltos

α 0.4176 0.4176 0.4176 Elasticidad del capital

γ 2.1250 2.1250 2.1250 Aversión al riesgo

ρ 0.0158 0.0286 0.0413 Factor de descuento

ρ̄ 0.1634 0.1735 0.1921 Factor de descuento

ψ 0.5 0.5 0.5 Medida de preferencia por el ocio

σ 0.0092 0.005 0.5 Volatilidad del capital

δ 0.05 0.05 0.05 Depreciación del capital

η 0.008 0.02 0.8 Volatilidad en A

β 0.01 0.01 0.01 Velocidad de ajuste en A

ω 0.01 0.01 0.01 Media de largo plazo en A

ν -0.055 -0.055 -0.055 Media de los saltos

ϕ2 0.041 0.041 0.041 Varianza de los saltos

Cuadro C.12: Parámetros del modelo con At y Lt variable incluido saltos con ρ 6= ρ̄.

Los resultados de las calibraciones son:
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(a) Fun. Valor (b) Fun.Consumo (c) Fun. Trabajo

Figura C.39: Función de valor, consumo y trabajo con calibración distinta 1.

(a) Fun. Valor (b) Fun.Consumo (c) Fun. Trabajo

Figura C.40: Función de valor, consumo y trabajo con calibración distinta 2.

(a) Fun. Valor (b) Fun.Consumo (c) Fun. Trabajo

Figura C.41: Función de valor, consumo y trabajo con calibración distinta 3.

Lo anterior nos muestra que un incremento incertidumbre hace que los individuos aumenten su

riqueza esperada y por tanto se presenta una disminución en el consumo. Se tiene un comporta-

miento similar a la solución analítica constante en la fuerza de trabajo.

Finalmente se muestra los resultados de la función de valor y de consumo para distintas fun-

ciones de distribución de los saltos. Como ejemplo, se usa una distribución Normal truncada

N̄(−0,055, 0,041), una distribución Gamma con media µ = 0,1 y SD = 0,058, y además se usa

otro tipo de distribuciones como una normal con parámetros N(0, 1), una exponencial de pará-

metro ν = 0,4, la uniforme U(a, b) = U(3, 7) y la distribución de saltos de tamaño constante
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z = 1, para tratar de mostrar si existe algún tipo de sensibilidad con respecto a la distribución

de los saltos.

(a) Fun. Valor (b) Fun. Consumo A=1

Figura C.42: Función de valor y consumo con distintas distribuciones.

En este caso los resultados muestran que con respecto al tipo de distribución de los saltos, para la

función de valor y de consumo se tiene un comportamiento similar con todas las distribuciones.

C.4.1. Tasa de convergencia

La tasa de convergencia para este modelo muestra los siguientes resultados:

(a) Tasa de convergencia r=2 (b) Tasa de convergencia A cte. r=2.

Figura C.43: Tasa de convergencia Modelo con Browniano Geométrico en PTF.
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Los resultados muestran que la tasa de convergencia del modelo descrito, está alrededor de 1 y

que coincide con el máximo teórico de 1.

C.4.2. Prueba de convergencia para el modelo con browniano geométrico en

la PTF

Los resultados en el error de aproximación que se presentan a continuación se establecen para el

valor de λ = 2, casos similares se obtienen en el otros valores de λ.

(a) Función de Valor. (b) Error relativo fun. Valor.

Figura C.44: Error de aproximación en la función de Valor usando diferencias �nitas, grilla �na
J=200 puntos en la grilla de capital.

(a) Función de Valor. (b) Error relativo fun. Valor.

Figura C.45: Error de aproximación en la función de Valor usando diferencias �nitas, grilla gruesa
J=20 puntos en la grilla de capital.
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(a) Función de Consumo. (b) Error relativo en el Consumo.

Figura C.46: Error de aproximación en la función de consumo usando diferencias �nitas, grilla
�na J=200 puntos en la grilla de capital.

La solución numérica con grilla �na es relativamente precisa con un error de aproximación que

va en un rango del 0.0015% a 0.035%

(a) Función de Consumo. (b) Error relativo en el Consumo.

Figura C.47: Error de aproximación en la función de consumo usando diferencias �nitas, grilla
gruesa J=20 puntos en la grilla de capital.

El error relativo de aproximación con grilla gruesa se presenta en un rango del -0.1% a 0.05%

El error para la política de trabajo es:
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(a) Función de Trabajo. (b) Error relativo en el Trabajo.

Figura C.48: Error de aproximación en la función de Trabajo usando diferencias �nitas, grilla �na
J=200 puntos en la grilla de capital.

La solución usando la grilla �na presenta un error relativo de aproximación en un rango que va

del 0.002% al 0.013%

(a) Función de Trabajo. (b) Error relativo en el Trabajo.

Figura C.49: Error de aproximación en la función de Trabajo usando diferencias �nitas, grilla
gruesa J=20 puntos en la grilla de capital.

El error relativo que se presenta con la grilla gruesa va aproximadamente del 0.002% al 0.02%

Para este modelo, los resultados de velocidad y precisión son los siguientes. Nuevamente se esta-

blece la integral sobre el consumo como la métrica de precisión.

208



Modelo Grillas Velocidad(seg.) Integral del Consumo

Avar, Lvar

J=200 0.49137 2.7123

J=20 0.071287 2.7254

Fila 2/Fila1 0.14507 1.004829

Cuadro C.13: Velocidad y precisión del modelo 4

los resultados muestran, que reducir el número de puntos de la grilla de 200 a 20 da como resultado

un aumento aproximado de siete veces en la velocidad computacional y un ligero deterioro de la

precisión en aproximadamente 0.48%.
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