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Resumen

En este trabajo construimos un modelo de mercado financiero basado en un proceso
telegrafico méas un proceso de saltos para la valoracion de opciones Europeas. Vamos a asumir
que el tamano de los saltos es constante y después que es aleatorio, en ambos casos estos
saltos ocurren cuando la tendencia del mercado cambia. Estos modelos capturan la dinamica
del mercado en periodos con presencia de ciclos financieros. Mostraremos la estructura del
conjunto de medidas neutrales al riesgo, ademas, de formulas explicitas para los precios de
las opciones Europeas de venta y compra.
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Abstract

In this work we present a class of financial market models which are based on inhomoge-
neous telegraph processes with jumps. It is assumed that the jumps have either deterministic
or random sizes and they occur when the tendencies are switching. Such a model captures
well the stock price dynamics under periodic financial cycles. We provide a closed form of
the structure of the set of risk-neutral measures and the exact formulae for the European
options prices.

Palabras claves: Telegraph process, option pricing, equivalent martingale measure.

Clasificacion JEL: C'02, G12.

“Tesis de Maestria, Facultad de Economia, Universidad del Rosario, Bogot4, Colombia.
**Correo electrénico: oscar.lopez@ur.edu.co



Indice
1. Introduccién

2. Procesos telegraficos y martingalas
2.1. Definiciones y conceptos preliminares . . . . . . . . .. ...
2.2. Calculo de las densidades de probabilidad del proceso telegrafico . . . . . . .. ..
2.3. Esperanzas y martingalas . . . . . .. .. Lo oL

3. Modelo telegrafico
3.1. Modelo telegrafico con saltos constantes . . . . . . .. .. ... ... ... ...,
3.2. Modelo telegrafico con saltos aleatorios . . . . . . . . ... ... ... .. .....
3.3. Escogencia de la medida martingala . . . . . . ... ..o 000
3.3.1. Noexisteriesgoen lossaltos . . . . . .. ... ... ... ..
3.3.2. El riesgo en los saltos estd asegurado . . . . . . ... ...

4. Calculo de las opciones Europeas de compra y venta

O oot

11

14
16
16
16

19



1. Introduccion

Durante las ultimas cuatro décadas, los investigadores y profesionales del mercado financiero han
desarrollado y adoptado diferentes modelos y técnicas para la valoracién de opciones. Los tra-
bajos pioneros en esta area fueron llevados a cabo en los setenta por Black, Scholes y Merton
[BS73, M 73]. En estos articulos se supone que el precio de los activos financieros se modela a
través del Movimiento Geométrico Browniano (MGB), de tal manera que con la introduccién del
concepto de no-arbitraje’ se pueden encontrar precios tinicos para las opciones Europeas y otros
derivados financieros. El logro de Black, Scholes y Merton es visto como uno de los més notables
por el profundo efecto que ha tenido sobre los mercados al tratar los riesgos en estos a través del
uso de modelos matemaéticos sofisticados.

A finales de los anos setenta y principios de los ochenta Harrison, Kreps y Pliska [HK 79, HP 81,
HP 83] muestran que la ausencia de oportunidades de arbitraje es equivalente a la existencia de
una medida martingala. Esta relacion se convierte en el llamado primer teorema fundamental de
las matemdticas financieras®. El segundo teorema fundamental de las matemadticas financieras se
refiere al hecho de que si la medida es tinica el mercado es completo?.

Enfocados en los anteriores principios y a partir del modelo de Black-Scholes muchas generali-
zaciones se han hecho, las cuales podemos dividir en dos grandes grupos: por un lado modelos
basados en procesos independientes del pasado, tales como: movimientos Brownianos, procesos
de Poisson, procesos de Lévy, etc., algunos ejemplos de este tipo de modelos serian: el modelo
de Balck-Scholes, el modelo de Merton, los modelos con volatilidad estocastica y los modelos de
opciones con costos de transaccién, entre muchos otros*. Por otro lado modelos con dependencia
markoviana, algunos ejemplos de estos modelos son: modelos de cambio de régimen de tipo ARI-
MA y GARCH?, el modelo de Black-Scholes con cambios de régimen®, entre muchos otros. La
idea en estos modelos es incorporar de alguna manera informacion del pasado para modelar de
mejor forma algunos hechos estilizados que se observan en los mercados financieros tales como el
cambio de volatilidad entre los periodos de alza y los periodos de baja del precio de las acciones,
las sonrisas de volatilidad no simétricas, etc.

Esta tesis esta basada en Modelos con Dependencia Markoviana (MDM) (Markov Modulated
Models) también llamados Modelos Ocultos de Markov (MOM) (Hidden Markov Models) o Mo-
delos de Cambio de Régimen (MCR) (Regime Switching Models), por lo tanto, vamos a hacer
una revision de la literatura de estos modelos.

Revision de la literatura: Modelos de Cambio de Régimen

El concepto de cambio de régimen ha existido desde hace mucho tiempo, empezando con modelos
en los cuales el cambio de régimen es conocido a modelos mas generales en donde esto no es cierto.
En principio los cambios de régimen se suponian independientes, pero mas recientemente, en los
setenta, Lindgren, Goldfeld y Quandt [L. 78, GQ) 73] introducen la nocién de cambios de régimen
gobernados por cadenas de Markov dando lugar al término Modelos de Cambio de Régimen o
Modelos Ocultos de Markov. El primero en aplicar el concepto de cambio de régimen en finan-

'Para la definicién de arbitraje véase [B09] pagina 96, Definicién 7.5.
2Véase por ejemplo [B09].

3Véase por ejemplo [B09].

4Para una descripcién de estos modelos véase [C 10].

5Véase por ejemplo [LX 08].

6Véase por ejemplo [EH 97] y las referencias en este articulo.



zas fue Hamilton [H89] en su articulo titulado “A New Approach to the Economic Analysis of
Nonstationary Time Series and the Business Cycle” publicado en Econometrica en 1989. Después
de este articulo el tema ha traido mucho interés, con diversas generalizaciones y aplicaciones en
finazas; algunos ejemplos de modelos de cambio de régimen aplicados a finanzas son’: Elliott y
van der Hoek [EH 97] en distribucién de activos, Elliott y Hinz [EH 02] en analisis de portafolios,
Pliska [P 97] en modelos de tasas de interes, entre otros. En particular, en valoracién de opciones
tenemos: Naik [N 93], Guo [G 01], Buffington y Elliott [BE 02], Elliott et al. [ECS 05, ECS07].

Todos los anteriores articulos en valoracién de opciones excepto Naik [N 93] asumen que tanto la
tendencia como la volatilidad pueden cambiar. Naik supone que si la tendencia es constante y la
volatilidad cambia en el tiempo el subyacente también puede cambiar de precio. Con este enfoque
y algunas suposiciones adicionales las cuales aseguran que existe una tnica medida martingala,
el obtiene férmulas analiticas para los precios de las opciones Europeas, ademas de analizar al-
gunos ejemplos numéricos. Guo [G 01] tiene una aproximacién similar, en la cual ella incorpora
un activo extra, relacionado con los tiempos de cambio, con el propédsito de obtener un mercado
completo y por tanto un tnico precio para las opciones Europeas. Este trabajo fue posterior-
mente corregido y generalizado por Fuh et al. [FWC 02]. Por dltimo, Buffington, Elliot, Chang y
Siu [BE 02, ECS 05, ECS 07] tratan modelos que dependen de una cadena de markov oculta con n
estados a través de una representacion de esta como una semimartingala obteniendo un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales para el precio de las opciones Europeas.

Los modelos anteriores aunque robustos en generalidad carecen de soluciones analiticas para los
precios de las opciones Europeas o suponen simplificaciones que no estan acordes a la realidad
(como en el caso de Naik). En anos recientes, Ratanov [R 07] propuso un modelo de valoracién de
opciones basado en procesos telegraficos (que es un proceso de cambio de régimen) en el cual se
pueden obtener soluciones analiticas para los precios de las opciones Europeas, este es el campo
de investigacion de esta tesis.

Revision de la literatura: Modelos basados en procesos telegraficos

El proceso telegrafico es un proceso estocastico que describe la posicion de una particula moviéndose
en una dimension sujeta a cambios en su velocidad. Este modelo fue introducido en forma dis-

creta por Taylor [T 22] en 1922; més tarde fue estudiado en profundidad por Goldstein [G 51] en

relacién con cierta ecuacién diferencial parcial hiperbélica (llamada ecuacién telegréfica o ecuacién

de ondas amortiguada) describiendo la dindmica espacio-temporal del potencial en un cable de

transmision (sin fugas) [W55]. En 1956, Kac [K 74] introdujo la versiéon continua del modelo

telegrafico, desde entonces el proceso telegrafico y muchas generalizaciones de este han sido estu-

diadas en gran detalle, véase por ejemplo [G 51, O 90, O 95, R 99], con numerosas aplicaciones en

fisica [W 02], biologia [H 99, HH 05], ecologia [OL 01] y mas recientemente en finanzas: [MR 04] en

modelos de perdida, [DP 02, R 07, PR 09] en valoracién de opciones.

En las aplicaciones del modelo telegrafico a la valoracién de opciones tenemos que los mode-
los propuestos por Di Crescenzo y Pellerey [DP 02] y Pogorui y Rodriguez-Dagnino [PR 09] no
cumplen con el primer teorema fundamental de las matematicas financieras, es decir, poseen
oportunidades de arbitraje. El iinico modelo que cumple con los dos teoremas fundamentales es
el modelo de Ratanov [R07] y por lo tanto este es el inico modelo viable.

El modelo de Ratanov consiste en modelar el precio del subyacente como la exponencial estocasti-

"Modelos continuos.



ca del proceso telegrafico mas un proceso de saltos deterministicos con dependencia markoviana.
En este modelo se pueden encontrar formulas analiticas para: los precios de las opciones Euro-
peas y el portafolio autofinanciable que replica estas opciones. Esta tesis consiste en generalizar
el modelo de Ratanov al caso en donde el proceso de saltos es un proceso de Poisson compuesto
en donde los tamaios de los saltos son variables aleatorias con distribuciones alternadas®.

Esta tesis esta organizada de la siguiente forma: en la secciéon 2 presentamos las definiciones y los
resultados preliminares para el entendimiento del modelo telegrafico de valoracién de opciones.
En este modelo podemos calcular formulas exactas para los precios de las opciones Europeas de
compra y venta - seccion 4 - que se basan en las densidades de probabilidad del proceso telegrafico
las cuales son calculadas en 2.2. En la seccion 3 desarrollamos el modelo telegrafico de valoracion
de opciones con saltos constantes en 3.1 y con saltos aleatorios en 3.2. En el caso del modelo con
saltos aleatorios existen infinitas medidas neutrales al riesgo, es decir, el modelo es incompleto;
por lo tanto en 3.3 presentamos dos maneras de escoger una sola medida neutral al riesgo que nos
permita valorar los precios de las opciones Europeas.

2. Procesos telegraficos y martingalas

En esta seccién vamos a definir los procesos involucrados en los modelos de valoracién de opciones
basados en procesos telegraficos y a demostrar algunas de sus propiedades.

2.1. Definiciones y conceptos preliminares

Vamos a considerar un espacio de probabilidad (€2, F,P) y fijar un horizonte de tiempo 7'y una
filtracién {F; }tcpo,r)- En este espacio vamos a definir los siguientes dos objetos independientes:

» Un proceso de Markov £(t), ¢ € [0, T] continuo por la derecha, con conjunto de estados {0, 1}
y teniendo intensidades de transicion alternadas \g > 0y A; > 0, de acuerdo a la siguiente
probabilidad de transicion

P{e(t+ At) £e(t) | ()} = A At +0(A), At — +0, (1)

Vamos a suponer que el proceso (t) es adaptado a la filtracion {F;}icjo,77. Notese que la
distribucién del proceso €(t) esta completamente determinada por el estado inicial £(0) €
{0,1}, de ahora en adelante vamos a fijar este estado inicial de la siguiente forma: £(0) = i,

1=0,1.
» Una sucesion de variables aleatorias independientes Y;;,Y;_;9,Y;3,... con distribuciones
alternadas ®y(dy) y ®1(dy) tales que
P{Y;, € dy} = &,(dy), i=0,1, n>1 (2)
Suponemos que
y; = EY;, = /y@i(dy) < 0. (3)
Vamos a considerar la sucesion 7, < 75 < ... como los tiempos de cambio del proceso e(t). Defini-

mos 7y = 0 y en este caso vamos a tener que los incrementos 7,1 — 7,,, n > 0 son independientes
y tienen distribucion exponencial de la siguiente manera

P(Toi1 — T > t | Fr,) = exp(—Ac(ra)t)- (4)

8La importancia de estos modelos en finanzas es bien conocida, por ejemplo, véase [K 02].



Sea N(t),t € [0,T] el proceso de Poisson que cuenta el nimero de cambios del proceso £(t), es

decir
N(t) = max{n | 7, < t}. (5)

Definicién 2.1. Sean ¢y € Ry ¢; € R tales que ¢y < ¢y, el proceso telegrafico esta definido
como

T(t) :/O CE(S)dS, t e [O,T] (6)

Definicién 2.2. Sean hy € Ry h; € R, el proceso de saltos constantes esta definido como el
siguiente proceso de Poisson

(t)
Jt) =Y h.,, telo,T] (7)

donde, &, = &(7,—) el estado del proceso de Markov £(t) justo antes del n-ésimo cambio, n € N.

Definicién 2.3. El proceso de saltos aleatorios esta definido como el siguiente proceso de

Poisson compuesto
N(t)

Qt)=> Yen  tel0,T). (8)
n=1
Q —
T :
c1 1/0,4

Co — o :
) : ng
y, e
c1 N RE! Y
5 —o

70=20 o 7574 t 70=0 T T 75 74 t

Gréfica del proceso 7 (t) con £(0) = 1. Gréfica del proceso Q(t) con €(0) = 1.

Al igual que con £(t) suponemos que los procesos 7 (t), J(t) y Q(t) son adaptados a la filtracién
{ft}te[o,T]-

2.2. Calculo de las densidades de probabilidad del proceso telegrafico

En esta seccién deseamos calcular las densidades
pila,t) == PAT (1) € da}/dz, @ € (cot,crt), ¢ > 0, (9)
donde P;(-) :=P(- | €(0) = 7) es la probabilidad condicionada al estado inicial 7, i = 0, 1.

Para calcular (9) vamos a utilizar el proceso X (t),t € [0,7], el cual es definido de la siguiente

forma
¢

X (1) :/1{a(s)zl—i}d3' (10)
0

El proceso X (t) calcula el tiempo en el que el proceso €(t) pasa en el estado 1 — i hasta el tiempo
t.



Proposicién 2.1. Los procesos 7 (t) y X(t) estén relacionados se la siguiente forma
T(t)=X(t)er—i + (t — X(1))e. (11)

Demostracion. De las definiciones (6) y (10) tenemos que

t t t
T(t) = / CE(S)dS = Ci/ 1{5(3):i}d8 + Cl—i/ 1{5(3):14}(318 = Ci(t — X(t)) + Cl_i.)((t).
0 0 0

O

Definicién 2.4. Vamos a definir las siguientes densidades condicionales:
fi(s,t;m) =P {X(t) € ds, N(t) =n}/ds, se€(0,t),n>0,t>0, (12)
pi(x,t;n) :=PA{T(t) € dz, N(t) =n}/dz, x € (cot,c1t), n>0,t>0. (13)

Utilizando la ecuacién (11) podemos ver que estas dos densidades estan relacionadas de la siguiente
forma

pi(z,t;n) = f; (M,t;n) . (14)

Ci—; — C

Ahora, para obtener las formulas para f;(s,t;n) y p;(x,t;n) ndétese que por las definiciones (10)
y (12) para n = 0 vamos a tener que f;(s,t;0) = e *!§(s) y por la ecuacién (14) tenemos que
pi(z,t;0) = e (2 — tc;), donde §(+) es la funcién delta de Dirac.

Proposiciéon 2.2. Las densidades f;(s,t;n) satisfacen el siguiente sistema de EDP para cada
n>1,i=01
0fi

ot

Demostracion. Sujeto a que méaximo haya un salto sobre el intervalo de tiempo (0, At) tenemos

(s,t;n) = =Nifi(s,t;n) + N fici(t — s, t5m— 1), ¢ > s. (15)

restando a ambos lados de la anterior ecuacién f;(s,t;n) y dividiendo por At

fi(s,t+ At;n) — fi(s,t;n) o(At)
At At

tomando el limite en la anterior ecuacién cuando At — 0 obtenemos (15). [

= =Aifi(s,tin) + Aifii(t — s, tim — 1) +

Corolario 2.1. Las densidades p;(z,t;n) satisfacen el siguiente sistema de EDP para cada n >
1,:=0,1yt>0

%(m,t; n)+ Ci%(a},t; n) = —A\pi(x,t;n) + \ip1—i(z, t;n — 1). (16)
T

Demostracion. De (14) obtenemos fi(s,t;n) = p;i((c1_; — ¢;)$ + ¢it, t;n), ahora derivando con
respecto a t y usando (15) obtenemos

ofi Opi Op;

Pi
S8 tn) = cio—((ci—i — ¢ it 1 —i — G ity 1
T (s,t;m) =c 035((61 ¢i)s +cit, tim) + T ((c1 ci)s + ¢t tyn)
= —\ipi((c1-i — ¢)s + ity t;n) + Ap1—i((c1—i — ) (t — s) + ¢t t;n — 1)
= —Api((cimi —)s +at, tn) + Aip1—i((¢; — c1—i)s + ci—it, tyn — 1),
Por dltimo utilizando (11) tenemos que = = (¢;_; — ¢;)s + ¢;t si ¢ es el estado inicial y que
x = (¢;—c1_4)s+ 1t si 1 —i es el estado inicial, reemplazando esto en la anterior ecuacién

obtenemos (16). O



Las densidades f;(s,t;n) pueden ser expresadas de la siguiente manera:

Paran > 1 .
t—s)"s"
fo(S, t; 277,) :ASA?L _Als_AO(t_s)l{ogsgt},
(n—1)In! (17)
-1
fuls,t:2n) =g LS sy
1S, L3 0\ (n —_ 1)'71' {0<s<t}>
y paran > 0
n+lyn (t _ S>n5n —A15—XAg(t—s)
Jo(s,t;2n 4 1) =AgT A7 T e Lio<s<t},
o (18)
t— S) S —A0S—A1 (tfs)

ny\n (
fi(s t;2n + 1) :)‘0)‘1+1We Lio<s<ty-

Sumando las ecuaciones en (17) y (18) obtenemos las expresiones para las densidades f;(s,t) :=
Yoo fils,t;n) =P{X(t) € ds}/ds,i = 0,1, a saber

Fols, 1) =e0t5(s) 4 e s No(t=9) [)\ Io (2 AO)\ls(t—s))
v Ao -
fils ) = (s) + e [Alfo@m)
Vo

donde Iy(z) = 07, (Z(f,g v I (z) = I}(z) son funciones de Bessel modificadas.

S
Il 2 )\0)\18(t_5)) 1{0§s§t}7

]1 2 )\0)\18 t— S)) 1{0§s§t}7

Por ultimo, podemos encontrar las expresiones para las densidades p;(x,t), de (14) y (19) obte-
nemos que

Age1=A1¢04, A —Ag Ao — ¢t t—
po(z,t) :ef)‘ot(S(;L'—cot)—i—e < Oci Céo +Ci o ) [)\OIO (2\/ 0 l(l’ Co )(Cl l’))

Ac
ot —zx XoA1(x — cot)(ert — x)
AoA1 T — cot I (2 \/ Ac 1{cot§m§clt}7
(20)
pi(z,t) =e MS(x —cit) +e - (M =ite) [)\110 (2 Vdohi( _Aclt)(cot — x)>
c

cot — x Ao (z — eqt)(cot — x
+v/ AoA . oL \/ 0 1t)(co ) Licoi<a<eity,
T — it Ac

donde Ac = ¢; — ¢p.
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Grafica de las densidades de probabilidad del proceso telegréfico con saltos (la parte continua)
con valores T'=1,¢; = —cop =4, hg = —h1 =0,2, A\ = Xg =50 A1 = X = 20.

2.3. Esperanzas y martingalas

El modelo telegrafico se basa en demostrar bajo qué condiciones el proceso 7 (t) + Q(t) o el pro-
ceso 7 (t) 4+ J(t) es una martingala, para esto en esta seccién vamos a encontrar expresiones para
las esperanzas de los procesos 7 (t), J(t) y Q(t).

Sean E;(-) := E(- | ¢(0) = i) la esperanza condicionada al estado inicial del proceso £(t) y
mi(t;n) :=P{N(t) = n},n > 1 la probabilidad del que el proceso N(t) = n en el tiempo ¢, dado
el estado inicial del proceso &(t).

Definicién 2.5. Esperanza del proceso telegrafico

mi(t) = EAT(0)} = / wpi(a, t:m)dz. (21)

Definicién 2.6. Esperanza del proceso de saltos constantes

ni(t) = EAT (O} = 3 [Z hgk] it ), (22

n=1

Definicién 2.7. Esperanza del proceso de saltos aleatorios

a(t) =E{Q()} =) Z/y%(dy) mi(t;n) = [Zyk] mi(t;n). (23)

Proposicién 2.3. Las esperanzas m;(t) del proceso telegrafico satisfacen el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales
mo(t) = Cyp — /\07710(25) + )\oml(t) (24)
m1 (t) = C1 — )\1m1 (t) -+ Almo(t)

Demostracion. Sujeto a que méaximo haya un cambio en el intervalo de tiempo (0, At) tenemos

restando m;(t) a ambos lados de la ecuacién anterior, dividiendo por At y tomando el limite
cuando At — 0 obtenemos (24). O



Lema 2.1. Las probabilidades ; satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales

To(t;n) = —Xomo(t;n) + Aomi(t;n — 1)

25
m(t;n) = =Mmi(t;n) + Mmo(t;n — 1), (25)
para n > 1. Ademas, las condiciones iniciales del anterior sistema son
mo(t;0) = e ¢ >0, T (t;0) = e Mt >0, (26)
o(0;n) =0,n > 1, m(0;n) =0, n > 1. (27)

Demostracion. Sujeto a que méximo haya un salto en el intervalo de tiempo (0, At) tenemos
mi(t + At;n) = (1 — NAY)m(tn) + NAtm_i(t;n — 1) + o(At),

restando a ambos lados de la anterior ecuacién m;(t;n), dividiendo por At y tomando el limite
cuando At — 0 obtenemos (25). De (4) obtenemos (26) y de la definicién de m;(t;n) obtenemos
(27). O

Proposicién 2.4. Las esperanzas ¢;(t) del proceso de saltos satisfacen el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales

do(t) = Aovo — Xoqo(t) + Xoqi(t)

q@1(t) = Myr — Aaqu(t) + Aiqo(t). (28)

Demostracion. Sujeto a que maximo haya un salto en el intervalo de tiempo (0, At) tenemos

restando a ambos lados de la anterior ecuacién ¢;(t), dividiendo por At y tomando el limite cuando
At — 0 obtenemos (28). O

Corolario 2.2. Las esperanzas n;(t) del proceso de saltos satisfacen el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales

n()(t) = )\0h0 - Aoﬂo(t) + /\0n1 (t)

7;L1 (t) = )\1h1 — )\1711 (t) + Alng(t) (29)

Si adicionamos a los sistemas (24), (28) y (29) las condiciones iniciales m;(0) = 0, ¢;(0) =0y
n;(0) =0, i = 0, 1, resolviendo estos sistemas, obtenemos las siguientes soluciones:

o o () (),
=25 e () () @
nilt) = —A"A;shi ;hl) E+ (—1) N (W;Z - :}“) (1 _Ai_r;w) . (32)
Observaciéon 2.1. En el caso en que Ay = \g = Ay hg = h; = h tenemos
my(t) = 2 ; 4 gyl - OB ni(t) = Aht. (33)

2 2\

Una vez obtenidos estos resultados vamos a demostrar el teorema principal de esta seccion

10



Teorema 2.1. El proceso 7 (t) + Q(t) es una martingala, si y sélo si,
co+ Moyo =0 y c1+ My = 0. (34)
Demostracion. Primero ndtese que para s,t € [0,7], s < ¢ tenemos que
E{T(1) + Q1) | £} = T() + Q(s) + muot — ) + oo (t — 9). (35)

Por lo tanto es suficiente mostrar que las igualdades m;(t) 4+ ¢;(t) = 0, i = 0, 1 son equivalentes a
(34).

De (30) v (31) m;(t) + q:(t) = 0 es equivalente al sistema

(co + Aoyo) A1 + (1 + Ay1)do =0
co + Aoyo — (a1 + Miya) =0,

el cual es equivalente a (34). O

Corolario 2.3. El proceso 7 (t) + J(t) es una martingala, si y sélo si,

Co + )\oho =0 y c1 + )\1h1 =0. (36)

T+9Q

Gréfica de la martingala 7 (t) + Q(t).

3. Modelo telegrafico

Modelos de mercado basados en procesos telegraficos han aparecido en la literatura en varias oca-
siones por ejemplo: Di Crescenzo y Pellerey [DP 02] - Pogorui y Rodriguez-Dagnino [PR 09]. Pero,
hay que senalar que los modelos de valoracion de opciones propuestos en estos trabajos se basan
en procesos telegraficos sin saltos, lo cual hace que estos modelos siempre posean oportunidades
de arbitraje (ver [R07]). En esta seccién vamos a considerar el modelo telegréfico propuesto por
Ratanov en [R 07] y su generalizacién realizada por Lépez y Ratanov en [LR 11].

3.1. Modelo telegrafico con saltos constantes

En esta seccion vamos a describir el modelo telegrafico con saltos constantes introducido en
Ratanov [R 07]. Este modelo tiene caracteristicas interesantes, en primer lugar el modelo no tiene
arbitraje, es decir, posee medidas neutrales al riego, en segundo lugar, el modelo es completo, es
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decir, que existe una tunica medida neutral al riego. En este modelo se pueden calcular al igual que
en el modelo de Black-Scholes los precios de las opciones Europeas de forma explicita asi como
las estrategias de cobertura.

Sean 7 (t),t € [0, 7] el proceso telegraficoy J(t),t € [0,T] el proceso de saltos constantes definidos
en el espacio de probabilidad filtrado (€2, F, {F; }iejo,77, P). Vamos a construir nuestro modelo de
mercado financiero con dos activos.

Asumimos que el precio del activo riesgoso se mueve de acuerdo a la exponencial estocastica de

T(t)+ J (), es decir

N(t)

S(t) = So&(T +J) = Soexp{T (1)} [[ (1 + h-,), (37)

n=1

donde S(0) = Sy > 0 es el precio inicial del activo subyacente. Suponemos que los tamatios de los
saltos son tales que hg > —1y hy > —1.

El otro activo de nuestro modelo es la cuenta bancaria B(t),t € [0,7] que nos da rendimientos
alternados con tasas de interés ro > 0y r; > 0, asi que

B(t) = exp{R(t)}, (38)
donde R(t) = fot T'e(s)ds.

El modelo (37)-(38) no tiene oportunidades de arbitraje si el proceso

N(t)

B(t)™'S(t) = Soexp{T (t) = RO} [ [ (1 + he,.),

n=1

es una martingala con respecto a alguna medida equivalente de probabilidad P*.

Nétese que el proceso 7 (t) —R(t),t € [0,T] es un proceso telegrafico con velocidades ¢ := ¢y — 1y
y ¢1 := ¢ — rq las cuales cambian de acuerdo al proceso de Markov &(t),t € [0, T].

Para encontrar la medida neutral al riesgo, vamos a considerar constates ¢j € R, ¢ € R, hi € R
y hi € R, tales que hi > —1, hi > —1, ¢§ = —Xoh{ v ¢; = —A1h]. Ahora, definimos el proceso
telegrafico 7*(t) como en (6) con velocidades ¢ y ¢ en lugar de ¢y y ¢1, y el proceso de saltos
constante J*(t) = ZnN:(? h% con valores de los saltos iguales a hg y hi.

Debido al Corolario 2.3 el proceso 7* 4+ J* es una martingala. Sea Z = Z(t) la exponencial
estocéstica de este proceso

N(t)

Z(t) =T +J) =" DT +n). (39)

n=1

Vamos a transformar la mediada de probabilidad P en una medida equivalente P* sobre
(Q, F,{Fi }+eom) por medio de la densidad

dP*
dP

_ 70, (40)
Fi

12



Teorema 3.1. Bajo la medida de probabilidad P* tenemos

i) Elproceso N(t),t € [0,T] es un proceso de Poisson con intensidades \§ = Ag—c§ = Ao (1 + hf)

ii) El proceso 7 (t),t € [0,7T] es un proceso telegrafico con tendencias ¢y y ¢; e intensidades A
y AL

Demostracion. Sea 7} (t;n) := P;(N(t) = n). Notese que 7*(t) = b.t + a,7 (t), donde a, = =2

co

y b, = 602#, por lo tanto

7T; (t; ’I‘L) = Ei{Z(t)l{N(t):n}}

o

% byt+asx .
—ﬂn/e pi(z, t;n)dz,

—0o0

donde r;, = [[;_; (1 + A}, ). Derivando tenemos

i (tn) = bkt / el Ty (z, t;n)de + K / eb*”“*xa—i(x,t;n)dx.
Utilizando (16)
<% * byet+asx * byet+a xapl
i (tin) = buk) | 7T p(x,t;n)de — Ry | €T a—(:v,t; n)dx
x
- [ee] - (e e}
— Nk, / Pty ()t n)da + Nk / ebttraszy, (x,t;n — 1)dz.

Usando integracién por partes en el segundo miembro del lado izquierdo de la anterior igualdad
tenemos

7 (t;n) = bkl / Pttty (2, t;n)de 4 ciak / elettasTy (2, t;n)da
—)\mZ/eb*H“*xpi(x,t; n)dx
(14 h) H (1+hy_, / ebttaszy,  (x, t;n — 1)dz,
=1 —00

de donde
i (tn) = (b + awe; — Ni)mr () + N(1+ h)m_(t;n — 1).

Como by + a.c; — N\j = ¢f — Ny = —=AF y (1 + hf) = Af, lo que resulta en

por lo tanto el proceso N(t),¢ € [0,T] es un proceso de Poisson con intensidades A}. ]
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Teorema 3.2. El modelo (37)-(38) posee una medida martingala equivalente P*, si y sélo si,

o+ ANho=0 vy ¢+ Athy = 0. (41)
Demostracion. Como A\j > 0y A} > 0 entonces por (41) tenemos que —cg/hy > 0y —¢1/hy > 0.
Sean ¢ = Ao + Go/ho, ¢ == M\ + & /by, By = —c§/Xo ¥y h} = —c;/A\1, entonces hj =
—1 —¢y/(Moho) > =1y hf = =1 — ¢ /(Ah1) > —1. Por lo tanto con estos valores de ¢, cf,

hy v hi el proceso Z(t) que define la nueva medida de probabilidad estd definido de manera cor-
recta.

Por el Teorema 3.1 el proceso 7 (t) —R(t) es un proceso telegrafico (con respecto a IP*) con tenden-
cias ¢ y ¢; e intensidades A} y Aj. Por lo tanto, por el Corolario 2.3 el proceso 7 (t) — R(t) + J (t)
es una P*-martingala, si y sélo si, (41) se tiene.

Como B(t)7'S(t) = So& (T —R+J) y la exponencial estocéstica de una martingala es martingala,
tenemos que B(t)"'S(t) es una P*-martingala, si y sélo si, (41) se tiene. O

3.2. Modelo telegrafico con saltos aleatorios

En esta seccién vamos a considerar el modelo telegrafico en donde los tamanos de los saltos aho-
ra son variables aleatorias, este modelo corresponde al modelo introducido en Lépez y Ratanov
[LR 11]. A diferencia del modelo con saltos constantes, este modelo es incompleto, es decir, existen
infinitas medidas neutrales al riesgo. Presentamos aqui dos formas de escoger de cierta manera
razonable una medida neutral al riesgo tinica que nos permita valorar los precios de las opciones
Europeas de compra y venta.

Sean 7 (t),t € [0,T] el proceso telegraficoy Q(t),t € (0,7 el proceso de saltos aleatorios definidos
en el espacio de probabilidad filtrado (2, F, {F }iecpo,r,P). Vamos a construir nuestro modelo de
mercado financiero con dos activos.

En este caso asumimos que el precio del activo subyacente se mueve de acuerdo a la exponencial
estocdstica de 7 (t) + Q(t), es decir

N(t)

S(t) = ST + Q) = Spexp{T ()} [[(1 +Y2,..), (42)
n=1
donde S(0) = Sy > 0 es el precio inicial del activo subyacente. Suponemos que las variables

aleatorias Yj, tienen rango contenido en (—1,00),7=0,1, n € N.
El otro activo, la cuenta bancaria B(t),t € [0,7] nos da rendimientos alternados con tasas de
interés ro > 0y ry > 0, asi que

B(t) = exp {R(t)}, (43)
donde R(t) = fot Te(s)ds.

El modelo (42)-(43) no tiene oportunidades de arbitraje si el proceso

)
B(t)7'S(t) = Soexp{T(t) = R()} [ [(1 + Yz,.0),

es una martingala con respecto a alguna medida de probabilidad equivalente P.

14



Teorema 3.3. El modelo (42)-(43) posee una medida martingala equivalente P, si y sélo si,
existen un par de funciones positivas integrables ¢ v ¢ tales que

o0 o0

%+/Q%@ma@»=o y q+/yw@mm@»=a (44)

-1 -1

Bajo la medida P las intensidades del proceso de Poisson estan dadas por

[e.e]

%Z/%@%@D v Mz/w@%@m (45)

-1

y los valores de los saltos estan distribuidos de acuerdo a

% YolyY * P11y
vy = W)y i) = 2oy (ay). (46
0 1
Demostracion. Vamos a construir una medida equivalente de probabilidad sobre (€2, F, {F; }ico1)
en dos pasos.

Primer paso. Consideremos constates ¢; € R, ¢; € R, hj € Ry h] € R tales que hj > —1,
hy > =1, ¢ = —Xoh{ v ¢ = —A1h}. Ahora, definiendo el proceso telegrafico 7*(t) con veloci-
dades ¢ y ¢} y el proceso de saltos constantes J*(t) = Zg:(tl) h% con valores de los saltos iguales
a hy vy hi, podemos definir Z(t) como en (39).

Como primer paso, vamos a transformar la mediada de probabilidad P en una medida equivalente
IP* sobre (€2, F, {F: }ejo,r1) por medio de la densidad

P
|, - Z(%). (47)

Sabemos por el Teorema 3.1 que bajo la nueva medida P* las intensidades de cambio del proceso
e(t) se convierten en A\ = Ao — ¢ = M (1+hi) vy A] = A\ —¢f = A\ (14 h]), por lo tanto,
podemos cambiar las intensidades Ao, A\; por intensidades arbitrarias A\§ > 0 y A7 > 0.

Segundo paso. Vamos a encontrar las nuevas distribuciones de los tamanos de los saltos ®§(dy) y
&% (dy) de la siguiente manera

Oo(dy) = ¢p(y)Po(dy) vy Pi(dy) = ¢i(y)P:(dy), (48)

donde ¢§(y) v ¢;(y) son funciones positivas integrables tales que

/mwawéa@mzl v l[%wﬁw¢d@0=1- (49)

-1 1

La composicion de estos dos pasos nos permitir obtener la nueva medida P la cual es equivalente
a la medida original IP.

Usando el Teorema, 2.1 podemos ver que los procesos 7 —R+J asf como B~1S son f”—martingalas,
si y solo si,

%+%/Q%@ma@w=o v q+x/yﬁwwm@wﬂx (50)
-1 -1
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Por lo tanto el modelo (42)-(43) posee una medida equivalente de probabilidad, si y sélo si, el
sistema (44) tiene integrables soluciones o (y) y ¥1(y).

Esta medida es construida de la siguiente manera: en el primer paso seleccionamos las nuevas
intensidades \§ y A7, en el segundo paso, cambiamos las distribuciones de los saltos utilizando las

funciones ¢§ y ¢i definidas por ¢§(y) = ¢o(y)/ N5 v ¢ (y) = ¢1(y)/A} utilizando (46).

Por ultimo, integrando las dos tltimas igualdades con respecto a las distribuciones ®q(dy) y
®,(dy) tenemos que

[e.9] o0

X = / co)Bo(dy) ¥ X = / o1 (9) 1 (dy). (51)

-1 -1
[l

Observaciéon 3.1. En el caso particular cuando los valores de los saltos son constantes, es decir
Oo(dy) = 6(y —ho)dy y @1(dy) = 6(y — hy)dy, las ecuaciones en (44) tienen la forma ég+ Ajho = 0
y ¢1 + AThy = 0. Por lo tanto, en este caso el Teorema 3.3 es equivalente al Teorema 3.2.

3.3. Escogencia de la medida martingala

En esta seccion presentamos dos formas de escoger una unica medida martingala, en primer
lugar suponemos que la distribucién del tamano de los saltos no cambia 3.3.1; en segundo lugar
suponemos que la distribucién del tamano de los saltos cambia pero que conserva la misma forma
3.3.2.

3.3.1. No existe riesgo en los saltos

Siguiendo los argumentos de R. Merton (ver [M 76] y [ECS07]) vamos a asumir que el compo-
nente telegrafico 7 (t) y el componente de saltos Q(t) representan riesgo sistemdtico y riesgo no
sistematico del activo subyacente. Asi que vamos a suponer que bajo el cambio de medida la dis-
tribucion de los saltos es invariante. Esta suposicién parece bastante razonable puesto que en el
caso de saltos constates el modelo telegrafico bajo la Unica medida martingala cambia solo las
intensidades del proceso de Markov (t).

Si las distribuciones de los valores de los saltos no cambian, esto significa que consideramos
solo soluciones constantes de las ecuaciones en (44) po = A ¥ ¢1 = A}, donde \§ = —¢o/vo ¥
A} = —¢1/y1. En este caso, la medida neutral al riesgo P* estd definida por (40), y el proceso de
Markov £(t) bajo esta medida tiene intensidades A\§ y Aj.

3.3.2. El riesgo en los saltos esta asegurado

Para hacer otra eleccion de la medida neutral al riesgo vamos a adicionar a nuestro modelo un
tercer activo el cual aumenta su valor en una tasa fija en cada momento en el que hay un cambio
de estado

N(t)

St) =[] +he,). (52)

n=1

El proceso S (t),t € [0,T] es gobernado el por el mismo proceso de Poisson N(t) y tiene saltos
constantes con valores hy > 0 y h; > 0. Este activo puede considerarse como un contrato de
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seguro que ayuda a compensar las pérdidas y/o ganancias producidas por el valor de los saltos en
cada instante de cambio de estado.

El mercado formado por {B(t),S(t),S(t)},t € [0,T] es tipicamente incompleto, aunque aho-
ra podemos hacer una escogencia razonable de la medida neutral al riego de la siguiente forma:
primero cambiamos la medida con respecto a las intensidades del proceso £(t), para esto utilizamos
S (t). Por el Teorema 3.2 y el Teorema 3.3 podemos definir de manera tnica las intensidades de
cambio como \j = 1o/ ho y Af =11/ hy. Entonces, hacemos un cambio més de medida esta vez

conservando la forma de las distribuciones de los saltos Y;,.

Damos ahora algunos ejemplos que ilustran este enfoque.

Ejemplo 3.1 (Distribucién exponencial). Supongamos que ¢y < 0y ¢; < 0 y que las distribu-
ciones de los tamanos de los saltos (bajo la medida P) son exponenciales con densidades dadas
por ®o(dy) = moe™ ™ Lyys0pdy y P1(dy) = me™ " 1ysgpdy, 10 > 0, 1 > 0.

Asumiendo que las distribuciones bajo la medida martingala P vuelven a ser exponenciales, de-
finimos ¢o(y) = ave 10y ¥ p1(y) = are™Wlg,nq), donde ag > —no, ay > —n1, ag > 0y
a; > 0.

De la ecuacion en (44) tenemos que

ap = —1no + \/—ono/Co y a; = —n +/—oam /.

Bajo la medida martingala P las nuevas intensidades de cambio son Ay = V/—Comoap Yy A\ =
V—cimay (ver (45)), y las distribuciones de los saltos se definen de acuerdo a (46). Por lo tanto,

*2 *2
Qg = _)io , = _)11 y las nuevas distribuciones de los saltos son
C€oTo c1m
Oo(dy) = mye "1y dy vy Pi(dy) = mre V1m0 dy,
donde nf = —\;/éo y nf = —Ai/¢1. En este caso tenemos que A5 = ro/hg y At = r1/hy nos

permiten encontrar los valores de g, aq, ag y a;.

Ejemplo 3.2 (Distribucién log-exponencial). Supongamos que la distribucién de V, = log(1 +
Yin) es exponencial.

Mas precisamente, si ¢; < 0 entonces la distribucion de Vj,, es exponencial. En el caso de ¢; > 0
vamos a asumir que la distribucion de —Vj},, es exponencial. En ambos casos establecemos la dis-
tribucién de la variable aleatoria V;, es ®;(dy) = n,e™" 1oy dy, n; > 0,7 =0, 1.

Caso ¢; < 0.
Supongamos que 7; > 1. En este caso tenemos que la distribucién de los saltos Y;, es ®;(dy) =
n;(1+ y)*(lmi)l{wo}dy y que la esperanza y; = EY;,, = n—l_l Asumiendo que las distribuciones de

Yin bajo la medida neutral al riesgo P son de la misma forma, definimos o;(y) = a;(14y) ™ 1gy>01,
CLi>1—T]7;, a; > 0.

De la ecuacion en (44) obtenemos que

1+ VA

@ = =i+ 5
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. . . . . . M- 2 e
Bajo la medida martingala las nuevas intensides de cambio son A\ = I = =%0i  Por ]o
? az+7h 1+ Az

tanto, a; = Aj(1 + Aj/|éi])/n; y los tamafios de los saltos Yj, son distribuidos como antes con
@z (dy)=n; (1 +y)~ 7)1, 01dy, donde nf = ;i /Af =1+ Ni/|e] v Af = 7i/hi.

Caso ¢; >0 y \f = rz/izz > G

Ahora la distribucién de los saltos Y;, es ®;(dy) = mi(1 4+ y)" "1 1.y<opdy y la esperanza
yi = EY;, = —ﬁ,m > 0. De nuevo asumiendo que las distribuciones de los saltos bajo la
medida martingala son de la misma forma, definimos ¢;(y) = ai(1 + ¥)*1i_1cy<0y, @i > —1;,
oy > 0.

Repitiendo los calculos en el caso ¢; < 0 tenemos que a; = —n; + % Las nuevas intensidades
son A} = - = _f‘j‘_% Por lo tanto, a; = Af(Af/¢;—1)/n; > 0y los tamanos de los saltos Y;,, es-

tan distribuidos como @ (dy) = n; (149)" ~'1(_1<,<oydy, donde 5} = /AT and X = ri/h; > .

Caso ¢; >0 y X\ = 7“Z/izZ < ¢;. Arbitraje.
En este caso el modelo posee oportunidades de arbitraje. Si las nuevas distribuciones de los
tamanos de los saltos tienen la misma estructura, entonces y; = EY;, = —1/(1 4+ n) > —1. Por
lo tanto en este caso vamos a tener que ¢; + Ajy; > 0. Debido al Teorema 3.3 esto significa la
ausencia de medidas neutrales al riesgo.

Ejemplo 3.3 (Distribucién log-normal). Supongamos que la distribucién de V;, = log(1 + Y,,)

es normal, V;,, ~ N (m;,0?).

Caso ¢; < \f = m/ﬁZ
En este caso la distribucién de los saltos Y, es

1 [log(1+y) — mi]Q}
———¢ - 1> _ndy, 93
(1-+ y)oi/2m o 20? e o

y la esperanza y; = EY;, = exp{m; + 0?/2} — 1.

®;(dy) =

Vamos a cambiar la medida asumiendo que las nuevas distribuciones de 1 + Y}, son de nue-
vo log-normales con la misma o;. Para hacer esto, definimos ¢;(y) = (1 + y)* 11y =
e et o 1y a; €R, o > 0.

De la ecuacién en (44) obtenemos que

g;

%

Las nuevas intensidades en este caso son

2 2
i 5

. o
)\i—aiexp{miai—i— 5 }

a?

%% }, A= rz/lAzz > ¢; v los saltos Y, estan distribuidos de la

2
De donde, a; = A} exp {—miai — =5

siguiente forma

7 (dy) = = {_ [log(1 +y) — (ms + ofa.)]”

— —ex 1,~_11dy.
TG 207 } >y

Por lo tanto V;, ~ N (m; + o2a;, 0?).
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Caso ¢; > \f = n/izz Arbitraje.

En este caso el modelo posee oportunidades de arbitraje. Si las nuevas distribuciones de los
tamaiios de los saltos tienen la misma estructura, entonces §; = EY;, = exp{m;+o2a;+0?/2} -1 >
—1. Por lo tanto en este caso vamos a tener que ¢; + A\y; > 0. De nuevo por el Teorema 3.3 esto
significa la ausencia de medidas neutrales al riesgo.

4. Calculo de las opciones Europeas de compra y venta

En esta seccion vamos a encontrar la formula del precio de la opcién Europea de compra
c=E{B(T)" (S(T) — K)"}, (54)

donde K es el precio de ejercicio, T' la fecha de vencimiento del contrato y I~EZ es la esperanza
condicional con respecto a la medida martingala.

Podemos escribir ¢ de la siguiente forma

c=> B {B(T)™ (S(T) — K)* 1n(ry=m }

=Y EA{B(T) (S(T) = K) Linery=m Lisry>iy }
La anterior ecuacién se puede escribir como
c=S5(0)V,;(z,T) — Kip;(2,T), (55)
donde

= Z\IJZ<Z,T,7”L) y wz(Z7T> = sz(zaTv n)
n=0 n=0

Las funciones W;(z,T;n) y ¥;(z,T;n) estdn definidas de la siguiente manera

\I]i(za T7 n) =
/ ce / / H(l + yk —brt— ar:c-‘rxp;“(x, t; n) dl’q);k(dyl) ce CI):H (dyn)
-1 1237 log(14yy) F1

(2. Tin) / T et )
=1 2=370_, log(1+yk)

donde z = log(K/S(0)), pi(x,t;n) es la densidad del proceso telegrifico dados n saltos y ®I(dy)

es la distribucion de los tamanos de saltos ambas bajo la medida neutral al riesgo. Ademas, a, y
ri—ro T0C1—T1C0

b, son constantes tales que R(t) = bt + a,7 (t), es decir, a, = ey b, = g

Sean

k=1

o (56)
:f;;ebrt/ —errtEyt(x, ¢ n)de,

Ui(z,t;n) = ]EZ {eT(t)—R(t) H(l + yk)].{’]'(t)>z,N(t):n}}
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n

donde k¥ = [T (1+yx) vy

k=1

ui(z,t;n) = Ei {e*R(t)l{T(t)»,N(t):n}}

(e o]

57
= e_brt/ Tt (x, tyn)de. (57)
De estas definiciones tenemos que

Ui(2,T;yn) = / a / Ui(z —log ky,, T n) @7 (dys) - - - @2, (dyn) (58)

14

y o0 (0.]
Vi(z,T;n) = / e /ul(z —logky,, Tyn) @ (dyy) - - ®F (dyy). (59)

14

Noétese que por (16) las funciones U;(z,t;n), n > 1 satisfacen el sistema

oU;(z,t;n) +COUZ-(,z,t;n) B
ot Y0z B

y las funciones u;(z,t;n), n > 1 satisfacen el sistema

—(N + 1 —e)U(z, tn) + AT (1 +y)Ur—i(2, t5m — 1), (60)

aui('zu t? n) + C'aui(za tu n) _

() AV ) Sy n—1). 1
T i R (AF +r)ui(z, tn) + ANug—i(z,t;n ) (61)

Aditamos a (61) las condiciones iniciales u;(z,0;n) = 0, n > 1y ui(z,t;0) = e N Ht5(2 — ¢;t).
Para todo n, u;(z,t;n) =0si z > ¢it, y

m@umzéﬂﬂ:em/‘aﬂﬂ%umm (62)

si z < ¢ot. En el dltimo caso, el sistema (61) toma la forma

dpf{

BLt) = = + () + N0, nz 1, (63)

p(t) = e~ Qi+t y p(0) =0, n>1, i =0,1.
Lema 4.1. La solucién del sistema (63) puede ser representada de la forma
A90) = S IADRO ), 201 =01,

donde A = (AH)L+D/21(\x_)7/2) v as funciones P son definidas como:

PV = eat, P =1,
(o) k (64)
P = PO (1) = Hiﬂ%ﬁ-“ﬁ,nZLﬁ@L

donde
my) = n/2], m) =[(n-1)/2],
(m)y=mm+1)---(m+k—1), a=A =\ +ri—ro.
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Demostracion. Notese que en el caso particular A7 = A\ = Ay r = 9 = 0, la solucién del sistema
(63) es conocida: P (t) =m(t;n) =P(N(t) =n) = (/\7? e M,
Aplicamos el siguiente cambio de variables

pﬁf)( t) = e NHFIADPI(1),
En estas notaciones, tenemos Po (t) =e ™ a= (N +7r)— (N +ro); Péo) (t) = 1; P li=0=

0, n > 1y el sistema
PV +apPy = P
{P(“) _ ) L on>1 (65)
n’' = 1

El 1dltimo sistema tiene la siguiente solucion:

— p() R (n41)...(n+k) (—at)*
Pon1 = Py = @nt1)! [1 + Z (2n+2)...2n+k+1) K } g

(0)  ¢2n n(n+1)...(n+k—-1) (—at)®
P2n - t |:]'+ Z (2n+1)...(2n+k) k! :|’

1) _ t2” (n+1)..(n+k)  (—at)*
By, = {14' Z (n+1)...2n+k) K ]’

que coincide con (64). O

Observacién 4.1. Las formulas en (64) pueden ser expresadas usando las funciones hiperge-
ométricas:

t’n

PO(t) = = 1 F(md +1; n+ 1 —at), m) = |n/2], m® = |(n—1)/2].
n

Una funcién hipergeométrica 1 Fy(«; [3; z) esta definida como

(a+n—1 o =

Ademads, usando (66), podemos comprobar facilmente que PQ( ) PQ(,ll) = aP2n+1, n > 0.

Definimos los coeficientes Gy j, j < k: Bro = Bre1 = Brk—2 = Brp—1 = 1,

(k = Dy
Brj = —on 66
’ i /2]! o
y las funciones ¢y : Yo = Pans1 y
Za’w Y P 1<k <n. (67)

Para los nuimeros positivos p, ¢, definimos vé) =0, vél) = e P, UY) = Pi(p), paran > 1y
1=20,1

i ; —~q
Uén)ﬂ = U§72+1(p7 q) = Poi1(p) + E(pk,n(p)u

k=1
n—1 qk
vs) = vl (p, @) = P (p) + ke (p); (68)
k=1
1y _ @ 1) “ ¢"
v2n = U?n (p7 Q) = P2n (p) + E@k*l,nfl(p)'

k=1
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Ahora encontramos expresiones para u;(z,t;n) en los intervalos cot < z < ¢;qt.

Teorema 4.1. El sistema (61) admite una solucién tnica de la forma

0, z>ct,
ui('zvt; n) = w7(ll) (p, Q)a COt S zZ S Clta 1= 07 17 (69)
pgf)(t), z < cot,
donde wff) = e—(/\i‘+rl)q—(>\6+ro)p/\§f)Uff)(p, q), p = ?T_cza q = ’Zfl;_?ﬁ, n > 0; las funciones pg) son

expresadas en el Lema 4.1.

Demostracion. Evidentemente, u;(z, t;n) = 0, si p < 0, y w(z, t;n) = pg)(t), si ¢ < 0. Para

p, q > 0 tenemos el sistema

8@&1) _ . (0)
g = Un-1s
o) 1
88—p = /Ur(Lfl
con
v(()l) =e Pi(p), U(()O) =e"0(—q), Uv(zi) [p<0=0
y

o) Jg<o= PP (p + q). (71)
Aquia= (N +71) — (A +ro) and P n >0, i = 0,1 son definidos en (64).

Es posible comprobar que la representacién exacta de la solucién de (70) para p, ¢ > 0 tiene la

forma (68) con @, = Popt1, P10 = P2<2,) y

Sp;f,n = Pk-1,n—1, 1< k <n. (72)
La prueba serd terminada con la proposicion siguiente.

Proposicién 4.1. La solucién del sistema (72) tiene la forma (67):

k—1
_ k—j5—1 0
Okn = D 0" By i Py,
=0

Demostracion. De (67) y (65) se sigue:
k—1
SO;C,n = Z ak_]_lﬁkJPQ(i)fjfr
=0

Por las identidades PQ(,ll)Jrl = P2(2)+1 y PQ(S) — PV = 4Py, 1, n >0 (ver Observacién 4.1), tenemos

n —

! k—j—1
Chn= a7 B g Pon—j1

)

J20, j es par

+ Z ak_j_lﬁk,jpz(g)_j_l - Z "™ By Pon—;.

7>0, j es impar j>0, j es impar

]

Para terminar la prueba es suficiente aplicar las identidades Bk 2m+1 = Bi—1.2ms Bk.2m — Bk 2m+1 =
Br—1.2m—1, las cuales se siguen evidentamente de [, (ver (66)). O
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Observacién 4.2. Si A\] = A\; = A, 1 = ry = r, entonces P = B m(tin) =7(t;n) =

i . ] B i o 2n—k+1 ,
p%) =e "'mi(t;n) y orn = PQ(n)—k’-i-l - m Ademis,

(4)
4 1 < /n
() _— k,n—k

Observacién 4.3. De (69) se tiene que las funciones ug(z,t;0) y u1(z,t;0) son discontinuas en
q = 0y p = 0 respectivamente. Todas las otras funciones w;(z,t;n), n > 1, definidas en (69), son
continuas. Los puntos de discontinuidad en las derivadas estan concentrados en las lineas p = 0
y ¢ = 0. Por ejemplo, para u;(z,t;1), 7 =0, 1, tenemos

Ou;(z,t;1) _Oui(z, ;1) _ re-(Hrp
dq q=+0 dq q=—0 ' 7
y
M _ M — N~ (At+ria
ap p=-+0 ap p=—0 ’

Ademis, usando (69) es posible demostrar que wu;(z,t;n) € C" .
Observaciéon 4.4. Nétese que de (60) y (61) obtenemos la representacion siguiente

Ui(z,t;n, X5, ciyri) = w2, tm, N, ¢, T5), (73)
donde \; = X(1+ ;) y 7 = 15 — ¢; — Ay
En el caso de saltos constantes obtenemos la representacion

Ui(z,t;n, X5, ¢y ri) = w2z, t5m, A, ¢, 0), (74)
donde \; = A/ (1+hy) = A + 71 — ¢

Observacién 4.5. En el caso de saltos constantes las formulas en (55) tienen una estructura que
depende del signo de In(1 + ho)(1 + hy).

i) Si (14 ho)(1+hy) <1, entonces In(1+ hg) + In(1 + hy) < 0y logk; — —oo. El precio de la
opcién de venta es dado por la formula (55) con

(i) (i)
"o !
Vi(2,T) = wi(2,T) = ZP}@(T) + Z ui(z —log kg, T; k, Aj, iy 14),
k=0 k=n{"+1

Ui(2,T) =Ui(2,T) = ui(z, T; N\, ¢, 0),
donde z = log(K/S(0)),

m()i) = min {n | 2 — log K, > COT} y ”gi) =min{n |z —logk, >crT}.

i) Si (14 ho)(1+ hy) > 1, entonces In(1 + hgy) + In(1 + hy) > 0y log k! — +o0. Denotaremos
m{” = max{n | z — logr’ > coT},

mgi) =max{n |z —logk > c,T}.
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El precio de la opcién de venta es dado por la formula (55) con

(4)

mo oo
Uiz, T) =wi(z, T) = Z uwi(z —logky, T k, X}, ¢, 13) + Z p,(f)(T),
kim@ k:m(@-‘rl

\Iji('z?T) = Ui(Z7T> = Uz’(z> T; j\i, Ci, 0):

donde z = log(K/S(0)).

Para encontrar el precio de la opcién de venta ¢ primero obtenemos los valores de u;(z,1;n) y
Ui(z,T;n) utilizando el Teorema 4.1 y la Observacién 4.4, reemplazamos estos valores en (58) y
(59) para obtener V;(z,T;n) vy ¥;(z,T;n) y por tanto V;(z,T) y 1;(z,T). Evaluando estas dos
ultimas funciones en z = log(K/S(0)) obtenemos el valor de c.

El precio p de la opcién de venta puede ser encontrado a través de la condicion de paridad

p+5(0) =c+ Ke ”D),
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