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Resumen

La transformada de Fourier es una herramienta matemdtica versatil que se utiliza en multiples dambitos de las
matemadticas como objeto de estudio y por sus aplicaciones practicas, sin embargo, la forma estdndar en la cual se
define la transformada de Fourier solo permite realizarla sobre funciones con dominio real.

Se puede generalizar la transformada de Fourier a los grupos abelianos finitos a partir de la teoria de caracteres,
la cual permite realizar la transformada de Fourier sobre las funciones cuyo dominio es el espacio de Hilbert inducido
por estos mismos grupos abelianos finitos. En el texto se introduce la teorfa de caracteres, desarrollando esta teoria
hasta poder realizar la transformada de Fourier y su inversa sobre grupos abelianos finitos a partir de conceptos a nivel
de pregrado de édlgebra abstracta, dlgebra lineal y analisis funcional.

Adicionalmente, se presentan algunas implicaciones que conlleva la teoria de caracteres para las aplicaciones prac-
ticas de las transformadas de Fourier, construyendo una base bajo la cual se puede utilizar la transformada de Fourier
en dominios mas amplios que los nimeros reales.

Abstract

The Fourier transform is a versatile mathematical tool that’s used in multiple branches of mathematics, both as
a concept to study and for its practical applications, however, the standard way the Fourier transform is defined only
permits its application on functions whose domain is the set of real numbers.

It is possible to generalize the Fourier transform to finite abelian groups through character theory, where the use
of character theory allows the application of the Fourier transform on functions with domains over the Hilbert spaces
induced by finite abelian groups. This text introduces character theory and develops a conceptual basis for the Fourier
transform and inverse Fourier transform over finite abelian groups, through the usage of undergraduate level abstract
algebra, linear algebra and functional analysis.

Additionally, some applications of character theory to the practical use of the Fourier transform are derived, con-
structing a framework that allows the use of the Fourier transform in a wider domain than the standard Fourier transform.

Palabras claves: Transformada de Fourier, caracteres, dualidad.
Keywords: Fourier transform, characters, duality.



1 Introduccion

Durante el andlisis de la distribucién del calor, Joseph Fourier postulé que toda funcién continua y periddica se podia
descomponer en una serie de senos y cosenos, lo cual en conjunto con la férmula de Euler permite escribir a una funcién
f : R — R continua de periodo L de forma

() = co+ e o cper® /b e e C (1.1)

(3

Esta serie se denomina la serie de Fourier de f 'y los coeficientes complejos ¢; se denominan los coeficientes de
Fourier de f.

El método para conseguir los coeficientes de Fourier de una funcién f se llama la Transformada de Fourier, donde para
todo nimero real k£ € R el coeficiente de Fourier ¢;, € C de una funcién de periodo L estd dado por la integral

L
o = f(k) = %/ f(z) - exp(2mi - kx)dx. (1.2)
0

Como la transformada de Fourier de una funcién f se puede realizar sobre todo niimero real, esta se suele ver como una
aplicaciéon F : R — C que le asigna su coeficiente de Fourier en f a cada niimero real.

La transformada de Fourier y por tanto la aplicacién J es lineal e invertible, esta invertibilidad se expresa a través
de una transformada de Fourier inversa F ! : C — R, la cual acepta un conjunto de coeficientes de Fourier y genera
una funcién real.
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Figura 1: Una funcién periddica y la magnitud de sus primeros coeficientes de Fourier.

Ademads de su linealidad e invertibilidad, la transformada de Fourier contiene otras caracteristicas, como su capa-
cidad de aproximar funciones, aunque estas no sean periddicas, o su interaccién con la convolucién hacen que esta
sea una herramienta crucial para aplicaciones como el procesamiento de sefiales o la resolucién de ciertas funciones
diferenciales, e incluso se realiza su estudio matematico a través del analisis armdnico.

La transformada de Fourier tiene una gran variedad de aplicaciones en miltiples 4mbitos, pero por su definicién solo
se puede realizar sobre las funciones cuyo dominio se encuentra en el conjunto de los nimeros reales, R. Sin embargo,
los conceptos que subyacen a la transformada de Fourier permiten generalizar esta operacién a otros espacios.

El enfoque principal de este texto es describir la teoria necesaria para realizar la transformada de Fourier sobre las
funciones que operan en grupos, la cual se conoce como la teoria de caracteres.

La importancia de la teoria de caracteres no es inicamente matematica, ya que el estudio de esta teorfa funciona como
una base sobre la cual se pueden desarrollar aplicaciones practicas. Entre estas aplicaciones se encuentra la definicién
formal de la transformada discreta de Fourier y su versidon computacionalmente eficiente, la transformada rdpida de
Fourier (FFT), un algoritmo fundamental en las ciencias de la computacién.

Otra aplicacién de la transformada de Fourier sobre grupos involucra la compresién de imagenes que realiza el
formato JPEG, este formato interpreta una imagen como 3 funciones (Rojo, verde y azul), las cuales tienen como
dominio un grupo del tamafio de la imagen, de modo que se utiliza el decaimiento y la invertibilidad de la transformada
de Fourier para comprimir imdgenes al remover los coeficientes de Fourier pequefios.

Las fuentes principales usadas para la realizacién del texto fueron [5], [8], [9] sobre los cuales se construyd y desarrolld,
con un énfasis particular en la teoria descrita en los primeros capitulos de [9].



2 Transformada de Fourier sobre grupos

En esta seccidn se realizard una introduccién a la teoria de caracteres, la cual es la base tedrica que serd usada para la
realizacién de la transformada de Fourier en grupos.

Para los fines de este texto, se denotard por U C C el circulo unitario, siendo este el conjunto de los nimeros complejos
de modulo 1. U es un grupo abeliano bajo la multiplicacién estandar en C.

Ademis, para todo nimero natural IV, se denotard por U y; el subgrupo abeliano de U compuesto de las /V raices de
la unidad.

2.1 Caracteres

Definicion 2.1 (Cardcter). Sea A un grupo arbitrario, un cardcter x* : A — U es un homomorfismo de grupos de A
en U, es decir, que para todo a, b € A se cumple que

X*(a-b) =x*(a) x*(b) 2.1

Los caracteres en este texto serdn denotados con el superindice *. También se denotara la accién de un cardcter
sobre un a € A de la forma (a, x*) = x*(a).

Definicion 2.2 (Grupo dual). El conjunto de los caracteres sobre A se denota A* y se denomina el dual de A, con
definiciéon

A*={x*: A— U | x* es un homomorfismo de grupos}. (2.2)
A* es un grupo bajo la siguiente operacién, dado a € A fijo y dos caracteres x*, y* € A* se define

(a, " -y) = (¢ - y")(a) = 2" (a) - y*(a) = (a,2")(a,y"). (2.3)
El elemento neutro de A* es el cardcter 1%, el cual envia todo elemento a € A al nimero 1 € C, de tal modo que

(a,1") =1, a€ A (2.4)

Como A* es un grupo, cada cardcter £* posee un caracter inverso, el cual serd denotado x*, de forma

(a,2%) = {a,2*) = x*(a) (2.5)

En particular, este caracter inverso se define a partir del conjugado, ya que para todo a € A, la accién de un cardcter
x* € A* sobre a, {a,z*) se encuentra en los nimeros complejos, dando las siguientes identidades

) = {a, z*){a, x*)
. 1) = 1.

Ma,o) ! = (a,1%)

2.6
Yae A 26)

Adicionalmente, nétese que para todo grupo A, A* es un grupo abeliano, ya que los caracteres envian elementos de A
aU C C, y lamultiplicacién en C es conmutativa.

Proposicion 2.1. Sea A un grupo finito de orden N y x* un carécter sobre A, entonces Im( x*(A)) es un subgrupo de
UN.

Demostracion. Como A es finito, todo elemento a € A tiene orden finito. Sea n el orden de un elemento a € A, n
divide N y a™ = e, por lo que

(a,x")" = {a",x") = (e;x") = 1.
Por la definicion de las raices de la unidad, la imagen de x* es una de las n raices de la unidad, donde U, es un subgrupo
de Uy. O



Proposicion 2.2. Sea e el elemento neutro de un grupo A, entonces
(e,a*y =1, a* € A. 2.7)
Demostracion. Sea a* € A*
(e,a*y = (ee,a*) = (e,a*){e, a*).
Para que se mantenga la igualdad, (e, a*) = 1. O

Observacion. En este texto, cuando un grupo A es abeliano y finito, su elemento neutro se denotard por 0, se utilizard
N para denotar el orden de A, y la operacién se denotard con + en vez de -. Es decir, las acciones de los caracteres se
escribirdn de la siguiente forma

(a-b,z*y ={(a+bz*) = (a,a*)(b,z*) (2.8)
(a,z*) = {a,x*) = (—a,z*). (2.9)

~

Definicion 2.3. Z,; es el grupo ciclico, este grupo es abeliano y finito de orden N, compuesto de los niimeros enteros
modulo N con suma, donde N € N. Si N > 1, Z es generado por un solo elemento (1) y se cumplird que N - 1 = 0.

Proposicién 2.3. El grupo dual de todo grupo ciclico A = Z; es isomorfo a s{ mismo, de modo que Z, = Z3,. Esta
demostracion estd basada en el teorema dado en [3].

Demostracion. Como 1 genera todos los elementos de Z y;, un cardcter x* : Z 5, — U va a ser determinado unicamente
por el valor de (1, x*), ya que todo elemento de Z ; se puede escribir como el producto de n - 1 para algiin n, donde
por el homomorfismo de los caracteres

<TI, : 17X*> = <1’X*>n =1

Por la proposicién 2.1, (1, x*) € Uy y como solo existen N raices de la unidad, a lo sumo existen N caracteres, tal
que |A*| < N.

Luego, es posible definir una férmula que le asigna un caricter a cada elemento ¢ € 7, este cardcter serd denotado
por x; y se define como

x:(a) = exp (m%) acZy. (2.10)
Cada cardcter generado por esta férmula le asigna un valor distinto a (1, x%) € Uy, de tal forma que existen al menos
N caracteres, por lo que N < |A*|.

Siguiendo estas desigualdades, N = |A*|, por lo que existen N caracteres y |Zy| = |Z%/|. Finalmente, como la
formula 2.10 define un homomorfismo de grupos, el cual le asigna un cardcter tinico a todo ¢ € Z ;, entonces este es
un homomorfismo inyectivo y por ende es un isomorfismo, por ello, se concluye que Z 5, = 7. O

Ejemplo 2.1. Basdndose en la formula 2.10 de la proposicion anterior, es posible realizar una tabla que muestra cémo
actdan los caracteres de Z%, sobre los elementos de Z 5. Por ejemplo, la tabla de caracteres de Z,, es la siguiente

0 1 2
xo 1 1 1 1
x; 1 . =1 —i
x5 1 -1 1 -1
x5 1 —i =1 i



Ejemplo 2.2. Los grupos dihedrales, denotados por D,,, son aquellos que codifican la simetria de rotaciones y refle-
xiones de un poligono regular de n vértices. Estos grupos son de orden 2n, siendo generados por una rotacién 7 y una
reflexion f, los cuales tienen la siguiente presentacion

D, =(r flr=f*=e rf=fr)

Se examinaran los caracteres del grupo dihedral D, nétese que en este grupo existen multiples elementos de orden dos,
siendo estos ()2 = (fr)? = (fr?)? = e, lo cual imposibilita asignarle un cardcter tnico a cada elemento de D3, ya
que en Uy solo existe un elemento de orden dos, (—1)% = 1.

Un cardcter sobre D4 entonces debe enviar estos elementos de orden dos a —1 o 1, enviando los elementos que no
sean de orden dos a 1. Por ende, solo existen dos caracteres, ya que esta es la inica decisién que se puede realizar, sea
X el cardcter no trivial, este enviaraa f,rfy rf a —1, generando los caracteres de la siguiente forma.

f r rf 2 r2f
xe 11 1 1 1 1
x; 1 -1 1 -1 1 -1

En general, es imposible asignarle un caracter inico a cada elemento de un grupo dihedral cuando n > 3, ya que en
estos casos D,, es no abeliano. Después se demostrard que la importancia de los grupos abelianos es que esta propiedad
permite que sus caracteres separaren puntos, lo cual no ocurre en este caso.

Ejemplo 2.3. Se puede comprobar que el grupo dual de R es si mismo, de tal forma que R = R*. El procedimiento que
subyace a este ejemplo se ha basado en la pagina 229 de [4].

Para este fin, se utilizara la identidad de los caracteres y se comprobara que para cualquier nimero real x € R, existe
un cardcter xi € R*.

Sea x* : R — U un carécter continuo arbitrario y sea y € R, por la proposicién 2.2, (0, z*) = 1, de tal forma que por
la continuidad de los caracteres debe existir un elemento § > 0 suficientemente pequefio que asegura que la integral de

0 hasta ¢ no sea 0, tal que
5

/ x*(a)da=t,t+0

0

Subsecuentemente, se puede ver que

Despejando x*, la continuidad de los caracteres permite obtener

y+o fy+5 X*(a)da
X(y) =t / X" (a)da = Fpre. (2.11)
y j(; x*(a)da
Ahora, para esta ecuacidn, la definicién de la derivada resulta en
ey e X HR) =X)L X'(h) —1 N
(x"(y))" = lim A = lmx*(y) | = — (*)

Por el teorema fundamental del calculo, la derivada de * debe existir, ya que se expresoé su anti derivada. Esto asegura
que la siguiente expresion existe y es igual a una constante ¢, donde
X'(h) =1 _

lim
h—0

C.



Siendo asi, la derivada de la ecuacién * indica que
(x*) =ex* (2.12)
Por [2], 1a tinica ecuacidn diferencial que cumple con esta identidad es

X"(y) = A-exp(cy) (2.13)
Como x*(0) =1 = A-1, entonces A = 1, tal que x*(y) = exp(cy).

Ya que la imagen de los caracteres debe estar en el circulo de la unidad, el exponente de x* debe contener al nimero
imaginario ¢. En virtud de esto, la férmula de los caracteres permite escoger cualquier constante ¢ = ia, donde a € R,
de modo que se genera un cardcter distinto por cada real, por lo que R = R*.

Finalmente, como existe un isomorfismo de los reales a los reales cuando se multiplica por un escalar, es usual
afladir un factor de 27 a la férmula de los caracteres, de modo que para todo a € R, su cardcter esta dado por

Xoly) =exp(2mi-a-y), yeR. (2.14)

Ejemplo 2.4. El ejemplo anterior funcionara como una base para encontrar el grupo dual de otros grupos, por ejemplo,
nétese que U = R/Z, por lo que es posible enviar los elementos de R a a U utilizando el mapeo natural asociado al
grupo cociente. Por ende, para todo ¢ € R, su mapeo a U es ¢ — ¢ méd 27Z.

La composicion de los caracteres con este mapeo genera caracteres x* : U — U donde para un ¢ € R, el caracter
X: tiene formula

X:(a) =exp (2mi-ca), a€R/Z. (2.15)

Acorde con esta formula, para todo a € R entero, x5(a) = 1 = exp(2mi - ¢), tal que ¢ € Z, como consecuencia,
unicamente los caracteres que son generados por un numero entero son tnicos, indicando que U* = Z.

Ejemplo 2.5. El ejemplo anterior servird como una base para encontrar los caracteres de Z. Para esto, sea x € Z, este
se mapeard a R a través de la identidad, de tal forma que un entero es enviado a si mismo en R.

A partir de esto, se puede utilizar la férmula de los caracteres de los nimeros reales para generar los caracteres de
Z, siguiendo el mismo procedimiento que se ha hecho hasta el momento.

No obstante, no todos los niimeros reales producen un carécter distinto de Z, ya que, por la férmula de los caracteres,
al generar el cardcter de un ¢ € R, este sera igual a ¢ + Z para todo Z € Z. Por ende, para generar los caracteres se
escoge un intervalo de tamafio 1 sin cota superior, sea ¢ € [0, 1) este intervalo, la férmula de los caracteres es

Xi(a) =exp (2mi-ca), a€Z. (2.16)
Finalmente, el conjunto [0, 1) que genera los caracteres es isomorfo a U, asi Z* = U.

Ejemplo 2.6. En el caso de los caracteres sobre los nimeros complejos, nétese que se si se definen los caracteres sobre
todos los ndmeros complejos, tal que existen x* : C — U, es posible limitar estos caracteres a los nimeros reales,
donde x*|g : R = U.

Como se ha visto anteriormente estos caracteres estarfan dados por la ecuacioén

X*|g(a) = exp(27mi - ca), c€R.

Luego, siguiendo el teorema de extensién de funciones reales a complejas, dado en la pagina 102 de [1], una extensioén
de los caracteres reales a todos los complejos tinicamente puede estar dada por

X*|r(a) =exp(2mi-ca-2), c€R, z€C

Sin embargo, el tnico niimero complejo que asegura que la imagen de los caracteres este en U es 0, por lo que todo
cardcter actuara sobre los z € C de forma (x*, ) = 1. Por ende, el dual de C es el cardcter neutro 1*.



Proposicion 2.4. Sea A un grupo finito de orden N y sea x* € A*, entonces

N, sizt=1*
E a,x*) =
( ) {0’

acA en otro caso

Demostracion. En el caso que x* = 1%, todo elemento sera enviado a 1, y por tanto la suma dard V.

En el otro caso, si * # 1%, existe algtin elemento a, € A* tal que
<CL0, $*> 7/: 1

Antes de realizar la suma, es necesario construir un mapeo h : A — A, que envia los elementos de forma a —
a + a, la importancia de h proviene de su capacidad de desplazar los elementos sin cambiar el resultado de la suma,
ya que por su definicién este es un isomorfismo de A en A. Utilizando a h, se obtiene

Y la,a) =Y (h(a),a”) = (a-ag,a")

acA acA acA
= Z<a07 a*){a,a”) = (ag,a") Z<a>a*>
acA acA

Como (a,, a*) es un numero diferente de 1, y pertenece al circulo unitario, de modo que no es 0, la igualdad entre
el primer y tdltimo término de la formula anterior solo se podrd mantener si

Z(m a*) =0

acA
Habiendo verificado ambos casos, se comprueba la proposicién. O

Para los fines de este texto también es necesario comprobar un teorema andlogo al teorema anterior, con la diferencia
que se realiza la suma de los caracteres de A*. Sin embargo, la prueba de este teorema tiene una sutileza que la hace mas
compleja que la prueba anterior, requiriendo comprobar algunas propiedades de los caracteres antes de poder demostrar
el resultado principal.

Los siguientes resultados, que comprenden las proposiciones 2.5, 2.6, 2.7, el teorema 2.1 y el corolario 2.1 fueron
realizados basandose en el texto [3].

Proposicion 2.5. Sea A un grupo abeliano finito, H un subgrupo propio de Ay x* : H — U un carécter, entonces
para todo elemento a € A — H, se puede extender el dominio del cardcter de forma x* : (H,a) — U.

Aqui, se estd usando la notacién (H,a) < G, la cual también se puede ver como (H) U (a) < G para describir al
subgrupo de A compuesto de la unién de los elementos de H y el subgrupo generado por (a).

Demostracion. Para realizar esta demostracion, el primero paso que se realizara es mostrar como las propiedades de
los elementos de A permiten construir la extensién, siendo asi, partiendo de que A es un grupo finito, para algin n se
debe cumplir que n - a = 0, por lo que

(@, x*)" = (n-a,x*) =(0,x") =1 (%)

Como 0 € H y el producto de n - @ = 0, existe un n tal que n - @ € H, como n puede ser cualquier nimero donde
n - a = 0, se usara d para denotar el menor nimero que d - a = 0.

Ademas de esto, es importante que al realizar el grupo cociente de H/(H, a), este solo tendrd d = |H/(H,a)|
elementos, ya que cada elemento generado poruni - a € {(a) paratodoslosi = 0, 1, ...,d — 1 generara su propio grupo
cociente.

Con esto, se puede empezar a definir la extensién de x*, sea X* : (H,a) — U esta extension, la ecuacién * obliga a
(a, X*) a ser un elemento de U, ya que de lo contrario no se cumpliria que

(d-a,X*) = {a,x")?" = (d-a,x*) = (0,x") =1 (2.17)



Hasta el momento, se mostré que cualquier extensién de x* debe asignarle un valor dentro del circulo unitario a (a, X*),
y cabe destacar que Unicamente con este hecho se puede crear la extensién de x*, ya que el producto de dos elementos
del circulo unitario caerd en el circulo unitario, permitiendo para crear la extension con formula

£(h+i-a)=x*(h)-X*(a). (2.18)

Sin embargo, no se ha demostrado que X* estd bien definida, y més atin, que no importe cual seleccién de elemento
en el circulo unitario de {(a, X*) € U, se realice, por lo que es necesario comprobar que para cada forma de generar
un elemento de (H,a), por lo que se definen dos generadores para este elemento, h + i -ay j-h + i’ - a tal que
h+i-a=j7-h+i - a

Para comprobar la consistencia, se parte de la igualdad de los generadores, de modo que
h+d-a=j-h+i-a—=h+(GE—i)a=j-h— (i—i)a€H

Por ende, se sabe que este elemento estd en H, de tal forma que i = ¢ méd d. Ademds, al despejar de las variables
restantes, se encuentraque i’ =i +dd’ ' yh =j-h+ (i’ —i)a = j- h+ (dd")a, las cuales se usaran para mostrar la
consistencia de x*, donde

X7 WX (@) =X (- X (@) 4 = X (G- WX (@)K ()™
=x"(j-h)X*(a)'x*(d- a)d/ =x*(G-h+ (dd’) )X (a)? (2.19)
= X"(h)X*(a)".
Esta igualdad asegura que la ecuacion estd bien definida sin importar cual raiz de la unidad de U ; se seleccione para
representar la accién de (a, X*), lo que comprueba que este es un método valido para extender los caracteres. O

Proposicion 2.6. Sea A un grupo abeliano finito, H un subgrupo de A, y x* : H — U un carécter, entonces a este
cardcter se le puede extender el dominio a todo A, es decir, existe X* : A — U tal que x*(h) = x*(h), paracada h € H.

Demostracion. Como A es finito, existe un conjunto finito compuesto por los elementos

{ay,aq9,...,a,} = A—H

A partir de estos elementos se puede ir construyendo una secuencia de subgrupos, afiadiéndole un generador a H,
de forma que obtenemos una secuencia de forma

H<{(H,a;) << (H,aq,...,a,) = A

Esta secuencia permite puede aplicar el resultado de la proposicién 2.5 de forma iterativa, aumentando el dominio
de un cardcter x* a un subgrupo mas grande, hasta que el dominio de x* sea todo A, tal que x* : A — U. O

Proposicion 2.7. Sea A un grupo abeliano finito y H un subgrupo de A, entonces se pueden extender los caracteres de
H a A de |A/H| maneras distintas.

Demostracion. Esta prueba se realizard por induccién. El caso base se da cuando |A/H| = 1, en esta situaciéon A = H,
donde es aparente que solo existe una manera trivial de extender los caracteres, ya que no se hace nada.

Como hipétesis de induccién, se asumird que se cumple la condicién para todos los subgrupos G de A tal que |A/G| <
|A/H], por lo que existen |A/G| formas de extendera x* : G — U.

Seaa € A — H, para comprobar la induccién se debe recordar el procedimiento que se realizé en la proposicién 2.5.
En este, d es el menor niimero tal que d - @ € H y la extensién de x* debe estar en U, tal que (a, X*) € U,.

Se mostré que todas las opciones para extender los caracteres son vdlidas, por lo que existen d = [(H,a)/H]|
maneras distintas de extender el dominio de x : H — U, donde cada opcion crea un cardcter X* : (H,a) — U.



Como |A/(H,a)| < |A/H|, por la hipétesis de induccién existen |A/(H, a)| formas de extender a x* : (H,a) — U a
todo el grupo A. Ademds, como existen d formas de realizar la extensién de x* : H — U a el subgrupo (H, a), donde
la cantidad total de extensiones de H se encontrard realizando el producto de estas extensiones, tal que

|A/(H, )| -d = [A/{H,a)| - [(H,a)/H| = [A/H|.

Se ha comprobado que el paso inductivo es verdadero, de modo que el teorema es verdadero por el principio de induc-
cién. O

Teorema 2.1. Sea A un grupo abeliano finito, entonces para todo elemento a € A, donde a # 0, existe un cardcter x§
tal que

{a,xp) # 1 (2.20)

Demostracion. Seaa € A,como A es finitoy a # 0 existeun N tal que N-a = 0, donde N > 1. Ademds, considerando
que el subgrupo ciclico generado por (a) es isomorfo a su dual {(a)* por la proposicion 2.3, deben existir caracteres que
actdan sobre (a).

Luego, por la proposicion 2.6 se puede extender el dominio de los caracteres x{, : (@) — U sobre (a) a todo A,
donde el método para realizar la extension asegura que existe una extension donde (a, x§) # 1. O

Observacion. Como este teorema solo aplica para los grupos abelianos finitos, a partir de este punto se asumird que
todos los grupos en este texto son abelianos y finitos, a menos que se mencione lo contrario.

Corolario 2.1. Si A es un grupo abeliano finito, entonces su dual A* es del mismo orden que A.

Demostracion. El elemento neutro 0 es un subgrupo de A, los caracteres de este subgrupo se pueden extender a todo
el grupo A de |A/0| = |A| formas distintas por la proposicién 2.7, por lo que existen | A| caracteres distintos de A y
por ende, |A| = |A*|. O

Observacion. Como los grupos Z ,; son abelianos y finitos, se cumplen todas las proposiciones que se plantearon, como
la igualdad de tamafio entre un grupo y su dual, lo cual permitird realizar la transformada de Fourier sobre estos.

En cambio, en otros grupos no se tienen estas garantias, nétese que para los grupos no abelianos no aplica el teorema
2.1. Por ejemplo, volviendo al caso de D5, no existe un carécter que mande a los elementos no triviales {r, 72} a algtin
nimero ademds de 1.

De manera similar, estar en grupos finitos asegura que se cumpla el corolario 2.1, el cual se usard para realizar las
transformadas de Fourier en este texto. Esto se puede ejemplificar con los duales de Z y U respectivamente, ya que
|U| # |Z| aunque sean duales entre si.

Teorema 2.2. Sea A un grupo abeliano finito de orden N y sea a € A, entonces

N, sia=
Y faay =g, 0

eyt 0, en otro caso

Demostracion. De manera andloga a la proposicion 2.4, se examinara este teorema por casos.
Sia = 0, por la proposicién 2.2, la accién de todos los caracteres con a es 1, adicionalmente, el corolario 2.1 asegura
que la cantidad de elementos de A es igual a la de A*. En consecuencia, la suma serd igual a |A*| = |A| = N.

En el otro caso, si a # 0, el teorema 2.1 asegura que existe un =, € A* donde (a, ;) # 1. Como en la proposicién 2.4,
se define un isomorfismo h : A* — A* que envia a los caracteres z* > z* - x que preserva la suma, por tanto

Z (a,2") = Z (a,h(z")) = Z (a,2" - a7)

T*EA* T*EA* T*EA*
=Y (axp)a,a") = (a,x5) Y (a,a)
r*eA* TreA*

Como (a, x{) es un numero diferente de 1, y pertenece al circulo unitario, de modo que no es 0, la igualdad entre
el primer y tdltimo término de la formula anterior solo se podrd mantener si
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2.2 Elespacio L?*(A)

Habiendo establecido los caracteres, para realizar la transformada de Fourier es necesario tener la capacidad de trabajar
con las funciones definidas sobre un grupo A, lo cual se realizard a través del espacio L?(A).

Definicién 2.4. Sea A un grupo, el espacio vectorial de dimensién finita L2(A) es aquel definido por
L*(A)={f:A—C| ZGGA\f(a)|2<oo} (2.21)

Sobre L?(A) se estd utilizando la norma L?, de manera que una funcién pertenece al espacio si su norma es finita,

la norma de toda funcién f € L*(A) es
11l = [>_1f (@) (222)
acA

En L?(A), definimos el producto interno para las funciones f, g € L?(A) como

(f,9)=">_ fla)g(a) (2.23)

acA
Como L?(A) es un espacio con norma L? dotado con un producto interno, este es un espacio de Hilbert.

Recordando que tinicamente se estan usando grupos abelianos finitos, esto implica que la norma L? de cualquier funcién
en L?(A) se realizard a partir de una suma finita de valores finitos, por lo que todas las funciones tendrédn una norma
finita y por ende pertenecerdn a L?(A).

Esto incluye a todos los caracteres L2(A) y en particular, que el producto interno entre caracteres z*,y* € A* es

(@*,y") = D (a2 (a,y7) = Y (a, 2" - ). (2.24)

acA acA

Definicién 2.5 (Base ortogonal). Sea A un grupo, y L?(A) el espacio de Hilbert que A induce, una base ortogonal (e,, )
es una secuencia (e, ey, ..., ex) en L?(A), de tal forma que los elementos de esta secuencia deben ser ortogonales
entre si, lo cual implica su independencia lineal.

Como L?(A) es un espacio con producto interno, se sabe que dos elementos son ortogonales si su producto interno es
igual a cero, es decir
(e;,e,) = 0, paratodo i # k. (2.25)

Ademds, todo elemento z € L?(A) debe poderse escribir como una combinacién lineal

N
r=) ey (2.26)
k=1

Esta forma de escribir a x a partir de los elementos de la base ortogonal se llama la expansion de x, ademads de este
término, los escalares o, € C que conforman x se llaman sus coeficientes de la expansién. Como L?(A) es un espacio
de Hilbert, todo coeficiente se puede obtener a través del producto interno, donde

oy = (7€) (2.27)

Observacion. Las bases ortogonales no son unicas, de modo que se puede encontrar mas de una base ortogonal de
L?(A), sin embargo, todas las bases ortogonales de L?(A) deben ser de orden dim L?(A).

11



La base ortogonal més simple de L?(A) para un grupo finito A estd dada por (ey, ey, ..., ex_1), donde cada e, es

1, sik=j
epla;) = {0 ik (2.28)

La cardinalidad de la base ortogonal (e;,) es igual al orden de A, lo cual permite asegurar que dim(L?(A)) = |4,
lo cual sera importante al desarrollar el siguiente teorema.

Teorema 2.3. Sea A un grupo, entonces su dual A* es una base ortogonal de L?(A).

Demostracion. El corolario 2.1 asegura que |A| = |A*| = dim L?(A), por lo que para demostrar que A* es una base
ortogonal solo es necesario demostrar que los elementos del dual son ortogonales entre si.

Para este fin, sean z*, y* € A* dos caracteres donde z* # y*, se puede verificar su ortogonalidad a través del producto
interno

(x*,y*) = Z(a,x*)(a,y*) = Z(a,x* “y) (2.29)

acA acA

La proposicién 2.4 indica que la suma se cancela como z* # y*, de modo que la suma del producto interno es
(z*,y*) = 0, comprobando que estos caracteres son ortogonales.
Como este hecho aplica para todo z* # y*, se puede concluir que todos los caracteres son ortogonales entre si.

Habiendo comprobado la ortogonalidad de los caracteres, se puede comprobar la norma de estos a través del producto
interno, sea z* = y*, entonces {a, z* - y*) = 1, para todo a € A, tal que

(@,y") = (a,2*-¥) = N. (2.30)
acA

O

Observacion. A partir de esto se puede ver qué A* no es una base ortonormal, ya que la norma de todos los caracteres
es ||z|| = v/(x,2) = VN, lo cual se tomard en cuenta al momento de realizar la transformada de Fourier.

Ejemplo 2.7. Siguiendo que todo elemento en L?(A) se puede escribir a partir de la suma de los caracteres A*, es
natural que los elementos de la base ortogonal (e, €1, ..., €5_1) también puedan escribirse a partir de una expansion
de A*.

Empezando con e, nétese que la formula dada por el teorema 2.2 permite realizar la expansion de e, como

1
co(0) = % > (0,27 =1 (2.31)
TreA*
eola) = 1 > la,x) =0, a€A a0 (2.32)
N T*eA*

Efectivamente, la expansion de e, es simplemente la evaluacién de los caracteres en A*, con un factor de normali-
zacién aplicado para mantener el resultado de e, (0) en 1.

Teniendo esto en mente, se pueden generar los demds elementos de la base a través de un desplazamiento, sea e; algtin
elemento de la base ortogonal y a € A, por el teorema 2.1 la expansion de e, es

1, sia=e¢

Gla) = o 3 fa—epat) = {0

T*EA*

(2.33)
en otro caso
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2.3 Transformada de Fourier

Siguiendo el teorema 2.3, toda funcién f € L?(A) se puede escribir como una expansién en la base ortogonal A*.
Estas expansiones estdn compuestas de un coeficiente y un caracter a* € A*. Denotando el coeficiente de la expan-
sién correspondiente a a* como a ¢(a*) € C, la funcién f € L?(A) se escribird como

f=> apa)-a (2.34)

a*€A*

Esta expansion a partir de la base ortogonal A* se llama la expansion de Fourier de f, en la cual los af(a*) se
llaman los coeficientes de Fourier.

Para un a € A fijo, el uso de la expansién de Fourier permite escribir f(a) de forma

flay= ) aga)-a*(a)= ) asa){a,a®). (2.35)

a*eA* a*€eA*

Como L%(A) es un espacio de Hilbert, se puede utilizar el producto interno para obtener el coeficiente de Fourier de
un carécter ¢* € A*, tal que

(f,c*) — ( Z af(a*) . a*,c*) — Z af(a*) . (a*’c*>

a*eA* a*eA*
=ay(c) - (c*,c") = N -a(c)

Despejando a g, se tiene que

ag(c’) = %(f,c*) (2.36)

Por ende, por la definicién del producto interno sobre L2(A), la férmula para obtener el coeficiente de Fourier
correspondiente a c* es

1 .
as(c) = 5 > fl@)a, ). (2.37)

acA
Como en el ejemplo 2.7, se estd realizando una normalizacidén a través de la divisién por un factor de N, realizar

este procedimiento es la practica estindar al obtener los coeficientes de Fourier.

Antes de definir la transformada de Fourier, se debe recordar que se estd trabajando con grupos abelianos y finitos, por
ello, se sabe que el dual A* también es abeliano y finito, asegurando que existe el espacio de funciones L?(A*) que
cumple con todas las propiedades de los espacios L? que se dieron en la seccién 2.2.

Definicién 2.6 (Transformada de Fourier). La transformada de Fourier F, : L?(A) — L?(A*) es un operador cuyo
dominio son las funciones f € L?(A), tal que
Fuf = ay (2.38)

Laimagen de f bajo la transformada de Fourier es una funcién oy € L?(A*) que codifica los coeficientes de Fourier
de f, de tal forma que para un cardcter a* € A*, la funcién « ¥ retornard su coeficiente de Fourier

Fyf(a*) = az(a*) = %Zf(a)(a,a*) (2.39)

acA

Ejemplo 2.8. Para visualizar el funcionamiento de la transformada de Fourier, sea A = Z- y f : Z, — R una funcion,
la cual se gréfica en la figura 2.
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Figura 2: La grifica de f en los nimeros naturales entre O y 6.

Siguiendo que la transformada de Fourier de f, F', f es una funcién que le asigna un coeficiente de Fourier a cada
cardcter de A*, estos coeficientes se pueden visualizar, ya que se encuentran en el plano complejo. Nétese que existe
una simetria vertical en los coeficientes de Fourier, esta simetria siempre existird si la funcién f : K — R es real. En
cambio, si la funcién es compleja, tal que f : K — C, esta simetria nunca existird.

1k e —
e,
e N
0.5}
/, v
,” . \“
L] \
0r :‘ .
v e "
\ .
»
05
e %
N /.
1 L T
| | | | | | )
1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 3: Las raices de la unidad en azul y los coeficientes de Fourier ¢ en rojo.

Teorema 2.4. I, : L?>(A) — L?(A*) es un operador lineal, es decir, que para f,g € L*(A), x,y € C, entonces

Fa(zf+yg)=x-Fu(f) +y- Falg) (2.40)
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Demostracion. Seaa* € A*

ach (2.41)

Teorema 2.5. F, preserva el producto interno, es decir, que para dos funciones f,g € L*(A) se cumple que

(FAf7 FAg) = (f’g) (2.42)

Demostracion. Sea a* € A*, para fines de esta prueba se realizara el producto interno en el espacio L?(A*) entre las
funciones Fy f, F,, g y se demostrard la igualdad con el producto interno entre fy g

(Faf,Fag)

Z (a*, Fuf){a*, Fug) = Z Fyf(a®) - Fag(a®)

a*eA* a*€Ax

- 3 (X @3 5 o a))

a*€A* acA beA

TS Fa)g®a a b o)

a€A beEA a*€A*

TN H@g®) Y T ae,a)

acAbeA a*€A*

Examinando en detalle la suma interior, nétese que
Z (a,a*)(b,a*) = Z (a,a*){b,a*). (*)
a*€A* a*e A*

El cardcter a* es el inverso de a*, por ende, el homomorfismo de los caracteres asegura que (a,a*) = (a~!,a*). Para
el caso que a # b, el teorema 2.2 implica que * es

Z (a=t a*)(b,a*) = Z {a™t +b,a*) = 0.

a*eA* a*eA*
En el otro caso que a = b, entonces
({at+b,a*) =(at +a,a*) =1
En este caso también se utiliza el teorema 2.2, el cual indica que el resultado de la suma * cuando a = bes N.
Finalmente, la suma se reduce a

3 @) Y e

acAbeA a*€A*

=+ Y f@gla) Y T,

acA a*€A*

= T SN f@)ga) = o3 f@)gla) = (£.9).

acA acA



Hasta este punto se ha definido una transformada de Fourier 'y que opera sobre grupos abelianos finitos la cual
preserva algunas propiedades importantes de la transformada de Fourier real, como la linealidad.

La invertibilidad se obtiene a partir de los resultados anteriores, para verificar esto, como L?(A) es un espacio de
Hilbert, F, preserva la norma, ya que esta se realiza sobre el producto interno en L?(A). En particular, como los dos
espacios L?(A) y L?(A*) son espacios de Hilbert, donde ||F 4. f||5 = ||f||2» F4 €s una isometrfa. En conjunto con
el hecho que dim L?(A) = |A| = |A*| = dim L?(A*), F4 es un isomorfismo entre los espacios de Hilbert L?(A) y
L2(A").

Este isomorfismo implica la existencia de una funcién inversa a la transformada de Fourier, tal que F'4 también preserva
esta propiedad, aunque la forma en la que se demostré esta invertibilidad no proporciona la forma de la transformada
inversa, la cual se dara en la seccién 4.

3 Ejemplos de la transformada sobre grupos abelianos y finitos

En la seccidn anterior se establecio la teoria general de la transformadas de Fourier sobre los grupos abelianos finitos.
Ahora, se examinar4 la transformada en algunos grupos especificos.

3.1 Transformada de Fourier sobre Z

Las transformadas de Fourier mds simples son aquellas que se realizan sobre Z »;, donde volviendo a la caracterizacion
que se dio en el ejemplo 2.1, el carécter correspondiente a ¢ € A se da por

21 - ca

o ) acZy. G.1)

Fijar la generacién de caracteres de esta manera permite estandarizar la férmula de la transformada de Fourier, ya
que al utilizar la formula 2.39 sobre esta forma caracterizacion de los caracteres, se puede ver que para todo grupo Z y;,
sus coeficientes de Fourier estardn dados de forma

1 211 -
af<c*>=ﬁa§e;4f<a>exp<—$>, a€Zy. (32)

Observacion. Estaecuacién también se obtiene al realizarse una aproximacién por la regla del trapecio de la integral que
define la transformada de Fourier estdndar sobre los ndimeros reales, la cual implica separar la integral en [V trapecios,
que permiten obtener N coeficientes de Fourier. El uso de la regla del trapecio se debe a que esta forma de aproximar
la integral siempre aumenta su precision cuando la cantidad de muestras crece.

Es posible representar esta transformada de Fourier de forma matricial, especificamente, la matriz que codifica este
proceso se llama la matriz de la transformada de Fourier y se denota con J. Para el caso de Z, la matriz de la
transformada de Fourier es

1 1 1 1
1 w w? w1

[F(N)yn=|1 w2 wt e WPWNED L = exp(2mi /N).
1 WN-1 2N-1) (N1

Utilizar esta matriz para obtener los coeficientes de Fourier requiere codificar los valores de la funcién f en una
forma vectorial, tal que sea f el vector que contiene los valores de la funcidn, los coeficientes de Fourier de f se obtiene
a partir del producto matricial

ap = I FNIE. (3.3)

El vector oy que resulta de este producto matricial contiene N elementos, los cuales codifican los coeficientes de Fourier
de f.
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Ejemplo 3.1. Para demostrar el funcionamiento de la transformada de Fourier matricial sobre Z,4, este ejemplo se
basara en una funcion real periédica f : R — R, la cual se utilizard para definir el valor de f(a) para todo a € Z,
donde cada valor corresponderd a una de las muestras equidistantes de la funcién en un intervalo de R.

251

25 | | I I I I I

Figura 4: En verde tenemos el grafico de la funcién f(z). Cada punto es una muestra de f y representa a la funcién en
Z 16 .

Por ende, para realizar la transformada de Fourier matricial de f inicamente se necesitan los valores de f sobre
Z ¢, los cuales se codificaran en el vector f, el cual contiene 16 elementos.

La transformada de Fourier entonces involucra el producto matricial de este vector f con la matriz de la transformada
de Fourier F, la cual es de tamafio 16 x 16.

Ahora se mostrard como se obtiene el cuarto coeficiente de Fourier de f, el cual también se puede ver como el cuarto
elemento del vector «;. Siguiendo el funcionamiento de las operaciones matriciales, este coeficiente es el resultado del
producto punto de f con la cuarta fila de [F (IV)], donde esta fila es aquella que contiene la informacién asociada al
coeficiente del cardcter x5.

L,
. ) 0.91 — 0.46i,
5 T TNy = - (F04, 046, 131, 034, )| 0.66— 074 | = ay(x3)

—0.30 — 0.951,

Es posible representar este proceso visualmente, haciéndose en la figura 5. El punto rojo es el coeficiente de Fourier
a;(x3), el cual es el resultado de realizar la suma de los puntos negros, que representan cada uno de los nimeros

generados por el producto matricial entre F y (5 (N)T),,.
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-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 5: La funcién que se integraria para obtener el coeficiente de Fourier real (en verde) y los puntos que se suman
para conformar o (x3)

3.2 Transformada de Fourier del producto directo de Z
Después de la transformada de Fourier anterior también se puede considerar el grupo obtenido al realizar el producto
directo de multiples grupos Z , donde los N; € N, estos grupos estén dados por
A=T7Zy x-x1Zy (3.4)
Elordende Aesiguala N = N; - N, ... N,. Siguiendo la definicién del producto directo, los elementos de A son
de forma (ay, s, ..., ay,), donde a; € Z y .
Para cada ¢ € A, la férmula del cardcter correspondiente a ¢ es

k
e =exp(2m Y c.a,/N,), acA (3.5)

r=1

Andlogamente a Z p;, definir los caracteres de esta forma permite estandarizar la transformada de Fourier para estos
grupos

1 2mi cya 2mi cpa
alc)y = N Z Z flag,...ay) (exp(-}\/‘?l)...exp(—]\ikg (3.6)

No es sorprendente que el procedimiento de la transformada de Fourier matricial para estos grupos sea similar al
de Z 5, con la excepcion de la forma en la cual se representan « y £, los cuales no se pueden representar con vectores y
matrices debido a la naturaleza multidimensional de los datos, y es necesario representarlos con tensores, los cuales se
operan con la siguiente férmula para obtener los coeficientes de Fourier

o] = %[?(Nl)] 2. [F(N)] f G.7)

Esta operacién no utiliza el producto matricial, ya que se estd trabajando con tensores, sino que en cada paso se
utiliza el producto de Kronecker, realizando un procedimiento similar al producto matricial, pero que opera sobre los
tensores, escogiendo un elemento como base y realizando el producto tensorial, con el fin de generar un tensor que
contiene a todos los coeficientes de Fourier.
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Ejemplo 3.2. Debido a la naturaleza del producto tensorial, este es complejo de ejemplificar, de manera que en este
ejemplo se obtendran los coeficientes de Fourier usando el producto punto tensorial, sea f € L?(A) una funcién sobre
el grupo A = 74 x Z,, donde f es

0 1 2
e -1 —0.15 —0.09
—0.54 0.30 0.36

El producto punto tensorial involucra realizar el producto de Kronecker de [F(3)] ® f y realizar una suma del
resultado de forma que se preserve la dimensién de [, lo cual no es posible con el producto de Kronecker, ya que no
preserva la dimensidn, esto retorna el tensor

Y0 1 2
e —124 —087+0.05 —0.87—0.05i
z 012 —087+0.05 —0.87—0.05i

Este mismo procedimiento se realiza entre F(2) y el tensor resultante del paso anterior, permitiendo obtener el
tensor [« ], es decir, en este caso I, f es igual a

Y0 1 2
e —111 —1.75+40.11i —1.75—0.11i
—1.37 0 0

3.3 Transformada de Fourier de otros grupos abelianos finitos

Aunque solo se hayan dado las férmulas explicitas para hacer la transformada de Fourier para dos tipos de grupos, no
es necesario examinar todas las familias de grupos abelianos y finitos por separado, gracias a un teorema estandar del
dlgebra abstracta, siendo este el teorema de representacion.

Teorema 3.1. Sea G un grupo abeliano y finito, entonces este es isomorfo a un Z, X --- X Z,,, donde los N; € N son
primos [6].

Estos isomorfismos preservan las propiedades de las transformadas de Fourier, por lo que todo grupo abeliano y
finito se puede tratar utilizando una de las formas de Z,, de forma equivalente a este, esta forma de representar a un
grupo abeliano finito se llama su presentacion.

El teorema 3.1 no implica que una presentacién de A = 7 N, X - X £y, seatnica, por lo que algunos grupos pueden
tener presentaciones distintas.

Dos presentaciones son distintas si los coeficientes V|, N5, ..., N}, que conforman estas presentaciones son distintos
y si los coeficientes de la presentacion son coprimos entre si.

Ejemplo 3.3. Sea A un grupo abeliano de orden 12, este grupo tiene dos presentaciones distintas Z,, Z, X Z. Otras
presentaciones como Zg X Z, tendrdn que ser equivalentes a una de estas presentaciones, ya que 6 y 2 no son coprimos.

Si A es un grupo abeliano de orden primo n, este Unicamente puede ser un grupo ciclico C,,, por lo que solo se
puede presentar como Z,,.

4 Dualidad

En esta seccién se deducird la férmula de la transformada de Fourier inversa que se menciond en la seccién 2.3, encontrar
esta férmula requiere elucidar una propiedad de las transformadas de Fourier conocida como la dualidad.

Para este fin, si A es un grupo abeliano finito, su grupo dual A* también serd abeliano y finito, de tal modo que es
coherente definir el grupo dual de A*, este es un grupo abeliano finito, el cual es denotado por A**, y estd dado por

A = {x*: A* - U | x* es un homomorfismo}. 4.1
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Para derivar la férmula de la transformada de Fourier inversa es necesario tener una forma de asignarle elementos de A
a elementos de A™*, por lo que se define el mapeo © : A — A** donde a +— O,

0,(z*) = {a,z*), z* € A~ 4.2)

Paratodoa € A, ©, : A* — U es un cardcter del grupo de los caracteres A**, ya que es una funcién que le asigna un

valor en el circulo unitario a un elemento de A*. Por ende, © es un mapeo que le asigna un cardcter ©, € A** atodo a
en A.

Proposicion 4.1. O es un isomorfismo entre A 'y A**.

Demostracion. Primero, se debe comprobar que © es un homomorfismo. Para esto, sean a,b € A,y x* € A*, entonces

Op(a") = {a-b,2*) = (a,2*)(b, z*)

A partir de esto, se examinard el nicleo de O, el cual estd dado por

ker© = {ac A:0,(z") =1, Va* € A*} 4.3)

La combinacion de los resultados del teorema 2.4 y la proposicion 2.2 implica que si para todo cardcter z* € A*,
(a,z*) = 1, entonces ¢ = 0, ya que en otro caso existird un cardcter x¢ donde (a, x§) # 1.

Entonces, el tinico a € A donde para todo 2* € A*,0,(a*) = 1 es 0, tal que ker(d) = {0}, indicando que © es
inyectivo.

El corolario 2.1 implica que |A| = |A*| = |A**|, esto, en conjunto con el hecho que © es un mapeo inyectivo y A es
finito, implica que © es sobreyectivo por el el principio del palomar. Por este motivo, © es un homomorfismo biyectivo,
haciéndolo un isomorfismo. O

Continuando con la teoria detrds de la transformada inversa, nétese que por la seccién 2.2 el grupo de caracteres A**
es una base ortogonal de L?(A*), permitiendo realizar la expansién de Fourier de las funciones f € L?(A*) a partir de
los caracteres de A**.

Es por esto que al realizar la transformada de Fourier sobre las funciones o € L?(A*), esta sera Fy. : L*(A*) —
L?(A*). Esta transformada de Fourier es igual a la de la seccién 2.3, exceptuando que se realiza sobre L?( A*).

Con esto en mente, se mostrard que la transformada de Fourier inversa F'y! : L?(A*) — L?(A) se puede generar a
partir de la transformada de Fourier F,. : L?(A*) — L?(A*™). Para esto, se realiza una composicién de funciones
definida por

(F)" = (o Fi) = L2(A%) -5 12(a) & 12(4) 4.4)

El mapeo v : L?(A**) — L%(A) es aquel que se utiliza para tratar L?(A) y a L?(A**) como espacios isomorfos
para los fines de la transformada de Fourier. Sea ¢ : A** — C una funcidn, el mapeo 1 actiia sobre esta de forma

¢ = h(d) = $(8,) (4.5)

Especificamente, se estd enviando la funcién ¢ € L?(A*) a una funcién (¢), la cual utiliza el isomorfismo O,
para asignarle un valor complejo a ¢ en cada a € A. Es decir, realizar este proceso convierte a ¢ : A** — C en una
funcién 1(¢) : A — C, la cual por definicién es un elemento de L?(A).

Proposicion 4.2. ¢ es un isomorfismo.

Demostracion. Primero, como se ha demostrado que la transformada de Fourier es un isomorfismo, sigue qué L?(A)
y L?(A**) son del mismo tamafio, de modo que para demostrar que v es isomorfa solo es necesario demostrar que el
ntcleo de v es igual a la funcién identidad.

Esto es sencillo, unicamente se debe notar que O es un isomorfismo que le asigna a cada a € A un cardcter ©,,
distinto, indicando que si ¢(0,) = 0 para todo a, entonces ¢ es la funcién que le asigna 0 a todos los caracteres, por lo
que ker ¢ = {0}. O
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A partir de este resultado se comprueba que este método para generar a F';! = (1) o F4.) es un isomorfismo, ya que es
la composicién de dos isomorfismos.

La existencia de v permite tratar a A y su doble dual como conjuntos completamente isomorfos para el fin de la
transformada de Fourier, lo cual también aplica para el doble dual de A*.

En el dominio de las transformadas de Fourier, esta relacién entre A y A* se conoce como dualidad, 1o cual se puede
ver en los ejemplos dados para grupos abelianos en la seccién 2.1, especialmente con el dual de Z y U, ya que estos son
duales entre si, donde esta relacién se da aunque la teoria desarrollada en este texto no permita realizar la transformada
de Fourier en estos grupos.

Finalmente, se obtendr4 la férmula de la transformada inversa a partir de esta composicion, sea o € L2(A*)y ¢ € A™

el cardcter cuyo coeficiente de Fourier se va a obtener, entonces

Fil = (o Fp)(@)(e™) = (}V ) a(a*><a*,c**>) “6)

a*eAx

Como ¢ es lineal, para todo a € A esto es equivalente a

1 . T
N > ala) - ¢({ar, c)) =

a*€Ax

aa®) - (0,(a*)) 4.7

2= z2[= ==

Se clarificardn algunas propiedades de la transformada de Fourier inversa. Primero, la notacion de la transformada de
Fourier inversa usualmente es F,. : L?(A*) — L?(A), ya que la composicién de isometrias que permite realizar esta
operacion es un detalle técnico de la dualidad.

Ademds, es necesario tener en cuenta que diferentes fuentes suelen tratar con la constante 1/N de la transformada
de manera distinta, poniéndola en la transformada estdndar, en la transformada inversa o en ciertos casos ignordndola
completamente. En este texto se pondrd a 1/N en la ecuacién de la transformada de Fourier estdndar e inversa.

Por ende, la férmula de la transformada de Fourier inversa F';' = (¢ o F4.), denotada por F . : L*(A*) — L?(A)es

Fyoap(a) = fla) = % Z ag(a*)(a,a”). (4.8)

a*€A*

Teorema 4.1. F,. es el inverso de F 4, es decir, que para una funcion f € L*(A), entonces

(Fxe o Fa)f(a) = (@), a € A “9)

Demostracion. Seaa € A

(Fao F)f(@) = Fac(Faf(@) = 1 3 (Fal@)(@)) o)

a*e A*

1 1 i
=5 2 (5 2 fe)e.a)ia,a)

a*€A* ceEA

1 I o\ *
ﬁz Z f(c)(c,a ><a7a>

ceEA areA*

1 -
F @Y )

ceA a*€eA*

21



Por la proposicién 2.2 la suma interior se cancela a menos que a = ¢, luego, la ecuacion anterior es igual a

1 S BREE— 1 1
@) 3 fa—a,a) = < f(a) N = - f(a)
a*eA*
O
Para entender el funcionamiento de la transformada inversa, véase a la transformada de Fourier como un proceso que
toma una funcién f € L?(A) y retorna la funcién oy € L?(A*) que contiene los coeficientes de Fourier de f. Similar-

mente, la transformada inversa toma como argumento una funcién de coeficientes de Fourier oy € L?(A*) y retorna
una funcién f € L?(A).

5 Operaciones sobre la transformada de Fourier

Habiendo definido la transformada de Fourier sobre grupos abelianos finitos, se presentardn algunas operaciones que
interactian con la transformada de Fourier.

5.1 Traslaciéon, multiplicacion y convolucion

Definicién 5.1 (Traslacién). Dado un z € A fijo, el operador S, : L?(A) — L?(A) de traslaci6n se define como
Suf = fla—x), a€ A, fel?(A) .1

Este operador se conoce como la traslacion, desplazando los puntos en los cuales se obtienen los valores de funciones
f € L*(A) sin alterar el resultado de estas.

Proposicién 5.1. S, es lineal

Demostracién. Seanc,d € R, f,g € L*(A)
S, (ef +dg)(a) = (cf +dg)(a —x)

= cf(a )+ dgla—2) = ¢S, f(a) +d - S,9(0) e
O
Proposicion 5.2. S, es un operador isométrico.
Demostracién. Para esta prueba se utilizard el producto interno, sean f, g € L> (A) entonces
(Sof.8,9) =) fla—w)gla—w) =) fla)gla) = (f,9)
acA acA
O

Definicién 5.2 (Operador de multiplicacién). El operador de multiplicacién M,.: L?(A) — L?(A), definido para un
x* € A*es
Mm*f(a) = (a,x*>f(a), a€ A (53)

Este operador fija un caricter y multiplica el valor de la funcién f en un punto a por el resultado obtenido al evaluar
el cardcter (a, 2*), por lo que se puede ver como una multiplicacién de f por el cardcter z*.

Proposicion 5.3. M. es un operador lineal

Demostracion. Sean c,d € R, f,g € L*(A)

M,.(cf +dg)(a) = (a,2")(cf + dg)(a)
= (a,z7) - ¢f(a) + (a, %) - dg(a)

=c- M, fla)+d-M,.g(a)



Proposicion 5.4. M, . es un operador isométrico.

Demostracién. Sean f,g € L?(A), entonces

(M. f, Myeg) = Y ((a,27) f(a)) - ((a,2%)g(a))

acA
= {a,2")(a,7%) f(a)gla) = ) fla)g(a) = (f,9)
acA acA

O

Los operadores de traslacién y multiplicacién no conmutan, no obstante, es posible encontrar una relacién entre
estos que permite desplazar su orden. Para cualquier elemento z € Ay cardcter y* € A*, siendo f € L?(A) una
funcion arbitraria, si se realiza una traslacion seguida por el operador de multiplicacién se obtiene lo siguiente

M,.S, f(a) = M,.(S,f(a)) = M, f(a— )

54
= <a -, y*>f(a - ,I) = <aa y*><l'7 y*>f(a - I‘)
Por otro lado, si se invierte el orden de los operadores se obtiene que

= (a,y7)5,(f(a)) = (a,y") fa —x)

Por lo tanto, aunque estos operadores no conmuten, al igualar la ecuacién 5.4 y 5.5, se obtiene la siguiente relacién

M,.S, = (x,y*)S, M,.. (5.6)

La versién dual de estos operadores opera sobre las funciones en el espacio dual, tal que para f € L?(A*), z* € A*, la
traslacién dual S, : L?(A*) — L?(A*)es

S fla*) = f(a* —z*), a* € A" (5.7)
Asimismo, para cada = € A existe el operador de multiplicacién dual M, : L?(A*) — L?(A*), definido por

M, f(a*) = (z,a*) f(a"), a* € A™. (5.8)

Proposicion 5.5. Paratodo x € A, z* € A*, la transformada de Fourier 'y cumple

Demostracion. Primero, para f € L?(A) y a* € A se cumple que

(FaS,) (@) = o 3, f(@)){a,a)

acA

1 _
> fa—2)-{aa)

acA

Se puede ver a f(a — ) como un desplazamiento de la accién del cardcter a* de forma (a + x, a*), por lo que esa
ecuacion es equivalente a
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(SpFa)f(a) = Sy (Fuf(a)) = = > fla){a,a* - 77)

O

Ejemplo 5.1. Como se estd trabajando sobre un espacio de Hilbert es posible escribir estos operadores de forma matri-
cial, permitiendo diagonalizar al operador M, en particular, esta capacidad de ser diagonalizable y la utilidad de esto
es aquella que le da al operador de multiplicacién M, su nombre.

FASm:MzFA%FASmFgl :FASxFA* :Mz (511)

Definicién 5.3 (Operador de convolucién). Dado g € L?(A), se define el operador T, : L*(A) — L*(A), donde

T,(f) = 9@)S,(f), feL*A) (5.12)

T€A

Una propiedad de la transformada de Fourier sobre grupos es su interaccién con la convolucién, de modo que sean f, g €
L?(A), la convolucién de sus transformada de Fourier es equivalente a la transformada de Fourier de su multiplicacién.

Teorema 5.1. Para dos funciones f, g € L?(A), la transformada de Fourier de su convolucién es igual al producto de
las transformadas de Fourier de f y g. Esto se expresa de forma

FA(Tyf) = (Fao Ty)f = (Fag)(Faf) (5.13)

Demostracion. Seaa* € A*

(FAT,)f(a®) = Fs(T, f(a® FAZ

reA
= g(@)F4S, f(a Zg VM, F, f(a*)
€A €A
=" gl@)(z,a") - Fuf(a*) = (Fag(a®))(Faf(a"))

acA

5.2 Formula de suma de Poisson

Aparte de esos operadores, también se puede examinar la periodizacién, que permite convertir a toda funcién en una
funcién periddica.

Definicién 5.4 (Periodicidad). Sea A un grupo abeliano y finito de orden N, y sea B un subgrupo de A de orden M,
una funcién f € L?(A) se llama B-periédica si para todo a € Ay todo b en el subgrupo B se cumple que

fla+b) = f(a) (5.14)
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Definicién 5.5 (Dual de un subgrupo). Sea A un grupo abeliano finito con dual A* y B un subgrupo de A, el dual de
B, denotado por B,, es el subgrupo de A* compuesto de los caracteres que cumplen la siguiente propiedad

B, ={a"€ A*: (b,a*) =1, Vb€ B} (5.15)

Es decir, B, esta compuesto de los caracteres que actian de forma neutral sobre todos los elementos del subgrupo
B.

Definicién 5.6 (Diezmado de un dual). Sea f € L?(A) una funcién y a; € L?*(A*) la funcién que contiene los
coeficientes de Fourier de f, a; se denomina B, -diezmado si para todo y € B,, entonces o f(y*) = 0, indicando que
se estdn neutralizando los caracteres que se encuentran en B, .

Un conjunto B, -diezmado interactda con la evaluacién de los caracteres, tal que, paratodoa € A,b € Byy € B,,
entonces

(a+0b,y") = (a,y") (5.16)

Existe una relacion entre las funciones que son B-periddicas y que sus coeficientes de Fourier sean B,-diezmados, la
cual se puede formalizar.

Proposicion 5.6. Sea f € L?>(A)y oy € L?(A*), f es B-periddica sii a; es B,—diezmado.

Demostracion. Sea f una funcién B-periédicay z* € A*, como f € L?(A) se puede realizar su expansién de Fourier,
que en conjunto con la periodicidad resulta en

TreA*
=fla+b)= > o) (a-ba")
TrEAx
= Z a(z”) - (a, $*><b71‘*>
TreAx*

Como la imagen de todo cardcter (b, x*) es distinta de 0, entonces
a(z®) = a(z”){b,z%)

Esto solo se cumple si para todo b € B, (b, z*) = 1. Comprobando ambos lados del si y solo si por la definicién de
B,—diezmada. O

Proposicion 5.7. Sea A un grupo y B un subgrupo de este, existe un isomorfismo entre el dual de B y el grupo dual de
A/ B. Este isomorfismo le asigna un cardcter Ginico de A/ B a cada elemento en B, , y es definido por 1 : B, — (A/B)",
el cual mapea los elementos x* € B, de forma

p(x*) ={a+b, u(x*)) =(a,x*), a€A beB (5.17)

Demostracion. Primero, se obtendrd el niicleo de p, nétese que si para algtin y* € B,, u(y*) es 1%, entonces para todo
acAybeB

1= {(a+0b,y") = (a,y)b,y*) = (a,y") (5.18)

Esto significa que el nicleo de u es dnicamente el cardcter 1%, ya que de lo contrario existirfa un a € A donde
(a,y*) # 1. A partir de esto, como los caracteres son homomorfismos, para demostrar que  es un isomorfismo solo es
necesario mostrar que 4 es inyectivo.

Se mostrara esta inyectividad a través de una composicién de homomorfismos de grupos, primero, véase que existe un
homomorfismo ¥ : A — (A/B) que mapea elementos en A a A/B.

En segundo lugar, sea y* € B,, se realiza una composicion = y* oW : A — A/B — U, la cual genera un
carécter, ya que y* o W € A* le asigna un elemento en el circulo unitario a cada a € A.
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Luego, al realizar calcular el resultado proveniente de hacer la accién del caricter y* o ¥ sobre cualquier b € B,
como y* es un cardcter B, —diezmado, entonces

("o U)(b) = y*(¥(b)) = (b,y") = 1. (5.19)

Entonces, el cardcter dado por (y* o ) también es B, —diezmado y se encuentra en B, . Finalmente, como p = (¢* o ¥)
fue definido de forma que para todo cardcter y* € B,, p le asigna un cardcter en (A/B)*, u es inyectivo y en virtud de
ello, isomorfo. O

Definicién 5.7 (Periodizacién). Sea A un grupo abeliano finito y B un subgrupo de A, para una funcién f € L?(A) se
define a la periodizacién de esta funcién como

Perpf(a) =Y fla+z), acA (5.20)

zeB

La funcién Perg f(a) € L%*(A) se llama la periodizacion de f sobre B, definida de tal forma que esta vuelve a la
funcién f B-periddica.

Proposicion 5.8. Sea A un grupo y B un subgrupo de este, entonces para todo x* € A*

B irz*e B
Z<b’x*>:{ ‘7 s1x” € b,

ey 0, en otro caso

Demostracion. Véase que por el isomorfismo dado en 5.7, el dual doble B,, = (B,), C A.

Tomando los caracteres b* € B, que estdn en el dual, estos actuaran de forma neutral sobre los elementos de B, tal que
paratodo b € B, se tendréd que (b, b*) = 1. Esto significa que se realiza la suma | B| veces, dando el resultado en el caso
x* e B,.

En cambio, en el caso x* ¢ B,, existe una situacién andloga al teorema 2.2, dado que B es un subconjunto de A, por
lo que contiene las M raices de la unidad, las cuales se cancelan al sumarse sobre caracteres que no se neutralizan en
esos elementos. O

A partir de lo anterior, es posible definir la férmula de la suma de Poisson, esta férmula demuestra la relacién entre
la periodizacién de una funcién f € L(A) y su expansién de Fourier.

Teorema 5.2 (Formula de la suma de Poisson). Sea A un grupoy B un subgrupo de orden M, la expansion de Fourier
de f sobre B, es

Perpf =M > ab)-b". (5.21)
b eB,

Demostracion. Parauna € A

Perp f(a) = Perg Z Z Z Na+y,z*)

r*ea* yeB xz*ea*
= Z Z ya > Z OZ(I*)<CL, :L'*> Z<y7 I*>
yeB x*€a* T*EA* yeB

La proposicién 5.8 indica que la suma interior se cancela si un caracter z* ¢ B,. Ademds, por esta misma proposi-
cién la suma de los caracteres x* € B, esigual a M, tal que

3 a@)aa) Y (yat) =M Y a@®)(a,z").

T*EA* yEB, TrEA*
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Ejemplo 5.2. Noétese que la funcién f : Z,; — R que se da en el ejemplo 3.1 es B = (8) periddica, por ello, se puede
utilizar la férmula de la suma de Poisson para generar a f a partir de la expansion de los caracteres en B, de la siguiente
forma

f=Perg f=M> apb)-b* (5.22)

b ED,

Para encontrar los caracteres que pertenecen a B,, es necesario calcular cuales son los caracteres que actiian de manera
neutra en B = (8) = {0,8}. Este es un procedimiento sencillo, donde solo es necesario encontrar los x% tal que
(8,x*) = 1, ya que todos los caracteres actian de manera neutra sobre 0. Para esto se utilizara la formula de los
caracteres, donde un x; € B, si

2w -8 - ¢
16
Es aparente que esto solo se cumple para los ¢ miltiplos de 2, es decir, para realizar la expansion de Fourier de f

exp(— )=exp(—im-c) =1, c€Zy (5.23)

usando la formula de la suma de Poisson, solo son necesarios los coeficientes de Fourier de

B* = {XéaX;aXiaxgaxgaXTO?XTQ)XTAL}- (524)

-10 -5 0 5 10

Figura 6: La formula de la suma de Poisson permite realizar la expansion de Fourier de f usando solamente los
a f(y*) donde y* € B, (En rojo), sin necesidad de conocer los coeficientes de Fourier de todos los caracteres (En azul)

6 Conclusion

A través de este texto se desarroll6 la teorfa necesaria para realizar la transformada de Fourier sobre los grupos abelianos
y finitos, donde se demostré que esta transformada replica las propiedades de la transformada de Fourier estdndar sobre
los nimeros reales, como su linealidad, invertibilidad y capacidad de simplificar los célculos de convoluciones, entre
otras.

Sin embargo, esto no significa que inicamente se pueda realizar la transformada de Fourier sobre los grupos abelianos y
finitos, ya que esta se puede generalizar a todo grupo abeliano localmente compacto, a través de la teoria de la dualidad
de Pontryagin, la cual se realiza en textos como [7].
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