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Abstract

In this paper we study optimal investment strategies that maximize expected
utility from consumption and terminal wealth in a pure-jump market model where
the dynamics of asset prices follow a swithching process and the size of the jump
and the trend are dependent on the waiting time between jumps, in addition, the
trend is dependent on a dichotomous chain with values in the inter-arrival times. We
show that the counting process associated to the arrival times has as compensator
a Hazard function that is dependent on the inter-arrival times. This implies that
the conditional expected value of the process solves a coupled system of Volterra
equations of second kind. As an application, the GOP (growth-optimal portfo-
lio) case is considered, where the Volterra system is solved by means of numerical
methods in the particular cases in which the inter-arrival times are distributed as
hyperexponential and Weibull.

Resumen

En este documento se estudian estrategias de inversion 6ptimas que maximizan el
valor esperado de la utilidad del consumo y valor de portafolio terminal en un modelo
de mercado de saltos puros donde la dindmica del activo riesgoso sigue un proceso
telegrafico y el tamano y la tendencia son dependientes de los tiempos de espera o
tiempos inter-arribo, ademas, la tendencia depende de una cadena dicotémica con
valores en los tiempos inter-arribo. Se muestra que el proceso de conteo asociado
tiene como compensador a la funcién Hazard que a su vez depende de los tiempos
inter-arribo. Esto implica que el valor esperado condicional resuelve un sistema de
ecuaciones acopladas de Volterra de segundo tipo. Como una aplicacién se consid-
era el portafolio de crecimiento 6ptimo, donde el sistema de Volterra se resuelve
por medio de métodos niimericos en los casos particulares en los que los tiempos
inter-arribo se distribuyen hiperexponencial y Weibull.

Palabras clave: Tiempos inter-arribo, Ecuaciones de Volterra de segundo tipo,
proceso telegrafico generalizado, procesos no Markovianos.

1 Introduccion

En el siguiente trabajo se pretende modelar un inversionista el cual tiene como objetivo
encontrar estrategias de inversiéon éptimas que maximizan la utilidad esperada de con-
sumo y la riqueza final en un modelo de mercado de saltos puros en el que la dinamica
de los precios del activo riesgoso se rige por un proceso telegrafico con saltos, donde el
tamano del salto y la tendencia dependen del tiempo de espera entre los saltos, y a su
vez, dependen de una cadena dicotémica con valores en los tiempos entre llegadas.

En el trabajo de Scaillet, Treccani y Trevisan [24] se analiz6 el mercado de mon-
eda electrénica (Bitcoin) haciendo un estudio empirico usando los datos de nivel de
transaccién para la Mt. GoxE| en el periodo de junio 26 de 2011 a noviembre 29 de 2013,
con datos de alta frecuencia. Los autores prueban la presencia de saltos en un modelo
continuo en el que el log-retorno sigue un movimiento Browniano.

IMt. Gox fue una de las principales paginas de intercambio de Bitcoins en los afios 2011-2014.



Ademas, testearon las suposiciones usuales en un modelo con saltos, es decir la suposicion
de distribucién exponencial en los tiempos de espera entre saltos “tiempos inter-arribo”
y la independencia de estos con la distribucién de los saltos, rechazando fuertemente
ambas suposiciones.

Lo anterior hace evidente la importancia de considerar modelos en los que estos dos
supuestos no se tengan y asi poder aproximarse a los hechos estilizados.

Haciendo uso del método de martingalasﬂ y la técnica de dualidad convexa, ver por
ejemplo Karatzas y Shreve [12], para la maximizacién de la utilidad, se pretende en-
contrar el portafolio de crecimiento éptimo en este mercado, tomando como ejemplo a
un inversionista con preferencias logaritmicas. Ademés, caracterizar el valor esperado
de la funcién de utilidad por medio de un sistema de ecuaciones integrales acopladas
de Volterra de segundo tipo, lo cual llevaria a conocer el valor esperado del capital de
reserva de una compania aseguradora para el segundo modelo.

El estudio acerca del portafolio que maximiza la tasa de crecimiento, growth optimal
portfolio (GOP) por sus siglas en inglés, fue estudiado por primera vez en el documento
de Kelly [14], el estudio surge como una aplicacién a la teorfa de la informacién, donde se
muestra una estrategia de apuesta 6ptima con un pago superior a otro tipo de estrategias.
En el caso de un inversionista con preferencias representadas por una funcién de utilidad
logaritmica se tiene una aplicacion a GOP en la teoria de la utilidad. Esto se trata con
el enfoque discreto en los trabajos de Bellman y Kalaba [1], Elton y Gruber [8], y
Maier, Peterson y Vander [19]. El problema en tiempo continuo es resuelto en el trabajo
de Merton [20], el cual tiene una gran relevancia que lo ha llevado a ser motivo de
multiples estudios. El presente documento estd relacionado con el anterior, dado que el
enfoque se sitia en lo continuo. En el documento de Lépez y Serrano [18] se encuentra
el problema del inversionista, cuando existen diferentes estados de la naturaleza, con
consumo. Los autores modelan un inversionista que decide en un portafolio cuya base
son dos activos: un activo riesgoso con dinamica de precios de tipo telegrafico con saltos
e independientes de los tiempos inter-arribo y otro sin riesgo. La técnica utilizada es el
método de martingalas, enfoque que se utilizara en este documento con diferencia que
en el activo riesgoso se modela por un proceso telegrafico generalizado.

Otra forma de abordar el problema de inversién 6ptima es el enfoque de programacién
dindmica, como puede verse (entre otros), el trabajo de Fei [9], Capponi y Figueroa [3],
donde se modela el precio del activo riesgoso por medio de un proceso con difusién, o el
enfoque de teorfa de juegos abordado por Elliot y Siu [6], donde la solucién es dada a
través de un juego de suma cero entre el inversionista y el estado. Cabe resaltar que el
siguiente trabajo se acerca méas a el documento de Lopez y Serrano [18], a diferencia que
se considera dependencia entre los parametros del modelo y los tiempos inter-arribo, lo
cual lleva a un modelo menos restringido que podria acercarse de una mejor manera a
lo empirico. Ademads, dado que las distribuciones para los tiempos inter-arribo no se
consideran necesariamente de tipo exponencial, el proceso no es Markoviano.

El proceso telegrafico generalizado, también conocido como Damped, fue expuesto por

2Se hace referencia a el método de martingalas a la técnica de replica del portafolio.



vez primera por Ratanov [21], como una generalizacién a el proceso telegréfico, ver por
ejemplo Kolesnik y Ratanov [16], donde se considera dependencia entre los pardmetros
del proceso y los tiempos inter-arribo. En el trabajo de Ratanov [22] se considera que
el log-retorno del precio se rige por medio de un proceso telegrafico generalizado donde
se calcula el valor de una opcion.

Haciendo uso del método de martingalas se encontré el portafolio de crecimiento 6ptimo.
Ademas, se caracterizan los valores esperados de los procesos en cada modelo por medio
de sistemas de ecuaciones integrales acopladas de Volterra de segundo tipo y se propone
un método através de la transformada de Laplace para encontrar, bajo ciertas condi-
ciones, soluciones de manera cerrada asi como un método nimerico para cuando no se
cumplan tales condiciones.

A continuacion se describe el contenido de este documento. En la Seccién 2 se describe el
modelo de mercado y se caracterizan la funcién generadora de momentos, los momentos
y el valor esperado condicional mediante un sistema de ecuaciones de Volterra de segundo
tipo. Se da una demostracién explicita del compensador del proceso de conteo. En la
Seccién 3 se trata el problema de maximizacién de portafolio con consumo, tomando
como ejemplo el portafolio de crecimiento éptimo, encontrando condiciones suficientes
para la solucién del problema. Se expone un algoritmo para la aproximaciéon de la
soluciéon del sistema de ecuaciones de Volterra de segundo tipo. Se muestran ejemplos
de diferentes tipos de distribuciones para los tiempos inter-arribo. En la Seccién 4 se
sintetiza el trabajo con los resultados relevantes.

2 Modelo de mercado

En esta seccién se establece el modelo de mercado y la caracterizacién del valor esperado
condicional a través de un sistema de ecuaciones integrales acopladas de Volterra de
segundo tipo. También se expone el compensador para el proceso de conteo, los cuales
se definiran més adelante.

Sea (2, F,P) un espacio completo de probabilidad dotado con una filtaciéon F = {F; }+>0
y T > 0 fijo.

Sea e(-) = {&(t) }+c[o,r] un proceso F-adaptado, continuo a derecha con valores en {0,1}.
Se denota por {Tn}n>1 una sucesion de puntos, estrictamente crecientes que representan
los cambios de (-) donde 79 := 0 y se definen los tiempos inter-arribo o tiempos de
espera

T, =A1, =7 —Th_1, n=12 ...

Para cada n = 1,2,... se denota &,, := e(7,—) = &(Tp—1).

En adelante se asume que {7,},>1 son independientes y sus distribuciones alternan
entre dos distribuciones Fy y F) con soporte [0, 00).

De manera concreta, se asume que



Fit)=P(T, <t|e(mp-1)=1) t>0, i€{0,1}.
Para cada ¢ = {0, 1} se asocia su funcién de supervivencia
F(t):=1-F(t), t>0

y la funciéon Hazard
i(t)=—-InF;(t), t>0.

Se asume que Fj(t) < 1 para todo t, por lo que I';(t) existe para todo ¢.

Se supone las funciones F;(t) diferenciables, con derivada df;" (t) = —fi(t), entonces las
funciones Hazard I';(¢) pueden ser escritas como

Fi(t):/o ~i(u)du

donde f;(t) son las funciones de densidad alternantes de los tiempos interarrivo 7,, y

Las funciones 7;(t) son conocidas como las funciones de riesgo. Dada la definicién de
~i(t) se tiene que

Fi = exp <— /0 t%(u)du> and  fi(t) = vi(t) exp (- /0 t%(u)du)

Néte que limy,oo I'(t) = o0, por lo que 7;(t) son funciones no negativas, Lebesgue
integrables en cualquier intervalo acotado y cumplen la condicién de no explosién

/ vi(u)du = 400, i=0,1.
0

Siguiendo la notacién usada en Di Crescenzo y Ratanov [5], para cada par de funciones
medibles
20,21 : [0,00) = R

se denota con 2] a el proceso aleatorio, continuo a izquierda, deterministico a trozos,
que resulta de combinar zg y 21 de la siguiente forma

2 = zemn(t = o)1, (), £>0 (2.1)
n=1

donde A, := (-1, ™), n > 1. En la siguiente grafica se muestra un ejemplo del proceso
enel que zo(t) =ty 21(t) = =t + 1.



N,
T0 T1 \72 T3 \

Definicion 2.1. Z; se dice F-predecible si es un proceso adaptado continuo a izquierda.

Por definicién si z; son medibles entonces th es un proceso F-predecible.

Sean r; : (0,00) > R, ;R —- Ry h; : R — (—1,00), i = {0,1}, funciones medibles,
localmente acotadas, con h;(t) > —1 para todo ¢t > 0.

El mercado financiero consiste: una cuenta de mercado libre de riesgo con proceso de

precios
t
Bt:exp</ r;ds), t>0.
0

y un activo riesgoso con proceso de precios

St = Sogt(X + .])

donde &;(-) denota la exponencial de Doléans, la cual se define como la solucién de la
EDE dada por dS; = S;—d(X; + Jp), y X = {Xt}tzo el proceso integral

t
Xt:/,ugds, t>0,
0

J = {Ji},>¢ €l proceso puro de saltos con saltos alternantes dependientes de los tiempos
inter-arribo T,

Jo=Y he,(Tn), t>0, Joy=0.

™<t

Sea N; := max{n > 0 : 7, <t} el proceso de conteo asociado a los tiempos de cambio
de e(+).

Dado que €(7,—1) = 1, se tiene que para t € A,(¢)

t
J; :/ Pe(r,_1)(t = Tn—1)d N5,
0

esta integral es respecto a el proceso de conteo.



Luego para todo ¢,

o0 t
o=y / et (t — Tue1)1a, ()N,
n=1 0
t ©° t
= /Zhe(m1)(t—rn_1)1An(t)dNS:/ hldN,, t>0.
(e 0

De manera alterna el proceso de precios en el modelo de mercado puede definirse como
la solucién de las ecuaciones lineales

dSt = Stf (,ul dt + hz dNt), S() >0
dBt = BtT‘I dt, BO =1.
Como h;(t) > —1, el proceso de precios S; satisface

Ny

Sy = Spexp </Ot il ds> [T+ he, (T0))

n=1

t N
= Syexp </ plds + Z In(1+ he, (Tn))>
0

n=1

¢ t
= Spexp (/ ph ds+/ In(1 —|—hTs)st) , tel0,T].
0 0

Es decir, el log-retorno del precio del activo en el intervalo de tiempo [0, ] es

t N
() :/0 pids+ " In(1+ he, (o)), te€0,7].
n=1

0
En lo que sigue se considera Sy = 1.

A continuacién se analiza la funcién generadora de momentos, para caracterizar los
valores esperados condicionales.

Teorema 2.2. La funcion generadora de momentos condicional
Xi(t, ¢) := Eilexp(C(X; + J1))] = Elexp(C(X; + Ji))e(0) = 1]

de las variables aleatorias Xy + J; dado el estado inicial £(0) = i satisface el siguiente
sitstema de ecuaciones integrales

xi(t, ) = Fx(t) exp(Cli(t / Aals, Oxrilt — 5, ) ds, (2.2)



anXi(ta C) _ ln(t) exp(Cli(t))Fi(t)

+Z() / +h<>>“—kA<s,<>w (2.3

donde
A1) = Filt) exp(C(li() + ha(8)) y i(t) = /O pi(s)ds, n ez,

Demostracion. Se define
PZ(Xt + Ji € d$)

dx ’

pi(t,x) ==

condicionando a 7 se tiene que

piltz) = 0z — () Fit) + /0 pralt— 5,2 — 1i(s) — ha(s) fi(s) s, (24)

donde 6(x) es la funcién delta de Dirac.

Por definicién

o0
Wt = [ ewCopta)ds, i=0.1
—0o0
Usando ([2.4)), se encuentra

Xi(t; Q) = Fi(t) exp(¢li(t)) + /0 exp(C(li(s) + hi(s))) fi(s)x1-i(t — 5,¢) ds

siguiendo asi (2.2]).

Por otro lado,

O"xi(t,¢) 0" Fy(t) exp(Cli(t /
oC - ¢ 6C

Xl zt_s C)

donde,

0" Fit) exp(Chlt) _ oy
o

(1) exp(CLi(t)) Fi(#)-



ac/ Oxiilt —,¢)ds

Ai(s, Oxi-ilt —s,¢) ds

5(
O*xi—1(t, ) ds

/0< a<

)
(Z) /Ot(li( )+ hi(S))”"“A(s,g)Mds
0

)+ hi(s))" " A(s, ¢)

k= ¢
Colorario 2.1.

1. Los momentos de orden n

m (1) = Bi[(X¢ + Ji)"] = B[(X; + J1)"[e(0) = 1]

de las variables aleatorias X;+J; condicionales a el estado inicial £(0) = i satisface
el siguiente sistema de ecuaciones integrales

mp () = (Ot ( ) / fi(s ha())" k(¢ — s)ds

2. La esperanza condicional

ml(t) = EZ[Xt + Jt] = E[Xt + Jt‘E(O) = 2]

de las variables aleatorias X; + J; dado el estado inicial €(0) = i satisface el
siguiente sistema de ecuaciones integrales

/ ma_i(t — 5)fi(s) ds (2.5)

donde
ai(t):/o (15(s)Fi(s) + ha(s)fi(s))ds, i € {0,1}.

Demostracion. Haciendo ¢ = 0 en (2.3) se tiene 1. tomando n = 1 en 1. e integrando
por partes

/ lz(t)fz(s) ds = —li(t)Fi(t) —|—/ ui(s)Fi(s) ds
0 0

se obtiene 2.



Como las funciones a; y f; son continuas, el sistema tiene solucién unica, m(t) =
(mo(t), m1(t)) en el intervalo [0,7] para todo T" > 0, ver p. ej. Teorema 3.11 en
Linz [17].

Colorario 2.2. El valor esperado condicional del proceso de log-retornos E;[In S| sat-
isface el sistema con

ai(t):/o (1i(5)Fi(s) + fi(s)(In(L + hy(s))))ds, i = {0,1}.

Usando operador de Laplace se puede encontrar una solucién semi andélitica para el
sistema , como se verd en el siguiente Teorema. Sea 1 (t) una funcién, se define
la transformada de Laplace como L(¢(z))(&) = [;° e "¢ (x)dx. La anterior integral
existe si 9 () es de orden exponencial x € R, es decir, si t — oo existen M,t, € RT tal
que

[p(z)| < Me™ Yt > to.

Teorema 2.3. Si L(f;), L(a;) existen y L(f;)L(fi—i) # 1 para todo i € {0,1}, entonces
el sistema tiene como solucion

e — 1 [ﬁ(az‘) + L(fi)L(a1—)
' — L(fi)£(f1-4)

) = /0 ma_i(t — s) fi(s)ds

L@ = /0°° ( it — $) (s )ds>

- ([
- (]
_ / e 1i(s) (/ e~Emy_i(u )du) ds

0
= L(fi)(§)L(m1-)(S)-

Luego, al aplicar la transformada de Laplace a las funciones m; y utilizando lo anterior
se tiene

(2.6)

Demostracion. Sea

con i € {1,0}, entonces

g

b

st = ) fls)at)

) _i(u )du) ds

o0

}ﬁ

S— o—°



Luego, resolviendo para i = {1,0}

L(a;) + L(fi)L(a1-4)
L= L(fi)L(f1-4)

m; = L1

Ejemplo 1.

Aplicando el Teorema y Colorario se puede obtener una forma cerrada para
los valores esperados m; = E;(InS;), cuando los tiempos inter-arribo se distribuyen
hiperexponencial con pardmetros dependientes de los valores de €(.), es decir

folt) = 526 e )y Al = 23 ¥ e,

ademds, se supone que p;(t) = a; y hi(t) = €% — 1, donde oy, B; son constantes, para
i ={0,1}.
Lo anterior implica

1 1 3 1

L(fo(€)) = ) + A+1) L(f1(8)) = ) + 2ET 1)

atBo  a+pfo  ao+bo _dq+ B ar+36 o+ B
- 6¢ 3(6+3)  2(6+1)

€ 2(6+2) 2(6+1)

L(ao(§)) = L(a1(8))

Para los parametros ag = 2, a3 = 1.5, Bp =1, 1 = 0.5 y T =1 ano, se tiene,

9 1 3 1 3
Lao)l®) = G~ 3erap et 2€rD? 2+ D) @0
e = -+t 1 1 (2.8)
! 3¢ A(E+3)2 3(E+3) 4(E+1)? £+1 '
1 1 3 1

Al reemplazar las anteriores en ([2.6)),

8¢5 410765 + 572¢* + 155563 + 2272¢2 + 1704 + 516
4€8 4 B2ET 4 268E6 + 7025 + 988E% + 7103 + 204€2 }

252 045 05 0.5  0.166 1.779 0.131 0.477
@ e Teri ey e3 et 1684 £+44078 £+ 1237

mo(t) = LY

= Yy }

entonces,

mo(t) = 2.52t+0.2¢ 7 +0.5e 2" +0.166e 3 — 1.779¢ 1584 —0.131e=*+078" 1 0.477¢ 1237t —(.45.
(2.10)

Por otro lado,

10



3E6 4 4365 + 2416 + 68463 + 1043£2 + 816¢ + 258
268 + 26€7 + 134€6 + 351£5 + 494&4 + 355€3 + 10252}
2.52  0.80 N 1 N 05 0133 0728 N 0.203  0.602
&2 13 E+1  §+2 £+3 §+1.684 £+4.078 £+1.237

mi(t) = LY

= LY

}

entonces,

my(t) = 2.52t + e~ +0.5e7 2 4 0.133e 73" — 0.728¢ 71684 1 0.203¢ 710788 — 0.602¢ 127" — 0.80.
(2.11)

Los valores esperados representados por las ecuaciones (2.10]) y (2.11) pueden observarse en la
Figura 1.

Tiempo

Figura 1

El ejemplo anterior nos muestra como en un ambiente donde la existencia de £(f;) v L(a;) vy
7 implica soluciones cerradas para el sistema de ecuaciones integrales acopladas de Volterra
de Segundo tipo. En una seccién mas adelante se expondra un algoritmo para cuando alguna de
las condiciones anteriores no se cumpla.

2.1 Martingala

A continuacién se suministran algunas definiciones que nos ayudaran a comprender el Teorema
2.9 el cual muestra como es el compensador para el proceso de conteo, resultado principal de
esta subseccién y base para la solucion al problema de crecimiento éptimo de portafolio.

Definicién 2.4. Un proceso M; adaptado a la filtracién F se dice martingala si para todo t,
E|M;| < 0o, y para todo 0 < s < t

E(M|Fs) = M, casi seguro.

Definicién 2.5. Sea NV; un proceso adaptado. A; es el unico proceso predecible tal que M; =
N; — A; es martingala.

11



El proceso A; se conoce como compensador de IV;.

Definicién 2.6. Se dice que un tiempo s es un tiempo de parada si para todo t > 0 el conjunto
{S S t} S ]:t-

Lema 2.7. Sea Z;,t > 0, tal que para todo tiempo de parada s, Z5 es integrable y E(Zs) = E(Zy),
entonces Z¢,t > 0 es una martingala.

Demostracion. Una demostracién de este Lema se encuentra p.ej. en Klebaner [15] Teorema
7.17. .

Lema 2.8. Si s es un tiempo de parada entonces para cada n existe una variable aleatoria &,
la cual es F, - medible tal que

SATnt1 = (Tn + &) ATngr  en {m < s}.

Demostracion. Una demostraciéon del anterior Lema puede encontrarse Karr [13] proposicién

2-5. O

El siguiente resultado nos indica como es el compensador para el proceso de conteo asociado a
los tiempos inter-arribo.

Teorema 2.9. Sea N; el proceso de conteo generado por la sucesion {7,} y Tp = T — Tn—1, l0s
tiempos inter-arribo, To = 0. Sea F.(;, _)(t) = P(T, < tle(1,-1)). Entonces el compensador Ay

de Ny dado £(0) =i es
Ay = Z/
n=17T

n—1

ENTn dFE(Tn,l)(t - Tn—l)
1- FE(TW,—l)(t - Tnfl)-

Demostracion. Note que dada la relacién entre 7, y €(.), si se conoce el valor inicial (.) es
también conocido e(7,) y viceversa, es decir

1 -1 n-+1i
f0) =i <« e(rni)= %
donde n > 1.

Ademas, A; es un proceso Fi-medible, izquierdo-continuo y por tanto predecible. Se mostrara
que Ny — A; es una martingala por lo que A; seria el compensador de N;.

Por Lemma existen variables aleatorias &,_1, F,,_,-medibles (casi seguramente constantes)
tal que

{SZTn|E(O):Z} = {S/\Tn:Tn|5(0):i}:{(Tn71 +£n71)/\Tn:Tn|E(0):Z’}
= {7 < 7To1 +&u—1]e(0) =i}
= {Tw =70 — o1 < &u1]e(0) = i}.

12



E;N, = E; (i ]]-{T,,,gs}> ZP S > Tn‘E i T < §n71|5(0) = Z)

n=1

fn-1 EMPT > t|e(0) = 4)
= Z/ dFe(r,_ 1) Z/ -) dFe(r, ) (t)

E(Tn 1)(

> En—1 1
{T >t}
= E E; —=2_ _dF,
— ’ </0 ]- ]a (ti)d E(Tnl)(t)>

(Tn-1)
v ( [ M)
1 "o 1= Fer, (™)
= iﬂfi </§n1+7n1/wﬂ dFe(r,, )t = Ta-1) )
S L= F (™ = Tn1)
= Z

AT dFe(‘rn Ot —7Tn1)
= ]EZ-AS.

Tn—1 57—71.71)( _Tn—l)

Haciendo uso del Lema 2.7 se tiene que el proceso es martingala y por tanto el resultado. O

Se puede reescribir el compensador de N; en términos de la notacién utilizada, es decir

tATy T,L71)(S Ty 1 t .
Ay = Z/ = / Z'Vs('rn_l)(s_Tnfl)]lAn(s)dS:/ Ysds.
Tn—1 =1 0

E(Tn 1)( — Tp— 1

La anterior demostracién es con base en el Teorema 9.6 de Klebaner [15].

3 Problema de optimizacion de portafolio con consumo

En lo que sigue se denotard por Nt el proceso de Posisson compensado dﬁt = dN; — v} dt.
Entonces S; satisface

dS, = Sy_[(} + i h) dt + hi dN;], So > 0.

Por lo que la tasa media de retorno es uf + ~/hj}.

Para un agente que desea invertir en los activos B; y S, se denota m; la fracciéon de capital
invertido en el activo riesgoso S; en el tiempo t, de tal forma que la fraccién de portafolio invertido
en la cuenta de dinero B; es 1 — ;. Recuerde que un valor positivo para m; hace referencia a una
posicion larga en el activo riesgoso, mientras que un valor negativo de 7; significa una posiciéon
corta.

Durante el intervalo de tiempo [0,7T], el inversionista decide consumir a una tasa instantdnea
denotada por ¢;. Se considera la pareja inversién-consumo (7, ¢) = {(m, )}, c[o,7)+ F-predecible,
las cuales satisfacen la condicién de integrabilidad
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T
/ (72 + ¢p) dt < 400, casi seguro.
0

En adelante se consideran estrategias o parejas (7, ¢) que satisfacen la condicidn de autofinan-
ciamineto, es decir, para una dotacién inicial > 0 y una dupla (7, ¢), el portafolio V; en el
tiempo ¢ del inversionista satisface la ecuacion diferencial estocastica

Vi_dS Vi—dB
L S tB t

t— t

d‘/t_ = T¢ — Ctdt

lo que implica,

dVy = (Ver] — cp) dt + m Ve {(uf — 7)) dt + h AN},

S (3.1)

Se denota con V*7™¢ = {V,"™}, .1 71 la solucién a la ecuacién (3.1)). En particular si no existe
consumo, esto es ¢; = 0 para todo t € [0,T], la ecuacién (3.1) es homogénea y su solucién es
dada por E|

X/'ta:’ﬂ"o = x2&; (/ [7‘j9 + s (,u; - 7’;)] ds +/ Wsh; st)

0 0

— zexp ( / et + (01— )] ds) ﬁ(l e, (T)). (3.2)

n=1

Dada la ecuacién (3.2)) se encuentra una expresioén para el proceso de portafolio V™ ¢ en términos
1,7,0 S . . s .

de V1m0 = (V™ }teqo, 1), con dotacién inicial 1 y dupla inversién-consumo (r,0), como sigue:

considere el proceso

t
5;:771',0 — / % ds, te [O,T}
o Ve

1,7,0 dgzc,w,c

En forma diferencial, se tiene V, = —c; dt. entonces

d (é-ét,ﬂ',c‘/tl,ﬂ',o) — gtz,ﬂ',c d‘/tl,fr,O +‘/tl_rr,0 dff,ﬂ,c
=&V () 4w (pg = r])) dt 4 wihy dNy) — cr dt.

1,7.0 . . ., .,
Como £V, ™" = z, por unicidad de la solucién a la ecuacién (3.1)), el proceso V¥ 7™¢ es una
modificacién de

gér,ﬂ',cv;fl,ﬂ,o _
¢ ¢ N 3.3
[m - / % ds] exp (/ [mspl + (1 — mg)r!] ds) H(l + 70 e, (Th))- (3:3)
0 s— 0 n=1

En particular, la dupla inversién-consumo (7,c¢) lleva a un valor de portafolio positivo en el
tiempo t € [0, 7], casi seguro, lo cual implica 7, € [0,1] for all t € [0,T] y

3Para los detalles ver p.ej. Jeanblanc, Yor Marc and Chesney [11].
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t
/ B ds<x y mehe, (Tn) > —1, V7, <t
o V2

La clase A(z) de duplas admisibles, con dotacién inicial z > 0 se define como el conjunto de
parejas inversién-consumo (7, c¢) para las cuales la ecuacién tiene unica soliciéon V*7™°¢ =
V"™ }epo,m) tal que V2™ > 0, casi seguro, para todo t € [0,T]. Se adopta el supuesto que
si el proceso de portafolio alcanza el cero antés del tiempo T, permanece alli y no se realizan
consumos o inversiones durante el resto del periodo de inversién.

Ahora se define el problema de maximizacién de utilidad para la eleccién 6ptima de los procesos
de inversién y consumo.

Sean U; : [0,T] x [0,00) — [—00,00) ¥ Us : [0,00) = [—00,00) las cuales denotan funciones de
utilidad de consumo e inversién respectivamente, que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) Ur(t,z) > —oco y Uz(x) > —o0 para todo t € [0,T] y = € (0,00)

(ii) Para cada ¢t € [0,T] los mapeos Uy(t,-) : (0,00) = Ry Uz(-) : (0,00) — R son estricta-

mente crecientes, estrictamente concavos, de clase C' en (0, 00), tal que
Uy

ouy, 9 - o o
A Gy (@) =00, lm 5 n(te) =0, Hm Uplw) =+, lim Up(w) =0.

(i) Uy y ‘90%1 son continuas en [0, 7] x (0, c0).

Dado el estado incial del proceso £(0) € {0,1}, sea A;(x) la clase de estrategias admisibles
inversién-consumo (7, ¢) € A(x) tal que

E;

T
/ Ul(t,Ct)_ dt+U2(V;’ﬂ’c)_] > —00,
0
donde E;[-] := E[-|e(0) = 4]. Se define el funcional de utilidad

T
Ji(z;m,c) =, / Ui(t,e) dt +Ua(VE ™) |, (m,¢) € Ai(z),
0

y se considera el siguiente problema de maximizacién por consumo y riqueza final.

9i(x):=  sup Ji(x;me), x>0, i=0,1. (3.4)
(Tr,c)GA,;(m)

Una dupla inversién-consumo (#,¢) € A;(z) se dice éptima para el estado inicial £(0) = i y
portafolio incial x > 0 si 9;(z) = J;(x; 7, ¢).

Suponga que sit € A, y e(7p—1) =i, con i € {0, 1}, entonces

ri(t) — pi(t)
rl 0

i TE(7'7}71)(t B Tn—l) - .uE(Tn71)(t - Tn—l)
Re(rn_1)(t = Tn-1)

por lo que Vt > 0 se tiene

1 T
Ty — Myt

> 0.
hi

1a,(t) =

n=1

4 Esta condicién implica no arbitraje, ver p.ej. Kolesnik y Ratanov [16]
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Bajo esta condicién, el modelo de mercado es libre de arbitraje y completo. La tnica medida
equivalente (neutral al riesgo) se define via la densidad de Radon-Nikodym

dQ
— =7 T
dP 5 ty t S [Oa ]a

donde Z = {Z;}s¢j0,1) es la solucién de la EDE lineal

dZy = Zy_(py — 1)dN;, Zo =1 (3.5)
con .
Ty — g
Yt = 5 t 2 0
hii

Bajo Q, el proceso N; es un proceso no-homogéneo de Poisson con intensidad estocéstica

t ot
)\?:Sotfy;:rthTMt >0, t>0.
t

Sea H; := B{th el proceso densidad precio estado. Entonces,

dH,— = H,_[~r} + (¢ — 1)dN]. (3.6)

Teorema 3.1. Para todo (m,c) € A(x) se tiene

E;

T
HpVyi™e +/ Hc, ds] <z i=0,1. (3.7)
0

Demostracion. Haciendo uso de la regla del producto para procesos con saltos y la ecuacién
(3.5) se tiene

d(H,V,) + Hyc,dt

= H.dV; + V;dH; + 7TtVthhI(<pt — 1)dN; + Hyepdt

= H,Vymi(uf — v} + hinjo)dt + HVil(pr — 1) + mehip]dN,
= H,Vi[(py — 1) + mhiodN;.

Integrando,

¢ ¢
H.V, + / Hycods =z + / [(pr — 1) + mihip]dNy.
0 0

La integral del lado derecho de la igualdad es una F-martingala local acotada inferiormente,
por lema de Fatou (este puede verse p.ej (2.26) de Klebaner [15]) esta es F-supermartingala,

teniendo asi (3.7)). O

Ahora se introduce un funcional auxiliar relacionado con el dual convexo de las funciones de
utilidad. Sea U la cual denota Us(:) o Ui(t,-) con t € [0,T] fijo. Sea I; la inversa de U;, con
j €4{1,2} tal que
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Li(Uj(x)) = Uj(Ij(z)) =z, Yz >0.
Entonces, I satisafce

ILiy) = argrarclg(})({Uj(ac) —yx}, y>0.
En particular,

U;(I;(y)) — yI;(y) > Uj(x) — yz, Va,y>0. (3.8)

Note que U;(I;(y)) — yl;(y) = U;(y), donde U (y) := sup,~q {U;(z) — yz} es la transformada
de Legendre-Fenchel de (—00,0) > # = —U;(—z) € R. El mapeo U} se conoce como el dual
convexo de la funcién de utilidad U.

Para el resto de esta seccién se fija el estado inicial €(0) = ¢ € {0,1} y se define el mapeo

T
Xl(y) = El / Htjl(t, yHt)dt+HTI2(yHT)
0

y Vi := (X;)~!. Para cada dotacién inicial z > 0 se define el proceso ¢* = {ct tieo,m v la variable
aleatoria G* como sigue

C;/E = I1(t,yi(.1‘)Ht), t e [O,T],

3.9
G* = Ig(yz(l‘)HT) ( )
Se introducen también los procesos
T
Y :=E |HrG" +/ Hyclds ’]-'t , t€0,T]
t
Y t
Mg = Yt’”+/ H.c*ds, tel0,T].
0
Observe que Yy = X;(Vi(x)) =2y Y* > 0 para todo t € [0,T]. Ademds, M} satisface
T
M}P =E |HpG* +/ Hyc? ds ‘ft] , t€1]0,T], (3.10)
0

es decir, el proceso M® = { M} }tE[O’T] es una F-martingala. Por Teorema de representacién de
martingalasﬂ existe un proceso 7, IF-predecible tal que

¢
Mf:x+/ BT dN,, te[0,T). (3.11)
0
Entonces, la pareja (Y#, 3%) satisface las EDE lineal hacia atrés

T T
t t

con condicién final Y& = HrG*.

El siguiente es uno de los principales resultados de este trabajo.

® Este resultado puede verse p.ej. en Klebaner [15].
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Teorema 3.2. Sean x > 0 y i € {0,1} fijos. La dupla inversion-consumo (7,¢) definida como
Cti=cf y

T x
. Y. B 1
fp o= 1[1+Y}_} ~ A t€ 10,7 (3.13)

Ty — My

pertenecen a A; (z) y resuelven el problema dptimo portafolio-consumo . Ademds, la funcidn
de valor optimo para la maximizacion de utilidad satisafce 9; = K; 0 Y; donde

/T Ul(t,Il(ﬁ,yHt)) dt + UQ(IQ(yHT))] , Y>> 0.
0

Demostracion. Usando (3.6 se tiene

d (i) = H% [(r} + (¢ — D)yf)dt + (;t — 1) dNt] :

Yy 1 1 gr (1
d t) = Y‘”d<>+dY“”+t<1)
(Ht "\ H, H, ' Hy \¢

1 xr
— =1 L= b
(@t e o
Reemplazando 57 y usando 5 se tiene
((pr = 1) = T5 )
)/t t

= ot = L= (mehioe — 1+ @1)]y
= —mthipey
= m(py — 1)

T, 7,6 _ Yif — T :
entonces, V""" = zL- = G¥, casi seguro.
Por otro lado, se define un funcional auxiliar
Li(z) =E;

T
/ Uy (t,c?) + Ua(G7)
0

Usando (3.9)) y (3.8) se tienen las siguientes desigualdades,

Ul (t7 Ct)
U2 (‘/'t.fC,T(,Ct)

Ui(cy) + Y(x)Hy(er — cf)

<
< U2(G") + V(@) Hy (V5™ = G7),
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entonces, sumando las anteriores desigualdades e integrando, usando (3.7)) y la definicién de X;
se tiene

T
Ji(z,m,c) < Li(z)+ Y(x)E; l/o Hi(ep — cf) + H (V™ — G*)
< Li(x) + Y(x)[z — Xi(Vi(2))]
< Li(x) = Ji(x, 71, 6)

Por lo tanto (77, ¢;) son 6ptimos.

3.1 Ejemplo 1. Portafolio de crecimiento 6ptimo

Se considera el caso particular en el que el inversionista tiene preferencias representadas por una
funcién de utilidad logaritmica para el consumo y valor de portafolio terminal U;(t,c¢) = Inc
and Us(z) = Inz. Este produce el portafolio con mejor log-retorno esperado sobre el horizonte
de inversién [0, 7], también conocido como portafolio de crecimiento éptimo (GOP).

En este caso se tiene I (t,y) = I2(y) = 1/y and X(y) = (T'+ 1)/y, for y € (0, 00).

Entonces, Y(x) = (T + 1)/, para = € (0, 00),
x

= T, t e 0,77, (3.14)
x
G' = —r.
(T'+1)Hr

Por lo que, MY = x para todo t € [0,T]. Resulta que 8¢ = 0, casi seguro, para ¢t € [0,7]. El
proceso 6ptimo de portafolio es

:

Py V't

T Tt
re— e By

t e 0,77

y el consumo 6ptimo es A
th B ‘/tac,ﬂ',O
(T+1)2Z, T+1’

Ademaés, el proceso de portafolio 6ptimo V*7¢ satisface

Ct =

te0,T).

@ f,e e 70 . 2,7,0 t
Ve — R e = (1—m), t e [0, 7],
y la funcién de valor 6ptima es dada por
Yi(x) =T+ D)Ine— T+ 1) In(T+1) —k(T) >0, i=0,1.

donde

T
ki(T) = E; / In V"™ dt + In V™
0

_ /T ma(t) dt + my(T)
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con

m;(t) == E;[ln V;™0]

Ahora, note que

t
In ‘/tl,ﬂ"() _ / |:T; _ ')/;
0

Entonces, por el Corolario m(t) = (mo(t),m1(t)) es solucién del sistema de ecuaciones
integrales de Volterra de segundo tipo

]deln[(rfn S )(Tn)], te [0, 7).

/’1/571

mo(t) = ap(t) + /0 fo(t — s)mq(s)ds,
(3.15)

ma(t) = ay(t) + /0 Fu(t = $)mo(s) ds,

con condiciones iniciales

s) + 9i(s)] Fi(s) + fi(s)[Invi(s) — Ingi(s)] } ds (*)

o\o\o

{ 8) +9i(8)] Fi(s) + fi(s) In (;g)}ds
(I
{

)+ 9:(9)] Fils) + [ (myi(s) = mgi(s)) = 1] fi(s) } ds (+%)

con

, te0,T].

Recuerde que h;(t) # 0y g;(t) > 0, es decir, los signos de r;(t) — u;(t) y hi(t) coinciden.

3.2 Algoritmo y ejemplos

Dado que la solucién del sistema de ecuaciones de Volterra de segundo tipo haciendo uso del
Teorema [2.3] tiene como hipdtesis la existencia de la transformada de Laplace para las funciones
fi v a;, v en el contexto de GOP las funciones a; no tienen dicha transformada, se recurre a
implementar un algoritmo para la aproximacion del sistema . Para esto, se implementd un
algoritmo con base en la regla del trapecio simple para integrales, ya que este método aproxima
funciones por medio de dos puntos del integrando, construyendo la funcién via la solucién de un
sistema 2x2, resultado de aplicar el método a ambas ecuaciones integrales. Los otros métodos de
aproximacién de integrales se descartaron dado que utilizan méas de dos puntos del integrando,
lo cual nos lleva a un sistema con més variables que ecuaciones.

Para efectos de facilidad en los célculos se hace un cambio de variables en (3.15|) teniendo asi
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mo(t) = ao(t /mlt_sf() (s)ds

(3.16)

Supdngase que m;(t) es suave y m;(0) = a;(0) = 0. Por otro lado, sea {hj}j»v:l una particién de

[0,77] tal que h; = jhcon j € ZT y hy =T.

Para el intervalo [0, k] se tiene

mo(h)

/ml —s) fo(s)ds

hma () fo(0)

= ao(h) + 5 ,

entonces,

2m0 (h) — hm1 (h)fQ(O) = 2@0(]1).

De la misma manera se tiene para m; obteniendo asi el siguiente sistema

{ 2m0(h) — hml(h>f0(0> = 2a0(h)
2m1 (I’L) — hmo(h)f1 (O) = 2a1(h),

con solucién mg(h) y mq(h).

Para el segundo intervalo, [0, 2h], se tiene

2h
mo(2h) = ao(2h) + ; m1(2h — s) fo(s)ds
h 2h
= ag(2h) + /0 my(2h — 8) fo(s)ds + /h m1(2h — ) fo(s)ds
= ao(2h) + S lma(h)folh) -+ ma(2h) Jo(0) + ma () fo(h)]
Entonces,

2m0(2h) — 2@0(2h) — hm1(2h)f0(0) = 2hm1(h)f0(h)

De la misma forma se tiene para m; teniendo asi el siguiente sistema:

{2mo(2h) — 2ao(2h) — hmy(2h) fo(0) = 2hmy (h) fo(h)
2my(2h) — 2a1(2h) — hmg(2h) f1(0) = 2hmq(h) f1(h),

con solucién mg(2h) y m1(2h).
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En forma general, para cualquier k € Z+,

kh
mo(kh) = aop(kh)+ A mq(kh — s) fo(s)ds
= ao(kh) +Z/(Z ! ma (kb — s) fo(s)ds
= ao(kh) + gz[m1<h< — ) folh) + ma (h(k + 1 — 1)) fo (i — 1))
entonces,

2mo(kh) — 2ag(kh) — hml(kh)fo( )

= hma (h(n — 1)) fo(h) + Z my(h(n — i) fo(ih) + mi(h(n+ 1 —14)) fo(h(i — 1))].
De la misa forma se tiene para m; teniendo asi el siguiente sistema:

2m0(k:h) — 2@0(16]7,) — hm1 (k‘h)f()(())

= hma(h(k — 1)) fo(h) + Z[m k — 1)) fo(ih) + m(h(k + 1 — 1)) fo(h(i — 1))]
2my (kh) — 2aq(kh) — hmo(kh) f1(0)
DJi(h) +

1(h(k = 7))
k
= hmo(h(k — 1 + Y [mo(h(k — i) f1(ih) + mo(h(k + 1 — i) f1(h(i — 1)),

fi(h

donde m;_1(h(k — 1)) Vi € 0,1 y Vk € N son conocidos.

A continuacién se aplica el algoritmo anterior para encontrar m;(t) := BE[In V;"™] en los casos
en que las distribuciones de los tiempos inter-arribo son hiperexponencial, Weibull y logistica.
El lenguaje de programacién en el que se implemento el algoritmo es Python. Cabe resaltar
que los pardmetros se escogieron de forma arbitraria teniendo solo en cuenta la condicién de no
arbitraje. En los ejemplos siguientes se toman g; constantes, esto quiere decir que r;(t) — p;(t)
y h;(t) son de comportamientos similares. Ademds, se puede escribir

1
M[Qi — 7 ()],

donde 7; depende del comportamiento de u;(t) — r;(t).

#ilt) =

1. Ejemplo hiperexponencial

fol) = Sy A= S 4o
R() = gle™+e™) v R)=e*+e,



lo que implica

Yo(t) =

672t + e—t

—2t —3t
e 2e
T =

+1,

con valores de go = 0.1,0.7,1.5, 2.0 y g1 = 0.1,0.5,1.0, 2.5. Las trayectorias de las
funciones m; con parametros respectivos pueden verse en la Figura 2.

Resultados

Resultados

— mMo,go=01
m, g1 =01

— Mo, go=07
m, g1 =05

h

Resultados

h

Resultados

051 — mo,go=15
m, g1 =10

Unidades arbitrarias

n

Figura 2

Si se supone que po(t) — ro(t) = W y pi(t) —ri(t) = W, se tienen los
;(t) correspondientes a los valores de g. Las trayectorias se observan en la Figura 3.

entonces,

Yo(t) =2t 41 (t) = 3t%,
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Figura 3
. Ejemplo Weibull
folt) = 2texp(—t?) y fi(t) = 3t exp(~t?)
Fo(t) = exp(—t*) y Fi(t) = exp(—t%).




con valores de g9 = 0.1,0.7,1.5,2.0 y g1 = 0.1,0.5,1.0,2.5. Las trayectorias de m; se
pueden observar en la Figura 4.

Resultados Resultados

] — mpgo=01 Y, — mo,go=07
g m, g1 =05

Unidades arbitrarias
Unidades arbitrarias

0% 0 o % 0 e
h h

Resultados

— mo,g=15 e | T M0.00=20
m, g1 =1.0 m,g1=25

Unidades arbitrarias
Unidades arbitrarias

% @ o [ 7 o
h h

Figura 4

Si se supone que po(t)—7o(t) = €2 y py(t)—71(t) = €3, se tienen los 7;(t) correspondientes
a los valores de g. Las trayectorias se observan en la Figura 5.

PO

Tiempo : Tiempo

Figura 5
. Ejemplo logistica
2 exp(—2t) 3exp(—3t)
t) = —mMm— )= — -2\ "7
Jolt) Trep207 ¥ 1O= Trepsny
- exp(—2t) - exp(—3t)
Fot) = P20 o gy = (EPEOY
o(®) 1+ exp(—2t) y R 1 4 exp(—3t)
entonces,
()= ()=
W= exp(—2t) =TT exp(—3t)’
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Para este ejemplo se tiene que go = 0.2,0.8,1.0,2.5 y g; = 0.3,0.5,1.5, 3.0, obteniendo las
funciones m; las cuales se observan en la Figura 6.

Resultados Resultados

—— mo, g9 =02 — m,go=08
m, g1 =03 my, g1 =05

Unidades arbitrarias

Unidades arbitrarias

h h

Resultados Resultados

— mo,go=10
041 m,gi =15 05

Unidades arbitrarias.
Unidades arbitrarias.

o ) 7 0% @
h h

Figura 6

Si se supone que po(t) —ro(t) = % y pi(t) —ri(t) = %, se tienen los 7;(t) correspondi-
entes a los valores de g. Las trayectorias se observan en la Figura 7.

Tiempo Tiempo

Figura 7

4 Conclusiones

Se caracterizé por medio de un sistema de ecuaciones acopladas de Volterra de segundo tipo
la funcién generadora de momentos para el log-retorno del activo riesgoso, conociendo asi su
valor esperado para algunas funciones de distribucién diferentes a la exponencial. También se
encontré el compensador para el proceso de conteo en este contexto, lo cual permitié hacer uso
del método de martinagala para la elecciéon 6ptima del inversionista.

Se resolvié el problema de optimizacién de portafolio con consumo, teniendo como resultado, la
dupla inversiéon-consumo en el caso no Markoviano, la cual depende de las funciones de riesgo, la
volatilidad del activo (saltos), tasas de interés y tendencias, en el mismo sentido, a diferencia de
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las funciones de riesgo, que en el trabajo de Lopez y Serrano [18]. Como ejemplo se consideré un
inversionista con preferencias logaritmicas, teniendo de forma explicita las inverisones 6ptimas
en escenarios con diferentes distribuciones en los tiempos inter-arribo.

Cabe resaltar que en el contexto no Markoviano no se tiene la conexién con las ecuaciones
diferenciales parciales, ni con el método de la ecuacion de Hamilton Jacobi Bellman, por lo
contrario, la relacién en este contexto se tiene por medio de los sistemas de ecuaciones integrales
de Volterra de segundo tipo.
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