DESIGUALDAD, SEGREGACION Y
FORMACION DE COALICIONES

Fernando Jaramillo
Universidad del Rosario

1. Introduccion

Las interrelaciones entre la segregacion social y la desigualdad han sido
estudiadas por un gran nimero de autores (Ferndndez y Rogerson, 1996 y
1997; Bénabou 1996a y 1996b; Gravel y Thoron, 2007; Durlauf, 1996). Sin
embargo, la mayoria de estos estudios se han concentrado en demostrar la
posibilidad de un equilibrio segregado, el cual se entiende como la formacién
de clubes consecutivos, ordenados de acuerdo a una variable que representa
la posicién social de los individuos. En la mayoria de los estudios esta variable
es la riqueza de las personas o su capital humano.

El problema general encontrado con este tipo de modelos es que no per-
miten estudiar como varfa el grado de segregacién de una sociedad al modifi-
carse la distribucién del ingreso. No pueden, por ende, responder a preguntas
como el porqué en algunas sociedades, la mayoria de agentes tienen la posi-
bilidad de interactuar en grupos sociales extensos, mientras en otras una
parte importante de la sociedad se encuentra excluida de las principales re-
des sociales y de la provisién de un nimero importante de bienes ptblicos
locales.

Otros modelos como Bénabou (1996a) y Glomm y Ravikumar (1992)
presuponen una particién de los individuos integrada o segregada, y anal-
izan las consecuencias econémicas y distributivas de los diferentes tipos de
particiéon. Aunque dicho tipo de andlisis es pertinente para analizar algunas
problemidticas particulares tales como las bondades y costos de la educacién
publica frente a la privada, se queda corto al momento de analizar otro tipo
de problemas tales como los determinantes y consecuencias de la segregacién
social.

En el presente articulo se estudia el efecto de la distribucién del ingreso
sobre el tamano relativo de las coaliciones de las diferentes clases sociales,



y se analiza el efecto de incrementos en la desigualdad sobre el tamano
promedio de las coaliciones en una sociedad.

En la formacién de coaliciones aparecen fuerzas en diferentes direcciones
que interactian y que determinan la particién de equilibrio. Por un lado, al
formar un club los agentes pueden compartir recursos y esfuerzos, lo cual
posibilita explotar economias de escala. Sin embargo, a medida que se va
ampliando el tamaifio de las coaliciones se generan tres tipos de problemas:
a) por un lado se incrementan los costos de congestién asociados al tamano
de las coaliciones; b) por otro lado, se torna m&ds complicada la coordi-
nacién entre los diferentes agentes debido a que los costos de coordinacion
dependen del tamano de las coaliciones; c¢) finalmente, aumenta el grado de
heterogeneidad de los agentes que pertenecen al club, lo cual incrementa los
costos de coordinacién. Este iltimo aspecto ha jugado un papel protagénico
en la teorfa de las coaliciones a partir del andlisis de Pigou sobre los bienes
publicos locales.

Estas fuerzas contradictorias que tienden a incrementar el tamano de las
coaliciones, pero también a limitarlo, se hayan presente en diversos modelos
que utilizan la teoria de las coaliciones para estudiar fenémenos particulares
tales como la provisién de bienes publicos locales, la educacién, la formacién
de cooperativas, la conformacién de grupos para extraer rentas, uniones
econdmicas, etc. En efecto, en la mayoria de estos modelos el bienestar de
los miembros de una coalicién se incrementa con la cantidad de recursos
con que cuenta la coalicién. Pero dada la cantidad de recursos, el bienestar
disminuye con el tamafno de la coalicién por diferentes razones (costos de
congestién o costos de coordinacién.

Un punto que no se incorpora en los trabajos publicados hasta el mo-
mento, es el andlisis detallado de los determinantes del tamafio de las coa-
liciones y del grado de redistribucién ex-post de la riqueza como resultado
de un proceso de redistribucién al interior de las coaliciones. Esta es una
deficiencia importante de este tipo de literatura, si se tiene en cuenta que
la interrelacién social de los agentes al interior de las coaliciones sociales
pueden ser una fuente importante de acumulaciéon de capital social y capi-
tal humano que contribuiria a explicar las diferencias de crecimiento entre
diferentes paises y ciudades (Benabou, 1996a; Glomm y Ravikumar, 1992;
Ferndndez y Rogerson, 1996; Durlauf, 1996)

Los anélisis tedricos que analizan el efecto de la desigualdad sobre el
tamano de los clubes son muy escasos (Alesina y Spolaore, 1997; Jehiel y
Scotchmer (2001); Jaramillo y Moizeau, 2001; Jaramillo, Kempf, Moizeau,
2003). A nivel empirico, diversos estudios muestran que la fragmentacion
social disminuye el capital social, y que este ultimo afecta el crecimiento



econémico (Alesina y La Ferrara 2005; La Ferrara 2002; Durlauf y Fafchamps
2005).

El objetivo del presente articulo es llenar el vacio de la literatura teérica
acerca del efecto de la desigualdad econémica sobre el grado de segregacion
social, mediante la construccién de una metodologia que pueda ser aplicada
a varios tipos de modelos. Nuestro modelo no sélo permitird identificar la
forma en que la desigualdad afecta la segregacién social, sino también la
forma en que la segregacion limita las posibilidades de redistribucién al
interior de las coaliciones.

Los articulos més cercanos al andlisis desarrollado en el presente trabajo
son Farrell y Scotchmer (1988), Alesina y Spolaore (1997), Bogomolnai,
Lebreton et al. (2006), Jehiel y Scotchmer (1997), Jehiel y Scotchmer (2001).
Sin embargo, nuestros modelos difieren fundamentalmente de los de ellos,
no sélo por su objetivo, sino también por el tipo de andlisis realizado. En el
caso de Farrell y Scotchmer (1988), se desarrolla el algoritmo de coincidencia
en el orden de las coaliciones, pero no se analiza el efecto de la desigualdad
sobre el nimero y tamano de las coaliciones. Alesina y Spolaore (1997)
y Bogomolnai, LeBreton et al. emplean un modelo de costos compartidos
(cost sharing) en el que hay heterogeneidad en la preferencia de los agentes.
Aunque ellos analizan los determinantes del nimero de coaliciones y tamano
de las mismas, no introducen heterogeneidad en la riqueza de los agentes, ni
tampoco estudian el efecto de cambios en el grado de heterogeneidad de los
agentes sobre las particiones de equilibrio.

Jehiel y Scotchmer (1997), Jehiel y Scotchmer (2001) utilizan una metodologia
muy pertinenten para el andlisis que nos interesa, ya que esta permite car-
acterizar la particién de equilibrio. No obstante, estos autores no introducen
heterogeneidad en la distribucién del ingreso, la funcién de utilidad es muy
poco realista (lineal), la distribucién de las caracteristicas de los agentes es
muy restrictiva (uniforme), y no hacen ejercicios de estdtica comparativa
que permitan identificar la relacién entre la heterogeneidad de los agentes y
el grado de segregacién de la sociedad.

La segunda seccién del presente informe presenta el marco teérico gen-
eral. La seccién 2 introduce un marco tedrico y un modelo general que per-
miten situar los diferentes tipos de modelos a los que se les pude aplicar las
metodologias desarrollada en las secciones restantes. La seccién utiliza el al-
goritmo de la coincidencia en la manera de ordenar las coaliciones (common
ranking) para andlizar el efecto que tiene la desigualdad en la distribucién
del ingreso a un nimero importante de modelos resenados en las secciones
anteriores. Finalmente, la seccién 4 generaliza la metodologia desarrollada
por Jehiel y Scotchmer (1997) con el fin de ser aplicada a modelos més realis-



tas, y poder incorporar problematicas tales como el efecto de la desigualdad
sobre la segregacion. Aunque esta tltima metodologia se aplica a un mod-
elo especifico, podria ser generalizada para diferentes tipos de proyectos en
los que exista heterogeneidad en la dotacién de recursos, y los agentes ten-
gan preferencias hedénicas sobre dos tipos diferentes de caracteristicas de
las coalicones. Estos pares de caracteristicas podrian ser, por ejemplo, la
riqueza del agente mediano y el tamafio de la coalicién, o la riqueza total y
el tamano de la misma, o la riqueza del agente mediano y la riqueza total
de la coalicién, etc.

2. Marco tedrico

El instrumento analitico utilizado para el andlisis de este tipo de fené-
menos es la teorfa de las coaliciones, de acuerdo a la cual, la segregacion
corresponde a una particiéon de equilibrio en la cual todas las coaliciones son
consecutivas.

La mayorfa de modelos que demuestran la existencia de un equilibrio
con un ntcleo formado por coaliciones consecutivas utilizan juegos de tipos
cooperativos y superaditivos (Greenber y Weber, 1986; Demange, 1982 y
1994). En estos tipos de juegos se supone que la formacién de coaliciones
es independiente de las decisiones tomadas por los agentes al interior de las
coaliciones.

Este tipo de modelos tienen dos grandes debilidades. En primer lugar,
aunque los autores demuestran la existencia de un equilibrio consecutivo,
no pueden caracterizar el equilibrio de una manera més precisa, y en con-
secuencia no analizan el efecto de la desigualdad sobre el tamano de las
coaliciones. En segundo lugar, no tienen en cuenta que al momento de for-
marse las coaliciones los agentes anticipan las decisiones colectivas que se
tomaran al interior del grupo, lo cual afecta la particién de equilibrio. Es
decir, la particién de equilibrio no puede independizarse de las reglas de
redistribucién y de provisién de bienes ptblicos locales tomadas al interior
de cada coalicién.

Con el fin de superar estas deficiencias nos interesaremos en juegos que
pueda ser descritos en dos etapas: una primera, en la que las coaliciones se
forman; una segunda en la que los individuos actidan al interior de la coali-
cién de forma ya sea cooperativa, o no. En cualquiera de estos dos casos,
para poder establecer las coaliciones que se forman, es necesario encontrar
la funcién de utilidad indirecta de los individuos del club, en funcién de
sus dotaciones iniciales, de la tecnologia y de las reglas de funcionamiento



interno de las coaliciones (e.g. cotizacién voluntaria, tasa de impuesto por
mayoria, reglas de distribucién, costos de congestién, problemas de coordi-
nacioén, transferencias de utilidad, etc).

Los juegos que nos interesan pueden ser escritos en su forma heddnica.
Es decir, en ellos se puede construir una funcién de utilidad indirecta que
dependa tnicamente de las caracteristicas, y del nimero de agentes que
pertenezcan a la coalicién (Bongomolnaia y Jackson, 2001).

Encontrar la solucién de equilibrio de este tipo de juegos no es una tarea
sencilla. En la literatura se utilizan varias definiciones de equilibrio, tales
como el de una particién con un nicleo de equilibrio, una particién con
equilibrio de Nash, o una particién individualmente estable (Bogomolnaia
y Jackson, 2001). Cada una de estas definiciones puede ser pertinente para
analizar algunos problemas econémicos especificos, pero pueden ser menos
para analizar otro tipo de fenémenos. Asi, aunque el concepto de niicleo
puede ser el mds sélido desde cierto punto de vista, debido a que muestra
una particiéon robusta a todo tipo de desviacién individual o colectiva, no
necesariamente es el ttil para analizar todos los tipos de problemas econémi-
cos (Jehiel y Scotchmer, 2001).

En los juegos de tipo hedodnico la existencia del nucleo se verifica bajo
condiciones muy precisas. Farrell y Scotchmer (1988) y Banerjee, Konishi,
y Sonmez (2001) demuestran la existencia de una particién con ntcleo de
equilibrio (core partition) para el caso en que todos los agentes coinciden
en su apreciaciéon sobre la coalicién ideal (Top-coalition). También se ha
demostrado la existencia de un equilibrio idividualmente estable y consec-
utivo (Ferndndez y Rogerson, 1996 y 1997; Gravel y Thoron, 2007) cuando
se cumple la condicién de un sélo cruce de las curvas de indiferencia (single-
crossing condition), y/o la condicién de un sélo méximo (single picked con-
dition) . En estos ultimos casos, hay un agente critico que es indiferente
al momento de escoger entre dos grupos consecutivos. Como se menciond
anteriormente, el problema de estos estudios es que no analizan el papel de
las desigualdades sobre el tamaiio de los grupos y el grado de segregacion,
el cual es nuestro principal objeto de estudio.

Desde el punto de vista formal, la mayoria de modelos publicados hasta
el momento consideran dos de los siguientes tres supuestos: i) ausencia de
costos de congestion, ii) agentes idénticos, iii) preferencias anénimas . Por
ejemplo, Greenberg y Weber (1986) y Demange (1982) suponen un juego
cooperativo sin costos de congestién; Bogomolnaia y Jackson (2001) con-
sideran juegos de tipo hedénico en los que existen preferencias anénimas o
costos de congestién nulos. En nuestro modelo general se supondrén costos
de congestién, agentes heterogéneos y preferencias no anénimas.



2.1. Modelo General

Se supone un continuo de agentes indexados de acuerdo al orden en la
distribucién de las dotaciones. Como trabajamos con un continuo de agentes,
se utilizara la convencién de Jehiel y Scottchmer (2001), definiendo una
coalicién como la unién finita de intervalos en (0, 1), y suponiendo que los
intervalos son cerrados por la izquierda y abiertos por la derecha.

La distribucién de las dotaciones estd definida de acuerdo a la especifi-
caciéon de Jaramillo, Moizeau y Kempf (2003) :

W= f() (1)
fG Wl = wleld Avdv
fG) C NEtEes @

en donde w’ es la dotacién del agente j, f(j) es una funcién continua y
creciente del indice j.

De manera equivalente, se puede definir la distribucién de las dotaciones
mediante la curva de Lorenz (L)

j j )
L(j):F(j):/O f(v)dv:/o wlelo Amdm gy,

Con el fin de simplificar la notacién, en las anteriores ecuaciones se nor-
maliza el tamafio de la poblacién N =1, y el ingreso total F(1) = 1.

Con el fin de simplificar lo més posible la presentacién del articulo se
procedera de la misma manera que algunos autores como Westhoff (1977),
utilizando una notacién y terminologia menos riguroza de lo que requiere
el tratamiento de coaliciones con un contiuo de agentes. En efecto, en el
presente trabajo, y en algunos otros, se utiliza términos como “tamano de
la coalién, en lugar de medida de Lebesgue de la coalicién; o se dice que no
existe ninglin agente, en lugar de decir que no hay un conjunto de agentes con
medida positiva.” Westhoff (1977). En la misma linea también se abusara
un poco con la notacién de las integrales con el fin de hacer el anilisis que
se asemeje al utilizado en los modelos con agentes discretos y sumatorias,
pero al mismo tiempo aprovechando la conveniencia en el uso de derivadas
en el estudio del efecto de la desigualdad sobre el tamano de las coaliciones.
De todas formas, se puede reescribir todos los modelos del presente informe
utilizando la terminologia y notacién més estricta (ver, Jehiel y Scottchmer
2001).

En el presente trabajo se formaliza la idea del benefico obtenido por los
agentes al formar coaliciones mediante la introduccién de un bien piblico



local. Este bien ptblico se puede entender en sentido literal, pensando en
escuelas, parques, redes locales de acueducto y alcantarillado. Pero también
puede ser entendido en un sentido figurado. El bien piublico local puede
ser la construccién de una reputacién para los miembros de la coalicién
(por ejemplo, los artesanias de una regién), la generacién de una red de
amigos para ayudarse en tiempos dificiles, las cooperativas mutualistas para
protegerse contra el riesgo, etc.

La utilidad de una persona perteneciente a un club (s) se modeliza de la
siguiente manera:

VIS =l (W — g%, G®) (3)

/g”’sdv =C(G*,n%) (4)
S

en donde V7*° es la utilidad del agente j € (0,1) cuando pertenece a la
coalicién s, g7* es la contribucién del agente j a la coalicién s, w? — ¢/ es
es el consumo privado del agente j en el club s, G° es la cantidad de bien
ptblico local disponible en la coalicién s, C (G*,n*) es la funcién de costos
del bien publico local, n® es el tamafio de la coalicién®.

La funcién de utilidad u/ es céncava, y la de costos del bien publico cua-
siconvexa. La derivada de la funcién de costos del bien ptiblico con respecto
al tamaiio de la coalicién es positiva cuando existen costos de congestién?.

Por otro lado, no sélo se supone que la funcién de costos del bien piiblico
es semiconvexa, sino que también sus segundas derivadas parciales superiores

o iguales a cero:

oC(Cyn) _ \ O°C(Gin) _  C(Gin) _  9°C(C,n)

>
oG ’ oG: — on  — 7 9In? =0

Un caso interesante se presenta cuando el bien piblico es indivisible. Es
decir, cuando

G* =G,

en donde G es una constante. Cuando se introduce dicho supuesto se habla
de modelos con costos compartidos (cost sharing), los cuales han sido exten-
samente estudiados en la teoria de juegos. En Moulin (1988) se presenta una
revision detallada de diferentes tipo de modelos con costos compartidos.

L Aqui se esta abusando de la notacién, ya que en términos estrictos deberia escribirse
una suma de integrales, en donde cada integral representa un intervalo.

2Ver Scotchmer (2002), en donde se utiliza una funcién de utilidad como la presente,
pero suponiendo que todos los agentes tienen el mismo nivel ingreso, y las mismas prefer-
encias.



La existencia de un equilibrio con coaliciones estables y un programa
de maximizacién similar al de las ecuaciones (3) y (4) ha sido ampliamente
estudiado en la literatura sobre teoria de juegos cooperativa. En efecto, los
estudiosos de la teoria de juegos cooperativa han analizado los tipos de
esquemas de asignacién de contribuciones (vector de ¢/**) que garantizan la
existencia de una particién de equilibrio®, y en particular de la estabilidad
de la gran coalicién. Sin embargo, en dicho tipo de estudios no se caracteriza
las posibles particiones de equilibrio diferentes a la gran coalicién®. Una muy
buena revisién de dicho tipo de literatura se encuentra en Moulin (1988).

En la dltimas dos décadas han surgido una serie de trabajos que estudian
los efectos de la introduccién de restricciones institucionales a los esquemas
de asignacién de contribuciones. Dichas restricciones, unidas a los costos de
congestion, pueden ayudar a explicar le existencia de coaliciones diferentes
a la gran coalicién. Como se mencioné anteriormente, la gran mayoria de
dichos trabajos prueban la existencia de una particién de equilibrio diferente
a la gran coalicién, pero no estudian el efecto de cambios en la heterogeneidad
de los agentes, ni de la distribucién del ingreso sobre la forma de la coalicién
de equilibrio.

Las dos restricciones a los esquemas de contribucién mas estudiadas ¢/
son, por un lado, la existencia de una norma que obliga a una contribucién
igualitaria (Bogomolnaia, Le Breton, et al, 2006; Greenberg y Weber, 1986).
En este caso,

g =g°,Vj € s, (5)

la funcién de utilidad se puede expresar en términos de las variables que se
deciden colectivamente en el club (¢°, G*) :

Vs =) (wj —g°, Gs) , (6)

sujetos a las restricciones (4) y (5).

Por otro lado, también se ha estudiado la existencia de un impuesto
proporcional (Gravel y Thoron 2007, Fernandez, Weber y Zamir, 1985) tal
que

. < C(G*,n%)
g = oty o= ) ()
en donde 7° es el impuesto al ingreso en la coalicién s, y la variable €2° indica
las dotaciones totales de los agentes que pertenecen a la coalicién:

30 también subsidios cruzados, ya que ¢7** podria ser negativo para algunos agentes.
4Se define la gran coalicién, como aquella que estd conformada por todos los miembros
de la sociedad.



Qf = / w'dv. (8)

La funcién de utilidad de un agente perteneciente a la coaliciéon s puede
ahora escribirse de la siguiente forma

VIS =y (wj [1-7°,G%) (9)
sujeta a la restriccién
C(G*%,n?)
s _ ) 1
= 2 (10)

Otra variacién a los esquemas de contribucién estudiada en la literatura
consiste en imponer normas sociales, o factores institucionales y de poder
politico, que determinan la ponderacién de los agentes en la funcién de utili-
dad social. En este esquema, el equilibrio se encuentra mediante la seleccién
de un nivel de gasto (G) y de un vector de contribuciones ¢7* que maxim-
ice la suma ponderada de las utilidades de los agentes que pertenecen a la
coalicién (Banerjee, S. Konishi, H. y Sonmez, 2001):

max / apu (W’ —g”%, G%) dv (11)
gU,S7G$ ves
s.a / g"%dv = C(G®,n?) (12)

en donde «,, es la ponderacién del agente a,, en la funcién de utilidad social.

Finalmente, es posible suponer que los agentes hacen sus contribuciones
al bien piblico local mediante una cotizacién (gj’s) voluntaria. Bajo este
esquema surge el conocido problema del pasajero clandestino (Mas-Colell,
Whinston y Green, 1995). Cuando el nimero de miembros del club es muy
grande, la contribucién de cada uno de ellos tiende a cero. De manera equiva-
lente, se puede decir que si el tamano de cada agente con respecto al tamano
de la coalicién es muy pequeno, entonces su contribucién tiende a ser nula.
Este serfa lo que sucederia si se adoptara un continuo de agentes, tal como
se supone en las ecuaciones (3) y (4). Sin embargo, Bergstrom, T., Blume,
L. and Varian, H., (1986) muestran que las contribuciones de los agentes
puede ser positiva cuando el nimero de agentes en la coalicién no es muy
grande, y se abandona el supuesto de un continuo de agentes.

La formacién de coaliciones con contribuciones voluntarias han sido es-
tudiados en el contexto de modelos con funciones de utilidad logaritmicas
por Jaramillo, Kempf, y Moizeau (2003), y con agentes con igual dotacién



de factores por Barham,V., Boadway, B., Marchand, M. and Pestieau, P.
(1997). La contribucién de cada agente (g7*) en este esta dada por el equi-
librio de Nash de un juego no cooperativo en el que cada agente maximiza
su funcién de utilidad, tomando como dadas las funciones de reaccién de los
demds agentes:

gj’s = argmgixuj (wj - gj’s,GS) , VjE€Es (13)
gn®
s.a ng —C (GS, ns> (14)
OIS

2.1.1. Reflexiones finales sobre los esquemas de contribucién

Todas estas alternativas a la modelizacién sobre los esquemas de con-
tribucién han sido estudiados en las teoria de juegos cooperativa y no co-
operativa. La literatura al respecto es muy basta, y la mayorfa de modelos
utilizados en dicho tipo de literatura se puede ver como un caso particular
del modelos representados por las ecuaciones (4) a (14). Para formalizar la
formacién de una coalicién de equilibrio es necesario escribir dichas ecua-
ciones en la forma utilizada por la teoria de juegos. Este serd el tema de la
siguiente seccion.

2.2. La utilidad indirecta de pertenecer a un club, y los jue-
gos hedoénicos.

Como se mencioné anteriormente, las dos principales restricciones a los
esquemas de contribucién (¢7*) més estudiadas son la existencia de una
norma que obliga a una contribucién igualitaria (impuesto de suma fija),
y la existencia de un impuesto proporcional. Con estas restricciones, las
ecuaciones (6) y (10) expresan la utilidad de un agente en una coalicién como
una funcién que depende del nivel de bien piublico G° y de los impuestos
pagados en la coalicién: u’ (wj [1—7°] ,GS) ;! (wj - g°, GS) .

La teorfa de juegos tradicional analiza las combinaciones de gasto publi-
co e impuestos que garantizan la existencia de una particiéon de equilibrio.
Dicha teorfa supone que, al interior de cada coalicién, los agentes se las
arreglan para escoger el par de variables de politica mencionadas que per-
miten mantener la estabilidad de la coalicién. Esto lo hacen sujetos a las
restricciones descritas en la seccién anterior.

Infortunadamente los resultados de dicha linea de investigacién atin son
limitados, en relacién al tipo de preguntas que nos interezan. En efecto, de-
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pendiendo de la definicién de equilibrio, de las preferencias de los agentes y
de los tipos de costo de congestién (%), existen miltiples casos en los
que no existe una coalicién de equilibrio (Weber y Zamir, 1985). Por otro
lado, Demange (1994), Greenwerg y Weber (1986) probaron la existencia del
equilibrio en el nicleo (core) cuando se cumple la hipétesis de las preferen-
cias intermedias. Sin embargo, para probar la existencia de equilibrio con
preferencias intermedias se suelen hacer hipdtesis fuertes sobre los costos
de congestién®. Ademsds, los autores se limitan a subrayar el caracter segre-
gado del equilibrio, pero no lo caracterizan, ni hacen ejercicios de estédtica
comparativa.

La hipdtesis de las preferencias intermedias no sélo posibilita la exis-
tencia del nicleo, sino también de otros tipos de equilibrio, tales como el
equilibrio con libre movilidad (Westhoff, 1977). Las preferencias intermedias
han jugado un papel muy importante en la teorfa de las coaliciones, no s6-
lo porque facilita la prueba de la existencia de una particién de equilibrio,
sino también porque ayuda a explicar la existencia de segregacién social.
En efecto, Benabou (1996a, 1996b), Fernandez y Rogerson(1997), Demange
(1994) y otros autores han mostrado que la particién de equilibrio suele ser
segregada cuando se suponen preferencias intermedias. Este es uno de los
resultados méas importantes de las teorfas de la coaliciones.

En la teoria de jusgos se dice que las preferencias son intermedias si es
posible encontrar una variable, en nuestro caso w’, que permita ordenar los
agentes de tal manera que si dos agentes con el indicej y j' prefieren la
coalicién s a la s, entoces todos las agentes comprendidos entre los indices
j vy j' también la preferiran. Formalmente, en nuestro modelo

Definicién Preferencias Intermedias: Se dice que existen pref-
erencias intermedias en un juego con impuestos proporcionales® si

3.3 G < F (W 1= 7,G%) > <wj [1— 7] ,Gi’l)@)
u’ (wj/ [1— 77 ,GS) > ol (wj/ [1 - 7'3,} ,GS/> =
o (wﬁ[l_TS]’Cﬁ) >l (wj [1—7'5/],G8I>, vV i<i<y

Aunque Demange (1994), Greenwerg y Weber (1986) hicieron una con-
tribucién fundamental a la explicacién de la existencia de segregacién en

“En este tipo de andlisis se suele hacer abstraccién de los costos de congestién, o se
supone una funcién de utilidad semilineal.

%En el caso de un juego con un impuesto de suma fija, la expresién 75w’ se reemplaza
por g° en la definicién.
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un modelo riguroso de teorfa de juegos tradicional, estos resultados no per-
miten ver los efectos de cambios en las variables exégenas sobre el grado
de segregacién. En realidad las grandes contribuciones se han concentrado
en senalar la posible existencia del equilibrio en el nicleo y de segregacién
cuando se cumplen algunos supuestos sobre las preferencias.

Para avanzar en este campo, muchos autores (Banerjee, Konishi y Son-
mez, 2001;Benabou (1996a), Fernandez y Rogerson(1996)) han modificado
la estructura de los juegos anteriormente descritos, de tal manera que los
agentes saben con anterioridad a la formacién de la coalicién, el tipo de es-
quema de asignacién de las contribuciones. Este tipo de modelos se pueden
resolver de manera recursiva. Primero se determina el nivel gasto y de im-
puestos, teniendo en cuenta la restricciéon presupuestal. La coaliciéon decide
mediante algiin mecanismo politico, o de justicia social, cual es el nivel de
gasto publico y las contribuciones. Esta solucién permite construir una fun-
cién de utilidad indirecta que describe la utilidad de un club, en funcién de
de las caracteristicas de sus miembros. Los agentes forman sus coaliciones
conociendo la forma de esta funcién de utilidad indirecta.

Los juegos en los que la utilidad de los miembros de la coalicién depende
de las cualidades de su miembros se llaman juegos hedénicos. La existen-
cia y estabilidad del equilibrio en juegos hedénicos han sido estudiados por
Banerjee, Konishi y Sonmez (2001), Bogomolnaia y Jackson (2001), Papai
(2005), Iehle (2005), en otros. Estos estudios muestran que en algunos cir-
cunstancias existe equilibrio en el niicleo, y en otras, un equilibrio con libre
movilidad. Incluso, plantean algunos casos paro los cuales es posible con-
struir algoritmos que caracterizan el equilibrio.

Dado que en los juegos de tipo heddénico es mds sencillo construir algo-
ritmos para caracterizar el equilibrio, en el presente articulo se adopta dicho
tipo de estructura. A continuacién se reescriben los modelos de la seccién
anterior en la forma de juegos hedénicos.

Se restringe el anilisis al conjunto de funciones de utilidad céncava y
homotéticas. Es decir, que considera el conjunto de funciones que se pueden
representar, mediante una transformaciéon monotdénica creciente, por una
funcién homogénea de grado uno. Debido a que en el presente articulo nos
concentraremos en el efecto de la distribucién del ingreso sobre el tamano
promedio de las coaliciones, se supondrd que la funcién de utilidad es idént-
icapara todos los agentes. De tal manera que la inica heterogeneidad entre
los diferentes agentes estd dada por la distribucién del ingreso.

Supuestos particulares sobre la funcién de utilidad: La funciones

12



de utilidad son homotéticas e idénticas para todos los agentes
W () — ¢7%, G*) = u () — ¢7%, G*).
Ademas,
ur >0, uz >0, uin <0, uga <0; w1y + 2u1z +uge <0,

en donde u,, significa la derivada primera con respecto al argumento v, ¥ Uy
su derivada segunda.

A pesar de que la homoteticidad e identidad de las preferencias entre
agentes pueden parecer una restriccién fuerte, estos son supuestos comun-
mente utilizados en la literatura macroeconémica, y en todo caso es mucho
més general que las funciones de utilidad lineales, semilineales, logaritmicas,
CRRA, usualmente utilizadas en la literatura sobre las coaliciones.

Aunque no es necesario restringir més los supuestos sobre la funcién de
costos de produccién del bien ptblico para obtener la mayoria de resultados
del presente trabajo, en aras de facilitar la exposicién se supone que dicha
funcién es igual a la multiplicaciéon de la cantidad de bien piblico por los
costos de congestién.

Supuestos particulares sobre la funcién de costos del bien piibli-
co: La funcién de costos del bien piiblico es igual a:

dc (n?)
ons

9?c (n®)
d (ns)? =

C(G*,n®) =G®c(n’); > 0;

en donde ¢ (n®) es la funcién de costos de congestion.

A continuacién mostraremos que, con las especificaciones establecidas,
todos los modelos presenteados en la seccién anterior se pueden escribir como
un caso particular de una funcién de utilidad indirecta que tiene la siguiente
forma

Vs =y (Qs,wms,ns,wj) , (16)

en donde w™? es la dotacién del agente mediano de la coalicién s.

2.2.1. Contribucién Igualitaria

En el caso de una contribucién igualitaria (impuesto de suma fija), se
pueden reemplazar las ecuaciones (4) y (5) en la (3) para encontrar

Vs =y (wj _ Greln?) cln )7Gs> ) (17)

ns

13



Cuando se tiene un modelo de costos compartidos (GS = @) , la funcién
de utilidad indirecta se convierte en

ya que
Vis > Vis o 70 > Vj’sl.

La utilidad indirecta de las coaliciones no dependerian de las dotaciones

de los agentes, y el tamano de todos las coaliciones en el equilibrio estaria

dado por aquel punto en el que la elasticidad de los costos de congestion se
iguala a uno":

Un caso més interesante surge cuando G*° puede tomar diferentes valores.
Los agentes en este caso no estarfan de acuerdo sobre el tamafio del bien
ptblico, y podrian resolver el conflicto de intereses mediante una eleccién
democrética.

Para encontrar el nivel de gasto resultante de una eleccién democrética,
se hace necesario encontrar el nivel de gasto preferido por cada agente. Este
se encuentra maximizando la ecuacién (17) con respecto a G*®. La condicién
de primer orden de dicho programa de maximizacién es

s . G*jscns %is s
c(n®) wi — G u1<wj_GJc(n)

o ns +p G*]sn

,G*j8> =0, (18)

ns

en donde G*7% es el nivel de gasto preferido por el agente j perteneciente al
club s, y

. . *]S s . G*js
wj G*Isc(n®) us (w] _Ggv CS(TL )7G*]$> u2 (1, W)
I L n wl T
1% - = - = 7
Gis [ Cen®) s j_Goe(n?)
up (W = ==, G up | g1
(19)

El parametro p representa la tasa marginal de sustitucién entre el bien pibli-
co y el bien privado. Dado que la funcién de utilidad es homogénea de grado

TEs f4cil ver que no existe ninguna otra coalicién que de una mayor utilidad dado que
la derivada segunda de la funcién de costos de congestién es positiva ¢ (n) > 0.
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uno, dicha tasa marginal de sustitucion es una funcién positiva de la fracciéon
entre el bien privado y el piblico (2*75) , definida por

j_ G*I%c(n®)

W dp
*Jjs __ n’ .
278 = s g 0. (20)
Es fécil verificar que la condicién de segundo orden se verifica ya que % >
0.
A ACl i Op _ Op 9z0° .
Ademds, es fdcil verificar que puesto que 5% = =2 > 0, se verifi-

ca la hipdtesis de preferencias intermedias para la escogencia entre bienes
ptblicos y privados al interior de una coalicién; lo mismo que al comparar
la cantidad de bien piblico y el nivel de la contribucién al comparar coa-
liciones. La ecuacién (22) muestra que el gasto piblico preferido por un
agente j perteneciente a la coalisién s, se encuentra cuando la tasa marginal
de sustitucién entre bien piblico y privado es igual al costo de congestion
por unidad de bien ptblico. Manipulando dicha ecuacién se encuentra el
nivel de gasto ptblico preferido por un agente en funcién de su ingreso y del
tamano de la coalicién:

s . G*jsc ns
_et) (uﬂ— ns”> o

ns G*js

i) ) | |
R G = (Cg‘)) = GYs = £ +°:((:)>] (21)

en donde ¢ es la funcién inversa de p. La notacién de dicha funcién ¢ (z)
con respecto a cualquier argumento p arbitrario es

o) =p" (n) = = 5o > 0 (22)

Puesto que, para todos los miembros j de la coalicién s, el gasto piblico
deseado (G*7%) encontrado en la ecuacién (21) tiene una relacién monoténica
con respecto a w’, entonces es posible aplicar el teorema del elector medi-
ano (Mas-Colell, Whinston y Green, 1995). El nivel de gasto publico del
equilibrio democrético es entonces igual a

G = ) (23)




Remplazando esta ecuacién en la (17), se encuentra la funcién de utilidad
indirecta de pertenecer a un club s es igual a

w? = wJ > wJ
. ms w™ c(nf) w™
V]”S =V <w.7n5> —ul1= wl  ns 7 I
. o (] [ ()
(24)

La utilidad de pertenecer a una coalicién depende del ingreso relativo
del agente con respecto al del agente mediano, y del tamafio de la coalicién.

2.2.2. Contribucién con un impuesto proporcional

La contribucién igualitaria analizada en la seccién anterior es importante
vy ha sido ampliamente utilizada en la literatura sobre bienes publicos y
formacién de coaliciones. Sin embargo, es mucho més interesante y aplicable
a la vida real los caso en los que el gasto piblico se financia con un impuesto
proporcional.

La funcién de utilidad indirecta con un impuesto proporcion se encuentra,
reemplazando la ecuacién (10) en la (9), y suponiendo C (G*,n*) = G*c(n®)

. . . Géc (ns)
Vhs =) <w7 [1 ST ,G® ), (25)
en donde se ha utilizado la notacién 2° para denominar la la cantidad total
de recursos disponibles en la coalicién.

Un caso interesante y ficil de aplicar es el modelo de costos compartidos
G*® = @, con el cual se encuentra

a2

Esta funcién de utilidad indirecta se puede reescribir de la siguiente

manera ' -,
7,8 > 17,8 17058 > 1708
VP2 VIS eV 2 Vi
donde
Vj7s — QS
c(ns)’

Las funciones de utilidad indirecta con esta forma ha sido utilizada en la
literatura por autores como Farrel y Scotchmer (1988); es el llamado modelo
de la asociacién (partnership).
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Sin embargo, cuando el bien piblico no es fijo, se presenta el conflicto
de intereses que mencionamos anteriormente, el cual se puede resolver por
mecanismos politicos tales como la eleccién democrética. Para ver si se puede
aplicar el teorema del elector mediano en una eleccién democrética, se hace
necesario analizar el nivel de gasto (o de equivalentemente de impuesto)
preferido por cada agente j. Al derivar la ecuacién (14) con respecto a G*
se encuentra la condicién de primer orden

(i - S - ) e

en donde la tasa marginal de sustitucién entre bien piblico y privado p es
una funcién creciente del ingreso de cada agente w’ y del ingreso total de la
coalicién 2°. Esta ecuacién se puede reescribir de la siguiente manera

w G*5c(n®)] jc(nf)
G*is |:1 B [k :| =¥ <OJ Qs

en donde, como se mencioné anteriormente, la funcién ¢ (e) es la inversa de
p(e). Con base en esta ecuacién se deduce el nivel de gasto preferido un
agente j :

G*js — 1
1 j c(n®) e(n)’
U_TJSD <w] ns > + Qs
o de manera equivalente la tasa de impuesto
s _ G*3c (n®) _ 1
Qs 1 Qs j c(n?)
c(nS)JSO <wj Qs ) +1

Para poder aplicar el teorema del elector mediano se requiere una relacién
monotdnica entre 7*7° y w7, lo cual se cumpliria si la derivada de la expresion

1 o jc(n)
—p|w
c(n®)wi Qs
con respecto a w’ no cambia de signo. Es fécil verificar que dicha condicién

se cumple cuando el signo de la elasticidad de sustitucién entre bien piblico
y privado menos uno, es igual para todos los agentes de la sociedad. Es decir,

? [“jc(ff)} 0 (wan<:>> 120, V5
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Si, por ejemplo, la clase media tiene una elasticidad inferior a uno, pero la
misma es superior a uno en los agente ricos, no se puede utilizar el teorema
del elector mediano. Para poder encontrar un nivel de gasto de equilib-
rio, supondremos que se cumple la condicién sobre el signo de la elastici-
dad menos uno para todos los agentes (Gravel y Thoron, 2007). Con este
supuesto podemos encontrar la tasa de impuesto de equilibrio

1
c(is) %‘P (me(gj)) +1

y el nivel del gasto
ijSQS
c(ns)

La funcién de utilidad indirecta escrita en su forma heddnica se puede
encontrar reemplazando dichos niveles de equilibrio en la funcién de utilidad.
Esta funcién de utilidad tiene la siguiente forma

e (G2 ) +1] i S (wm ) +1

ijs —

Vit — i [ i

(26)

En este tipo de modelos, la funcién de utilidad de un agente j, escrita en

su forma heddnica, es una funcién de la riqueza global de la coalicién, de la

riqueza del elector mediano, del tamano de la coalicién y de la riqueza del
agente j:

V(Qs,wms,ns,wj)

Un caso interesante se presenta cuando la elasticidad de la funcién ¢ <wm Cgf)>

es igual a 1. Cuando esto sucede todos los agentes estan de acuerdo sobre
la tasa de impuesto 6ptima. Una funcién de utilidad que cumpla con esta
condicién, se puede representar mediante un funcién Cobb-Douglas

W (W) [1—7™°] G®) = [w! [1 - ijs]]a [G°].

En este caso

la tasa de impuesto es

mjs



y la funcién de utilida indirecta se convierte en

, o Qs 1@
V¥ = [ow’] [[1 —a c(ns)] : (27)
Esta tltima es equivalente a la de los modelos de asociaciones (partnerships)
T Q°
c(n®)

2.2.3. Norma social igualitaria

En muchas ocasiones, los agentes sélo pueden formar coaliciones si se
someten a una norma social igualitaria (Banerjee et al. 2001). En dicho
caso, la funcién de utilidad indirecta se encuentra resolviendo el programa
de maximizacién planteado en las ecuaciones (11) y (12), asumiendo a; =
o = %, V1,7 € s. Las condicioens de primer orden de dicho programa de
maximizacién son

1 . .
—up (! —g7%,G*) = A
n
1
/ —uy (W’ —g"*,G%)dv = MXc(n).
VES n
La primera de estas dos ecuaciones implica
W — gl =w¥ —g", Vj,v € s.
Teniendo en cuenta estd igualdad, la segunda de estas ecuaciones se convierte
en 4 . . .
ug (W — g7%,G%) (Wi — gI® c(n)
uy (wi — gJ%, G9) G*

o= (1) e

n

integrando el lado derecho e izquierdo se deduce
0% —G’c(n) =np (c(n)) G° =
n
QS
=
c(n)+np <C(n—n)>

e (e g ()
w — g7 = g0< . )G —C(n)erO(c(:))

G =
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la funcién de utilidad indirecta se encuentra reemplazando esta ecuacién en

VIS — 4 c(n)+mp<c(:)>’c(n)+”¢(0(:)) :

o)y

En este modelo la funcién de utilidad indirecta depende tnicamente de la
riqueza global del grupo, y del tamano de la coalicién

VI = (Q°,n)

2.2.4. Contribucién voluntaria

Existe un gran nimero de coaliciones y acuerdos informales entre los
agentes en los que es imposible imponer una contribucién a sus miembros.
Este tipo de coaliciones se pueden representar por un modelo con contribu-
ciones voluntarias, tal como el de Jaramillo, Kempf, Moizeau (2003). En la
presente aubseccion se generaliza el modelo de estos iltimos, suponiendo una
funcién de utilidad mds general que la utilizada por ellos. Las condiciones
de primer orden del juego no cooperativo descrito por las ecuaciones (13) y
(14) son las siguientes

W (wi — gi, 2ves9" wl (Wl — i, 2ves 9 LI 0, Vjese,
c(n) c(n) c(n)

las cuales se pueden expresar en términos de la elasticidad de sustitucién
entre el bien ptblico y privado

wl — gh® 1
1—
Pl Zee | ¢ (n)
c(n)

L et i — g = () [

c(n)
Al sumar entre todos los miembros de la coalicién en el lado izquierdo y
derecho de esta ecuacién se obtiene

0 = S = o e) |

veESs
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Esta ecuacién permite encontrar la cantidad total del bien piblico disponible
dentro de la coalicién

> ves g7 _ %

c(n) ¢(n) +ne(c(n))

Y

y por ende la cantidad de bien privado consumido por cada uno de los
miembros de la coalicién

p (c(n))
c(n) +np(c(n))

Reemplazando estas ecuaciones en la funcién de utilidad, se encuentra la
utilidad indirecta expresada en forma de un juego heddnico

NEICO)D >R S

! <C(n)+W(C(n))’0(n)+w(0(n))> =
QS

(n) + ng (c(n)’

La utilidad de pertenecer a una coalicién con contribuciones voluntaria de-
pende tnicamente de la riqueza total de la coalicién, y de su talla

wl — g =

VIS =l (ple(n), 1) - (29)

VIS = (QFn).

La forma de este esta funcién de utilidad indirecta se ha repetido en
varios de los juegos estudiados en la presente seccién. La utilidad indirecta
depende, en general, de la riqueza total de los agentes pertenecientes a la
coalicén, y de la talla de la coalicién. Aunque en algunos modelos también
depende de la riqueza del agente mediano.

3. Nicleo y coincidencia en la manera de ordenar
las coaliciones

En los juegos de tipo hedénico existe un algoritmo para caracterizar
los coaliciones de equilibrio del nicleo. Dicho algoritmo se puede aplicar
cuando todos los agentes coinciden en su manera de ordenar las coaliciones
(Bogolmolnaia y Jackson, 2002). La presente seccién estudia en detalle la
aplicacién de dicho algoritmo a un conjunto de modelos en los que existen
bienes publicos locales y heterogeneidad en la dotacién de factores. Se analiza
la forma de la particién de equilibrio en funcién de la distribucién del ingreso.
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Supongamos que la utilidad de un grupo puede ser descrita de la siguiente
manera;

Vs — /i (Q,n%) =V (Qs’ns7wj) (30)

en donde V7 es la utilidad del agente j € (0,1) cuando pertenece al
grupo s, 2° es un indicador de las dotaciones de los agentes que pertenecen
al grupo, y n® representa el tamano del grupo s.

La mayoria de modelos analizados en la seccién anterior tienen esta for-
ma. El caso de bienes publicos indivisibles con impuestos proporcionales
o contribuciones igualitarias estudiados por autores como Moulin (1988) y
Greenberg y Weber (1986) tienen la forma descrita por la ecuacién (30).
Ademsds, esta misma forma emergié en los modelos con impuestos propor-
cionales y elasticidades de sustitucién entre bienes ptiblico y privados igual
a uno. Los casos de contribuciones voluntarias y de las asociaciones (Part-
nerships) que aplican una norma igualitaria también tiene la forma descrita
en la presente secciéon. Algunos trabajos que aplican los tipos de modelos
analizados esta seccién son: el juego de cooperativas de Farrell y Scotchmer
(1988); el juego de compartir el costo medio de Moulin y Shenker (1994);
los juegos andénimos y separables; el modelo de Glomm y Ravikumar (1992);
el modelo de Bénabou (1996a); el modelo de riesgo compartido de Taub y
Chade (2002); el modelo de aseguradoras de Henriet y Rochet (1987).

Por ejemplo, en los juegos cooperativos con utilidad transferible y dis-
tribucién proporcional del valor de la coalicién (Banerjee, Konishi y Sonmez,
2001), la funcién de utilidad indirecta es

V(Qs,ns,wi) = Zziajv(gs)’
jEs

en el modelo de cooperativas de Farrell y Scotchmer (1988) es

1% (Qs,ns’wi) — t(n )957

nS

en el Modelo de Glomm y Ravikumar (1992)
Vv (Qs,ns,wi) =A+hhw' + In(Q°/c(n)),
en el de Bénabou (1996a)

o—1

Vv (Qs,ns,wi) =A+ + 20)Inh? + (1 — 2) In(Q%/c(n))
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fy = h;o =[f@)%

El analisis del efecto a de la desigualdad a la formacion de coaliciones estu-
diado en la presente seccién se puede aplicar, entonces, a un conjunto amplio
de modelos. Sin embargo, a los modelos en los que la utilidad depende de la
riqueza de un elector mediano se les puede aplicar la metodologia estudiada
en la préxima seccién del presente documento.

Se supone que la utilidad de un agente j perteneciente a la coalicién s de-
pende positivamente del ingreso del agente j v de la dotacién agregada de la
coalicién a la cual pertenece. Ademds, se supone que depende negativamente
del tamano del grupo al cual pertenece :

i>0; Vo<0; V3>0 (31)

en donde V;,, es la derivada de la funcién de utilidad (V') con relacién al eme-
abo argumento (m). El indicador 2° es creciente con relacién a la cantidad
de dotaciones que posee el grupo.

3.1. Modelo de base

Si el nivel de ingreso de cada agente no influye sobre la manera en que
éstos definen sus preferencias por los diferentes clubes, es més simple carac-
terizar el equilibrio y analizar el efecto de las desigualdades sobre el tamaifio
relativo de las diferentes clases sociales. Con este fin introduciremos la condi-
cién de la separabilidad fuerte (strong separability®) en el modelo de la sec-
cién precedente.

Definicién: Separabilidad Fuerte: se dice que la funcion de utili-
dad indirecta es separable con relacion a las dotaciones de cada uno de los
agentes si sus preferencias no dependen de sus respectivas dotaciones:

Vk,j,s,s VIS =V (Qs,ns,wj) >V =y (Qsl,nsl,aﬂ) &
A (N B e G (TR

8Utilizamos el concepto de separabildad fuerte para diferenciarnos de la propiedad
de separabilidad descrita en la literatura sobre juegos hedénicos (Banerjee, Konishi et
Sonmez, 2001; Bongomolnaia et Jackson, 2002)
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Si la fraccién entre las utilidades marginales del ingreso del grupo y la
desutilidad marginal del tamafio del grupo no depende del ingreso del agente
j (w?), entonces la condicién de separabilidad fuerte (strong separability) se
verifica:

Vk,j,s € (0,1) (32a)
= (90 = p (9,0, w)) (320)
B Vg( ,n® oﬂ) VQ(QS,nS,wk)
VI (Q5,ns,wi) VL (98, ns, wk) (32c)
j,S dp”* s .8 S .8
o =2 0s g = p@an)  62)
j

Las funciones de utilidad que verifican esta condicién se pueden escribir
de la siguiente manera

Ua(Q%,n®)

Vj’s -V (Qs,ns,wj) — ‘7 (U(Qs7n5);wj) = pjvs = pS = m
1 )

(33)
y la funcién U(2%,n°) se puede utilizar para representar las preferencias
de todos los agentes j € (0,1). Es claro, que las funciones de utilidad adi-
tivamente separables son un caso particular del conjunto de funciones de
utilidad que verifican la propiedad de separabilidad fuerte.

3.1.1. Funcién agregada de las dotaciones pertenecientes a un
intervalo de agentes

En esta seccion se supondra que la funcién agregada de las dotaciones
de una coalicién de agentes estd definida por la suma de las dotaciones de
los agentes pertenecientes a la coalicién. Puesto que una coalicién se define
como una unién finita de intervalos, entonces el indicador agregado de las
dotaciones de una coalicién s estd definido por:

o => o (34)

Aes
en donde el indice A se utiliza para notar los diferentes intervalos. La variable

04 es igual a:

QAin = Q(ig —na,ia) = /M fw)dv=F(ia) = F(ia—na) (35)

TA—NA

24



Wi, - ni,)

en donde iy es el agente mds rico del intervalo A;, = (ig4 —n4,i4) ¥y A €S
el tamario del intervalo. La variable {24 es una funcién creciente y concava
del tamano del intervalo n 4

00a 0%Q4
— 2 = f(ia—na); — s = —f"(ia—na) <0 36
Gy = [ Ga=nas TS = (30)
La representacion grafica de esta funcién se presenta en la figura 3.1.1.
Si s, representa un club de tamano n que tiene al agente j como su
miembro més rico, entonces se puede definir U* como el conjunto de clubes

posibles dentro del intervalo A(b,1):
W = {sjn:j € (b1), b<j—n (37)

Es t1til describir un grupo a través de su riqueza agregada y su tamaio.
Asi, ¢° = {Q% n°} es el par Q° y n® correspondientes al club s. Por lo tanto,
el conjunto de pares ¢° correspondientes a las coaliciones s € % definen el
conjunto ®*?. Este conjunto estd representado por todos los puntos abajo
del grafico Q4 (Ver fijura 3.1.1), con i —n > b

Vion < i—b; 0% ={¢°:sec Ui} (38)
s e Whi=Qf < Qi (39)
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Es decir que si el agente més rico de una coalicién de tamaino n® posee un
indice inferior a 7, entonces la dotacién agregada €2° de este club es inferior
a la dotacion agregada de una coalicién del mismo tamano n®, formada por
el intervalo de agentes (i — n®,1).

3.1.2. Particién de equilibrio

Consideraremos inicialmente las particiones que son inmunes a las desvia-
ciones individuales y colectivas. Por esta razon se utilizara la nocién de nu-
cleo (core).

Definicién: Una particion en el nicleo # = {3',...,3", ...} es tal
que: ' ‘
3£ c(0,1) tal que Vj € £, V¥ > vim (40)

en donde V7™ denota la utilidad del agente j asociada a la particion 7.1

Para encontrar la particién de equilibrio se puede utilizar la condicién de
coincidencia en la manera de ordenar los clubes (common ranking condition)
definida por Farrel y Scotchmer (1988) y Banerjee, Konishi y Sénmez (2001).

Definicién (Common Ranking) Un juego G satisface la condi-
cién de coincidencia en la manera de ordenar los clubes (common ranking
property), si y solo si existe un orden = tal que para cada j € (0,1) y cada
shl, sh € WOl ge tiene s = sh = s = sh.

Si todos los agentes ordenan de igual manera las coaliciones (commong
ranking), estdn de acuerdo sobre el club que provee el maximo nivel de bien
estar en la sociedad (Top Coalition). Es decir, estdn de acuerdo sobre las
caracteristicas del club ideal.

Dos condicione similares a la de coincidencia en la manera de ordenar
los clubes (common ranking), aunque menos restrictivas, son la condicién de
coalicién ideal (top coalition) y la condicién débil de coalicién ideal (weak
top coalition) descritas por Banerjee, Konishi y Sonmez, 2001.

Definicién Top-Coalition: Dado un conjunto no vacio de ju-
gadores V' C (0,1), un subconjunto no vacio S C (0,1) es una coalicién
ideal (top-coalition) de V si para cadai € Sy cadaT CV coni € T, se
tiene S =; T. Un juego de formacién de coaliciones G satisface la condicién
de coalicién ideal si para cada conjunto no vacio de jugadores V C (0,1),
existe una coalicién ideal de V.

Definicién: Weak-top coalition: Dado un conjunto no vacio de
jugadores V' C (0,1), un subconjunto no vacio S C (0,1) es una coalicién
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ideal, en un sentido débil, de V si y sélo si S tiene una particién ordenada
{S1,...87} tal que (i) para cada i € S' y cada T C V con i € T se tiene
S =; Ty (ii) par cada k > 1,i € S¥, y cada T C V con i € T, se tiene T
=i S = TN(Up<S™) # 0. Un juego con formacién de coaliciones G satisface
la condicién débil de club ideal si y sélo si para cada subconjunto no vacio
de jugadores V C (0, 1), existe una coalicién ideal de V.l

La condicién sobre la existencia de un club ideal (top-coalition) supone
que para cada subconjunto de la poblacién existe una coalicién que todos
sus miembros clasifican de manera ideal.

La condicién débil de coalicién ideal (weak top-coalition) incluye dos
propiedades: a) existe una coalicién S que es ideal para un subconjunto S*
de sus miembros; b) si existiera una desviacién 1 que brindara a algunas
personas’ un bienestar superior a la de la coalicién S (T >=; S), entonces esta
desviacién deberfa incluir al menos un agente que pertenece al subconjunto
St

Varios articulos describen el algoritmo para caracterizar la particiéon de
equilibrio cuando la condicién sobre la existencia de una coalicién ideal se
verifica (Farrel y Scothmer, 1988 ; Jaramillo, Kempf y Moizeau, 2003 ; Baner-
jee, Konishi y Sonmez, 2001). En efecto, basta con identificar la coalicién
ideal (top-coalition) de toda la sociedad. Como, por definicién, estamos se-
guros que no existe ningun grupo que pueda bloquear esta coalicién ideal,
entonces esta tltima pertenece a la particién de equilibrio §'. Enseguida,
es posible identificar la particién ideal de lo que queda de la sociedad, una
vez que se han excluido los miembros del primer club de equilibrio. Este
serfa la segunda coalicién de la particién de equilibrio §2. Este proceso se
puede continuar de manera recursiva hasta identificar todos los clubes de la
particién de equilibrio.

Para construir la coalicién ideal en un subconjunto W% suponemos que
la funcién de utilidad es céncava. Es decir, que el Hesiano H7** de la funcién
de utilidad V7* es semi definido negativo

J,$ 7,8
s | Vil Vi3
Js  ys3s |0
Vsim Vss
lo cual implica ' ' '
Vfl’sx% + 2V1]2’81:1x2 + VQJQ’sm% <0, (41)

para todo vector x = {x1, z2}.

9Se refiere evidentemente a un subconjunto de la personas que pertenecen a la posible
desviacién T, pero que no pertecen al subconjunto S*.
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Para cada nivel de utilidad V realizable por el agente j, se puede con-
struir una curva de indiferencia zjv definida par el conjunto de puntos {Q,n}
que le proveen al agente la misma utilidad

i i -
W= {Qn : VI=VI(Q,n) =V}
Las propiedades de las curvas de indiferencia en el plan ,n pueden ser
descritas por intermedio del teorema de las funciones implicitas

VIdQ+ Vidn =0 < (42)
Qv

=22 — (0 4
in = v P () (43)

Puesto que VJ es negativo, la pendiente de la curva de indiferencia es
positiva e igual a p’. Es decir, que la pendiente de la curva de indiferencia
coincide con la fraccién entre la desutilidad marginal del tamano del club y
la utilidad marginal de la dotacién agregada de la coalicién.

La derivada segunda de la curva de indiferencia es

. 2 .
d*Q (V3 Vi 1
= W2 vl 2 vl | — 44a
S . 11
= = [Vl () + 2o + V3, 7 (44b)
= P +ph>0 (44c)

Puesto que la funcién de utilidad es concava, entonces la forma cuadrética
del Hesiano es necesariamente negativa

o, o A
Vi () +2Vihe! + Vi, <0

y en consecuencia la curva de indiferencia es convexa. En la figura 1 se
muestra un representacion gréfica de la curva de indiferencia.
Con las curvas de indiferencia y la curva Q4in°  es posible encontrar
graficamente la coalicién ideal Sp; (top coalition) para el conjunto s € WOt
Matemadticamente, es posible calcular la combinacién de ingreso agregado
y tamano del club que generan el maximo de utilidad

b0 ={2°,n°} € 2%
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Viz\/b > \/a

Figura 1: Curvas de indiferencia

entre el conjunto de combinaciones realizables ®% en las coaliciones s € W%,
Esta combinacién se puede encontrar por intermedio del siguiente programa
de maximizacién
ij , .
¢o; = argmax V7 (Q,n) (45a)
;
n
K

sc Q < QYn=F(i)—F(i—n) (45b)

Entre dos coaliciones de talla idéntica, los agentes prefieren aquella cuya
riqueza agregada es superior. Esto implica que en la restriccién, debe verifi-
carse la igualdad entre Q y Q47 vy que la coalicién ideal es necesariamente
consecutiva. En este caso, se puede encontrar el tamano deseado del club,
en funcién del agente mas rico del conjunto de la poblacién analizada (0, 7)

%z = {ﬁ‘é,w ﬁéz} : (46a)
m, = arg mix VI(F (i) = F(i—n),n) (46b)
Qo = F(i)—F({—mo,) (46¢)
La condicién de primer orden de este programa es
Vir(i-m)+vi = Vi (i-m,)-rl=0e (47a)
f (1 - ﬁ%:) = —E; =9 (F (1) — F (l - ﬁfm) 7ﬁ%,i) (47b)
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La coalicién ideal se encuentra agregando agentes cada vez més pobres
hasta llegar a un punto en el que la dotacién f (z — ) Z) del agente mds

pobre de la coalicién es igual al valor del costo de congestién que generado

por él (p?).

La condicién de segundo orden es la siguiente

IV [r (1=, 2Vir (1= m,) + Vh — o (i - o

= = [l + o] Vi -vir (i-m),) =D <0, (48b)

la cual se verifica dado que el Hessiano es negativo definido y la dotacién de
un agente aumenta con su indice (f’ (z — ﬁai) > 0).

Si la pendiente de la curva de indiferencia es la misma para todos los
agentes p/ = p, entonces para cada subconjunto U0 todos estardn de acuer-
do sobre el club ideal 5{)1 = 60’1-. En este caso, el modelo verifica la condicién
del orden comin de las preferencias (common ranking) y se puede utilizar
el algoritmo de Scotchmer y Farrell (1988) para caracterizar la particién de
equilibrio.

Asi, para el primer club se utiliza ¢ = 1 y se calcula 7,1 por intermedio
de la ecuacion 47. Ademads, se define el primer individuo pivote p; como el
iltimo agente aceptado en el club ideal 6071. Es decir, p1 = 1 —ng,1. Para
encontrar el segundo individuo pivote se utiliza la ecuacién 47, pero en el
sub-conjunto W91, En seguida se define py = p; — M0,p,, ¥y se continda de
manera recursiva pn41 = pp—1 p, hasta que pp1 < 0. En términos formales
la particién de equilibrio puede ser escrita de la siguiente manera:

Proposicién 1 La particién de equilibrio # = {8%,...,8" ...}

puede ser descrita a través de una secuencia de agentes pivotes {p1,...,pn,...pJ},
en donde 3" = (ppr1,p1n), ¥ pj verifican las siguientes propiedades:

po = 1 (49a)
phy1 = max{0, pp — Moy, } (49b)
fPnt1) = p(F(pn) — F (Pry1) s Ph — Phr1) (49¢)

La representacion gréfica del equilibrio segregado se presenta en la figura
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Figura 2: Equilibrio segregado

En este gréafico se observa que la particién de equilibrio depende tanto de
la distribucién de las dotaciones, la cual afecta las curvas QAPW", como de
las preferencias de los agentes representadas por las curvas de indiferencia.

Para mostrar el efecto de la distribucién de las dotaciones sobre la for-
macién de coaliciones, a continuacién analizamos la talla relativa de las
coaliciones de los agentes ricos, en relacién a la de los agentes pobres en la
coalicién de equilibrio. Con este fin aplicamos el teorema de las derivadas
implicitas a la ecuacién (56), y deducimos la siguiente expresion:

dnop —f' (P —Nop) + 1 (f ) — f(p—Top))

= 50a
dp (p1p+ p2) + ' (p—Top) (502)
dﬁOP < f(p)_f(p_ﬁOp) < f,(p—ﬁop)
o > Ve ey, S T ——  (50b
dp = F(p)—F(p—mop) "> f(p—Top) (50b)
en donde
Q
Epq = Pl;

Esta condicién es equivalente a la de Jaramillo, Kempf y Moizeau (2001)
en el caso particular que €,, = 1, y es aplicable a todos los modelos presen-
tados en la seccién anterior que cumplen con la condicién de coincidencia
en la manera de ordenar los clubes, asi como los modelos de estudiados en
la literatura citada al comienzo de la presente seccién.
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El grado de heterogeneidad en la distribucién de las dotaciones se mide
por la tasa de crecimiento de los ingreso en funcién del indice j, o lo que
es lo mismo por la tasa de crecimiento de la pendiente de curva de Lorenz.
En efecto, anteriormente se mencioné que el ingreso en funcién del indice j,
también se puede interpretar como la pendiente de la curva de Lorenz.

Si la tasa de crecimiento del ingreso en funcién del indice ¢ es constante,
se puede decir que los agentes ricos y pobres son iguales de heterogéneos
entre ellos. Por el contrario si la tasa de crecimiento aumenta (disminuye),
esto indicaria que los agentes ricos (pobres) son mé&s heterogénos que los
pobres. A continuacién se analiza el tamafio relativo de las coaliciones en
funcién de la tasa de la heterogeneidad en la dotacién de los factores, y
se demuestra que el tamano relativo de las coaliciones de los agentes ricos
estd estrechamente relacionada las diferencias en el grado de heterogeneidad
interna al interior de diferentes percentiles de ingreso.

f(p) = f(p—"0yp) - f'(p —7o,p)

F(p)—F(p—"op) f(p—"70p)

Como el ingreso de un agente es igual a

wj _ woefoj )\Udv’
b
en donde £ = Aj, entonces
f)
_ D 0, [y Amdm
F(p)=F(p—Top) _ Jpro, ¥ v _
f(p—Top) woels O Audv
§4 v no,p p—"g,ptv
/ ef”’ﬁom )\mdmdv = / ef”’ﬁom /\mdmdv.
p*ﬁo,p 0

Con esta igualdad se puede demostrar que
fp)—fp—"op) < f'(p—T0p) o<
F(p)—F(p _ﬁo,p) = flp- ﬁmp) d9j =

Esta relacién unida a las de las ecuciones (50a), implican la siguiente proposi-
cién.

0.

Proposicién 2 Sie,, = 1,y la tasa de crecimiento de las dotaciones
(Aj) es creciente, entonces la particién de equilibrio es tal, que el tamafio de
las coaliciones de los agentes més ricos es inferior al de los agentes pobres:

1. Si A;j es constante, i.e. A\; = A,Vj, entonces Ny, = TMogp,.,, Vh €
{1,...,J —1}.
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2. Si A\; es una funcién creciente de las dotaciones, i.e. % > 0,Vi, en-
Vhe{l,..,J—1}.

tonces 7g,p,, < 0,pp419

3. Si Aj es una funcién decreciente de las dotaciones, i.e. % < 0, Vi,

entonces Moy, > 0,15 VJ € {1, ..., J —1}.

|

Esta proposicién indica que si el grado de heterogeneidad entre los agentes
aumenta con el grado de riqueza, entonces las coaliciones de los agentes més
ricos serdn mds pequenas que las de los agentes pobres.

Con el objeto de analizar el efecto de la desigualdad sobre la segmentacién
se comparan dos sociedades en la que una de ellas tiene mayor grado de het-
erogeneidad en la dotacién de factores, en donde el grado de heterogeneidad
se mide por la tasa de crecimiento del ingreso para cada uno de los indices
i:

Definicién Una sociedad I estd mds segmentada que la I; si su
nimero de coaliciones (J2) es superior al de .

Definicién Grado de Heterogeneidad de la sociedad: Si una so-
ciedad L? tiene tasas de crecimiento de las dotaciones ()\f) superiores a las
de la sociedad L! para cada uno de los indice i

A o> L Vi,

entonces se dice que dicha sociedad es més heterogénea.ll

Suponga dos sociedad I1 y I definidas por curvas de Lonrenz F; and Fy
tales que las tasas de crecimiento de las dotaciones (pendiente de la curva
de Lorenz ) tienen tiene una relacién monoténica con el indice (porcentaje
acumulado de la poblacién). En este caso se puede demostrar una relacién
directa entre el grado de heterogeneidad de las dotaciones y nivel de seg-
mentacién de la sociedad.

Para seguir analizar el efecto de la desigualdad sobre el grado de seg-
mentacién de la sociedad es conveniente utilizar el supuesto €,, = 1. Si
este supuesto se verifica, la elasticidad de susticién entre bien piblico y el
tamano de la coalicién se puede escribir de la siguiente manera

o (F (i)— F (z - ﬁ302> ﬁ{”> = [F (i) — F (l . ﬁglﬂ F (ﬁ%l)
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La condicién de equilibrio (47b) se puede escribir de la siguiente manera

Por otro lado, la condicién de segundo orden implica que, en el equilibrio, el
lado derecho de la ecuacién es una funcion creciente de la talla de la coalicién
. Esta ecuacién se puede reescribir para evidenciar el papel de las tasas de
crecimiento del ingreso A; :

F (Z) —F (Z — ﬁ% Z) ) . N, t70,i 1Y m
Y
"/ Jo

f (z —~ ﬁOZ>

Ahora comparemos dos sociedas tales que la tasa de crecimiento del
ingreso de una de ellas es superior a la de la otra, para cada uno de los
agentes i. Es decir, Al < A?n, para todo m, en donde el superindice sobre la
variable \,denota la sociedad a la que pertenece el individuo. En este, caso
la sociedad 2 es mds heterogénea que la uno.

Es facil verificar que si se parte del mismo agente pivote i = p, la expre-

sion B —
Top  (PT0ptY y o
/ efp_ﬁovp /\mdmd'l}
0
para la sociedad 2 es superior a la de la sociedad 1

n0,p pP—nQ ptv AL g
— m
/ efp_"ovp ™ dv
0

Dada esta desigualdad, para que se cumpla la ecuacién (51) en las dos so-
ciedades, se requiera que la talla de la coalicién en la sociedad dos sea inferior
a la de la uno. Como esta condicién se verifica para cada uno de los agentes
de la sociedad, entonces, el nimero de coaliciones en la sociedad dos debe ser
menor o igual que en la sociedad uno. Dado que la primera coalicién de las
dos sociedades comienzan con el agente méds rico, necesariamente el tamano
de la primera coalicién de la sociedad més segregada es més pequeno, y por
lo tanto el indice del agente pivote de la segunda coalicién en la sociedad
dos es superior al del agente pivote en la sociedad uno. Para ver que sucede
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con las demads coaliciones veamos como depende el indice del agente pivote
de la segunda coalicién de cada sociedad en funcién del indice del agente
pivote de la primera coalicién.

Para esto, derivemos totalmente la ecuacién (49c) para deducir la sigu-
iente relacion entre py y prt1

dpni1 prf (pn) + P2

dpn — f"(pn) + pof (Pr) + P2

Esta derivada es positiva debido a que la condicién de segundo orden
implica p; f (pn) + po > 0. De lo anterior podemos deducir que el indice del
segundo agente pivote de la sociedad 2 en la seguanda coalicién es nece-
sariamente superior al de la sociedad uno, y repitiendo el andlisis lo mismo
podemos decir de los indices de la tercera, cuarta y demds coaliciones. Esto
implica que en la segunda sociedad necesariamente hay, o el mismo niimero
de coaliciones, o un nimero superior de ellas.

Proposicién 3 Una sociedad mds heterogénea no puede ser mas
segmentada que una con mayor grado de homogeneidad. Es decir, decir las
sociedades mds heterogéneas tienen un nimero de coaliciones igual o superior
a las mds homogéneas.

El modelo realizado en la presente seccién permite caracterizar la parti-
cién de equilibrio y estudiar el efecto de la desigualdad en el ingreso sobre
el grado de segmentacién de la sociedad. Se encontré que la talla de las
coaliciones de los agentes mds pobres depende de su grado de heterogenei-
dad entre ellos mismo, y lo propio sucede con las coaliciones de los agentes
més ricos. Ademds, se pudo demostrar que un incremento en el grado de
desigualdad reduce el tamano de las coaliciones, aumentando el grado de
segmentacion.

4. Equilibrio con libre movilidad

La metodologia presentada en la anterior seccién puede ser utilizada para
un numero relativamente alto de modelos. Sin embargo, también existe un
un conjunto importante de modelos, en los que no se cumple la condicién
de coincidencia en la manera de ordenar las preferencias. En la presente
seccién se muestra una adaptacién de la metodologia desarrollada por Jehiel
y Scotchmer (1997) al conjunto de modelos de tipo hedénicos, en los que los
agentes ordenan las coaliciones de manera diferente, pero cumplen con la
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hipétesis de preferencias intermedias. Este tipo de andlisis se puede aplicar
cuando las coaliciones se diferencian por dos variables. Por ejemplo, el elector
mediano y el tamaiio de la coalicién, la riqueza total y el elector mediano, etc.
Se escogié como modelo prototipico, uno en el cual el bien piblico se financia
con una contribucién igualitaria, y los agentes votan sobre la cantidad de
bien piblico producido dentro de la coalicién.

4.1. El modelo

En la seccién (2.2.1) se encontré que la funcién de utilidad indirecta de
un juego en el que las contribuciones se fijan por un impuesto de suma fija
es igual a:

ms w™ C(ns) w™

— w P Ay 7
V=V <w3”> = el =, (T T+ ()
o (] T+ ()

Con este tipo de funcién de utilidad indirecta es complicado caracterizar
la particién de equilibrio del nicleo. Sin embargo, Westhoff (1977) y Jehiel y
Scotchmer (1997) han demostrado la posibilidad de encontrar un equilibrio
con libre movilidad cuando hay preferencias intermedias, caso en el cual la
particién de equilibrio esta formada por coaliciones consecutivas. De acuerdo
a Jehiel y Scotchmer (1997), la definicién de equilibrio con libre movilidad
es

Definicién: Una particion # = {&',...,8™,...57} es un equilib-

rio con libre movilidad si para todo §™ y §™ de la particion y para todo
jegm, VIis" > Vis" . 3b > 0 tal que para cada par §™ y " en la par-
ticion y para cada intervalo B C §™ con tamario n® < b, 3jeB tal que

ViBmuB) < Vj<§m ),Vj(s ) > VI, en donde V35" es la utilidad del agente
j que pertenece a la coalicion de equilibrio §™, nPes el tamanio del intervalo
B, VIG™UB) ¢ 1g utilidad del agente j perteneciente al grupo formado por
la union entre 5™ y B (8™ U B), VI es la utilidad de un agente que forma
una coalicion el solo.l

am

Esta definicién de equilibrio con libre movilidad se adapta a los modelos
con un continuo de agentes. A diferencia del concepto del nicleo, no se
consideran todos las posibles desviaciones existentes. El concepto de libre
movilidad se refiere a desviaciones individuales. Existe equilibrio con libre
movilidad si ningin agente desea salir de la coalicién a la que pertenece para
permanecer sélo o entrar a alguna otra coalicién existente. Sin embargo,
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dado que tenemos un continuo de agentes, y se quiere que cada agente tenga
un efecto no nulo en la coalicién hacia la coalicién que emigra, se habla
de desviaciones de un intervalo B, cuyo tamano puede ser arbitrariamente
pequetio (la variable b puede tomar valores muy pequenos). Esta es la manera
estandar de trabajar el concepto de equilibrio con un continuo de agentes.
Para caracterizar el equilibrio con libre movilidad se supondréd una fun-
cién de utilidad logaritmica, y costos de congestién inexistentes ¢ (n®) =1:

u(wj GSC(”S),GS) = [wj GSC("S)]Q[GS]“‘, 0<a<1/2

ns ns

caso en el cual ¢ (%) = ﬁ%, y la funcién de utilida indirecta se con-

vierte en

. wms wms a Wwms 11—«

VP =v ( ,n8> = [1 —[1-a]— } [[1 —a] — ns] (52)

w’ wd wl

Se supone que un agente que no pertenece a ninguna coalicién tiene una
utilidad a cero (V= 0). Con esta funcién de utilidad es facil demostrar que
las preferencias son'? intermedias, las cuales se definen en nuestro juego de
la siguiente manera:

Definicién Preferencias Intermedias en juegos heddnicos: Se dice
que existen preferencias intermedias en un juego hedénico si

3.7 < FV VL VT o (53)
V> Vv j<gsd

|

Esta definicién indica que si dos agentes prefieren una coalicién s’ a la
s, entonces todos los agentes con una riqueza intermedia entre estos dos,
también lo prefieren. Al tomar las preferencias descritas en la ecuacion (52),
se puede ver que estas implican

l—a l1—a
/ !
. o . wmslns o , wms/ns o
7,8 7,8
\% Z V2w |l - | —— Z[l—a][wms—wms} —_—
wmsns wmsns
l—a 11—«
1,8 | msl,,s' | o
— il it g y w™n | wmn
Ve > Vs |- | —— 2[1—&]{wms—wms} —_—
wmsns wmsns

10Este supuesto se hace para excluir la posibilidad de equilibrios multiples.
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Para analizar estas ecuaciones se toman dos posibles casos: en primer lugar

/
wms/ns . .
e < 1, lo cual implica

et
) =<
/ wmslns @
(1-a) (wms —wm? ) [7w7n5n5
e )

1 |:w'mslns/i| @

wmsns

wit > wl > wl >

cumpliéndos la condicién de preferencias intermedias. Por otro lado, es
’
wmslns

posible que <1, en cuyo caso

wmsns

l—«
(1 _ a) (wms _ wms’) [wms’nsl} o
. -~ . menS
W <wl <w! <

1—a 9

1 |:w7ns/ns/:| @

menS
con lo cual se demuestra la existencia de preferencias intermedias.

Proposicién 4 Los agentes tienen preferencias intermedias en los
juegos hedonicos cuya funcion de utilidad indirecta esta descrita por la ecuacion
(52)

Dado que nos interesa caracterizar la particién de equilibrio, las demostra-
ciones de la presente seccién se concentraran en encontrar condiciones nece-
sarias para poder identificar el efecto de la desigualdad sobre la particién de
equilibrio. En primer lugar, se puede demostrar que la particién de equilibrio
es consecutiva puesto que las preferencias son intermedias. Para hacerlo, se
considera cualquier particién 7 de equilibrio no consecutiva, y se demues-
tra que esta no cumple con los requisitos de una particién de equilibrio,
llegdndose a una contradiccién. Tomemos una coalicién s; € 7, y definamos

ws, = Min [wj,ijSl] ws, = Maz [wj,wj6$1].

Como s; no es un club consecutivo entonces existe un intervalo de agentes
con una riqueza inferior ws, y superior a wg | que pertenecen a otra coalicién
So, 1.e.
! ws, <w! <ws),w! € 53 €T,82 # 51

Si 7 fuera una particién de equilibrio, entonces el agente j prefiere la coalicén
s9 ala s1 . .

T2 TSt

|4 VA (54)
Ademsds, los agentes con los niveles extremos de riqueza en la coalicién sy
prefieren la coalicién sq a la sg,

TFW

51151 7“)51 »S2 T7Wsq1551 T7Wsq1:52
\% >V ; \%4 >V ,
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pero esta iltima desigualdad, unida a la hipdtesis de preferencias intermedias
implica

TS S R ,Sz, TS S S Vj781 > Vj7827
lo cual contradice la ecuacién (54). Por lo tanto, 7 no puede ser una particion
de equilibrio.

Proposicién 5 Equilibrio consecutivo: Dado que en el modelo existen
preferencias intermedias, el equilibrio es consecutivoll

La consecutividad en nuestro modelo se puede interpretar econémica-
mente como segregacion econémica. Los agentes mds pobres tienden a for-
mar coaliciones entre ellos, y los mismo sucede con los agentes més ricos.
Como no sélo queremos deducir la existencia de segregacién econémica, se
procederd a analizar el efecto de la distribucién de la riqueza sobre la par-
ticién de equilibrio. Para esto se supondra una distribucién de la riqueza
explicada por la siguiente funcién:

W =D (07)°, 0<p<1

en donde ¢ es el indice del agente, el cual se distribuye de manera uniforme
entre

( pmin. 9méx> '

El pardmetro D capta las unidades de medida del ingreso y su nivel prome-
dio. En efecto, si el nivel promedio del ingreso de la sociedad es igual w’,
entonces se puede escribir D en funcién de los indices ™2, gmax 1"

grdx ) Qméx] p+1 _ [emin] B+1
T D () dj = D!

[1+p]w”
[eméx] p+1 _ [Qmin] B+1

=

Es fécil ver que esta distribucién del ingreso serfa idéntica a la uniforme si
el pardametro 3 es igual 1. Por otro lado, podemos ver que con la presente
distribucion, el ingreso acumulado es igual a

Y 07 9]] A+l _ [emin] /3+1]
. I |

0) di = D 0’ di = D ,

Amin w ( ) ! /emin ( ) ! 1 + /8
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y el porcentaje de la poblacién z; con un fndice inferior a ¢’ es igual

B ej _ eml’n

2] = eméx gmin'

Con estas ecuaciones se puede construir ficilmente la curva de Lorenz (L)

Lj _ [Zj (eméx _ emin) + Hmin] B+1 . (Hmin)6+1

[gméx] p+1 _ [men] B+1 '
La curva de Lorenz se desplaza hacia abajo cuando el pardmetro 3 se incre-
menta. Para comprobarlo, basta con derivar con respecto a 3 y verificar que
dicha derivada es negativa para todo z; entre 0 y 1:

oL [07) 7 I gd — [grein] P mgmin [gmax) Py pi _ [gmin) Ty gmin

W U= [9j]5+1 _ [emin] B+1 < [emé,x] p+1 [emin] B+1

e Y e R P
PP

lo cual es cierto puesto, ya que la expresién es una

funcién creciente de 67, y 6™ > g7,

El siguiente grafico muestra el efecto de un incremento del pardmetro 5
de 0,5 a 0,9. La curva punteada muestra que la curva de Lorenz con el valor
superior del pardmetro.

Se puede observar que los niveles superiores de 3, implican una curva de
Lorenz dominada por los niveles bajos del mismo pardmetro. Por lo tanto,
mayores niveles de 3 significan mayores tasas de desigualdad.

Para poder describir la particién de equilibrio con la distribucién del
ingreso analizada, se calcula el ingreso del elector mediano de una coalicién
sp. Dada la propiedad de consecutividad de la particién de equilibrio, dicha
coalicién es igual a un intervalo (pn—1,pn), y el ingreso del elector mediano

es igual a
o"Ph — D <ph—1 +ph>6
2 )

en donde pj, es el indice del agente mds rico de la coalicién h y """ es la
riqueza del elector mediana de un club cuyo agente mds rico es . Dado el
algoritmo para caracterizar la particién de equilibrio utilizado en la presente
seccion, ahora nos conviene maés indexar las coaliciones en orden creciente.
La coalicién correspondiente a h = 1 estd asociada a los agentes més pobres,
y el indice de la coalicién aumenta con la riqueza de sus miembros.
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Figura 3: Curva de Lorenz

El tamano de la coalicién (ny) es

Nh = Ph — Ph—1

en donde py, representa el individuo pivote de cada una de las coaliciones de
la particién de equilibrio, h = {1,2...,J},y J es el nimero total de clubes.
Reemplazando esta ecuacion en la funcién de utilidad indirecta se obtiene
(52)

| g1@ 8 1-a
v = [1 ~[L-qf [W] ] [[1 —a] [W} ] [pr = paa] ™
(55)

Dada esta funcién de utilidad indirecta, y sabiendo que la particién de
equilibrio es consecutiva, a continuacién se describen las condiciones que
deben cumplir las particiones de equilibrio con libre movilidad

Proposicién 6: Si existe una particion de equilibrio # = {3',... 5" ...
esta puede ser descrita por una secuencia de agentes pivotes {p1,...,pn,...DJs},
en donde 8" = (pu_1,p1), ¥ p; verifican las siguientes propiedades:
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po=0; psj=1
P PP = ) = (56a)

.H (Ph—hph,Ph-H) _ lnvph75h+l . lnvphvsh — 0

H (ph—1,Ph:Pht1) = (57)
I |1—[1—al [Ph +Ph+1} ’ I [ph +Ph+1] (1me)p
2pp 2pn
1 DPh—1+ Ph f°
+In[ppyr —pp]  “ —In |1 —[1—q] []
2pp
B(1-a)
1+ a
—In {ph 21ph ph} —1In[py — pr1]’
b
) Vphzsthl > 0; Vphysh > 0

aH (phfhphu ph+1)
Opn,

>0

Esta proposicién utiliza la definicién de la particién de equilibrio con li-
bre movilidad presentada anteriormente. La condicién a) aplica la condicién
de las preferencias intermedias y la existencia de una particién con coali-
ciones consecutivas. Si el agente mds rico de la coalicién no es indiferente
entre las dos coaliciones adyacentes, entonces existira un grupo de personas
muy préximas a este que migraran hacia la coalicién que les procure may-
or bienestar. La condicién b) indica que si la utilidad de un agente en la
coalicién no es positiva, este formara puede permanecer solo.

Sin embargo, no basta con la igualdad en la utilidad de las dos coaliciones.
La condicién c¢) aplica el principio de la estabilidad, el cual implica que si
un intervalo pequeno de agentes migra hacia la nueva coalicién, su ingreso
no aumenta. Es posible que la utilidad de las dos coaliciones sea la misma,
pero que cuando el agente pivote migre hacia la otra coalicién, la utilidad de
esta iltima aumente, y la de la original disminuya. Si esto sucediera dicha
coalicén no podria pertenecer a la particién de equilibrio.
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4.2. Estabilidad del equilibrio

Para estudiar en detalle la condicién de estabilidad, reescribamos la
ecuacién (56a) de la siguiente manera

H (ph—1,Ph,Ph+1) = V* (Ypp1) = VP () = 0 (58)
g1« B(l—a)
Ve (’Yh+1) =In { [1 —[1—af F—I—;h“] F—I_;h“] [’Yh+1 - 1]1a}
. (59)

1_|_L s a_l_i_i p(l—a) 1 11—«
VP (y,) =In 1—[1—a][ 2”] i [ } ,

en donde
Yhi1 = Ph+1/Ph; Yh = Ph/Ph—1

define la razoén entre los indices de los agentes pivotes. Supongamos dos
coaliciones adyacentes (pn—1,pn), y tomemos los agentes pp+1 ¥ pp—1 como
dados. En este caso, podemos definir la variable 9,11 como la multiplicacién
entre pp+1 Y Ph—1

_ Ph+1
Uhp1 = o Yh+1Vh- (61)

Es claro que si pp11 y pr_1 estdn dados, entonces 95,11 también lo estaria,
y la funciéon H (pp—1,pn, Pri1) tendria la siguiente forma

H (ph—1,ph,0ht1) = V* (phﬂ> —-vP <ph) (62)
DPh Ph—1

La funcién V?° <ﬁ> es creciente con respecto a py, mientras que V¢ <%>
puede ser creciente o decreciente, dependiendo de 9,41, y del grado de de-
sigualdad. A continuacién describiremos la forma de dichas funciones.

En efecto, V¢ <p;—:1) solo estd definida para ;,,; compatibles con un
consumo de bienes privados positivos. Es decir, para la razén del indice de
los agentes pivotes tales que

) 5
1—[1-qf [WL;’M} > 0.

En caso contrario la utilidad en el club serd cero, y el logaritmo de la mis-
ma menos infinito. Por lo tanto, dicha coalicién no puede pertenecer a la
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particion de equilibrio. Con base en lo anterior, podemos deducir la razén
maxima entre los indices de los agentes pivotes en una particién de equilibrio

(5.

Q 1 \7
Y1 < Vipr = 2 o -1= (63)
1 8
1-[1-q [Jr;h“] >0

Esta ecuacién permite deducir el tamano méximo (ng +1) de una coalicién
en la particién de equilibrio

N = Phpl — Dh = [7%1 - 1} Ph; (64)

. (o . . Q
y la razén méxima en el ingreso de los agentes pivotes (%h 1

L9 whtt (ph+1>ﬁ _ (7Q )6
el = oh o Bt

Las ecuaciones (63) y (64) permiten establecer la relacién existente entre el

tamano méximo de los coaliciones en las particiones de equilibrio, y el grado
de desigualdad.

Proposicién 7: FExiste un tamano mdzrimo de una coalicion para
pertenecer a una particion de equilibrio. El valor critico del tamano de la
coalicion es una funcion creciente de la Tiqueza del agente pivote, y dismin-
uye con el grado de desigualdad ()

Ahora podemos seguir caracterizando la funcién V¢ (%) con el fin
03

de analizar las condiciones de estabilidad y caracterizar el tamano de las
coaliciones que pertenecen a la coalicién de equilibrio.
Con base en las ecuaciones (59) a (63), se puede construir el grafico de

Ve (Pzzl) en funcién de py, tomando ppi1 y pr—1 como dados. Cuando

Dn = Ph—1, v la distancia entre pp11 y pr—1 no es muy grande V¢ (pg—’“) es

igual a
Ve <ph+1) _
Ph—1
1+ Jpq1 g
w1 a [ e)

i {1 + ﬁh+1]5(1_“)
2

[ﬁh+1—'ﬂl_a},¢$
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] 8
1—[1—aq [*;9’”1} >0

en donde ¥p,11 estd descrita en la ecuacién (61). Por otro lado, es facil ver,

que si Y¥p11 es superior a ’ygﬂ

|~

_,1’

1
Dpa1 > Yy =2 (1 — a>

entonces la funcién V¢ (%) evaluada en pp, = pp_1 estaria indefinida. En

dicho caso, py, debe ser superior a

Ph+1 Ph Uhy1
Pn > Q Aad =Yp > Q (65)
Ph—1 Tht1

Th+1
Ph+1

y el logaritmo de la utilidad tiende a menos infinito cuando py, tiende a
Th+1
Por otro lado, el valor de la funcién V¢ (%) tiende a menos infinito

cuando pp = ppy1 :

ye <§;’:1) —In {{a]a [1—a]™ 1 - 1]1’0} = 00

La derivada de la funcién V® con respecto a py, es igual a

a (P
ov <ﬂ) _ ove (7h+1) M1

Phn

Opn Mt Ipn
ove (e (56)
Mgt
; ]
(e + - )7} - -y { (247 -1}

i {1_[1_0‘] [W]B}{Wﬁﬁrl} {'Yh+1—1}

donde
M1 _ _Tht1
Opn Dh

)
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y por lo tanto

a [ Ph+1
OVh11 o _8‘/ ( Pn )7h+1 (67)

Opy, Mpy1 P

En el limite inferior de la coalicién, dicha derivada es igual a

ov (%)

)

e+ {1-f-al (22 g - {2 )
{1-n-a [ O + 11 00 - 1) P

cuando Yp41 < Vgﬂ, y tiende infinito cuando 91 > ’ygﬂ, y pp tiende a

Ph+1 .
ove (")
[5)

Ph

Q
Vh+1

En el limite superior de la coalicién p, = ppy1, la derivada
tiende a menos infinito (ver ecuacién 66).
Con la ecuacién (66) y (68) se puede deducir el valor de py, que hace la

(%)
derivada de —— = igual a cero (p}°)
a Ph+1
8]) - pn = ac
h Thr1

en donde la variable 73 ; estd definida implicitamente por

o g {Wfl } Vg1 1 5_
T -

[ﬁfm + 1} g _ [ 1+ [, - 1] 8
2 [7211 + 1] + [7211 - 1] f—a (1 + VZil)

Con base en esta funcién y la ecuacién (66), se puede deducir que la

derivada segunda de la funcién V¢ (pg—:l evaluada en su punto critico es
negativa:
82 Ve (ph+1)
Ph
3 <0&
op;,
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ac 1 B ac 1 Bs—1
—ﬁ{[m;*] —1}—{vzi1—1}52[”“;+] :
ac B8 ac B
—i—{l—[l—a] P“;“] }_(1_04)4%%“}

Y — 1 e, +177 o [, +1177 1
Y == i LU= L, R Y | Shel 2
6[[ 5 Ui =11 57| =75 5

Vi +1]
ac 4 1 B
—(1-a)p [7’”;} <0,

en donde la igualdad del lado izquierdo de esta iltima ecuacién se encontré
reemplazando la expresién

Vi +17°
1-[1-a [25 ;

por el valor correspondiente en la ecuacién (68). La desigualdad del lado
derecho de la ecuacién es evidente, dado que el primer término de esta
ecuacion es negativo, y el segundo es positivo.

De esta manera queda demostrado que siempre que la derivada de la
funcién V' es nula, su segunda derivada es negativa. Por lo tanto, esta
funcién tiene un tnico maximo.

El anilisis anterior nos permite dibujar la gréfica de la funcién V¢ (pg—:l> ,

Prtl o9 inferior al

Ph
nivel critico 9,41 < ygﬂ. Este esta representado por la curva con linea

para los dos casos posibles!!. En el primero, la relacién

continua, y el caso ¥p41 > 7}?+1 por la Ifnea punteada.

Ahora se mostrara las propiedades de la funcién V? (%) representada

por la ecuacién (60). Es fécil verificar que el valor de dicha funcién tiende a
menos infinito cuando el agente pivote tiende al limite inferior de la coalicién
Ph = Ph_1, y cuando tiende al limite superior p;, = pp11 el valor de la funcién

es
11—«
B( )[1 1 ]1—04
Uhi1

1
+ hy1
2

B
14 51—
& <ph+l> =In< |[1—-[1—q] Int1
Dh—1 2

HE] gréfico se construyo en Mapple suponiendo 8 = 0,9, &« = 0,4, pr—1 = 1, pny1 = 2,5
en el primer caso y pr4+1 = 4 en el segundo.
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Figura 4: Funcién V¢ <pg—zl>

Si la razén 941 tiende a infinito, dicha funcién es igual a

m{ 27 — [21/3_ a]]“}'

Por otro lado, la derivada de la funcién V° (17;—:1) es igual a

b (_pn
o <Pf7}71> _ OV (1) 7

Ipn O Opn’
en donde % = ph:, y
b
M

peMpn-afs - Lol (e}
{2ﬁ_[1_a] {Wlh—i_lr}{ltzh}{%j/;l} (7h)2
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Esta funcién siempre es creciente y céncava, dado que se supuso [ inferior
a uno'?. Al comparar las ecuaciones (69), se establece las siguiente relacién

. b( _Pn a [ Pht1
entre las funciones V' (ph_1> yV ( o )

oV OV (5)
MV a(ih) (vn)*

Se puede graficar el equilibrio a través de las dos curvas V¢ y V' descritas
anteriormente. Dicho equilibrio se presenta en donde se cruzan las dos curvas.
Sin embargo, cuando ¥p1 > fyi?_H, existen dos puntos de equilibrio, uno
de los cuales es inestable. En la siguiente figura se puede observar que el

equilibrio inferior es estable porque la curva V¢ (%) corta ala V? (%)

por debajo, lo cual implica

OH (ph—1,Ph, Ph+1) _ ove (pzizl) _ ov? <7%> >0 (70)

Ipn Iph Iph
8Vb(p:7h> 3V“<ph+1)
En efecto, puesto que Tfl siempre es positivo, la derivada T:h
también debe ser positiva para que se verifique la condicién de la ecuacién
(70).

La diferencia entre las dos curvas

H (ph—1,Dh,Pht1) =V <ph+1> _yb <ph)
Dh Dh—1

se puede dibujar a partir de las funciones V® y V. Dicha funcién tiene la
siguiente la forma descrita por el siguiente gréafico, en donde el equilibrio es-
table corresponde al punto inferior, en el cual la derivada de H (pr—1, Ph, Phi1)
con respecto a py, es positiva.

Cuando la razén entre el indice pp+1 ¥ pre1 €s pequena ¥p1q < 722“, la
funcién V@ estd definida en pp, = pp_1, y la utilidad en dicho punto es finita.

2 También se puede verificar que la funcion V? es globalmente céncava si se supone
B < 1. Para esto es mas sencillo reescribir la funcién V? de la siguiente manera

In [(mf’ —[1—q] [”Zﬁr ) M}““”

2

1 1-«a

+1n [1 - —:| —1In(y,)"
Th

+ln|:
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Figura 5: Equilibrio con funciones V® y V?
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Indice del agente pivote
22 24 26 28 30 32 32 36 38 40

Figura 6: Funcién H

El siguiente grafico presenta el andlisis del equilibrio para el caso en el
que 11 < 'ygﬂ. En él, se puede observar que las dos curva sélo se cortan
una vez, y por lo tanto, el equilibrio es inestable. En efecto, la funcién V?
esta por debajo de V¢ para valores pequenos de pj. Las curvas comienzan
a acercarse hasta que se cortan, punto en el cual el equilibrio es inestable.
Esto se explica por el hecho de que si la curva V? corta la curva V@ por
debajo, es porque su derivada es superior a la de esta tltima.

Se puede decir entonces que si existen dos coaliciones adyacentes, y la
razon entre el agentes més rico de la primera coalicién y la segunda coalicién
es méas pequena que un cierto nivel critico, no es posible encontrar un punto
de equilibrio intermedio entre las dos. Si en la sociedad sélo existieran dos
coaliciones, una de las dos desaparecerfa, presentdndose una solucién de
esquina. Todos los agentes se integrarfan en una coalicién méds grande. En
el caso general, o se forman nuevas coaliciones, o las dos se integran en una
sola. Esto nos permite encontrar una condicién suficiente para la existencia
de una particién de equilibrio compuesta de una sola coalicién, a la que
llamaremos la gran coalicién.

Proposicién 8: La particion de equilibrio es igual a la gran coali-
cion T = (Gmm, Hma") cuando
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Si se cumple la condicién descrita en la proposicién 5, no puede existir
mds de una coalicién en la sociedad, ya que para cualquier par de coaliciones
adyacentes que tomemos ;’% < ~9, lo cual es incompatible con el equilibrio.
Por otro lado, si todos los agentes pertenecen a la gran coalicién, ninguno
tendria interés en formar nuevas coaliciones, ya que la utilidad seria positiva,
y cualquier persona, o intervalo pequeno de agentes, que desvie obtendrd una
utilidad inferior.

Esta proposicién muestra que una sociedad no segmentada requiere de
un alto grado de igualdad entre los agentes. En el caso extremo en el que
existe perfecta igualdad 8 = 0, se tendria la gran coalicién.

52



eméx

>~ podria existir més de una coalicién en la

En el caso contrario o
particién de equilibrio. A continuacién se presenta un procedimiento gréfico
para construir, de manera recursiva, la particién de equilibrio con base en
las ecuaciones (57), (59), (60) y (62), aplicando las condiciones descritas en
la proposicién (6), y las definiciones de las funciones V® y 748

4.3. Algoritmo para caracterizar el equilibrio

Las condiciones de equilibrio establecen una relacién entre las variables
DPh—1, Ph, DPh+1, de tal manera que el equilibrio estd descrito por una
ecuacion implicita diferencial de segundo orden. Sin embargo, Jehiel y Scotch-
mer (1997) construyeron un modelo particular en el que dicha ecuacién difer-
encial de segundo orden se puede transformar, llegando a una ecuacién difer-
encial de primer orden que describe la riqueza de los agentes pivotes. En el
caso de nuestro modelo se procede de una manera similar.

Anteriormente mostramos que el equilibrio estd descrito por la siguiente
igualdad

P D
H (ph—1,ph:Phs1) =V <h+1> -V <h > =0
DPh Ph—1

en donde V¢ (p;;—:l) estd definido por las ecuaciones las ecuaciones (5) y (6)

que repetimos acd por comodidad

“ 1 + ,}/ /B— @ 1 _|_ ,7 B(l_o‘) —a
4 (7h+1) =In { [1 —[1-a {Qhﬂ] [Qhﬂ] [’Yh+1 - 1]1

-]
1— —
Th

Es claro que estas tres ecuaciones permiten escribir, implicitamente, la razén
Yhe1 = p;# en funcién de la del indice anterior

B(l-a)

Bl r 1
+ 1+
VP (y,) =In 1—[1-q] [ 2%] 27"

H (ph—1,Ph,Pht1) = 0V (y11) = VP (73,) =

T = (V) (VP ()

en donde (V%) ™! representa la funcién inversa de V.
Anteriormente se dibujé V® y V? en funcién del indice del agente pivote
Phr- Sin embargo, para describir la secuencia de razones de los agentes pivotes
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en el equilibrio, no se considera la relaciéon ppi+1/pr—1 como una variable
dada, sino que se toma 7, como un dato, y se encuentra ;. La derivada
0Vhy1/0Pn = —7po1/pr implica una forma de la grafica que describe a
Ve (’th) en funcién de 7., simétrica a la de v,,, en funcién de pj,.
Cuando p, toma su valor minimo p, = pp_1, la variable 7,,; toma su
valor maximo 7,1 = ph+1/Ph—1. Puesto que la forma del grafico de v, en
funcién de py, se construyé con base en la funcién V¢ ('7h +1) , ho repetiremos
acd el anilisis. Basta con decir que el punto inicial de una funcién es igual
al final de la otra, y que en el tramo en el que la una es creciente, la otra
serd decreciente.

De la misma manera procederemos con la V? (,) . Sin embargo el punto
inicial y final de las dos funciones son los mismos. Cuando toma su valor min-
imo pj, = pp_1, también lo hace la variable v,,, puesto que 7}, = pp/ph—1 = 1.
Ademis, V?(v,) es una funcién creciente de vy, y de py, porque 9v;/0p;, =
1/pp-1.

Estas dos funciones se muestran en el el grifico 9. El eje vertical mide
la utilidad relativa de una coalicién. En el eje horizontal se incluyen dos
variables: por un lado v, para deducir la utilidad V?(v,) correspondiente
a cada nivel especifico de la variable v, escogido. Como sabemos que dicha
utilidad debe igualarse a la V¢ (’yh +1) , también se dibuja en el mismo gréfico
dicha funcién. Dada la igualdad V? (y,) = V@ (fyh +1) , y conociendo la forma
de la funcién V¢ (7h +1) se deduce el nivel de la razén v, ; correspondiente a
cada nivel especifico de ~;,. En grafico se escoge un <, inicial arbitrario, y se
deduce su nivel de utilidad proyectando verticalmente v, sobre la curva V°.
Este nivel de utilidad se proyecta horizontalmente sobre la curva V¢, y al
tocar esta tltima curva, se puede identificar el nivel de v, | correspondiente
al segundo grupo (en este caso 75). Como dijimos anteriormente existen dos
equilibrio posibles, uno de los cuales es inestable.El estable corresponde a
aquel en que pj, es menor, o lo que equivalente a un vy, ,; mds elevado. Por
lo tanto, se debe proyectar hacia el 7;,; situado mds a la derecha. Este
nivel de v, encontrado se puede tomar como el ,,, para identificar el 3, de
manera similar a la anterior. Es decir, proyectando, primero verticalmente
sobre la curva V?, y luego horizontalmente sobre la V.

Este procedimiento permite costruir una secuencia de v;,. Es claro que
si la utilidad representada por la curva V¢ (’y%il) en su nivel miximo es

inferior a la utilidad representada por la curva V? <7§+1> , evaluada en la

maéxima razén posible entre el indice de los agentes pivotes (fyg +1> , entonces

la secuencia de razones vy, convergerd hacia un nivel ;.

o4



Utilidad 1 Funcién ¢

10T ‘\

\

A/
08T 1\
0.6+ Funcién @

0.4 T

02T
e e e =D

‘2?6'/

gt g

]

Figura 8: Secuencia de v de equilibrio

Por lo tanto, una condicién necesaria para la existencia del equilibrio es

[25—[1—a1]a}7

a (~ac b Q
V(i) SV ('Yhﬂ) < ln{ of

en donde V¢ (ﬂﬁﬂ) y VP (vgﬂ) estan definidos por las ecuaciones (63) y
(68). Las expresiones de la derecha de la desigualdad se introducen porque

las propiedades de la funcién V? (”y%_l) implican una funcién creciente con

B_11_all®
hﬂ{[2 [21,8 H }

La secuencia de razones v; debe cumplir con la condicién adicional de
que la multiplicacién de todos ellos sea igual a la razén entre el 8 minimo y

un limite superior igual a

méximo de la sociedad
eméx J

min Yh (71)
0 h=1
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Dado un 7, inicial, se debe verificar que la secuencia de 7;, cumpla con
esta ultima condicidn.

A continuacién se analizan las propiedades de esta secuencia. En primer
lugar es facil deducir que la razén v, es una funcién decreciente de v,
para lo cual podemos retomar la ecuacién (58):

H o Yhg1) =V (Vpgr) = VP () =0

En el anélisis de estabilidad se escogfa un pp, tomando la relacién 9,1 =
Ph+1/Ph—1 = Ypy17Yn como dada. Notece que si se toma esta 1ltima relacion
como dada, al escoger un pp, al mismo tiempo se estd seleccionando un -y,.
Dada la definicién de 9,11, la variable v,y = ¥p41/7,, y. por lo tanto la
condicién de equilibrio se puede escribir de la siguiente manera

0,
Hyps Apsgs Ost) = V° ( gj) V() =0, (72)

a ﬁh-&-l
OH (Y, Yny1s Un1) _ _(‘3V ( Tn ) Un+1 OV (4) >0. (73)

M Nhi1 ) Oy,

Puesto que ya se demostré que OV (y;) /0y, > 0, estd tiltima ecuacién
implica OV (ﬁ,’;}“
hicimos anteriormente. Por otro lado derivando totalmente la ecuacién (72),
podemos el signo de la relacién entre v, y v}, :

) /0741 < 0, lo cual coincide con el andlisis gréfico que

)

H(vpYha1:9041) = 0=

OV (Yni1) dyna OV (v3)

=0=
Npe1  dyp o,
9 d7 3‘;(7}1)
oV h“) ) < 0= —htl Th_ <. 74
( Yh [OVhi dyp, Ve (vpy1) (74)
87h+1

La variable 7, debe ser una funcién decreciente de v, para que se
cumpla la condicién de estabilidad del equilibrio.

La ecuacién (72) también nos permite establecer la relacion entre la vari-
able Y511 v v;,. En efecto al derivar totalmente esta ecuacién encontramos

a (Ont1 a (Ynt1
_GV < Vh ) Unt1 oVl (vy) n ov ( Y ) dVni1 _ 0o
Mnt1 [ya)? on M1 dvp,
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v (25

dﬁthl _ Mht1 >0
dyy, ove (%+1 ) b
h ) Vnt1 VO (vy)
MVhyr [yl oy,

El signo de esta tltima ecuacién se deduce de las (73) y (74). Por lo tanto,
si la relacién entre 7,1 y 7y;, se puede describir a través de una funcién im-
plicita g (v;,) , las propiedades de esta funcién estén descrita por la siguiente
proposicién

Lema La relacién entre ¥p41, v,41 ¥ 75, estd descrita por una
funcién g (v;,) , tal que

Yorr = 9(m);  Unrr =709 (V)
9g (v1,) 0Vh+1 99 (vp)
99~ - TV CANIEN )
a7, B, 9 (vn) + M

Matemaéticamente la secuencia de valores de 7;, estd definida por la sigu-
iente funcién compuesta g* (v;,) :

Yo = 9(’71)

V3 = g°(m) =909 =9gO);
v = ¢ (n)=gog ()

V41 = 9" (1) =gog" (1)

Dado el signo de la derivada 0v,,1/0v;, y el andlisis gréfico, la funcién
g* (1) converge hacia el punto en el que se intersectan las curvas V¢ (fyh +1)
y Ve (7h+1) .

Si tomamos las primeras k coaliciones, la razén entre el indice del agente
pivote de la coalicién k y el indice del agente mé&s pobre de la sociedad es

igual a
» k
k
— =M | | Th
Po he

Esta tltima relacién se puede escribir en término de las funciones compuestas

k—1

D k

i = 1 1" on)-
h=2
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Esta ultima relacién es una funcién creciente de y; dada la relacién creciente
Y1 = v,9 (V) ¥ Vi Por lo tanto, si se incrementa la talla de la primera
coalicién, o de manera equivalente, se aumenta la relacién () entre el
primer agente pivote y el agente méds pobre, todas las coaliciones deberdn
cambiar y la relacién entre el agente pivote de la coalicién k y el agente més
pobre también se incrementa. Dada esta relacién monoténicamente creciente
entre v y 0&%, existe un tnica relacién ; que garantiza la condicién (71).

El anélisis sobre la secuencia se puede sintetizar en la siguiente proposi-
cion:

Proposicién 9 a) La secuencia de vy, en una particion de equilibrio
fluctia alrededor de un nivel estacionario v*. Los valores de vy, se alternan
entre niveles superiores e inferiores a v*. b) Para cada relacién %, y nivel
de desigualdad f, existe un 7; que genera una secuencia de 7, tal que

gméx J-1 J-1

bJ
min _ pmin =N nyh =7 th (’YI)
0 0 h=1 h=2

¢) El nimero total de coaliciones J se determina endogenamente en el
modelo.l

La secuencia de los v, depende del nivel inicial v; y de la forma de
las funciones V' (’yh +1) y Vb (7;,), v estas tltimas estdn determinadas por
los pardmetros de la funcién de utilidad y de la funcién de distribucién. Un
ejercicio interesante consiste en mirar como cambia la forma de dichas curvas
un incremento en el nivel de desigualdad representado por el pardmetro 3.

El efecto del pardmetro 3 sobre la curva V¢ se puede establecer derivando
dicha funcién con respecto a . Tomando la ecuacién (59) se encuentra

ST [ L B

o8 1—[1—aq [”’Y%]B

la cual es negativa, porque en equilibrio

> 1.

1 p 1
1—[1—aq] [W} > 0; %

Por lo tanto, la curva V* (’yh +1) se desplaza hacia abajo. Por otro lado,
derivando la ecuacién (60) se encuentra el efecto del pardmetro 8 sobre la
funcién V? (yy,41) :

o8



o 1o o]

= < 0.

S o T

Esta derivada es negativa debido a que

B 1
1+ -+ 1+ o>
1—[1—04][2”] >0, — <1,

Por lo tanto las dos curvas se desplazan hacia abajo cuando [ aumenta.
El efecto total sobre la forma de las funciones v, 1 = g (v4;8); Vg1 =
Y9 (v1; B) depende del desplazamiento relativo de estas dos curvas. En efec-
to, derivando totalmente la condicién de equilibrio

H Y13 8) =V (hy1:8) = VP (v 8) = 0,

se encuentra

ove (’Yh+1§ 5) dVp41 n ave (’Yh+1; /3) oV (’Yh+1; /3)

— =0=
Mht1 dp B B
_ava(7h+1;/3) . <_8Vb(’m+1§ﬁ))
dYpi1 _ o8 o8
dg Ve (vy1138)
OVhi1
Puesto que, en equilibrio %}f:;ﬁ) < 0, entonces
D1 > o LV (s B) VP (e B) ) < 0o
g = op 0B >
B 1
3 1+ 14+
[ ) =[] ][5
147541172 < a8
1 [1-a] [ 1—[1—a]{1+27h]
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1. . . ove ;
En el equilibrio también se debe cumplir %

de acuerdo a la ecuacién (66),

{[W]B_l} {vhr1 +1}
(o n—a ] D17

Por lo tanto

I4+9h 41 B_ 149,49
|:|: 2+ ] 1:| 1n|: 2Jr :| > {’Yh_;'_l‘i_l} ln |:1+7h+1:|
1—[1—04] |:1+'72h+1:|6 {’Yh-i-l_l}ﬁ 2

OV (v1138)
8'Yh+1

- 2
L/ N

vn =18 L fl—af {H]ﬁ

Vh
2

Adicionalmente la condicién > 0, y la ecuacién (69) implican

y por ende
B
(a1, e
1+ 1 2 2
. 1+, Th| s
v, — 1] 8 2 1+L78
[h ] 1—[1—&][ 2%}
Ahora bien, si demostrdsemos que
1 1 1+
a1} ) [ * ”’l“} S e Y e N )
{7h+1 - 1} B 2 (v — 118 2

serfa claro que

60

< 0, lo cual implica,



dYpt1
ap
Para demostrar la desigualdad (76), se reemplaza la identidad ;| = Yn41/7;
en dicha ecuacién

9 9 ! !
mw»{ln {M} _mh} > 1n{[ ”h} —’m}-
{Vhe1 =70} 2 b =1 ?

Con un poco de algebra es fécil verificar que dicha desigualdad se cumple,
con lo cual se completa la demostracion.

La derivada de 95,41 = vp,,17,, en funcién de 3, se encuentra facilmente,
ya que conocemos el signo de

LV (meaiB) [ OV (meiB) )
ap ap '

< 0.

En efecto,

a [ Vnr+1.
ov (%’@ 1 dni1 OV (Yn41i8) _ OV* (Y113 )

=0=
M1 Yo dB op s
_8Va(7h+1;5) _ <_‘9vb(7h+1?5))
dVht1 _ o8 op <0.
Z ()
a'Y}L+1 %

El andlisis realizado se puede sintetizar en el siguiente lema

Proposicién 10 La derivada de las funciones vy, = g B) y
Uh+1 = V5,9 (7; B) con respecto a [ es negativa

g (73 B) Iht1 99 (Yp; B)

a9 < 0; 5 = h 93

<0

[ |
Conocer el valor de estas derivadas es muy importante porque con ellas
es posible deducir el efecto de un incremento en [ sobre la particiéon de
e Vi1 . .
equilibrio. En efecto, puesto que —5 5 es negativa, la secuencia de las razones
del indice del agente pivote de la coalicién k con respecto al indice del agente

mds pobre también disminuye

9 (92%1) = k
ap




. ., max
Con baso en lo anterior se deduce que para que se cumpla la condiciéon e =

emfn
efn{»n = H,‘{;% v, debe aumentar el nimero de coaliciones de equilibrio,
o aumentar el tamano de la primera coalicién v;. En cualquiera de los dos
casos el tamano de los clubes se homogeniza debido al signo de la derivada
99(vniB)
3 )

El efecto de la desigualdad sobre la particién de equilibrio se puede sin-
tetizar a través de la siguiente proposiciéon

Proposicién 11 Un incremento en el grado de desigualdad medido
por el parametro (3 tiene los siguientes efectos: a) la relaciéon entre las ra-
zones 7,1 Y 7y disminuye, lo cual implica que el tamano de los clubes se
homogeniza y b) el nimero de coaliciones es mayor o igual al inicial.

El analisis realizado en esta seccién nos perimitié mostrar la posibilidad
de generalizar el modelo de Jehiel y Scotchmer (1997, 2001), que los au-
tores habian aplicado a un caso muy restrictivo, con el fin de poder obtener
una solucién explicita. Esta generalizacién se puede aplicar a un conjunto
conjunto de problemas que no necesariamente tiene una solucién explicita,
y que permiten analizar las interrelaciones entre desigualdad y segregacién
social, cuando se supone un equilibrio con libre movilidad.
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