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1. Introducción

Las interrelaciones entre la segregación social y la desigualdad han sido
estudiadas por un gran número de autores (Fernández y Rogerson, 1996 y
1997; Bénabou 1996a y 1996b; Gravel y Thoron, 2007; Durlauf, 1996). Sin
embargo, la mayoría de estos estudios se han concentrado en demostrar la
posibilidad de un equilibrio segregado, el cual se entiende como la formación
de clubes consecutivos, ordenados de acuerdo a una variable que representa
la posición social de los individuos. En la mayoría de los estudios esta variable
es la riqueza de las personas o su capital humano.

El problema general encontrado con este tipo de modelos es que no per-
miten estudiar como varía el grado de segregación de una sociedad al modi�-
carse la distribución del ingreso. No pueden, por ende, responder a preguntas
como el porqué en algunas sociedades, la mayoría de agentes tienen la posi-
bilidad de interactuar en grupos sociales extensos, mientras en otras una
parte importante de la sociedad se encuentra excluida de las principales re-
des sociales y de la provisión de un número importante de bienes públicos
locales.

Otros modelos como Bénabou (1996a) y Glomm y Ravikumar (1992)
presuponen una partición de los individuos integrada o segregada, y anal-
izan las consecuencias económicas y distributivas de los diferentes tipos de
partición. Aunque dicho tipo de análisis es pertinente para analizar algunas
problemáticas particulares tales como las bondades y costos de la educación
pública frente a la privada, se queda corto al momento de analizar otro tipo
de problemas tales como los determinantes y consecuencias de la segregación
social.

En el presente artículo se estudia el efecto de la distribución del ingreso
sobre el tamaño relativo de las coaliciones de las diferentes clases sociales,
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y se analiza el efecto de incrementos en la desigualdad sobre el tamaño
promedio de las coaliciones en una sociedad.

En la formación de coaliciones aparecen fuerzas en diferentes direcciones
que interactúan y que determinan la partición de equilibrio. Por un lado, al
formar un club los agentes pueden compartir recursos y esfuerzos, lo cual
posibilita explotar economías de escala. Sin embargo, a medida que se va
ampliando el tamaño de las coaliciones se generan tres tipos de problemas:
a) por un lado se incrementan los costos de congestión asociados al tamaño
de las coaliciones; b) por otro lado, se torna más complicada la coordi-
nación entre los diferentes agentes debido a que los costos de coordinación
dependen del tamaño de las coaliciones; c) �nalmente, aumenta el grado de
heterogeneidad de los agentes que pertenecen al club, lo cual incrementa los
costos de coordinación. Este último aspecto ha jugado un papel protagónico
en la teoría de las coaliciones a partir del análisis de Pigou sobre los bienes
públicos locales.

Estas fuerzas contradictorias que tienden a incrementar el tamaño de las
coaliciones, pero también a limitarlo, se hayan presente en diversos modelos
que utilizan la teoría de las coaliciones para estudiar fenómenos particulares
tales como la provisión de bienes públicos locales, la educación, la formación
de cooperativas, la conformación de grupos para extraer rentas, uniones
económicas, etc. En efecto, en la mayoría de estos modelos el bienestar de
los miembros de una coalición se incrementa con la cantidad de recursos
con que cuenta la coalición. Pero dada la cantidad de recursos, el bienestar
disminuye con el tamaño de la coalición por diferentes razones (costos de
congestión o costos de coordinación.

Un punto que no se incorpora en los trabajos publicados hasta el mo-
mento, es el análisis detallado de los determinantes del tamaño de las coa-
liciones y del grado de redistribución ex-post de la riqueza como resultado
de un proceso de redistribución al interior de las coaliciones. Esta es una
de�ciencia importante de este tipo de literatura, si se tiene en cuenta que
la interrelación social de los agentes al interior de las coaliciones sociales
pueden ser una fuente importante de acumulación de capital social y capi-
tal humano que contribuiría a explicar las diferencias de crecimiento entre
diferentes países y ciudades (Benabou, 1996a; Glomm y Ravikumar, 1992;
Fernández y Rogerson, 1996; Durlauf, 1996)

Los análisis teóricos que analizan el efecto de la desigualdad sobre el
tamaño de los clubes son muy escasos (Alesina y Spolaore, 1997; Jehiel y
Scotchmer (2001); Jaramillo y Moizeau, 2001; Jaramillo, Kempf, Moizeau,
2003). A nivel empírico, diversos estudios muestran que la fragmentación
social disminuye el capital social, y que este último afecta el crecimiento
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económico (Alesina y La Ferrara 2005; La Ferrara 2002; Durlauf y Fafchamps
2005).

El objetivo del presente artículo es llenar el vacío de la literatura teórica
acerca del efecto de la desigualdad económica sobre el grado de segregación
social, mediante la construcción de una metodología que pueda ser aplicada
a varios tipos de modelos. Nuestro modelo no sólo permitirá identi�car la
forma en que la desigualdad afecta la segregación social, sino también la
forma en que la segregación limita las posibilidades de redistribución al
interior de las coaliciones.

Los artículos más cercanos al análisis desarrollado en el presente trabajo
son Farrell y Scotchmer (1988), Alesina y Spolaore (1997), Bogomolnai,
Lebreton et al. (2006), Jehiel y Scotchmer (1997), Jehiel y Scotchmer (2001).
Sin embargo, nuestros modelos di�eren fundamentalmente de los de ellos,
no sólo por su objetivo, sino también por el tipo de análisis realizado. En el
caso de Farrell y Scotchmer (1988), se desarrolla el algoritmo de coincidencia
en el orden de las coaliciones, pero no se analiza el efecto de la desigualdad
sobre el número y tamaño de las coaliciones. Alesina y Spolaore (1997)
y Bogomolnai, LeBreton et al. emplean un modelo de costos compartidos
(cost sharing) en el que hay heterogeneidad en la preferencia de los agentes.
Aunque ellos analizan los determinantes del número de coaliciones y tamaño
de las mismas, no introducen heterogeneidad en la riqueza de los agentes, ni
tampoco estudian el efecto de cambios en el grado de heterogeneidad de los
agentes sobre las particiones de equilibrio.

Jehiel y Scotchmer (1997), Jehiel y Scotchmer (2001) utilizan una metodología
muy pertinenten para el análisis que nos interesa, ya que esta permite car-
acterizar la partición de equilibrio. No obstante, estos autores no introducen
heterogeneidad en la distribución del ingreso, la función de utilidad es muy
poco realista (lineal), la distribución de las características de los agentes es
muy restrictiva (uniforme), y no hacen ejercicios de estática comparativa
que permitan identi�car la relación entre la heterogeneidad de los agentes y
el grado de segregación de la sociedad.

La segunda sección del presente informe presenta el marco teórico gen-
eral. La sección 2 introduce un marco teórico y un modelo general que per-
miten situar los diferentes tipos de modelos a los que se les pude aplicar las
metodologías desarrollada en las secciones restantes. La sección utiliza el al-
goritmo de la coincidencia en la manera de ordenar las coaliciones (common
ranking) para análizar el efecto que tiene la desigualdad en la distribución
del ingreso a un número importante de modelos reseñados en las secciones
anteriores. Finalmente, la sección 4 generaliza la metodología desarrollada
por Jehiel y Scotchmer (1997) con el �n de ser aplicada a modelos más realis-
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tas, y poder incorporar problemáticas tales como el efecto de la desigualdad
sobre la segregación. Aunque esta última metodología se aplica a un mod-
elo especí�co, podría ser generalizada para diferentes tipos de proyectos en
los que exista heterogeneidad en la dotación de recursos, y los agentes ten-
gan preferencias hedónicas sobre dos tipos diferentes de características de
las coalicones. Estos pares de características podrían ser, por ejemplo, la
riqueza del agente mediano y el tamaño de la coalición, o la riqueza total y
el tamano de la misma, o la riqueza del agente mediano y la riqueza total
de la coalición, etc.

2. Marco teórico

El instrumento analítico utilizado para el análisis de este tipo de fenó-
menos es la teoría de las coaliciones, de acuerdo a la cual, la segregación
corresponde a una partición de equilibrio en la cual todas las coaliciones son
consecutivas.

La mayoría de modelos que demuestran la existencia de un equilibrio
con un núcleo formado por coaliciones consecutivas utilizan juegos de tipos
cooperativos y superaditivos (Greenber y Weber, 1986; Demange, 1982 y
1994). En estos tipos de juegos se supone que la formación de coaliciones
es independiente de las decisiones tomadas por los agentes al interior de las
coaliciones.

Este tipo de modelos tienen dos grandes debilidades. En primer lugar,
aunque los autores demuestran la existencia de un equilibrio consecutivo,
no pueden caracterizar el equilibrio de una manera más precisa, y en con-
secuencia no analizan el efecto de la desigualdad sobre el tamaño de las
coaliciones. En segundo lugar, no tienen en cuenta que al momento de for-
marse las coaliciones los agentes anticipan las decisiones colectivas que se
tomarán al interior del grupo, lo cual afecta la partición de equilibrio. Es
decir, la partición de equilibrio no puede independizarse de las reglas de
redistribución y de provisión de bienes públicos locales tomadas al interior
de cada coalición.

Con el �n de superar estas de�ciencias nos interesaremos en juegos que
pueda ser descritos en dos etapas: una primera, en la que las coaliciones se
forman; una segunda en la que los individuos actúan al interior de la coali-
ción de forma ya sea cooperativa, o no. En cualquiera de estos dos casos,
para poder establecer las coaliciones que se forman, es necesario encontrar
la función de utilidad indirecta de los individuos del club, en función de
sus dotaciones iniciales, de la tecnología y de las reglas de funcionamiento
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interno de las coaliciones (e.g. cotización voluntaria, tasa de impuesto por
mayoría, reglas de distribución, costos de congestión, problemas de coordi-
nación, transferencias de utilidad, etc).

Los juegos que nos interesan pueden ser escritos en su forma hedónica.
Es decir, en ellos se puede construir una función de utilidad indirecta que
dependa únicamente de las características, y del número de agentes que
pertenezcan a la coalición (Bongomolnaia y Jackson, 2001).

Encontrar la solución de equilibrio de este tipo de juegos no es una tarea
sencilla. En la literatura se utilizan varias de�niciones de equilibrio, tales
como el de una partición con un núcleo de equilibrio, una partición con
equilibrio de Nash, o una partición individualmente estable (Bogomolnaia
y Jackson, 2001). Cada una de estas de�niciones puede ser pertinente para
analizar algunos problemas económicos especí�cos, pero pueden ser menos
para analizar otro tipo de fenómenos. Así, aunque el concepto de núcleo
puede ser el más sólido desde cierto punto de vista, debido a que muestra
una partición robusta a todo tipo de desviación individual o colectiva, no
necesariamente es el útil para analizar todos los tipos de problemas económi-
cos (Jehiel y Scotchmer, 2001).

En los juegos de tipo hedónico la existencia del núcleo se veri�ca bajo
condiciones muy precisas. Farrell y Scotchmer (1988) y Banerjee, Konishi,
y Sonmez (2001) demuestran la existencia de una partición con núcleo de
equilibrio (core partition) para el caso en que todos los agentes coinciden
en su apreciación sobre la coalición ideal (Top-coalition). También se ha
demostrado la existencia de un equilibrio idividualmente estable y consec-
utivo (Fernández y Rogerson, 1996 y 1997; Gravel y Thoron, 2007) cuando
se cumple la condición de un sólo cruce de las curvas de indiferencia (single-
crossing condition), y/o la condición de un sólo máximo (single picked con-
dition) . En estos últimos casos, hay un agente crítico que es indiferente
al momento de escoger entre dos grupos consecutivos. Como se mencionó
anteriormente, el problema de estos estudios es que no analizan el papel de
las desigualdades sobre el tamaño de los grupos y el grado de segregación,
el cual es nuestro principal objeto de estudio.

Desde el punto de vista formal, la mayoría de modelos publicados hasta
el momento consideran dos de los siguientes tres supuestos: i) ausencia de
costos de congestión, ii) agentes idénticos, iii) preferencias anónimas . Por
ejemplo, Greenberg y Weber (1986) y Demange (1982) suponen un juego
cooperativo sin costos de congestión; Bogomolnaia y Jackson (2001) con-
sideran juegos de tipo hedónico en los que existen preferencias anónimas o
costos de congestión nulos. En nuestro modelo general se supondrán costos
de congestión, agentes heterogéneos y preferencias no anónimas.
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2.1. Modelo General

Se supone un continuo de agentes indexados de acuerdo al orden en la
distribución de las dotaciones. Como trabajamos con un continuo de agentes,
se utilizará la convención de Jehiel y Scottchmer (2001), de�niendo una
coalición como la unión �nita de intervalos en (0; 1); y suponiendo que los
intervalos son cerrados por la izquierda y abiertos por la derecha.

La distribución de las dotaciones está de�nida de acuerdo a la especi�-
cación de Jaramillo, Moizeau y Kempf (2003) :

!j = f (j) (1)
f 0 (j)

f (j)
= �j � 0) !j = !oe

R j
0 �vdv (2)

en donde !j es la dotación del agente j, f (j) es una función continua y
creciente del índice j:

De manera equivalente, se puede de�nir la distribución de las dotaciones
mediante la curva de Lorenz (L)

L (j) = F (j) =

Z j

0
f (v) dv =

Z j

0
!0e

R v
0 �mdmdv

Con el �n de simpli�car la notación, en las anteriores ecuaciones se nor-
maliza el tamaño de la población N = 1; y el ingreso total F (1) = 1.

Con el �n de simpli�car lo más posible la presentación del artículo se
procedera de la misma manera que algunos autores como Westho¤ (1977),
utilizando una notación y terminología menos riguroza de lo que requiere
el tratamiento de coaliciones con un contiuo de agentes. En efecto, en el
presente trabajo, y en algunos otros, se utiliza términos como �tamaño de
la coalión, en lugar de medida de Lebesgue de la coalición; o se dice que no
existe ningún agente, en lugar de decir que no hay un conjunto de agentes con
medida positiva.�Westho¤ (1977). En la misma línea también se abusará
un poco con la notación de las integrales con el �n de hacer el análisis que
se asemeje al utilizado en los modelos con agentes discretos y sumatorias,
pero al mismo tiempo aprovechando la conveniencia en el uso de derivadas
en el estudio del efecto de la desigualdad sobre el tamaño de las coaliciones.
De todas formas, se puede reescribir todos los modelos del presente informe
utilizando la terminología y notación más estricta (ver, Jehiel y Scottchmer
2001).

En el presente trabajo se formaliza la idea del bene�co obtenido por los
agentes al formar coaliciones mediante la introducción de un bien público
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local. Este bien público se puede entender en sentido literal, pensando en
escuelas, parques, redes locales de acueducto y alcantarillado. Pero también
puede ser entendido en un sentido �gurado. El bien público local puede
ser la construcción de una reputación para los miembros de la coalición
(por ejemplo, los artesanías de una región), la generación de una red de
amigos para ayudarse en tiempos difíciles, las cooperativas mutualistas para
protegerse contra el riesgo, etc.

La utilidad de una persona perteneciente a un club (s) se modeliza de la
siguiente manera:

V j;s = uj
�
!j � gj;s; Gs

�
(3)Z

s
gv;sdv = C (Gs; ns) (4)

en donde V j;s es la utilidad del agente j 2 (0; 1) cuando pertenece a la
coalición s; gj;s es la contribución del agente j a la coalición s; !j � gj;s es
es el consumo privado del agente j en el club s; Gs es la cantidad de bien
público local disponible en la coalición s; C (Gs; ns) es la función de costos
del bien público local, ns es el tamaño de la coalición1.

La función de utilidad uj es cóncava, y la de costos del bien publico cua-
siconvexa. La derivada de la función de costos del bien público con respecto
al tamaño de la coalición es positiva cuando existen costos de congestión2.

Por otro lado, no sólo se supone que la función de costos del bien público
es semiconvexa, sino que también sus segundas derivadas parciales superiores
o iguales a cero:

@C (G;n)
@G

> 0;
@2C (G;n)
@G2

� 0; @C (G;n)
@n

� 0; @
2C (G;n)
@n2

� 0

Un caso interesante se presenta cuando el bien público es indivisible. Es
decir, cuando

Gs = G;

en donde G es una constante. Cuando se introduce dicho supuesto se habla
de modelos con costos compartidos (cost sharing), los cuales han sido exten-
samente estudiados en la teoría de juegos. En Moulin (1988) se presenta una
revisión detallada de diferentes tipo de modelos con costos compartidos.

1Aquí se está abusando de la notación, ya que en términos estrictos debería escribirse
una suma de integrales, en donde cada integral representa un intervalo.

2Ver Scotchmer (2002), en donde se utiliza una función de utilidad como la presente,
pero suponiendo que todos los agentes tienen el mismo nivel ingreso, y las mismas prefer-
encias.
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La existencia de un equilibrio con coaliciones estables y un programa
de maximización similar al de las ecuaciones (3) y (4) ha sido ampliamente
estudiado en la literatura sobre teoría de juegos cooperativa. En efecto, los
estudiosos de la teoría de juegos cooperativa han analizado los tipos de
esquemas de asignación de contribuciones (vector de gj;s) que garantizan la
existencia de una partición de equilibrio3, y en particular de la estabilidad
de la gran coalición. Sin embargo, en dicho tipo de estudios no se caracteriza
las posibles particiones de equilibrio diferentes a la gran coalición4. Una muy
buena revisión de dicho tipo de literatura se encuentra en Moulin (1988).

En la últimas dos décadas han surgido una serie de trabajos que estudian
los efectos de la introducción de restricciones institucionales a los esquemas
de asignación de contribuciones. Dichas restricciones, unidas a los costos de
congestión, pueden ayudar a explicar le existencia de coaliciones diferentes
a la gran coalición. Como se mencionó anteriormente, la gran mayoría de
dichos trabajos prueban la existencia de una partición de equilibrio diferente
a la gran coalición, pero no estudian el efecto de cambios en la heterogeneidad
de los agentes, ni de la distribución del ingreso sobre la forma de la coalición
de equilibrio.

Las dos restricciones a los esquemas de contribución más estudiadas gj;s

son, por un lado, la existencia de una norma que obliga a una contribución
igualitaria (Bogomolnaia, Le Breton, et al, 2006; Greenberg y Weber, 1986).
En este caso,

gj;s = gs;8j 2 s; (5)

la función de utilidad se puede expresar en términos de las variables que se
deciden colectivamente en el club (gs; Gs) :

V j;s = uj
�
!j � gs; Gs

�
; (6)

sujetos a las restricciones (4) y (5).
Por otro lado, también se ha estudiado la existencia de un impuesto

proporcional (Gravel y Thoron 2007, Fernandez, Weber y Zamir, 1985) tal
que

gj;s = � s!j ; � s =
C (Gs; ns)


s
(7)

en donde � s es el impuesto al ingreso en la coalición s; y la variable 
s indica
las dotaciones totales de los agentes que pertenecen a la coalición:

3O también subsidios cruzados, ya que gj;s podría ser negativo para algunos agentes.
4Se de�ne la gran coalición, como aquella que está conformada por todos los miembros

de la sociedad.
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s =

Z
s
!vdv: (8)

La función de utilidad de un agente perteneciente a la coalición s puede
ahora escribirse de la siguiente forma

V j;s = uj
�
!j [1� � s] ; Gs

�
(9)

sujeta a la restricción

� s =
C (Gs; ns)


s
(10)

Otra variación a los esquemas de contribución estudiada en la literatura
consiste en imponer normas sociales, o factores institucionales y de poder
político, que determinan la ponderación de los agentes en la función de utili-
dad social. En este esquema, el equilibrio se encuentra mediante la selección
de un nivel de gasto (G) y de un vector de contribuciones gj;s que maxim-
ice la suma ponderada de las utilidades de los agentes que pertenecen a la
coalición (Banerjee, S. Konishi, H. y Sonmez, 2001):

m�ax
gv;s;Gs

Z
v�s
�vu (!

v � gv;s; Gs) dv (11)

s:a

Z
v�s
gv;sdv = C (Gs; ns) (12)

en donde �v es la ponderación del agente �v en la función de utilidad social.
Finalmente, es posible suponer que los agentes hacen sus contribuciones

al bien público local mediante una cotización
�
gj;s
�
voluntaria. Bajo este

esquema surge el conocido problema del pasajero clandestino (Mas-Colell,
Whinston y Green, 1995). Cuando el número de miembros del club es muy
grande, la contribución de cada uno de ellos tiende a cero. De manera equiva-
lente, se puede decir que si el tamaño de cada agente con respecto al tamaño
de la coalición es muy pequeño, entonces su contribución tiende a ser nula.
Este sería lo que sucedería si se adoptara un continuo de agentes, tal como
se supone en las ecuaciones (3) y (4). Sin embargo, Bergstrom, T., Blume,
L. and Varian, H., (1986) muestran que las contribuciones de los agentes
puede ser positiva cuando el número de agentes en la coalición no es muy
grande, y se abandona el supuesto de un continuo de agentes.

La formación de coaliciones con contribuciones voluntarias han sido es-
tudiados en el contexto de modelos con funciones de utilidad logarítmicas
por Jaramillo, Kempf, y Moizeau (2003), y con agentes con igual dotación
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de factores por Barham,V., Boadway, B., Marchand, M. and Pestieau, P.
(1997). La contribución de cada agente (gj;s) en este esta dada por el equi-
librio de Nash de un juego no cooperativo en el que cada agente maximiza
su función de utilidad, tomando como dadas las funciones de reacción de los
demás agentes:

gj;s = argm�ax
gj;s

uj
�
!j � gj;s; Gs

�
; 8j 2 s (13)

s:a
X
v2s

gv = C (Gs; ns) (14)

2.1.1. Re�exiones �nales sobre los esquemas de contribución

Todas estas alternativas a la modelización sobre los esquemas de con-
tribución han sido estudiados en las teoría de juegos cooperativa y no co-
operativa. La literatura al respecto es muy basta, y la mayoría de modelos
utilizados en dicho tipo de literatura se puede ver como un caso particular
del modelos representados por las ecuaciones (4) a (14). Para formalizar la
formación de una coalición de equilibrio es necesario escribir dichas ecua-
ciones en la forma utilizada por la teoría de juegos. Este será el tema de la
siguiente sección.

2.2. La utilidad indirecta de pertenecer a un club, y los jue-
gos hedónicos.

Como se mencionó anteriormente, las dos principales restricciones a los
esquemas de contribución (gj;s) más estudiadas son la existencia de una
norma que obliga a una contribución igualitaria (impuesto de suma �ja),
y la existencia de un impuesto proporcional. Con estas restricciones, las
ecuaciones (6) y (10) expresan la utilidad de un agente en una coalición como
una función que depende del nivel de bien público Gs y de los impuestos
pagados en la coalición: uj

�
!j [1� � s] ; Gs

�
; uj

�
!j � gs; Gs

�
:

La teoría de juegos tradicional analiza las combinaciones de gasto públi-
co e impuestos que garantizan la existencia de una partición de equilibrio.
Dicha teoría supone que, al interior de cada coalición, los agentes se las
arreglan para escoger el par de variables de política mencionadas que per-
miten mantener la estabilidad de la coalición. Esto lo hacen sujetos a las
restricciones descritas en la sección anterior.

Infortunadamente los resultados de dicha línea de investigación aún son
limitados, en relación al tipo de preguntas que nos interezan. En efecto, de-
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pendiendo de la de�nición de equilibrio, de las preferencias de los agentes y
de los tipos de costo de congestión (@C(G

s;ns)
@ns ), existen múltiples casos en los

que no existe una coalición de equilibrio (Weber y Zamir, 1985). Por otro
lado, Demange (1994), Greenwerg y Weber (1986) probaron la existencia del
equilibrio en el núcleo (core) cuando se cumple la hipótesis de las preferen-
cias intermedias. Sin embargo, para probar la existencia de equilibrio con
preferencias intermedias se suelen hacer hipótesis fuertes sobre los costos
de congestión5. Además, los autores se limitan a subrayar el caracter segre-
gado del equilibrio, pero no lo caracterizan, ni hacen ejercicios de estática
comparativa.

La hipótesis de las preferencias intermedias no sólo posibilita la exis-
tencia del núcleo, sino también de otros tipos de equilibrio, tales como el
equilibrio con libre movilidad (Westho¤, 1977). Las preferencias intermedias
han jugado un papel muy importante en la teoría de las coaliciones, no só-
lo porque facilita la prueba de la existencia de una partición de equilibrio,
sino también porque ayuda a explicar la existencia de segregación social.
En efecto, Benabou (1996a, 1996b), Fernandez y Rogerson(1997), Demange
(1994) y otros autores han mostrado que la partición de equilibrio suele ser
segregada cuando se suponen preferencias intermedias. Este es uno de los
resultados más importantes de las teorías de la coaliciones.

En la teoría de jusgos se dice que las preferencias son intermedias si es
posible encontrar una variable, en nuestro caso !j ; que permita ordenar los
agentes de tal manera que si dos agentes con el índicej y j0 pre�eren la
coalición s a la s0; entoces todos las agentes comprendidos entre los índices
j y j0 también la preferiran. Formalmente, en nuestro modelo

De�nición Preferencias Intermedias: Se dice que existen pref-
erencias intermedias en un juego con impuestos proporcionales6 si

9j; j0; j � j0�uj
�
!j [1� � s] ; Gs

�
� uj

�
!j
�
1� � s0

�
; Gs

0
�
;(15)

uj
0
�
!j

0
[1� � s] ; Gs

�
� uj

0
�
!j

0
h
1� � s0

i
; Gs

0
�
)

u|̂
�
!|̂ [1� � s] ; Gs

�
� u|̂

�
!|̂
�
1� � s0

�
; Gs

0
�
; 8 j � |̂ � j0

Aunque Demange (1994), Greenwerg y Weber (1986) hicieron una con-
tribución fundamental a la explicación de la existencia de segregación en

5En este tipo de análisis se suele hacer abstracción de los costos de congestión, o se
supone una función de utilidad semilineal.

6En el caso de un juego con un impuesto de suma �ja, la expresión �s!j se reemplaza
por gs en la de�nición.

11



un modelo riguroso de teoría de juegos tradicional, estos resultados no per-
miten ver los efectos de cambios en las variables exógenas sobre el grado
de segregación. En realidad las grandes contribuciones se han concentrado
en señalar la posible existencia del equilibrio en el núcleo y de segregación
cuando se cumplen algunos supuestos sobre las preferencias.

Para avanzar en este campo, muchos autores (Banerjee, Konishi y Son-
mez, 2001;Benabou (1996a), Fernandez y Rogerson(1996)) han modi�cado
la estructura de los juegos anteriormente descritos, de tal manera que los
agentes saben con anterioridad a la formación de la coalición, el tipo de es-
quema de asignación de las contribuciones. Este tipo de modelos se pueden
resolver de manera recursiva. Primero se determina el nivel gasto y de im-
puestos, teniendo en cuenta la restricción presupuestal. La coalición decide
mediante algún mecanismo político, o de justicia social, cual es el nivel de
gasto público y las contribuciones. Esta solución permite construir una fun-
ción de utilidad indirecta que describe la utilidad de un club, en función de
de las características de sus miembros. Los agentes forman sus coaliciones
conociendo la forma de esta función de utilidad indirecta.

Los juegos en los que la utilidad de los miembros de la coalición depende
de las cualidades de su miembros se llaman juegos hedónicos. La existen-
cia y estabilidad del equilibrio en juegos hedónicos han sido estudiados por
Banerjee, Konishi y Sonmez (2001), Bogomolnaia y Jackson (2001), Papai
(2005), Iehle (2005), en otros. Estos estudios muestran que en algunos cir-
cunstancias existe equilibrio en el núcleo, y en otras, un equilibrio con libre
movilidad. Incluso, plantean algunos casos paro los cuales es posible con-
struir algoritmos que caracterizan el equilibrio.

Dado que en los juegos de tipo hedónico es más sencillo construir algo-
ritmos para caracterizar el equilibrio, en el presente artículo se adopta dicho
tipo de estructura. A continuación se reescriben los modelos de la sección
anterior en la forma de juegos hedónicos.

Se restringe el análisis al conjunto de funciones de utilidad cóncava y
homotéticas. Es decir, que considera el conjunto de funciones que se pueden
representar, mediante una transformación monotónica creciente, por una
función homogénea de grado uno. Debido a que en el presente artículo nos
concentraremos en el efecto de la distribución del ingreso sobre el tamaño
promedio de las coaliciones, se supondrá que la función de utilidad es idént-
icapara todos los agentes. De tal manera que la única heterogeneidad entre
los diferentes agentes está dada por la distribución del ingreso.

Supuestos particulares sobre la función de utilidad: La funciones

12



de utilidad son homotéticas e idénticas para todos los agentes

uj
�
!j � gj;s; Gs

�
= u

�
!j � gj;s; Gs

�
:

Además,

u1 > 0; u2 > 0; u11 � 0; u22 � 0; u11 + 2u12 + u22 � 0;

en donde uv signi�ca la derivada primera con respecto al argumento v; y uvv
su derivada segunda.

A pesar de que la homoteticidad e identidad de las preferencias entre
agentes pueden parecer una restricción fuerte, estos son supuestos comun-
mente utilizados en la literatura macroeconómica, y en todo caso es mucho
más general que las funciones de utilidad lineales, semilineales, logaritmicas,
CRRA, usualmente utilizadas en la literatura sobre las coaliciones.

Aunque no es necesario restringir más los supuestos sobre la función de
costos de producción del bien público para obtener la mayoría de resultados
del presente trabajo, en aras de facilitar la exposición se supone que dicha
función es igual a la multiplicación de la cantidad de bien público por los
costos de congestión.

Supuestos particulares sobre la función de costos del bien públi-
co: La función de costos del bien público es igual a:

C (Gs; ns) = Gsc (ns) ;
@c (ns)

@ns
� 0; @2c (ns)

@ (ns)2
� 0;

en donde c (ns) es la función de costos de congestión.

A continuación mostraremos que, con las especi�caciones establecidas,
todos los modelos presenteados en la sección anterior se pueden escribir como
un caso particular de una función de utilidad indirecta que tiene la siguiente
forma

V j;s = V
�

s; !ms; ns; !j

�
; (16)

en donde !ms es la dotación del agente mediano de la coalición s:

2.2.1. Contribución Igualitaria

En el caso de una contribución igualitaria (impuesto de suma �ja), se
pueden reemplazar las ecuaciones (4) y (5) en la (3) para encontrar

V j;s = u

�
!j � G

sc (ns)

ns
; Gs

�
; (17)

13



Cuando se tiene un modelo de costos compartidos
�
Gs = G

�
; la función

de utilidad indirecta se convierte en

V
j;s
=

ns

c (ns)
;

ya que

V j;s � V j;s0 , V
j;s � V j;s

0
:

La utilidad indirecta de las coaliciones no dependerían de las dotaciones
de los agentes, y el tamaño de todos las coaliciones en el equilibrio estaría
dado por aquel punto en el que la elasticidad de los costos de congestión se
iguala a uno7:

c0 (n)n

n
= 1:

Un caso más interesante surge cuando Gs puede tomar diferentes valores.
Los agentes en este caso no estarían de acuerdo sobre el tamaño del bien
público, y podrían resolver el con�icto de intereses mediante una elección
democrática.

Para encontrar el nivel de gasto resultante de una elección democrática,
se hace necesario encontrar el nivel de gasto preferido por cada agente. Este
se encuentra maximizando la ecuación (17) con respecto a Gs: La condición
de primer orden de dicho programa de maximización es"

�c (n
s)

ns
+ �

 
!j � G�jsc(ns)

ns

G�js

!#
u1

�
!j � G

�jsc (ns)

ns
; G�js

�
= 0; (18)

en donde G�js es el nivel de gasto preferido por el agente j perteneciente al
club s; y

�

 
!j � G�jsc(ns)

ns

G�js

!
=
u2

�
!j � G�jsc(ns)

ns ; G�js
�

u1

�
!j � G�jsc(ns)

ns ; G�js
� = u2

�
1; G�js

!j�G�jsc(ns)
ns

�
u1

�
!j�G�jsc(ns)

ns

G�js ; 1

� :
(19)

El parametro � representa la tasa marginal de sustitución entre el bien públi-
co y el bien privado. Dado que la función de utilidad es homogénea de grado

7Es fácil ver que no existe ninguna otra coalición que de una mayor utilidad dado que
la derivada segunda de la función de costos de congestión es positiva c00 (n) > 0:
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uno, dicha tasa marginal de sustitución es una función positiva de la fracción
entre el bien privado y el público

�
z�js

�
; de�nida por

z�js =
!j � G�jsc(ns)

ns

G�js
;

@�

@z�js
> 0: (20)

Es fácil veri�car que la condición de segundo orden se veri�ca ya que @�
@zjs

>
0.

Además, es fácil veri�car que puesto que @�
@!j

= @�
@zjs

@zjs

!j
> 0; se veri�-

ca la hipótesis de preferencias intermedias para la escogencia entre bienes
públicos y privados al interior de una coalición; lo mismo que al comparar
la cantidad de bien público y el nivel de la contribución al comparar coa-
liciones. La ecuación (22) muestra que el gasto público preferido por un
agente j perteneciente a la coalisión s, se encuentra cuando la tasa marginal
de sustitución entre bien público y privado es igual al costo de congestión
por unidad de bien público. Manipulando dicha ecuación se encuentra el
nivel de gasto público preferido por un agente en función de su ingreso y del
tamaño de la coalición:

�c (n
s)

ns
+ �

 
!j � G�jsc(ns)

ns

G�js

!
= 0

!j � G�jsc(ns)
ns

G�js
= '

�
c (ns)

ns

�
) G�js =

!jh
c(ns)
ns + '

�
c(ns)
ns

�i ; (21)

en donde ' es la función inversa de �: La notación de dicha función ' (z)
con respecto a cualquier argumento � arbitrario es

' (�) = ��1 (�)) @' (�)

@�
=

1
@�(�)
@�

> 0 (22)

Puesto que, para todos los miembros j de la coalición s; el gasto público
deseado (G�js) encontrado en la ecuación (21) tiene una relación monotónica
con respecto a !j ; entonces es posible aplicar el teorema del elector medi-
ano (Mas-Colell, Whinston y Green, 1995). El nivel de gasto público del
equilibrio democrático es entonces igual a

Gs =
!ms ns

c(ns)h
1 + ns

c(ns)'
�
c(ns)
ns

�i (23)
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Remplazando esta ecuación en la (17), se encuentra la función de utilidad
indirecta de pertenecer a un club s es igual a

V j;s = V

�
!ms

!j
; ns
�
!j ) V j;s S V j;s0 , V

�
!ms

!j
; ns
�
S V

�
!ms

!j
; ns

0
�

V
j;s
= V

�
!ms

!j
; ns
�
= u

0@1� !m

!j
c(ns)
nsh

c(ns)
ns + '

�
c(ns)
ns

�i ; !m

!jh
c(ns)
ns + '

�
c(ns)
ns

�i
1A
(24)

La utilidad de pertenecer a una coalición depende del ingreso relativo
del agente con respecto al del agente mediano, y del tamaño de la coalición.

2.2.2. Contribución con un impuesto proporcional

La contribución igualitaria analizada en la sección anterior es importante
y ha sido ampliamente utilizada en la literatura sobre bienes públicos y
formación de coaliciones. Sin embargo, es mucho más interesante y aplicable
a la vida real los caso en los que el gasto público se �nancia con un impuesto
proporcional.

La función de utilidad indirecta con un impuesto proporción se encuentra
reemplazando la ecuación (10) en la (9), y suponiendo C (Gs; ns) = Gsc (ns)

V j;s = uj
�
!j
�
1� G

sc (ns)


s

�
; Gs

�
; (25)

en donde se ha utilizado la notación 
s para denominar la la cantidad total
de recursos disponibles en la coalición.

Un caso interesante y fácil de aplicar es el modelo de costos compartidos
Gs = G; con el cual se encuentra

V j;s = uj
�
!j
�
1� Gc (n

s)


s

�
; G

�
Esta función de utilidad indirecta se puede reescribir de la siguiente

manera
V j;s R V j;s0 , V

j;s R V j;s
0
;

donde

V
j;s
=


s

c (ns)
:

Las funciones de utilidad indirecta con esta forma ha sido utilizada en la
literatura por autores como Farrel y Scotchmer (1988); es el llamado modelo
de la asociación (partnership).
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Sin embargo, cuando el bien público no es �jo, se presenta el con�icto
de intereses que mencionamos anteriormente, el cual se puede resolver por
mecanismos políticos tales como la elección democrática. Para ver si se puede
aplicar el teorema del elector mediano en una elección democrática, se hace
necesario analizar el nivel de gasto (o de equivalentemente de impuesto)
preferido por cada agente j: Al derivar la ecuación (14) con respecto a Gs

se encuentra la condición de primer orden

�
�!j c (n

s)


s
+ �

�
!j

Gs

�
1� G

�jsc (ns)


s

���
uj1

�
!j
�
1� G

�jsc (ns)


s

�
; G�js

�
= 0,;

en donde la tasa marginal de sustitución entre bien público y privado � es
una función creciente del ingreso de cada agente !j y del ingreso total de la
coalición 
s: Esta ecuación se puede reescribir de la siguiente manera

!j

G�js

�
1� G

�jsc (ns)


s

�
= '

�
!j
c (ns)


s

�
en donde, como se mencionó anteriormente, la función ' (�) es la inversa de
� (�) : Con base en esta ecuación se deduce el nivel de gasto preferido un
agente j :

G�js =
1

1
!j
'
�
!j c(n

s)
ns

�
+ c(ns)


s

;

o de manera equivalente la tasa de impuesto

��js =
G�jsc (ns)


s
=

1

1
c(ns)


s

!j
'
�
!j c(n

s)

s

�
+ 1

Para poder aplicar el teorema del elector mediano se requiere una relación
monotónica entre ��js y !j ; lo cual se cumpliría si la derivada de la expresión

1

c (ns)


s

!j
'

�
!j
c (ns)


s

�
con respecto a !j no cambia de signo. Es fácil veri�car que dicha condición
se cumple cuando el signo de la elasticidad de sustitución entre bien público
y privado menos uno, es igual para todos los agentes de la sociedad. Es decir,

@'
�
!j c(n

s)
ns

�
@
h
!j c(n

s)
ns

i !j c(n
s)

ns

'
�
!j c(n

s)
ns

� � 1 Q 0; 8j:
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Si, por ejemplo, la clase media tiene una elasticidad inferior a uno, pero la
misma es superior a uno en los agente ricos, no se puede utilizar el teorema
del elector mediano. Para poder encontrar un nivel de gasto de equilib-
rio, supondremos que se cumple la condición sobre el signo de la elastici-
dad menos uno para todos los agentes (Gravel y Thoron, 2007). Con este
supuesto podemos encontrar la tasa de impuesto de equilibrio

�mjs =
1

1
c(ns)


s

!m'
�
!m c(ns)


s

�
+ 1

;

y el nivel del gasto

Gmjs =
�mjs
s

c (ns)
:

La función de utilidad indirecta escrita en su forma hedónica se puede
encontrar reemplazando dichos niveles de equilibrio en la función de utilidad.
Esta función de utilidad tiene la siguiente forma

V j;s = uj

0@!j
24 1

c(ns)

s

!m'
�
!m c(ns)


s

�
1

c(ns)

s

!m'
�
!m c(ns)


s

�
+ 1

35 ; 
s

c(ns)

1
c(ns)


s

!m'
�
!m c(ns)


s

�
+ 1

1A :
(26)

En este tipo de modelos, la función de utilidad de un agente j; escrita en
su forma hedónica, es una función de la riqueza global de la coalición, de la
riqueza del elector mediano, del tamaño de la coalición y de la riqueza del
agente j:

V
�

s; !ms; ns; !j

�
Un caso interesante se presenta cuando la elasticidad de la función '

�
!m c(ns)


s

�
es igual a 1. Cuando esto sucede todos los agentes estan de acuerdo sobre
la tasa de impuesto óptima. Una función de utilidad que cumpla con esta
condición, se puede representar mediante un función Cobb-Douglas

uj
�
!j
�
1� �mjs

�
; Gs

�
=
�
!j
�
1� �mjs

���
[Gs] :

En este caso

'

�
!m

c (ns)


s

�
=

�

1� �!
m c (n

s)


s

la tasa de impuesto es

�mjs = 1� �;
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y la función de utilida indirecta se convierte en

V j;s =
�
�!j

�� �
[1� �] 
s

c (ns)

�1��
: (27)

Esta última es equivalente a la de los modelos de asociaciones (partnerships)

V
j;s
=


s

c (ns)

2.2.3. Norma social igualitaria

En muchas ocasiones, los agentes sólo pueden formar coaliciones si se
someten a una norma social igualitaria (Banerjee et al. 2001). En dicho
caso, la función de utilidad indirecta se encuentra resolviendo el programa
de maximización planteado en las ecuaciones (11) y (12), asumiendo �j =
�i =

1
n ; 8i; j 2 s: Las condicioens de primer orden de dicho programa de

maximización son
1

n
u1
�
!j � g;js; Gs

�
= �Z

v�s

1

n
u2 (!

v � gv;s; Gs) dv = �c (n) :

La primera de estas dos ecuaciones implica

!j � g;js = !v � gv;s; 8j; v 2 s:

Teniendo en cuenta está igualdad, la segunda de estas ecuaciones se convierte
en

u2
�
!j � g;js; Gs

�
u1 (!j � g;js; Gs)

= �

�
!j � g;js
Gs

�
=
c (n)

n
)

!j � g;js = '
�
c (n)

n

�
Gs

integrando el lado derecho e izquierdo se deduce


s �Gsc (n) = n'
�
c (n)

n

�
Gs )

Gs =

s

c (n) + n'
�
c(n)
n

� )
!j � g;js = '

�
c (n)

n

�
Gs =

'
�
c(n)
n

�

s

c (n) + n'
�
c(n)
n

�
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la función de utilidad indirecta se encuentra reemplazando esta ecuación en

V j;s = uj

0@ '
�
c(n)
n

�

s

c (n) + n'
�
c(n)
n

� ; 
s

c (n) + n'
�
c(n)
n

�
1A =

V j;s = uj
�
'

�
c (n)

n

�
; 1

�

s

c (n) + n'
�
c(n)
n

� : (28)

En este modelo la función de utilidad indirecta depende únicamente de la
riqueza global del grupo, y del tamaño de la coalición

V j;s = (
s; n)

2.2.4. Contribución voluntaria

Existe un gran número de coaliciones y acuerdos informales entre los
agentes en los que es imposible imponer una contribución a sus miembros.
Este tipo de coaliciones se pueden representar por un modelo con contribu-
ciones voluntarias, tal como el de Jaramillo, Kempf, Moizeau (2003). En la
presente aubsección se generaliza el modelo de estos últimos, suponiendo una
función de utilidad más general que la utilizada por ellos. Las condiciones
de primer orden del juego no cooperativo descrito por las ecuaciones (13) y
(14) son las siguientes

uj1

�
!j � gj;s;

P
v2s g

v

c (n)

�
� uj2

�
!j � gj;s;

P
v2s g

v

c (n)

�
1

c (n)
= 0; 8j 2 s,;

las cuales se pueden expresar en términos de la elasticidad de sustitución
entre el bien público y privado

1� �

0@!j � gj;sP
v2s g

v

c(n)

1A 1

c (n)
= 0)

!j � gj;sP
v2s g

v

c(n)

= ' (c (n)), !j � gj;s = ' (c (n))
�P

v2s g
v

c (n)

�
Al sumar entre todos los miembros de la coalición en el lado izquierdo y
derecho de esta ecuación se obtiene


s �
X
v2s

gj;s = n' (c (n))

�P
v2s g

v

c (n)

�
:
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Esta ecuación permite encontrar la cantidad total del bien público disponible
dentro de la coalición P

v2s g
j;s

c (n)
=


s

c (n) + n' (c (n))
;

y por ende la cantidad de bien privado consumido por cada uno de los
miembros de la coalición

!j � gj;s = ' (c (n))
s

c (n) + n' (c (n))

Reemplazando estas ecuaciones en la función de utilidad, se encuentra la
utilidad indirecta expresada en forma de un juego hedónico

uj
�
' (c (n))

P
v2s !

j

c (n) + n' (c (n))
;

P
v2s !

j

c (n) + n' (c (n))

�
,

V j;s = uj (' (c (n)) ; 1)

s

c (n) + n' (c (n))
: (29)

La utilidad de pertenecer a una coalición con contribuciones voluntaria de-
pende únicamente de la riqueza total de la coalición, y de su talla

V j;s = (
s; n) :

La forma de este esta función de utilidad indirecta se ha repetido en
varios de los juegos estudiados en la presente sección. La utilidad indirecta
depende, en general, de la riqueza total de los agentes pertenecientes a la
coalicón, y de la talla de la coalición. Aunque en algunos modelos también
depende de la riqueza del agente mediano.

3. Núcleo y coincidencia en la manera de ordenar
las coaliciones

En los juegos de tipo hedónico existe un algoritmo para caracterizar
los coaliciones de equilibrio del núcleo. Dicho algoritmo se puede aplicar
cuando todos los agentes coinciden en su manera de ordenar las coaliciones
(Bogolmolnaia y Jackson, 2002). La presente sección estudia en detalle la
aplicación de dicho algoritmo a un conjunto de modelos en los que existen
bienes públicos locales y heterogeneidad en la dotación de factores. Se analiza
la forma de la partición de equilibrio en función de la distribución del ingreso.
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Supongamos que la utilidad de un grupo puede ser descrita de la siguiente
manera:

V j;s = V j (
s; ns) = V
�

s; ns; !j

�
(30)

en donde V j;s es la utilidad del agente j 2 (0; 1) cuando pertenece al
grupo s; 
s es un indicador de las dotaciones de los agentes que pertenecen
al grupo, y ns representa el tamaño del grupo s.

La mayoría de modelos analizados en la sección anterior tienen esta for-
ma. El caso de bienes públicos indivisibles con impuestos proporcionales
o contribuciones igualitarias estudiados por autores como Moulín (1988) y
Greenberg y Weber (1986) tienen la forma descrita por la ecuación (30).
Además, esta misma forma emergió en los modelos con impuestos propor-
cionales y elasticidades de sustitución entre bienes público y privados igual
a uno. Los casos de contribuciones voluntarias y de las asociaciones (Part-
nerships) que aplican una norma igualitaria también tiene la forma descrita
en la presente sección. Algunos trabajos que aplican los tipos de modelos
analizados esta sección son: el juego de cooperativas de Farrell y Scotchmer
(1988); el juego de compartir el costo medio de Moulin y Shenker (1994);
los juegos anónimos y separables; el modelo de Glomm y Ravikumar (1992);
el modelo de Bénabou (1996a); el modelo de riesgo compartido de Taub y
Chade (2002); el modelo de aseguradoras de Henriet y Rochet (1987).

Por ejemplo, en los juegos cooperativos con utilidad transferible y dis-
tribución proporcional del valor de la coalición (Banerjee, Konishi y Sonmez,
2001), la función de utilidad indirecta es

V
�

s; ns; !i

�
=

�iP
j2s �j

v (
s) ;

en el modelo de cooperativas de Farrell y Scotchmer (1988) es

V
�

s; ns; !i

�
=
t (ns)

ns

s;

en el Modelo de Glomm y Ravikumar (1992)

V
�

s; ns; !i

�
= A+ ln!i + ln(
s=c(n));

en el de Bénabou (1996a)

V
�

s; ns; !i

�
= A+ (

� � 1
�

+ {) lnhi + (1� {) ln(
s=c(n))
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s =

Z
v2S

h
��1
�
v dv

f̂(i) = h
��1
�
i = [[f (i)]

��1
� :

El análisis del efecto a de la desigualdad a la formación de coaliciones estu-
diado en la presente sección se puede aplicar, entonces, a un conjunto amplio
de modelos. Sin embargo, a los modelos en los que la utilidad depende de la
riqueza de un elector mediano se les puede aplicar la metodología estudiada
en la próxima sección del presente documento.

Se supone que la utilidad de un agente j perteneciente a la coalición s de-
pende positivamente del ingreso del agente j y de la dotación agregada de la
coalición a la cual pertenece. Además, se supone que depende negativamente
del tamaño del grupo al cual pertenece :

V1 > 0; V2 < 0; V3 � 0 (31)

en donde Vm es la derivada de la función de utilidad (V ) con relación al eme-
abo argumento (m). El indicador 
s es creciente con relación a la cantidad
de dotaciones que posee el grupo.

3.1. Modelo de base

Si el nivel de ingreso de cada agente no in�uye sobre la manera en que
éstos de�nen sus preferencias por los diferentes clubes, es más simple carac-
terizar el equilibrio y analizar el efecto de las desigualdades sobre el tamaño
relativo de las diferentes clases sociales. Con este �n introduciremos la condi-
ción de la separabilidad fuerte (strong separability8) en el modelo de la sec-
ción precedente.

De�nición: Separabilidad Fuerte: se dice que la función de utili-
dad indirecta es separable con relación a las dotaciones de cada uno de los
agentes si sus preferencias no dependen de sus respectivas dotaciones:

8k; j; s; s0 V j;s = V
�

s; ns; !j

�
> V j;s

0
= V

�

s

0
; ns

0
; !j
�
,

V k;s = V
�

s; ns; !k

�
> V k;s

0
= V

�

s

0
; ns0; !k

�
�

8Utilizamos el concepto de separabildad fuerte para diferenciarnos de la propiedad
de separabilidad descrita en la literatura sobre juegos hedónicos (Banerjee, Konishi et
S·onmez, 2001; Bongomolnaia et Jackson, 2002)
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Si la fracción entre las utilidades marginales del ingreso del grupo y la
desutilidad marginal del tamaño del grupo no depende del ingreso del agente
j (!j); entonces la condición de separabilidad fuerte (strong separability) se
veri�ca:

8k; j; s 2 (0; 1) (32a)

�j;s = �j (
s; ns) = � (
s; ns; !j) (32b)

=
V2
�

s; ns; !j

�
V1 (
s; ns; !j)

=
V2
�

s; ns; !k

�
V1 (
s; ns; !k)

(32c)

, �j;s3 =
@�j;s

@!j
= 0) �j (
s; ns) = � (
s; ns) (32d)

Las funciones de utilidad que veri�can esta condición se pueden escribir
de la siguiente manera

V j;s = V
�

s; ns; !j

�
= bV �U(
s; ns);!j�) �j;s = �s =

U2(

s; ns)

U1(
s; ns)
(33)

y la función U(
s; ns) se puede utilizar para representar las preferencias
de todos los agentes j 2 (0; 1): Es claro, que las funciones de utilidad adi-
tivamente separables son un caso particular del conjunto de funciones de
utilidad que veri�can la propiedad de separabilidad fuerte.

3.1.1. Función agregada de las dotaciones pertenecientes a un
intervalo de agentes

En esta sección se supondrá que la función agregada de las dotaciones
de una coalición de agentes está de�nida por la suma de las dotaciones de
los agentes pertenecientes a la coalición. Puesto que una coalición se de�ne
como una unión �nita de intervalos, entonces el indicador agregado de las
dotaciones de una coalición s está de�nido por:


s =
X
A2s


A (34)

en donde el índice A se utiliza para notar los diferentes intervalos. La variable

A es igual a:


Ai;n = 
(iA � nA; iA) =
Z iA

iA�nA
f (v) dv = F (iA)� F (iA � nA) (35)
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),( AA ini −Ω

nA

en donde iA es el agente más rico del intervalo Ain = (iA � nA; iA) y nA es
el tamaño del intervalo. La variable 
A es una función creciente y concava
del tamaño del intervalo nA

@
A
@nA

= f (iA � nA) ;
@2
A

@ (nA)
2 = �f

0 (iA � nA) < 0 (36)

La representación grá�ca de esta función se presenta en la �gura 3.1.1.
Si sj;n representa un club de tamaño n que tiene al agente j como su

miembro más rico, entonces se puede de�nir 	b;i como el conjunto de clubes
posibles dentro del intervalo A(b; i):

	b;i = fsj;n : j 2 (b; i); b � j � n (37)

Es útil describir un grupo a través de su riqueza agregada y su tamaño.
Así, �s = f
s; nsg es el par 
s y ns correspondientes al club s. Por lo tanto,
el conjunto de pares �s correspondientes a las coaliciones s 2 	b;i de�nen el
conjunto �b;i: Este conjunto está representado por todos los puntos abajo
del grá�co 
Ai;n (Ver �jura 3.1.1), con i� n � b

8i; n � i� b; �b;i = f�s : s 2 	b;ig (38)

s 2 	b;i ) 
s � 
Ai;ns (39)
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Es decir que si el agente más rico de una coalición de tamaño ns posee un
índice inferior a i; entonces la dotación agregada 
s de este club es inferior
a la dotación agregada de una coalición del mismo tamaño ns; formada por
el intervalo de agentes (i� ns; i).

3.1.2. Partición de equilibrio

Consideraremos inicialmente las particiones que son inmunes a las desvia-
ciones individuales y colectivas. Por esta razón se utilizará la noción de nú-
cleo (core).

De�nición: Una partición en el núcleo �̂ = fŝ1; : : : ; ŝh; : : :g es tal
que:

@$ � (0; 1) tal que 8j 2 $; V j;$ > V j;� (40)

en donde V j;� denota la utilidad del agente j asociada a la partición �:�
Para encontrar la partición de equilibrio se puede utilizar la condición de

coincidencia en la manera de ordenar los clubes (common ranking condition)
de�nida por Farrel y Scotchmer (1988) y Banerjee, Konishi y Sönmez (2001).

De�nición (Common Ranking) Un juego G satisface la condi-
ción de coincidencia en la manera de ordenar los clubes (common ranking
property), si y solo si existe un orden � tal que para cada j 2 (0; 1) y cada
sh

0
; sh 2 	0;1 se tiene sh0 �j sh () sh

0 � sh:

Si todos los agentes ordenan de igual manera las coaliciones (commong
ranking), están de acuerdo sobre el club que provee el máximo nivel de bien
estar en la sociedad (Top Coalition). Es decir, están de acuerdo sobre las
características del club ideal.

Dos condicione similares a la de coincidencia en la manera de ordenar
los clubes (common ranking), aunque menos restrictivas, son la condición de
coalición ideal (top coalition) y la condición débil de coalición ideal (weak
top coalition) descritas por Banerjee, Konishi y S·onmez, 2001.

De�nición Top-Coalition: Dado un conjunto no vacío de ju-
gadores V � (0; 1) ; un subconjunto no vacío S � (0; 1) es una coalición
ideal (top-coalition) de V si para cada i 2 S y cada T � V con i 2 T; se
tiene S �i T: Un juego de formación de coaliciones G satisface la condición
de coalición ideal si para cada conjunto no vacío de jugadores V � (0; 1) ;
existe una coalición ideal de V:�

De�nición: Weak-top coalition: Dado un conjunto no vacío de
jugadores V � (0; 1) ; un subconjunto no vacío S � (0; 1) es una coalición
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ideal, en un sentido débil, de V si y sólo si S tiene una partición ordenada
fS1; : : : SJg tal que (i) para cada i 2 S1 y cada T � V con i 2 T se tiene
S �i T y (ii) par cada k > 1; i 2 Sk; y cada T � V con i 2 T; se tiene T
�i S ) T \([h<kSh) 6= 0: Un juego con formación de coaliciones G satisface
la condición débil de club ideal si y sólo si para cada subconjunto no vacío
de jugadores V � (0; 1) ; existe una coalición ideal de V:�

La condición sobre la existencia de un club ideal (top-coalition) supone
que para cada subconjunto de la población existe una coalición que todos
sus miembros clasi�can de manera ideal.

La condición débil de coalición ideal (weak top-coalition) incluye dos
propiedades: a) existe una coalición S que es ideal para un subconjunto S1

de sus miembros; b) si existiera una desviación T que brindara a algunas
personas9 un bienestar superior a la de la coalición S (T �i S), entonces esta
desviación debería incluir al menos un agente que pertenece al subconjunto
S1:

Varios artículos describen el algoritmo para caracterizar la partición de
equilibrio cuando la condición sobre la existencia de una coalición ideal se
veri�ca (Farrel y Scothmer, 1988 ; Jaramillo, Kempf y Moizeau, 2003 ; Baner-
jee, Konishi y S·onmez, 2001). En efecto, basta con identi�car la coalición
ideal (top-coalition) de toda la sociedad. Como, por de�nición, estamos se-
guros que no existe ningún grupo que pueda bloquear esta coalición ideal,
entonces esta última pertenece a la partición de equilibrio ŝ1. Enseguida,
es posible identi�car la partición ideal de lo que queda de la sociedad, una
vez que se han excluido los miembros del primer club de equilibrio. Este
sería la segunda coalición de la partición de equilibrio ŝ2: Este proceso se
puede continuar de manera recursiva hasta identi�car todos los clubes de la
partición de equilibrio.

Para construir la coalición ideal en un subconjunto 	0;i suponemos que
la función de utilidad es cóncava. Es decir, que el Hesiano Hj;s de la función
de utilidad V j;s es semi de�nido negativo

Hj;s =

"
V j;s11 V j;s12
V j;s21 V j;s22

#
;

lo cual implica
V j;s11 x

2
1 + 2V

j;s
12 x1x2 + V

j;s
22 x

2
2 < 0; (41)

para todo vector x = fx1; x2g.
9Se re�ere evidentemente a un subconjunto de la personas que pertenecen a la posible

desviación T; pero que no pertecen al subconjunto S1:
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Para cada nivel de utilidad V realizable por el agente j, se puede con-
struir una curva de indiferencia �j

V
de�nida par el conjunto de puntos f
; ng

que le proveen al agente la misma utilidad

�j
V
=
�

; n : V j = V j (
; n) = V

	
Las propiedades de las curvas de indiferencia en el plan 
; n pueden ser
descritas por intermedio del teorema de las funciones implícitas

V j1 d
+ V
j
2 dn = 0, (42)

d


dn
= �V

j
2

V j1
= �j(
; n) (43)

Puesto que V i2 es negativo, la pendiente de la curva de indiferencia es
positiva e igual a �j . Es decir, que la pendiente de la curva de indiferencia
coincide con la fracción entre la desutilidad marginal del tamaño del club y
la utilidad marginal de la dotación agregada de la coalición.

La derivada segunda de la curva de indiferencia es

d2


dn2
= �

24V j11
 
V j2
V j1

!2
� 2V j12

V j2
V j1

+ V j22

35 1

V j1
(44a)

= �
h
V j11
�
�j
�2
+ 2V j12�

j + V j22

i 1
V j1

(44b)

= �j1�
j + �j2 > 0 (44c)

Puesto que la función de utilidad es concava, entonces la forma cuadrática
del Hesiano es necesariamente negativa

V j11
�
�j
�2
+ 2V j12�

j + V j22 < 0

y en consecuencia la curva de indiferencia es convexa. En la �gura 1 se
muestra un representación grá�ca de la curva de indiferencia.

Con las curvas de indiferencia y la curva 
Ai;ns , es posible encontrar
grá�camente la coalición ideal s0;i (top coalition) para el conjunto s 2 	0;i.

Matemáticamente, es posible calcular la combinación de ingreso agregado
y tamaño del club que generan el máximo de utilidad

�0;i = f
s; nsg 2 �0;i
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Ω

n

Vi=Va
Vi=Vb > Va

Figura 1: Curvas de indiferencia

entre el conjunto de combinaciones realizables �0;i en las coaliciones s 2 	0;i:
Esta combinación se puede encontrar por intermedio del siguiente programa
de maximización

�
j
0;i = argm�ax


;n
V j (
; n) (45a)

s:c 
 � 
Ai;n = F (i)� F (i� n) (45b)

Entre dos coaliciones de talla idéntica, los agentes pre�eren aquella cuya
riqueza agregada es superior. Esto implica que en la restricción, debe veri�-
carse la igualdad entre 
 y 
Ai;n ; y que la coalición ideal es necesariamente
consecutiva. En este caso, se puede encontrar el tamaño deseado del club,
en función del agente más rico del conjunto de la población analizada (0; i)

�
j
0;i = fnj0;i;


j
0;ig : (46a)

nj0;i = argm�ax
n
V j (F (i)� F (i� n) ; n) (46b)


0;i = F (i)� F (i� n0;i) (46c)

La condición de primer orden de este programa es

V j1 f
�
i� nj0;i

�
+ V j2 = V j1 [f

�
i� nj0;i

�
� �j ] = 0, (47a)

f
�
i� nj0;i

�
= �V

j
2

V j1
= �j

�
F (i)� F

�
i� nj0;i

�
; nj0;i

�
(47b)
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La coalición ideal se encuentra agregando agentes cada vez más pobres

hasta llegar a un punto en el que la dotación f
�
i� nj0;i

�
del agente más

pobre de la coalición es igual al valor del costo de congestión que generado
por él (�j):

La condición de segundo orden es la siguiente

@2V j

@n2
= V j11

h
f
�
i� nj0;i

�i2
+ 2V j12f

�
i� nj0;i

�
+ V j22 � V

j
1 f

0
�
i� nj0;i

�
(48a)

= �
h
�j1�

j + �j2

i
V j1 � V

j
1 f

0
�
i� nj0;i

�
= D < 0; (48b)

la cual se veri�ca dado que el Hessiano es negativo de�nido y la dotación de

un agente aumenta con su índice (f 0
�
i� nj0;i

�
> 0).

Si la pendiente de la curva de indiferencia es la misma para todos los
agentes �j = �; entonces para cada subconjunto 	0;i; todos estarán de acuer-
do sobre el club ideal �

j
0;i = �0;i: En este caso, el modelo veri�ca la condición

del orden común de las preferencias (common ranking) y se puede utilizar
el algoritmo de Scotchmer y Farrell (1988) para caracterizar la partición de
equilibrio.

Así, para el primer club se utiliza i = 1 y se calcula n0;1 por intermedio
de la ecuación 47. Además, se de�ne el primer individuo pivote p1 como el
último agente aceptado en el club ideal �0;1. Es decir, p1 = 1 � n0;1: Para
encontrar el segundo individuo pivote se utiliza la ecuación 47, pero en el
sub-conjunto 	0;p1 . En seguida se de�ne p2 = p1 � n0;p1 ; y se continúa de
manera recursiva ph+1 = ph�n0;ph hasta que ph+1 � 0: En términos formales
la partición de equilibrio puede ser escrita de la siguiente manera:

Proposición 1 La partición de equilibrio �̂ = fŝ1; : : : ; ŝh; : : :g
puede ser descrita a través de una secuencia de agentes pivotes fp1; : : : ; ph; : : : pJg;
en donde ŝh = (ph+1; ph) ; y pj veri�can las siguientes propiedades:

p0 = 1 (49a)

ph+1 = m�axf0; ph � n0;phg (49b)

f (ph+1) = � (F (ph)� F (ph+1) ; ph � ph+1) (49c)

�

La representación grá�ca del equilibrio segregado se presenta en la �gura
2
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n

Figura 2: Equilibrio segregado

En este grá�co se observa que la partición de equilibrio depende tanto de
la distribución de las dotaciones, la cual afecta las curvas 
Apm;n , como de
las preferencias de los agentes representadas por las curvas de indiferencia.

Para mostrar el efecto de la distribución de las dotaciones sobre la for-
mación de coaliciones, a continuación analizamos la talla relativa de las
coaliciones de los agentes ricos, en relación a la de los agentes pobres en la
coalición de equilibrio. Con este �n aplicamos el teorema de las derivadas
implícitas a la ecuación (56), y deducimos la siguiente expresión:

dn0;p
dp

=
�f 0 (p� n0;p) + �1 (f (p)� f (p� n0;p))

(�1�+ �2) + f
0 (p� n0;p)

(50a)

dn0;p
dp

Q 0, f (p)� f (p� n0;p)
F (p)� F (p� n0;p)

"�
 Q �
f 0 (p� n0;p)
f (p� n0;p)

(50b)

en donde

"�
 = �1



�

Esta condición es equivalente a la de Jaramillo, Kempf y Moizeau (2001)
en el caso particular que "�
 = 1; y es aplicable a todos los modelos presen-
tados en la sección anterior que cumplen con la condición de coincidencia
en la manera de ordenar los clubes, así como los modelos de estudiados en
la literatura citada al comienzo de la presente sección.
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El grado de heterogeneidad en la distribución de las dotaciones se mide
por la tasa de crecimiento de los ingreso en función del índice j; o lo que
es lo mismo por la tasa de crecimiento de la pendiente de curva de Lorenz.
En efecto, anteriormente se mencionó que el ingreso en función del índice j;
también se puede interpretar como la pendiente de la curva de Lorenz.

Si la tasa de crecimiento del ingreso en función del índice i es constante,
se puede decir que los agentes ricos y pobres son iguales de heterogéneos
entre ellos. Por el contrario si la tasa de crecimiento aumenta (disminuye),
esto indicaría que los agentes ricos (pobres) son más heterogénos que los
pobres. A continuación se analiza el tamaño relativo de las coaliciones en
función de la tasa de la heterogeneidad en la dotación de los factores, y
se demuestra que el tamaño relativo de las coaliciones de los agentes ricos
está estrechamente relacionada las diferencias en el grado de heterogeneidad
interna al interior de diferentes percentiles de ingreso.

f (p)� f (p� n0;p)
F (p)� F (p� n0;p)

> �f
0 (p� n0;p)
f (p� n0;p)

Como el ingreso de un agente es igual a

!j = !oe
R j
0 �vdv;

en donde f 0(j)
f(j) = �j ; entonces

F (p)� F (p� n0;p)
f (p� n0;p)

=

R p
p�n0;p !

0e
R v
0 �mdmdv

!oe
R p�n0;p
0 �vdv

=Z p

p�n0;p
e
R v
p�n0;p

�mdm
dv =

Z n0;p

0
e
R p�n0;p+v
p�n0;p

�mdm
dv:

Con esta igualdad se puede demostrar que

f (p)� f (p� n0;p)
F (p)� F (p� n0;p)

Q f 0 (p� n0;p)
f (p� n0;p)

, @�j
@j

Q 0:

Esta relación unida a las de las ecuciones (50a), implican la siguiente proposi-
ción.

Proposición 2 Si "�
 = 1; y la tasa de crecimiento de las dotaciones
(�j) es creciente, entonces la partición de equilibrio es tal, que el tamaño de
las coaliciones de los agentes más ricos es inferior al de los agentes pobres:

1. Si �j es constante, i.e. �j = �;8j; entonces n0;ph = n0;ph+1 ; 8h 2
f1; :::; J � 1g :
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2. Si �j es una función creciente de las dotaciones, i.e. @�i@i � 0;8i; en-
tonces n0;ph � n0;ph+1 ; 8h 2 f1; :::; J � 1g :

3. Si �j es una función decreciente de las dotaciones, i.e. @�i@i � 0;8i;
entonces n0;ph � n0;ph+1 ; 8j 2 f1; :::; J � 1g :

�i �
!i
!i�1

�
Esta proposición indica que si el grado de heterogeneidad entre los agentes

aumenta con el grado de riqueza, entonces las coaliciones de los agentes más
ricos serán más pequeñas que las de los agentes pobres.

Con el objeto de analizar el efecto de la desigualdad sobre la segmentación
se comparan dos sociedades en la que una de ellas tiene mayor grado de het-
erogeneidad en la dotación de factores, en donde el grado de heterogeneidad
se mide por la tasa de crecimiento del ingreso para cada uno de los índices
i :

De�nición Una sociedad I2 está más segmentada que la I1 si su
número de coaliciones (J2) es superior al de I1:

De�nición Grado de Heterogeneidad de la sociedad: Si una so-
ciedad L2 tiene tasas de crecimiento de las dotaciones

�
�2i
�
superiores a las

de la sociedad L1 para cada uno de los índice i

�2i > �
1
i ; 8i;

entonces se dice que dicha sociedad es más heterogénea.�
Suponga dos sociedad I1 y I2 de�nidas por curvas de Lonrenz F1 and F2

tales que las tasas de crecimiento de las dotaciones (pendiente de la curva
de Lorenz ) tienen tiene una relación monotónica con el índice (porcentaje
acumulado de la población). En este caso se puede demostrar una relación
directa entre el grado de heterogeneidad de las dotaciones y nivel de seg-
mentación de la sociedad.

Para seguir analizar el efecto de la desigualdad sobre el grado de seg-
mentación de la sociedad es conveniente utilizar el supuesto "�
 = 1: Si
este supuesto se veri�ca, la elasticidad de sustición entre bien público y el
tamaño de la coalición se puede escribir de la siguiente manera

�j
�
F (i)� F

�
i� nj0;i

�
; nj0;i

�
=
h
F (i)� F

�
i� nj0;1

�i
z
�
nj0;1

�
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La condición de equilibrio (47b) se puede escribir de la siguiente manera

1 =
F (i)� F

�
i� nj0;i

�
f
�
i� nj0;i

� z
�
nj0;i

�
:

Por otro lado, la condición de segundo orden implica que, en el equilibrio, el
lado derecho de la ecuación es una función creciente de la talla de la coalición
. Esta ecuación se puede reescribir para evidenciar el papel de las tasas de
crecimiento del ingreso �i :

1 =
F (i)� F

�
i� nj0;i

�
f
�
i� nj0;i

� z
�
nj0;i

�
= z

�
nj0;i

�Z n0;i

0
e
R i�n0;i+v
i�n0;i

�mdm
dv: (51)

Ahora comparemos dos sociedas tales que la tasa de crecimiento del
ingreso de una de ellas es superior a la de la otra, para cada uno de los
agentes i: Es decir, �1m < �

2
m; para todo m; en donde el superíndice sobre la

variable �;denota la sociedad a la que pertenece el individuo. En este, caso
la sociedad 2 es más heterogénea que la uno.

Es fácil veri�car que si se parte del mismo agente pivote i = p; la expre-
sión Z n0;p

0
e
R p�n0;p+v
p�n0;p

�2mdmdv

para la sociedad 2 es superior a la de la sociedad 1Z n0;p

0
e
R p�n0;p+v
p�n0;p

�1mdmdv

Dada esta desigualdad, para que se cumpla la ecuación (51) en las dos so-
ciedades, se requiera que la talla de la coalición en la sociedad dos sea inferior
a la de la uno. Como esta condición se veri�ca para cada uno de los agentes
de la sociedad, entonces, el número de coaliciones en la sociedad dos debe ser
menor o igual que en la sociedad uno. Dado que la primera coalición de las
dos sociedades comienzan con el agente más rico, necesariamente el tamaño
de la primera coalición de la sociedad más segregada es más pequeño, y por
lo tanto el índice del agente pivote de la segunda coalición en la sociedad
dos es superior al del agente pivote en la sociedad uno. Para ver que sucede
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con las demás coaliciones veamos como depende el índice del agente pivote
de la segunda coalición de cada sociedad en función del índice del agente
pivote de la primera coalición.

Para esto, derivemos totalmente la ecuación (49c) para deducir la sigu-
iente relación entre ph y ph+1

dph+1
dph

=
�1f (ph) + �2

f 0 (ph) + �1f (ph) + �2
> 0

Esta derivada es positiva debido a que la condición de segundo orden
implica �1f (ph) + �2 > 0: De lo anterior podemos deducir que el índice del
segundo agente pivote de la sociedad 2 en la seguanda coalición es nece-
sariamente superior al de la sociedad uno, y repitiendo el análisis lo mismo
podemos decir de los índices de la tercera, cuarta y demás coaliciones. Esto
implica que en la segunda sociedad necesariamente hay, o el mismo número
de coaliciones, o un número superior de ellas.

Proposición 3 Una sociedad más heterogénea no puede ser más
segmentada que una con mayor grado de homogeneidad. Es decir, decir las
sociedades más heterogéneas tienen un número de coaliciones igual o superior
a las más homogéneas.

El modelo realizado en la presente sección permite caracterizar la parti-
ción de equilibrio y estudiar el efecto de la desigualdad en el ingreso sobre
el grado de segmentación de la sociedad. Se encontró que la talla de las
coaliciones de los agentes más pobres depende de su grado de heterogenei-
dad entre ellos mismo, y lo propio sucede con las coaliciones de los agentes
más ricos. Además, se pudo demostrar que un incremento en el grado de
desigualdad reduce el tamaño de las coaliciones, aumentando el grado de
segmentación.

4. Equilibrio con libre movilidad

La metodología presentada en la anterior sección puede ser utilizada para
un número relativamente alto de modelos. Sin embargo, también existe un
un conjunto importante de modelos, en los que no se cumple la condición
de coincidencia en la manera de ordenar las preferencias. En la presente
sección se muestra una adaptación de la metodología desarrollada por Jehiel
y Scotchmer (1997) al conjunto de modelos de tipo hedónicos, en los que los
agentes ordenan las coaliciones de manera diferente, pero cumplen con la
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hipótesis de preferencias intermedias. Este tipo de análisis se puede aplicar
cuando las coaliciones se diferencian por dos variables. Por ejemplo, el elector
mediano y el tamaño de la coalición, la riqueza total y el elector mediano, etc.
Se escogió como modelo prototípico, uno en el cual el bien público se �nancia
con una contribución igualitaria, y los agentes votan sobre la cantidad de
bien público producido dentro de la coalición.

4.1. El modelo

En la sección (2.2.1) se encontró que la función de utilidad indirecta de
un juego en el que las contribuciones se �jan por un impuesto de suma �ja
es igual a:

V
j;s
= V

�
!ms

!j
; ns
�
= u

0@1� !m

!j
c(ns)
nsh

c(ns)
ns + '

�
c(ns)
ns

�i ; !m

!jh
c(ns)
ns + '

�
c(ns)
ns

�i
1A

Con este tipo de función de utilidad indirecta es complicado caracterizar
la partición de equilibrio del núcleo. Sin embargo, Westho¤ (1977) y Jehiel y
Scotchmer (1997) han demostrado la posibilidad de encontrar un equilibrio
con libre movilidad cuando hay preferencias intermedias, caso en el cual la
partición de equilibrio está formada por coaliciones consecutivas. De acuerdo
a Jehiel y Scotchmer (1997), la de�nición de equilibrio con libre movilidad
es

De�nición: Una partición �̂ = fŝ1; : : : ; ŝm; : : : ŝJg es un equilib-
rio con libre movilidad si para todo ŝm y ŝm

0
de la partición y para todo

j 2 ŝm; V jŝm � V jŝ
m0
; 9b > 0 tal que para cada par ŝm y ŝm

0
en la par-

tición y para cada intervalo B � ŝm
0
con tamaño nB < b; 9j�B tal que

V j(ŝ
m[B) < V

j
�
ŝm

0�
; V j(ŝ

m) > V j ; en donde V jŝ
m
es la utilidad del agente

j que pertenece a la coalición de equilibrio ŝm; nBes el tamaño del intervalo
B; V j(ŝ

m[B) es la utilidad del agente j perteneciente al grupo formado por
la unión entre ŝm y B (ŝm [ B), V j es la utilidad de un agente que forma
una coalición el solo.�

Esta de�nición de equilibrio con libre movilidad se adapta a los modelos
con un continuo de agentes. A diferencia del concepto del núcleo, no se
consideran todos las posibles desviaciones existentes. El concepto de libre
movilidad se re�ere a desviaciones individuales. Existe equilibrio con libre
movilidad si ningún agente desea salir de la coalición a la que pertenece para
permanecer sólo o entrar a alguna otra coalición existente. Sin embargo,
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dado que tenemos un continuo de agentes, y se quiere que cada agente tenga
un efecto no nulo en la coalición hacia la coalición que emigra, se habla
de desviaciones de un intervalo B; cuyo tamaño puede ser arbitrariamente
pequeño (la variable b puede tomar valores muy pequeños). Esta es la manera
estándar de trabajar el concepto de equilibrio con un continuo de agentes.

Para caracterizar el equilibrio con libre movilidad se supondrá una fun-
ción de utilidad logarítmica, y costos de congestión inexistentes c (ns) = 1 :

u

�
!j � G

sc (ns)

ns
; Gs

�
=

�
!j � G

sc (ns)

ns

��
[Gs]1�� ; 0 < � � 1=2

caso en el cual '
�
c(ns)
ns

�
= �

1��
1
ns ; y la función de utilida indirecta se con-

vierte en

V
j;s
= V

�
!ms

!j
; ns
�
=

�
1� [1� �] !

ms

!j

�� �
[1� �] !

ms

!j
ns
�1��

(52)

Se supone que un agente que no pertenece a ninguna coalición tiene una
utilidad a cero (V

j
= 0): Con esta función de utilidad es fácil demostrar que

las preferencias son10 intermedias, las cuales se de�nen en nuestro juego de
la siguiente manera:

De�nición Preferencias Intermedias en juegos hedónicos: Se dice
que existen preferencias intermedias en un juego hedónico si

9j; j0; j � j0�V j;s � V j;s
0
; V

j0;s � V j
0;s0 ) (53)

V
|̂;s � V

|̂;s0
; 8|̂; j � |̂ � j0

�
Esta de�nición indica que si dos agentes pre�eren una coalición s0 a la

s; entonces todos los agentes con una riqueza intermedia entre estos dos,
también lo pre�eren. Al tomar las preferencias descritas en la ecuación (52),
se puede ver que estas implican

V
j;s � V

j;s0 ) !j

241� "!ms0ns0
!msns

# 1��
�

35 � [1� �] h!ms � !ms0i "!ms0ns0
!msns

# 1��
�

V
j0;s � V

j0;s0 ) !j
0

241� "!ms0ns0
!msns

# 1��
�

35 � [1� �] h!ms � !ms0i "!ms0ns0
!msns

# 1��
�

:

10Este supuesto se hace para excluir la posibilidad de equilibrios múltiples.

37



Para analizar estas ecuaciones se toman dos posibles casos: en primer lugar
!ms0ns

0

!msns � 1; lo cual implica

!j0 � !bj � !j � (1� �)
�
!ms � !ms0

� h
!ms0ns

0

!msns

i 1��
�

1�
h
!ms0ns0

!msns

i 1��
�

;

cumpliéndos la condición de preferencias intermedias. Por otro lado, es

posible que !ms0ns
0

!msns � 1; en cuyo caso

!j � !bj � !j0 � (1� �)
�
!ms � !ms0

� h
!ms0ns

0

!msns

i 1��
�

1�
h
!ms0ns0

!msns

i 1��
�

;

con lo cual se demuestra la existencia de preferencias intermedias.

Proposición 4 Los agentes tienen preferencias intermedias en los
juegos hedónicos cuya función de utilidad indirecta esta descrita por la ecuación
(52)

Dado que nos interesa caracterizar la partición de equilibrio, las demostra-
ciones de la presente sección se concentraran en encontrar condiciones nece-
sarias para poder identi�car el efecto de la desigualdad sobre la partición de
equilibrio. En primer lugar, se puede demostrar que la partición de equilibrio
es consecutiva puesto que las preferencias son intermedias. Para hacerlo, se
considera cualquier partición �̂ de equilibrio no consecutiva, y se demues-
tra que esta no cumple con los requisitos de una partición de equilibrio,
llegándose a una contradicción. Tomemos una coalición s1 2 �̂; y de�namos

!s1 =Min
�
!j ; !j 2 s1

�
!s1 =Max

�
!j ; !j 2 s1

�
:

Como s1 no es un club consecutivo entonces existe un intervalo de agentes
con una riqueza inferior !s1 y superior a !s1 que pertenecen a otra coalición
s2, i.e.

9!j ; !s1 < !
j < !s1 ; !

j 2 s2 2 �̂; s2 6= s1:
Si �̂ fuera una partición de equilibrio, entonces el agente j pre�ere la coalicón
s2 a la s1

V
j;s2 > V

j;s1 : (54)

Además, los agentes con los niveles extremos de riqueza en la coalición s1
pre�eren la coalición s1 a la s2;

V
!s1 ;s1 > V

!s1 ;s2 ; V
!s1 ;s1 > V

!s1 ;s2 ;
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pero esta última desigualdad, unida a la hipótesis de preferencias intermedias
implica

V
!s1 ;s1 > V

!s1 ;s2 ; V
!s1 ;s1 > V

!s1 ;s2 ) V
j;s1 > V

j;s2 ;

lo cual contradice la ecuación (54). Por lo tanto, �̂ no puede ser una partición
de equilibrio.

Proposición 5 Equilibrio consecutivo: Dado que en el modelo existen
preferencias intermedias, el equilibrio es consecutivo�

La consecutividad en nuestro modelo se puede interpretar económica-
mente como segregación económica. Los agentes más pobres tienden a for-
mar coaliciones entre ellos, y los mismo sucede con los agentes más ricos.
Como no sólo queremos deducir la existencia de segregación económica, se
procederá a analizar el efecto de la distribución de la riqueza sobre la par-
tición de equilibrio. Para esto se supondrá una distribución de la riqueza
explicada por la siguiente función:

!j = D
�
�j
��
; 0 � � � 1

en donde �j es el índice del agente, el cual se distribuye de manera uniforme
entre �

�m��n; �m�ax
�
:

El parámetro D capta las unidades de medida del ingreso y su nivel prome-
dio. En efecto, si el nivel promedio del ingreso de la sociedad es igual !T ,
entonces se puede escribir D en función de los índices �m��n; �m�ax; !T :

!T =

Z �m�ax

�m��n
D
�
�j
��
dj = D

�
�m�ax

��+1 � ��m��n��+1
1 + �

)

D =
[1 + �]!T�

�m�ax
��+1 � ��m��n��+1

Es fácil ver que esta distribución del ingreso sería idéntica a la uniforme si
el parámetro � es igual 1: Por otro lado, podemos ver que con la presente
distribución, el ingreso acumulado es igual a

Z �j

�m��n
!
�
�i
�
di = D

Z �j

�m��n

�
�i
��
di = D

h�
�j
��+1 � ��m��n��+1i

1 + �
;
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y el porcentaje de la población zj con un índice inferior a �j es igual

zj =
�j � �m��n

�m�ax � �m��n
:

Con estas ecuaciones se puede construir fácilmente la curva de Lorenz (L)

Lj =

�
zj
�
�m�ax � �m��n

�
+ �m��n

��+1 � ��m��n��+1�
�m�ax

��+1 � ��m��n��+1 :

La curva de Lorenz se desplaza hacia abajo cuando el parámetro � se incre-
menta. Para comprobarlo, basta con derivar con respecto a � y veri�car que
dicha derivada es negativa para todo zj entre 0 y 1 :

@Lj

@�j
< 0,

�
�j
��+1

ln �j �
�
�m��n

��+1
ln �m��n�

�j
��+1 � ��m��n��+1 <

�
�m�ax

��+1
ln �j �

�
�m��n

��+1
ln �m��n�

�m�ax
��+1 � ��m��n��+1 ;

lo cual es cierto puesto, ya que la expresión [
�j]

�+1
ln �j�[�m��n]

�+1
ln �m��n

[�j]
�+1�[�m��n]

�+1 es una

función creciente de �j ; y �m�ax � �j :
El siguiente grá�co muestra el efecto de un incremento del parámetro �

de 0;5 a 0;9: La curva punteada muestra que la curva de Lorenz con el valor
superior del parámetro.

Se puede observar que los niveles superiores de �, implican una curva de
Lorenz dominada por los niveles bajos del mismo parámetro. Por lo tanto,
mayores niveles de � signi�can mayores tasas de desigualdad.

Para poder describir la partición de equilibrio con la distribución del
ingreso analizada, se calcula el ingreso del elector mediano de una coalición
sh. Dada la propiedad de consecutividad de la partición de equilibrio, dicha
coalición es igual a un intervalo (ph�1; ph) ; y el ingreso del elector mediano
es igual a

!mph = D

�
ph�1 + ph

2

��
;

en donde ph es el índice del agente más rico de la coalición h y !mph es la
riqueza del elector mediana de un club cuyo agente más rico es . Dado el
algoritmo para caracterizar la partición de equilibrio utilizado en la presente
sección, ahora nos conviene más indexar las coaliciones en orden creciente.
La coalición correspondiente a h = 1 está asociada a los agentes más pobres,
y el índice de la coalición aumenta con la riqueza de sus miembros.
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Figura 3: Curva de Lorenz

El tamaño de la coalición (nh) es

nh = ph � ph�1

en donde ph representa el individuo pivote de cada una de las coaliciones de
la partición de equilibrio, h = f1; 2 : : : ; Jg ; y J es el número total de clubes.
Reemplazando esta ecuación en la función de utilidad indirecta se obtiene
(52)

V
j;sh =

"
1� [1� �]

�
ph�1 + ph
2ph

��#� "
[1� �]

�
ph�1 + ph
2ph

��#1��
[ph � ph�1]1��

(55)
Dada esta función de utilidad indirecta, y sabiendo que la partición de

equilibrio es consecutiva, a continuación se describen las condiciones que
deben cumplir las particiones de equilibrio con libre movilidad

Proposición 6: Si existe una partición de equilibrio �̂ = fŝ1; : : : ; ŝh; : : : ŝJg
esta puede ser descrita por una secuencia de agentes pivotes fp1; : : : ; ph; : : : pJg;
en donde ŝh = (ph�1; ph) ; y pj veri�can las siguientes propiedades:
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1. a)

p0 = 0; pJ = 1

V
ph;sh+1 � V ph;sh = 0() (56a)

H (ph�1; ph; ph+1) = lnV
ph;sh+1 � lnV ph;sh = 0

H (ph�1; ph; ph+1) = (57)

ln

"
1� [1� �]

�
ph + ph+1
2ph

��#
+ ln

�
ph + ph+1
2ph

�(1��)�
+ ln [ph+1 � ph]1�� � ln

"
1� [1� �]

�
ph�1 + ph
2ph

��#�

� ln
�
ph�1 + ph
2ph

��(1��)
� ln [ph � ph�1]1��

b)
V
ph;sh+1 > 0; V

ph;sh > 0

c)
@H (ph�1; ph; ph+1)

@ph
> 0

�
Esta proposición utiliza la de�nición de la partición de equilibrio con li-

bre movilidad presentada anteriormente. La condición a) aplica la condición
de las preferencias intermedias y la existencia de una partición con coali-
ciones consecutivas. Si el agente más rico de la coalición no es indiferente
entre las dos coaliciones adyacentes, entonces existira un grupo de personas
muy próximas a este que migraran hacia la coalición que les procure may-
or bienestar. La condición b) indica que si la utilidad de un agente en la
coalición no es positiva, este formará puede permanecer sólo.

Sin embargo, no basta con la igualdad en la utilidad de las dos coaliciones.
La condición c) aplica el principio de la estabilidad, el cual implica que si
un intervalo pequeño de agentes migra hacia la nueva coalición, su ingreso
no aumenta. Es posible que la utilidad de las dos coaliciones sea la misma,
pero que cuando el agente pivote migre hacia la otra coalición, la utilidad de
esta última aumente, y la de la original disminuya. Si esto sucediera dicha
coalicón no podría pertenecer a la partición de equilibrio.
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4.2. Estabilidad del equilibrio

Para estudiar en detalle la condición de estabilidad, reescribamos la
ecuación (56a) de la siguiente manera

H (ph�1; ph; ph+1) = V
a
�

h+1

�
� V b (
h) = 0 (58)

V a
�

h+1

�
= ln

("
1� [1� �]

�
1 + 
h+1

2

��#� �1 + 
h+1
2

��(1��) �

h+1 � 1

�1��)
(59)

V b (
h) = ln

8<:
241� [1� �]"1 + 1


h

2

#�35� "1 + 1

h

2

#�(1��) �
1� 1


h

�1��9=; ;
(60)

en donde

h+1 = ph+1=ph; 
h = ph=ph�1

de�ne la razón entre los índices de los agentes pivotes. Supongamos dos
coaliciones adyacentes (ph�1; ph), y tomemos los agentes ph+1 y ph�1 como
dados. En este caso, podemos de�nir la variable #h+1 como la multiplicación
entre ph+1 y ph�1

#h+1 �
ph+1
ph�1

= 
h+1
h: (61)

Es claro que si ph+1 y ph�1 están dados, entonces #h+1 también lo estaría,
y la función H (ph�1; ph; ph+1) tendría la siguiente forma

H (ph�1; ph; ph+1) = V
a

�
ph+1
ph

�
� V b

�
ph
ph�1

�
(62)

La función V b
�

ph
ph�1

�
es creciente con respecto a ph; mientras que V a

�
ph+1
ph

�
puede ser creciente o decreciente, dependiendo de #h+1; y del grado de de-
sigualdad. A continuación describiremos la forma de dichas funciones.

En efecto, V a
�
ph+1
ph

�
sólo está de�nida para 
h+1 compatibles con un

consumo de bienes privados positivos. Es decir, para la razón del índice de
los agentes pivotes tales que

1� [1� �]
�
1 + 
h+1

2

��
> 0:

En caso contrario la utilidad en el club será cero, y el logaritmo de la mis-
ma menos in�nito. Por lo tanto, dicha coalición no puede pertenecer a la
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partición de equilibrio. Con base en lo anterior, podemos deducir la razón
máxima entre los índices de los agentes pivotes en una partición de equilibrio�

Qh+1

�
:


h+1 < 

Q
h+1 = 2

�
1

1� �

� 1
�

� 1) (63)

1� [1� �]
�
1 + 
h+1

2

��
> 0

Esta ecuación permite deducir el tamaño máximo
�
nQh+1

�
de una coalición

en la partición de equilibrio

nQh+1 = ph+1 � ph =
h

Qh+1 � 1

i
ph; (64)

y la razón máxima en el ingreso de los agentes pivotes
�
{Qh+1

�
{Qh+1 =

!h+1

!h
=

�
ph+1
ph

��
=
�

Qh+1

��
:

Las ecuaciones (63) y (64) permiten establecer la relación existente entre el
tamaño máximo de los coaliciones en las particiones de equilibrio, y el grado
de desigualdad.

Proposición 7: Existe un tamaño máximo de una coalición para
pertenecer a una partición de equilibrio. El valor crítico del tamaño de la
coalición es una función creciente de la riqueza del agente pivote, y dismin-
uye con el grado de desigualdad (�)

Ahora podemos seguir caracterizando la función V a
�
ph+1
ph

�
con el �n

de analizar las condiciones de estabilidad y caracterizar el tamaño de las
coaliciones que pertenecen a la coalición de equilibrio.

Con base en las ecuaciones (59) a (63), se puede construir el grá�co de

V a
�
ph+1
ph

�
en función de ph; tomando ph+1 y ph�1 como dados. Cuando

ph = ph�1; y la distancia entre ph+1 y ph�1 no es muy grande V a
�
ph+1
ph

�
es

igual a

V a
�
ph+1
ph�1

�
=

ln

("
1� [1� �]

�
1 + #h+1

2

��#� �1 + #h+1
2

��(1��)
[#h+1 � 1]1��

)
;,
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1� [1� �]
�
1 + #h+1

2

��
> 0

en donde #h+1 está descrita en la ecuación (61). Por otro lado, es fácil ver,
que si #h+1 es superior a 


Q
h+1

#h+1 > 

Q
h+1 = 2

�
1

1� �

� 1
�

� 1;

entonces la función V a
�
ph+1
ph

�
evaluada en ph = ph�1 estaría inde�nida. En

dicho caso, ph debe ser superior a

ph >
ph+1


Qh+1
, ph
ph�1

= 
h >
#h+1


Qh+1
; (65)

y el logaritmo de la utilidad tiende a menos in�nito cuando ph tiende a
ph+1


Qh+1
.

Por otro lado, el valor de la función V a
�
ph+1
ph

�
tiende a menos in�nito

cuando ph = ph+1 :

V a
�
ph+1
ph+1

�
= ln

n
[�]� [1� �]1�� [1� 1]1��

o
= �1

La derivada de la función V a con respecto a ph es igual a

@V a
�
ph+1
ph

�
@ph

=
@V a

�

h+1

�
@
h+1

@
h+1
@ph

@V a
�
ph+1
ph

�
@
h+1

(66)

=

�

h+1 + 1

	�
1� [1� �]

h

h+1+1

2

i��
�
�

h+1 � 1

	
�

�h

h+1+1

2

i�
� 1
�

�
1� [1� �]

h

h+1+1

2

i���

h+1 + 1

	�

h+1 � 1

	
donde

@
h+1
@ph

= �

h+1
ph

;
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y por lo tanto

@
h+1
@ph

= �
@V a

�
ph+1
ph

�
@
h+1


h+1
ph

(67)

En el límite inferior de la coalición, dicha derivada es igual a

@V a
�
ph+1
ph

�
@ph

=

�
f#h+1 + 1g

�
1� [1� �]

h
#h+1+1

2

i��
� f#h+1 � 1g�

�h
#h+1+1

2

i�
� 1
�

�
1� [1� �]

h
#h+1+1

2

i��
f#h+1 + 1g f#h+1 � 1g

#h+1
ph

cuando #h+1 < 
Qh+1; y tiende in�nito cuando #h+1 > 
Qh+1; y ph tiende a
ph+1


Qh+1
:

En el límite superior de la coalición ph = ph+1; la derivada
@V a

�
ph+1
ph

�
@ph

tiende a menos in�nito (ver ecuación 66).
Con la ecuación (66) y (68) se puede deducir el valor de ph que hace la

derivada de
@V a

�
ph+1
ph

�
@ph

igual a cero (pach )

@V a
�
ph+1
ph

�
@ph

= 0, pach =
ph+1

ach+1

;

en donde la variable 
ach+1 está de�nida implicitamente por(
1� [1� �]

�

ach+1 + 1

2�

��)
=

�

ach+1 � 1

	�

ach+1 + 1

	�(�
ach+1 + 1
2�

��
� 1
)
, (68)

�

ach+1 + 1

2

��
=

�

ach+1 + 1

�
+
�

ach+1 � 1

�
��


ach+1 + 1
�
+
�

ach+1 � 1

�
� � �

�
1 + 
ach+1

�
Con base en esta función y la ecuación (66), se puede deducir que la

derivada segunda de la función V a
�
ph+1
ph

�
evaluada en su punto crítico es

negativa:

@2V a
�
ph+1
ph

�
@p2h

� 0,
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� �
(�

ach+1 + 1

2

��
� 1
)
�
�

ach+1 � 1

	
�2
�

ach+1 + 1

2

���1 1
2

+

(
1� [1� �]

�

ach+1 + 1

2

��)
� (1� �)�

�

ach+1 + 1

2

��
= �

"

ach+1 � 1�

ach+1 + 1

� � 1#(�
ach+1 + 1
2

��
� 1
)
�
�

ach+1 � 1

	
�2
�

ach+1 + 1

2

���1 1
2

� (1� �)�
�

ach+1 + 1

2

��
< 0;

en donde la igualdad del lado izquierdo de esta última ecuación se encontró
reemplazando la expresión

1� [1� �]
�

ach+1 + 1

2�

��
;

por el valor correspondiente en la ecuación (68). La desigualdad del lado
derecho de la ecuación es evidente, dado que el primer término de esta
ecuación es negativo, y el segundo es positivo.

De esta manera queda demostrado que siempre que la derivada de la
función V a es nula, su segunda derivada es negativa. Por lo tanto, esta
función tiene un único máximo.

El análisis anterior nos permite dibujar la grá�ca de la función V a
�
ph+1
ph

�
;

para los dos casos posibles11. En el primero, la relación ph+1
ph

es inferior al

nivel crítico #h+1 < 
Qh+1: Este esta representado por la curva con línea

continua, y el caso #h+1 > 

Q
h+1 por la línea punteada.

Ahora se mostrara las propiedades de la función V b
�

ph
ph�1

�
representada

por la ecuación (60). Es fácil veri�car que el valor de dicha función tiende a
menos in�nito cuando el agente pivote tiende al límite inferior de la coalición
ph = ph�1; y cuando tiende al límite superior ph = ph+1 el valor de la función
es

V b
�
ph+1
ph�1

�
= ln

8<:
241� [1� �]"1 + 1

#h+1

2

#�35� "1 + 1
#h+1

2

#�(1��) �
1� 1

#h+1

�1��9=; :
11El grá�co se construyo en Mapple suponiendo � = 0;9; � = 0;4; ph�1 = 1; ph+1 = 2;5

en el primer caso y ph+1 = 4 en el segundo.
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Si la razón #h+1 tiende a in�nito, dicha función es igual a

ln

(�
2� � [1� �]

��
2�

)
:

Por otro lado, la derivada de la función V b
�
ph+1
ph

�
es igual a

@V b
�

ph
ph�1

�
@ph

=
@V b (
h)

@
h

@
h
@ph

;

en donde @
h
@ph

= 1
ph�1

; y

@V b (
h)

@
h
= (69)n


h+1

h

o�
2� � [1� �]

h
1

h
+ 1
i��

�
n

h�1

h

o
�

�
2� �

h
1

h
+ 1
i��

�
2� � [1� �]

h
1

h
+ 1
i��n1+
h


h

on

h�1

h

o 1

(
h)
2
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Esta función siempre es creciente y cóncava, dado que se supuso � inferior
a uno12. Al comparar las ecuaciones (69) ; se establece las siguiente relación

entre las funciones V b
�

ph
ph�1

�
y V a

�
ph+1
ph

�
@V b (
h)

@
h
= �

@V a
�
1

h

�
@
�
1

h

� 1

(
h)
2 :

Se puede gra�car el equilibrio a través de las dos curvas V a y V b descritas
anteriormente. Dicho equilibrio se presenta en donde se cruzan las dos curvas.
Sin embargo, cuando #h+1 > 
Qh+1; existen dos puntos de equilibrio, uno
de los cuales es inestable. En la siguiente �gura se puede observar que el

equilibrio inferior es estable porque la curva V a
�
ph+1
ph

�
corta a la V b

�
ph+1
ph

�
por debajo, lo cual implica

@H (ph�1; ph; ph+1)

@ph
=
@V a

�
ph+1
ph

�
@ph

�
@V b

�
ph
ph�1

�
@ph

> 0 (70)

En efecto, puesto que
@V b

�
ph

ph�1

�
@ph

siempre es positivo, la derivada
@V a

�
ph+1
ph

�
@ph

también debe ser positiva para que se veri�que la condición de la ecuación
(70).

La diferencia entre las dos curvas

H (ph�1; ph; ph+1) = V
a

�
ph+1
ph

�
� V b

�
ph
ph�1

�
se puede dibujar a partir de las funciones V a y V b: Dicha función tiene la
siguiente la forma descrita por el siguiente grá�co, en donde el equilibrio es-
table corresponde al punto inferior, en el cual la derivada deH (ph�1; ph; ph+1)
con respecto a ph es positiva.

Cuando la razón entre el índice ph+1 y ph+1 es pequeña #h+1 < 

Q
h+1, la

función V a está de�nida en ph = ph�1; y la utilidad en dicho punto es �nita.

12También se puede veri�car que la función V b es globalmente cóncava si se supone
� < 1: Para esto es más sencillo reescribir la función V b de la siguiente manera

ln

"
(
h)

� � [1� �]
�
1 + 
h
2

��#�
+ ln

�
1 + 
h
2

��(1��)
+ ln

�
1� 1


h

�1��
� ln (
h)

�
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Figura 5: Equilibrio con funciones V a y V b
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El siguiente grá�co presenta el análisis del equilibrio para el caso en el
que #h+1 < 


Q
h+1: En él, se puede observar que las dos curva sólo se cortan

una vez, y por lo tanto, el equilibrio es inestable. En efecto, la función V b

esta por debajo de V a para valores pequeños de ph. Las curvas comienzan
a acercarse hasta que se cortan, punto en el cual el equilibrio es inestable.
Esto se explica por el hecho de que si la curva V b corta la curva V a por
debajo, es porque su derivada es superior a la de esta última.

Se puede decir entonces que si existen dos coaliciones adyacentes, y la
razón entre el agentes más rico de la primera coalición y la segunda coalición
es más pequeña que un cierto nivel critico, no es posible encontrar un punto
de equilibrio intermedio entre las dos. Si en la sociedad sólo existieran dos
coaliciones, una de las dos desaparecería, presentándose una solución de
esquina. Todos los agentes se integrarían en una coalición más grande. En
el caso general, o se forman nuevas coaliciones, o las dos se integran en una
sola. Esto nos permite encontrar una condición su�ciente para la existencia
de una partición de equilibrio compuesta de una sola coalición, a la que
llamaremos la gran coalición.

Proposición 8: La partición de equilibrio es igual a la gran coali-
ción �̂ =

�
�m��n; �m�ax

�
cuando
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�m�ax

�m��n
� 
Q = 2

�
1

1� �

� 1
�

� 1;

o de manera equivalente

!m�ax

!m�ax
� {Q =

�

Q
��

�
Si se cumple la condición descrita en la proposición 5, no puede existir

más de una coalición en la sociedad, ya que para cualquier par de coaliciones
adyacentes que tomemos ph+1ph�1

� 
Q; lo cual es incompatible con el equilibrio.
Por otro lado, si todos los agentes pertenecen a la gran coalición, ninguno
tendría interés en formar nuevas coaliciones, ya que la utilidad sería positiva,
y cualquier persona, o intervalo pequeño de agentes, que desvíe obtendrá una
utilidad inferior.

Esta proposición muestra que una sociedad no segmentada requiere de
un alto grado de igualdad entre los agentes. En el caso extremo en el que
existe perfecta igualdad � = 0; se tendría la gran coalición.
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En el caso contrario �m�ax

�m��n
� 
Q; podría existir más de una coalición en la

partición de equilibrio. A continuación se presenta un procedimiento grá�co
para construir, de manera recursiva, la partición de equilibrio con base en
las ecuaciones (57), (59), (60) y (62), aplicando las condiciones descritas en
la proposición (6), y las de�niciones de las funciones V a y V b:

4.3. Algoritmo para caracterizar el equilibrio

Las condiciones de equilibrio establecen una relación entre las variables
ph�1; ph; ph+1; de tal manera que el equilibrio está descrito por una
ecuación implícita diferencial de segundo orden. Sin embargo, Jehiel y Scotch-
mer (1997) construyeron un modelo particular en el que dicha ecuación difer-
encial de segundo orden se puede transformar, llegando a una ecuación difer-
encial de primer orden que describe la riqueza de los agentes pivotes. En el
caso de nuestro modelo se procede de una manera similar.

Anteriormente mostramos que el equilibrio está descrito por la siguiente
igualdad

H (ph�1; ph; ph+1) = V
a

�
ph+1
ph

�
� V b

�
ph
ph�1

�
= 0

en donde V a
�
ph+1
ph

�
está de�nido por las ecuaciones las ecuaciones (5) y (6)

que repetimos acá por comodidad

V a
�

h+1

�
= ln

("
1� [1� �]

�
1 + 
h+1

2

��#� �1 + 
h+1
2

��(1��) �

h+1 � 1

�1��)

V b (
h) = ln

8<:
241� [1� �]"1 + 1


h

2

#�35� "1 + 1

h

2

#�(1��) �
1� 1


h

�1��9=; ;
Es claro que estas tres ecuaciones permiten escribir, implicitamente, la razón

h+1 =

ph+1
ph

en función de la del índice anterior

H (ph�1; ph; ph+1) = 0, V a
�

h+1

�
= V b (
h))


h+1 = (V
a)�1

�
V b (
h)

�
;

en donde (V a)�1 representa la función inversa de V a:
Anteriormente se dibujó V a y V b en función del índice del agente pivote

ph: Sin embargo, para describir la secuencia de razones de los agentes pivotes
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en el equilibrio, no se considera la relación ph+1=ph�1 como una variable
dada, sino que se toma 
h como un dato, y se encuentra 
h+1: La derivada
@
h+1=@ph = �
h+1=ph implica una forma de la grá�ca que describe a
V a
�

h+1

�
en función de 
h+1; simétrica a la de 
h+1 en función de ph:

Cuando ph toma su valor mínimo ph = ph�1; la variable 
h+1 toma su
valor máximo 
h+1 = ph+1=ph�1: Puesto que la forma del grá�co de 
h+1 en
función de ph se construyó con base en la función V a

�

h+1

�
; no repetiremos

acá el análisis. Basta con decir que el punto inicial de una función es igual
al �nal de la otra, y que en el tramo en el que la una es creciente, la otra
será decreciente.

De la misma manera procederemos con la V b (
h) : Sin embargo el punto
inicial y �nal de las dos funciones son los mismos. Cuando toma su valor mín-
imo ph = ph�1; también lo hace la variable 
h; puesto que 
h = ph=ph�1 = 1:
Además, V b (
h) es una función creciente de 
h y de ph porque @
h=@ph =
1=ph�1:

Estas dos funciones se muestran en el el grá�co 9. El eje vertical mide
la utilidad relativa de una coalición. En el eje horizontal se incluyen dos
variables: por un lado 
h para deducir la utilidad V

b (
h) correspondiente
a cada nivel especí�co de la variable 
h escogido. Como sabemos que dicha
utilidad debe igualarse a la V a

�

h+1

�
; también se dibuja en el mismo grá�co

dicha función. Dada la igualdad V b (
h) = V
a
�

h+1

�
; y conociendo la forma

de la función V a
�

h+1

�
se deduce el nivel de la razón 
h+1 correspondiente a

cada nivel especí�co de 
h: En grá�co se escoge un 
1 inicial arbitrario, y se
deduce su nivel de utilidad proyectando verticalmente 
1 sobre la curva V

b:
Este nivel de utilidad se proyecta horizontalmente sobre la curva V a; y al
tocar esta última curva, se puede identi�car el nivel de 
h+1 correspondiente
al segundo grupo (en este caso 
2). Como dijimos anteriormente existen dos
equilibrio posibles, uno de los cuales es inestable.El estable corresponde a
aquel en que ph es menor, o lo que equivalente a un 
h+1 más elevado. Por
lo tanto, se debe proyectar hacia el 
h+1 situado más a la derecha. Este
nivel de 
2 encontrado se puede tomar como el 
h; para identi�car el 
3; de
manera similar a la anterior. Es decir, proyectando, primero verticalmente
sobre la curva V b; y luego horizontalmente sobre la V a:

Este procedimiento permite costruir una secuencia de 
h. Es claro que
si la utilidad representada por la curva V a

�

ach+1

�
en su nivel máximo es

inferior a la utilidad representada por la curva V b
�

Qh+1

�
; evaluada en la

máxima razón posible entre el índice de los agentes pivotes
�

Qh+1

�
, entonces

la secuencia de razones 
h convergerá hacia un nivel 

�
h:
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 de equilibrio

Por lo tanto, una condición necesaria para la existencia del equilibrio es

V a
�

ach+1

�
� V b

�

Qh+1

�
< ln

(�
2� � [1� �]

��
2�

)
;

en donde V a
�

ach+1

�
y V b

�

Qh+1

�
están de�nidos por las ecuaciones (63) y

(68). Las expresiones de la derecha de la desigualdad se introducen porque

las propiedades de la función V b
�

Qh+1

�
implican una función creciente con

un límite superior igual a

ln

(�
2� � [1� �]

��
2�

)
:

La secuencia de razones 
h debe cumplir con la condición adicional de
que la multiplicación de todos ellos sea igual a la razón entre el � mínimo y
máximo de la sociedad

�m�ax

�m��n
=

JY
h=1


h (71)
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Dado un 
1 inicial, se debe veri�car que la secuencia de 
h cumpla con
esta última condición.

A continuación se analizan las propiedades de esta secuencia. En primer
lugar es fácil deducir que la razón 
h+1 es una función decreciente de 
h;
para lo cual podemos retomar la ecuación (58):

H(
h; 
h+1) = V
a
�

h+1

�
� V b (
h) = 0

En el análisis de estabilidad se escogía un ph; tomando la relación #h+1 =
ph+1=ph�1 = 
h+1
h como dada. Nótece que si se toma esta última relación
como dada, al escoger un ph, al mismo tiempo se está seleccionando un 
h:
Dada la de�nición de #h+1; la variable 
h+1 = #h+1=
h; y: por lo tanto la
condición de equilibrio se puede escribir de la siguiente manera

H(
h; 
h+1;#h+1) = V
a

�
#h+1

h

�
� V b (
h) = 0; (72)

@H(
h; 
h+1;#h+1)

@
h
= �

@V a
�
#h+1

h

�
@
h+1

#h+1

[
h]
2 �

@V b (
h)

@
h
> 0: (73)

Puesto que ya se demostró que @V b (
h) =@
h > 0; está última ecuación

implica @V a
�
#h+1

h

�
=@
h+1 < 0; lo cual coincide con el análisis grá�co que

hicimos anteriormente. Por otro lado derivando totalmente la ecuación (72),
podemos el signo de la relación entre 
h+1 y 
h :

H(
h; 
h+1;#h+1) = 0)

@V a
�

h+1

�
@
h+1

d
h+1
d
h

� @V
b (
h)

@
h
= 0)

@V a
�
#h+1

h

�
=@
h+1 < 0)

d
h+1
d
h

=

@V b(
h)
@
h

@V a(
h+1)
@
h+1

< 0: (74)

La variable 
h+1 debe ser una función decreciente de 
h para que se
cumpla la condición de estabilidad del equilibrio.

La ecuación (72) también nos permite establecer la relación entre la vari-
able #h+1 y 
h: En efecto al derivar totalmente esta ecuación encontramos24�@V a

�
#h+1

h

�
@
h+1

#h+1

[
h]
2 �

@V b (
h)

@
h

35+ @V a
�
#h+1

h

�
@
h+1

d#h+1
d
h

= 0)
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d#h+1
d
h

=

@V a
�
#h+1

h

�
@
h+1

+
@V a

�
#h+1

h

�
@
h+1

#h+1
[
h]

2 +
@V b(
h)
@
h

> 0

El signo de esta última ecuación se deduce de las (73) y (74). Por lo tanto,
si la relación entre 
h+1 y 
h se puede describir a través de una función im-
plicita g (
h) ; las propiedades de esta función están descrita por la siguiente
proposición

Lema La relación entre #h+1; 
h+1 y 
h está descrita por una
función g (
h) ; tal que


h+1 = g (
h) ; #h+1 = 
hg (
h)

@g (
h)

@
h
< 0;

@#h+1
@
h

= g (
h) + 
h
@g (
h)

@
h
> 0:

�
Matemáticamente la secuencia de valores de 
h está de�nida por la sigu-

iente función compuesta gk (
h) :


2 = g (
1)


3 = g2 (
1) = g � g (
) = g (g (
)) ;

4 = g3 (
1) = g � g2 (
1)

...


k+1 = gk (
1) = g � gk�1 (
1)

Dado el signo de la derivada @
h+1=@
h; y el análisis grá�co, la función
gk (
1) converge hacia el punto en el que se intersectan las curvas V

a
�

h+1

�
y V a

�

h+1

�
:

Si tomamos las primeras k coaliciones, la razón entre el índice del agente
pivote de la coalición k y el índice del agente más pobre de la sociedad es
igual a

pk
p0
= 
1

kY
h=2


h

Esta última relación se puede escribir en término de las funciones compuestas

pk

�m��n
= 
1

k�1Y
h=2

gk (
1) :
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Esta última relación es una función creciente de 
1 dada la relación creciente
#h+1 = 
hg (
h) y 
h: Por lo tanto, si se incrementa la talla de la primera
coalición, o de manera equivalente, se aumenta la relación (
1) entre el
primer agente pivote y el agente más pobre, todas las coaliciones deberán
cambiar y la relación entre el agente pivote de la coalición k y el agente más
pobre también se incrementa. Dada esta relación monotónicamente creciente
entre 
1 y

pk
�m��n

; existe un única relación 
1 que garantiza la condición (71) :
El análisis sobre la secuencia se puede sintetizar en la siguiente proposi-

ción:

Proposición 9 a) La secuencia de 
h en una partición de equilibrio
�uctúa alrededor de un nivel estacionario 
�: Los valores de 
h se alternan
entre niveles superiores e inferiores a 
�. b) Para cada relación �m�ax

�m��n
; y nivel

de desigualdad �; existe un 
1 que genera una secuencia de 
h tal que

�m�ax

�m��n
=

pJ

�m��n
= 
1

J�1Y
h=1


h = 
1

J�1Y
h=2

gh (
1)

c) El número total de coaliciones J se determina endogenamente en el
modelo.�

La secuencia de los 
h depende del nivel inicial 
1 y de la forma de
las funciones V a

�

h+1

�
y V b (
h) ; y estas últimas están determinadas por

los parámetros de la función de utilidad y de la función de distribución. Un
ejercicio interesante consiste en mirar como cambia la forma de dichas curvas
un incremento en el nivel de desigualdad representado por el parámetro �:

El efecto del parámetro � sobre la curva V a se puede establecer derivando
dicha función con respecto a �: Tomando la ecuación (59) se encuentra

@V a
�

h+1

�
@�

=

[1� �]
�
1�

h
1+
h+1

2

i��
ln
h
1+
h+1

2

i
1� [1� �]

h
1+
h+1

2

i� < 0; (75)

la cual es negativa, porque en equilibrio

1� [1� �]
�
1 + 
h+1

2

��
> 0;

1 + 
h+1
2

> 1:

Por lo tanto, la curva V a
�

h+1

�
se desplaza hacia abajo. Por otro lado,

derivando la ecuación (60) se encuentra el efecto del parámetro � sobre la
función V b

�

h+1

�
:
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@V b (
h)

@�
=

[1� �]
"
1�

�
1+ 1


h
2

��#
ln

�
1+ 1


h
2

�
"
1� [1� �]

�
1+ 1


h
2

��# < 0:

Esta derivada es negativa debido a que241� [1� �]"1 + 1

h

2

#�35 > 0; 1 + 1

h

2
< 1:

Por lo tanto las dos curvas se desplazan hacia abajo cuando � aumenta.
El efecto total sobre la forma de las funciones 
h+1 = g (
h;�) ; #h+1 =

hg (
h;�) depende del desplazamiento relativo de estas dos curvas. En efec-
to, derivando totalmente la condición de equilibrio

H(
h; 
h+1;�) = V
a
�

h+1;�

�
� V b (
h;�) = 0;

se encuentra

@V a
�

h+1;�

�
@
h+1

d
h+1
d�

+
@V a

�

h+1;�

�
@�

�
@V b

�

h+1;�

�
@�

= 0)

d
h+1
d�

=

�@V a(
h+1;�)
@� �

�
�@V b(
h+1;�)

@�

�
@V a(
h+1;�)

@
h+1

Puesto que, en equilibrio
@V a(
h+1;�)

@
h+1
< 0; entonces

d
h+1
d�

R 0, �
@V a

�

h+1;�

�
@�

�
 
�
@V b

�

h+1;�

�
@�

!
Q 0,

�h
1+
h+1

2

i�
� 1
�
ln
h
1+
h+1

2

i
1� [1� �]

h
1+
h+1

2

i� R �

"
1�

�
1+ 1


h
2

��#
ln

�
1+ 1


h
2

�
1� [1� �]

�
1+ 1


h
2

�� :
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En el equilibrio también se debe cumplir
@V a(
h+1;�)

@
h+1
< 0; lo cual implica,

de acuerdo a la ecuación (66),�h

h+1+1

2

i�
� 1
�

�
1� [1� �]

h

h+1+1

2

i�� >

�

h+1 + 1

	�

h+1 � 1

	
�
:

Por lo tanto�h
1+
h+1

2

i�
� 1
�
ln
h
1+
h+1

2

i
1� [1� �]

h
1+
h+1

2

i� >

�

h+1 + 1

	�

h+1 � 1

	
�
ln

�
1 + 
h+1

2

�

Adicionalmente la condición
@V b(
h+1;�)

@
h+1
> 0; y la ecuación (69) implican

1 + 
h
[
h � 1]�

>

"
1�

�
1+ 1


h
2

��#

1� [1� �]
�
1+ 1


h
2

�� ;
y por ende

� 1 + 
h
[
h � 1]�

ln

"
1 + 1


h

2

#
> �

"
1�

�
1+ 1


h
2

��#
ln

�
1+ 1


h
2

�
1� [1� �]

�
1+ 1


h
2

�� :

Ahora bien, si demostrásemos que�

h+1 + 1

	�

h+1 � 1

	
�
ln

�
1 + 
h+1

2

�
> � 1 + 
h

[
h � 1]�
ln

"
1 + 1


h

2

#
; (76)

sería claro que�h
1+
h+1

2

i�
� 1
�
ln
h
1+
h+1

2

i
1� [1� �]

h
1+
h+1

2

i� > �

"
1�

�
1+ 1


h
2

��#
ln

�
1+ 1


h
2

�
1� [1� �]

�
1+ 1


h
2

�� )
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d
h+1
d�

< 0:

Para demostrar la desigualdad (76), se reemplaza la identidad 
h+1 = #h+1=
h
en dicha ecuación

f#h+1 + 
hg�

h+1 � 
h

	 �ln �#h+1 + 
h
2

�
� ln 
h

�
> � 1 + 
h

[
h � 1]
ln

��
1 + 
h
2

�
� 
h

�
:

Con un poco de algebra es fácil veri�car que dicha desigualdad se cumple,
con lo cual se completa la demostración.

La derivada de #h+1 = 
h+1
h; en función de �; se encuentra fácilmente,
ya que conocemos el signo de

�
@V a

�

h+1;�

�
@�

�
 
�
@V b

�

h+1;�

�
@�

!
> 0:

En efecto,

@V a
�
#h+1

h
;�
�

@
h+1

1


h

d#h+1
d�

+
@V a

�

h+1;�

�
@�

�
@V b

�

h+1;�

�
@�

= 0)

d
h+1
d�

=

�@V a(
h+1;�)
@� �

�
�@V b(
h+1;�)

@�

�
@V a

�
#h+1

h

;�
�

@
h+1

1

h

< 0:

El análisis realizado se puede sintetizar en el siguiente lema

Proposición 10 La derivada de las funciones 
h+1 = g (
h;�) y
#h+1 = 
hg (
h;�) con respecto a � es negativa

@g (
h;�)

@�
< 0;

#h+1
@�

= 
h
@g (
h;�)

@�
< 0

�
Conocer el valor de estas derivadas es muy importante porque con ellas

es posible deducir el efecto de un incremento en � sobre la partición de
equilibrio. En efecto, puesto que #h+1@� es negativa, la secuencia de las razones
del índice del agente pivote de la coalición k con respecto al índice del agente
más pobre también disminuye

@
�
pk
�m��n

�
@�

= 
1

k�1Y
h=2

gk (
1) < 0:
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Con baso en lo anterior se deduce que para que se cumpla la condición �m�ax

�m��n
=

pJ
�m��n

= 
1
QJ�1
h=1 
h; debe aumentar el número de coaliciones de equilibrio,

o aumentar el tamaño de la primera coalición 
1: En cualquiera de los dos
casos el tamaño de los clubes se homogeniza debido al signo de la derivada
@g(
h;�)
@� < 0:
El efecto de la desigualdad sobre la partición de equilibrio se puede sin-

tetizar a través de la siguiente proposición

Proposición 11 Un incremento en el grado de desigualdad medido
por el parámetro � tiene los siguientes efectos: a) la relación entre las ra-
zones 
h+1 y 
h disminuye, lo cual implica que el tamaño de los clubes se
homogeniza y b) el número de coaliciones es mayor o igual al inicial.

El análisis realizado en esta sección nos perimitió mostrar la posibilidad
de generalizar el modelo de Jehiel y Scotchmer (1997, 2001), que los au-
tores habían aplicado a un caso muy restrictivo, con el �n de poder obtener
una solución explícita. Esta generalización se puede aplicar a un conjunto
conjunto de problemas que no necesariamente tiene una solución explícita,
y que permiten analizar las interrelaciones entre desigualdad y segregación
social, cuando se supone un equilibrio con libre movilidad.
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