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Resumen

La existencia de memoria de largo plazo en lagsdimancieras implica que los retornos
de un activo hoy pueden tener incidencia sobredtnos futuros, incluso mas alla del
corto plazo. En presencia de dicha memoria el boté&zde inversion elegido puede resultar
en diferentes condiciones de riesgo para el inmeistia. Peters (1989 y 1992), Mandelbrot
(1972), Ledn y Vivas (2010), entre otros, encuenegeidencia de dependencia de largo
plazo de las series de tiempo financieras y muesug principales implicaciones. Este
documento se ocupa de extender el analisis al elssuguesto de neutralidad del horizonte
de tiempo en el CAPM, estimando el efecto cuantdale la existencia de dependencia de
largo plazo en este modelo segun lo desarrollad@peene y Fieltz (1980). Los resultados
para una muestra de acciones colombianas y estddogas muestran que la distribucion
de la medida del riesgo sistémico en el modeldheth, es estadisticamente diferente
cuando se incorpora el efecto de dependencia de [aazo; por lo tanto, los retornos
esperados de estas acciones cambian. En el memadmbiano se observa una
sobreestimacion del beta cuando no se realizausteapropuesto, mientras que en las
acciones estadounidenses analizadas el beta sijusté se encuentra subestimado. En
cuanto a los retornos esperados, estos son satma&das al no tener en cuenta el ajuste por
dependencia de largo plazo, tanto en las accior@embianas como en las
estadounidenses.
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l. Introduccién

El Capital Asset Pricing Mode(CAPM), desarrollado por Treynor, Sharpe, Lintiyer
Mossin en los afios 60s, es uno de los pilares deolda financiera moderna y fue el
primero en introducir la nocién de riesgo dentraudemodelo de equilibrio general para la
valoracion de activos financieros basandose ewdescteristicas especificas de riesgo de
cada activo (Litterman, 2003). Este modelo, estaedalos programas de ensefianza de
Finanzas Corporativas, ademas de ser ensefiadoaeadamia, es ampliamente utilizado
en la practica. Mandelbrot y Hudson (2004) menaiomae una encuesta realizada por dos
estudiantes de la Universidad de Duke a 392 gevefiteancieros de compafiias
pertenecientes al U.S Fortune 500, mostraba qu&9é8 el 73.5% de los encuestados
estimaban el costo del capital con el CAPM. De foreimilar, en Europa en 2001 el

porcentaje ascendié a 77%.

Sin embargo, pese a su trascendencia y difusiditgtatura contiene numerosos trabajos
gue muestran la invalidez de los supuestos del CA®Mobstante, de acuerdo con Shojai

y Feiger (2009), dicha literatura se concentraangroblemas que pueden ser resueltos

- 3 .
analiticamentey no en aquellos a los que realmente se enfréemareado de capitales.

Uno de esos supuestos que la teoria ha dejadaaleylgue la practica ha ignorado, es que
el CAPM fue creado como un modelo de un solo peripdr lo que i) todos los agentes
tienen el mismo horizonte de inversion vy ii) exiseitralidad en el horizonte de inversion.
Este supuesto recae sobre la independencia seri&bsdretornos, que es uno de los

supuestos fundamentales del movimiento browniano.

Autores como Holton (1992) y Peters (1989) hanltada la importancia del horizonte de
inversion en el estudio de las series financieral®racion de activos y administracién del

riesgo debido a que el riesgo puede variar commtdnte de inversion; como en los casos

% Por ejemplo, el modelo beta-cero de Black (1972) muestra que el CAPM puede seguir siendo valitlo si
un activo libre de riesgo, para lo cual Black iyelwn portafolio con un beta igual a cero. Otrongjl® es la
posibilidad de incorporar impuestos Brennan (1970)
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en los que no hay consistencia temporal de lailidé&d, es decir, cuando la informacion
contenida en la volatilidad de 1 dia puede noglique la de 1 afio. En consecuencia, el
movimiento el movimiento browniano no seria un psm adecuado para describir la

trayectoria de los activos.

La razon por la que no se cumple la consistenoipdeal de la volatilidad es consecuencia
de un fendmeno encontrado inicialmente en las @en@aturales por el fisico H.E. Hurst,
quien anotd que el comportamiento del flujo de adglaio Nilo presentaba dependencia o
memoria de largo plazo. Segun la evidencia, afioaltde(bajo) flujo eran seguidos por
otros de alto (bajo) flujo de agua, de manera qupraceso de memoria de corto plazo no
podia describir este fendmeno. Posteriormente, esm@portamiento también fue
encontrado por Mandelbrot (1972) en las seriesifigaas.

La existencia de memoria o dependencia serial @ lplazo en las series financieras

implica que los retornos de un activo hoy puederertancidencia sobre los retornos

futuros, incluso mas alla del corto plazo. Estedfe@no esta asociado a la existencia del
“sentimiento del mercadajue puede hacer que una tendencia persista enrehdoneaun

cuando no hay un evento en desarrollo o nuevasia®tjue incorporar (Peters, 1989).

Holton (1992), Ledn y Vivas (2010) y Ledn y RevéR010) muestran que la principal
consecuencia practica de la dependencia seriaarde plazo de los retornos es que su
presencia viola los supuestos del movimiento brammj lo cual tiene implicaciones
tedricas y practicas. En el campo teorico, segier®€1989) y Lo (1991), la existencia de
memoria de largo plazo invalida la hipotesis de reesrcados eficientes (EMH). En la
practica, la regla de la raiz cuadrada del tiemgra @scalar la volatilidad a otros plazos
pierde validez ante la ausencia del supuesto déenmento browniano. En ambos casos, el
resultado de muchos modelos para la optimizaciopat&afolio y el manejo de riesgo

puede cambiar al incorporar el efecto de la menu®ilargo plazo de las series financieras.

Con el fin de incorporar este efecto, Ledn y Vi(2810) y Leén y Revéiz (2010) retoman
la literatura sobre la memoria de largo plazo yizatn el andlisis del rango reescalado y el
exponente de Hurst como una metodologia para fadependencia de largo plazo en las
series financieras.



De acuerdo con los hallazgos de Peters (1989 y)18&hdelbrot (1972), Leon y Reveiz
(2010), Ambroset al.(1993) y Bilel y Nadhem (2009) para series de fierfinancieras de
mercados desarrollados, y de Ledn y Vivas (2016 pa mercado colombiano, existen
activos cuyos retornos exhiben memoria de largaopléo cual invalidaria uno de los
principales supuestos del CAPM: la neutralidadldrogzonte de inversion.

En atencion a dicha evidencia y a partir de lotahgbs generales de Ledn y Vivas (2010)
respecto de la dependencia de largo plazo de lassseée tiempo financieras y sus
principales implicaciones, este documento se oéupar extender el analisis al uso del
supuesto de neutralidad del horizonte de inversioel CAPM, asi como estimar el efecto

cuantitativo de la existencia de dependencia d®lplazo en este modelo.

Es importante destacar que este trabajo no se aleujms problemas de autocorrelacion de
corto plazo en las series de tiempo, sino de |l@m#gncia de largo plazo, aquella en que
las observaciones pueden encontrarse significatimgandistantes entre si. Dado que el
enfoque escogido no es de tipo econométrico clasino basado en algunos desarrollos
basicos de la Geofisica, este trabajo no muestigbps ni evidencia de estacionariedad de
las series tiempo, ni del exponente de Hurst, estd enfocado en la manera en que la
volatilidad de las series cambia a través del tenfor lo anterior, la escogencia de este
enfoque obedece a la evidencia (Mandelbrot, 198fhefte, 2003) segun la cual existen

dificultades en la utilizaciéon de la autocorrelaci§¢ otros métodos econométricos

tradicionales en series de tiempo no normales.



I. Movimiento Browniano y Movimiento Browniano Fractal®

Los procesos aleatorios juegan un papel importantauna gran parte de fendmenos
naturales. En 1828 el botanico Robert Brown publinddocumento sobre el movimiento
de las particulas del polen, que observadas bajoicnoscopio, parecian moverse de forma
continua y erratica, de tal forma que su movimigrasado parecia no afectar su direccion
futura; los trabajos de Brown dan el nombre a l@ @ conoce como movimiento

browniano.

En 1905 Albert Einstein proporciond una explicacg@ire como moléculas pequefias con
movimiento aleatorio podrian afectar el movimiemte particulas lo suficientemente

grandes como para ser observadas bajo el micrascdfinstein utilizO métodos

estadisticos para mostrar que una particula sugfzepddia ser conducida en diferentes
direcciones por el efecto combinado del impactordehas moléculas. Pero Einstein no
sabia acerca del trabajo experimental sobre elmerto browniano. Después del trabajo
de muchos fisicos, en 1920 el mateméatico Norbeenéfi transformo la caminata aleatoria

(discreta) a un modelo matematico continuo de mirito browniano.

No obstante, la primera persona en descubrir l@&dén matematica entre la caminata
aleatoria y el movimiento browniano fue el mateg@tiouis Bachelier, quien en 1900
anticip6 muchos de los descubrimientos hechos méde tsobre este movimiento.
Bachelier, en su tesis doctoral escribié sobrdlletuaciones aleatorias de los precios de
las acciones y bonos en la bolsa de Paris. Sinrgmbeomo estaba alejado del campo de
la fisica, y en finanzas el tema aun no se habiestigado, sus ideas no tuvieron difusion

inicialmente.

En su modelo para valorar opciones, Bachelier aegiidnque graficar el precio pasado de
una accion para predecir su futuro no era muyattjue los cambios de precios sucesivos

eran independientes y cualquier variacion del precdrrespondia a la incorporacion de

* Esta seccion se bas6 extensivamente en el trdbafeterson (1998); las citas se omitieron paikitéada
lectura.



nueva informacién. Segun Bachelier, alguna infoigraes predecible y otra no, y cuando
es predecible y el mercado funciona efectivameydese encuentra incorporada en el

precio de la accion.

A mediados de la década de 1950 Paul Samuelscen quiestigaba sobre valoracion de
opciones, retomo la tesis de Bachelier. Samuelssoulbrio dos defectos en el movimiento
browniano de Bachelier. Primero, que el valor @eojaciones de largo plazo puede llegar a
exceder el precio del subyacente y, segundo, gpeeeio de los activos puede llegar a ser
negativo. Por lo anterior, Samuelson reemplazo lahddo movimiento browniano
aritmético, en el cual el proceso aleatorio desctiéb dinamica de los precios, por el
movimiento browniano geométrico, el cual descrilze dinAmica de los retornos
logaritmicos de los precios de los activos. El mmgnto browniano geométrico es el
supuesto mas utilizado al referirse a la dinamiedod activos financieros, al cual este

documento se referira en adelante como movimiemwiiano (MB) (Leon 2009).

En la teoria financiera, las matematicas aplicadagenzaron a ser uno de los campos mas
activos debido a la necesidad de hallar precidseguysara los activos, y de entender cémo
esos precios cambian junto con otros precios yelBieMuchas teorias de las finanzas
modernas han sido fundamentadas bajo el supuestMBle entre ellas, la teoria de
portafolio de Markowitz, el CAPM, la Hipétesis desIMercados Eficientes y el modelo de

Black y Scholes.

El precio de un activo puede describirse mediameMBB cuando los cambios en los

precios son (Mandelbrot y Hudson, 2004):

i) Continuos: no existen saltos.

i) Independientes: implica que el cambio en el preeidioy no esta relacionado
con los cambios pasados, lo que significa que oiglgnformacion sobre el
precio futuro esta contenida en el precio de hay, lp que no es necesario
observar la historia.



iii) Estacionarios: significa que el proceso que gelmsraambios de los precios es
el mismo a traves del tiempo. Es decir, la meda warianza son constantes en
el tiempo.

iv) Se distribuyen como una normal.

Al evaluar estos supuestos la literatura ha enadatevidencia que cuestiona la validez del
supuesto de MB para describir la dinAmica de lasabas financieras. Leon (2009),
basado en la aplicacion del modelo de difusion saltos de Merton (1976), mostro
evidencia de la presencia de saltos en las distdbas de los retornos de activos
colombianos, lo que contradice el supuesto de moidtad: Sornette (2003) documento la
presencia de caidas sostenidém\ydown$ en el precio de los activos, las cuales van en
contra del supuesto de normalidad e independerciasdseries de tiempo. Por su parte,
Engle (1982) y Bollerslev (1986) encontraron evidarme agrupamiento en la volatilidad o
volatility clusteringen los retornos financieros. Esto muestra queli&ilidad cambia en el
tiempo y que puede haber una correlacion de lomrne$ pasados con los futuros,
contradiciendo los supuestos de estacionariedadepéndencia. Respecto del supuesto de
normalidad, entre muchos autores que han evaluadalidez de los supuestos del MB,
Mitchell (1915) y Mills (1927) fueron los primeragie encontraron que los retornos de los
precios -de losommoditiesno tienen una distribucion normal.

De acuerdo con Leon y Vivas (2010), aunque la idealde esos supuestos ha tenido como
consecuencia el desarrollo de modelos que captierérma mas rigurosa la realidadun
persisten metodologias que recaen en el MB y qoesad implementadas en la practica

para tomar decisiones de inversion.

Segun Ledn y Reveiz (2011) el supuesto mas impertdel MB es el de independencia
serial debido a que:

® Como modelos GARCH, ARMA, de difusién con saltadistribuciones t-student sesgadas.



) Si los retornos no se distribuyen como una norraed gon independientes,
entonces por el Teorema del Limite Central, losrnets convergen a una
distribucion normal.

i) El supuesto de independencia permite utilizar ¢garele la raiz de tiempo
para escalar la volatilidad a diferentes plazogn&te (2003) afirma que

esta regla es la prediccion mas importante del MB.

La regla de la raiz de tiempo para escalar la lidid establece que, debido a que en un

MB la varianza es proporcional al intervalo de fy@mentonces la desviacion estandar

también es proporcional a la raiz de ese inteni2doesta manera, segun los supuestos del
MB, es correcto afirmar que la desviacion estanekstimada sobre una serie de frecuencia
n puede escalarse a una frecuenktde la forma (1), lo cual es equivalente en térside

varianza a (2).

o4 = Vdo, (1)

024 =dao?, (2)

Esta regla supone que existe consistencia temgordh volatilidad; es decir, que la
informacion contenida en la volatilidad estimada cma frecuencia es exactamente la
misma a la de frecuenciy o a la de cualquier otra frecuencia. La justifiGacde esta
regla recae en que los activos financieros siguerviB, en el que los retornos son
independientes e idénticamente distribuidos con@onammal. Al invalidarse ese supuesto,
la volatilidad de corto plazo puede contener infacidn diferente que la de largo plazo vy,
por lo tanto, el horizonte de tiempo comienza aoser variable importante en la mediciéon
del riesgo (Holton 1992).

Segun Peters (1989), la muy difundida aleatoriettados retornos en los mercados de
bonos y acciones oculta una estructura fractal exdoyte. Esto es, que hay patrones o
tendencias en los retornos de los activos del rdercke capitales que persisten en el

tiempo.



Esta tendencia o dependencia de las series fimaagieiede persistir en el corto o en el
largo plazo. La dependencia de corto plazo se pudstectar cuando existe una
autocorrelacion significativa de los retornos es pwimeros rezagos, lo cual resulta en
modelos tales como, GARCH, AR y ARMA (Engle, 198allerslev, 1986). Tal como lo
afirman Ledn y Reveiz (2010), en presencia de @pte de procesos de corto plazo,
después de varias realizaciones de la variableoal@aestos procesos convergen a una

distribucion normal por el Teorema del Limite Cahtr

Mandelbrot (1972) afirma que el analisis de aut@tacion es efectivo principalmente en
variables que se comportan como una normal, y guiels alta frecuencia y rezagos cortos,
es decir son efectivos para modelos de corto mlancefectos Gaussianos. No obstante los
problemas Gaussianos de corto plazo son importanteson los Gnicos problemas que

surgen del andlisis de series de tiempo.

Por su parte, la dependencia serial de largo mlados retornos fue inicialmente estudiada
en la complejidad de los fendbmenos naturales. HuUgst encontré que algunos fenbmenos
naturales seguian procesos con memoria de largo,ptaque luego se llamaria procesos
aleatorios sesgados (Peters, 1992) o movimientowrii@nos fractales (Mandelbrot y
Hudson, 2004).

En los 70°’s Mandelbrot aplic6 modelos que tuviezancuenta el fendmeno de caminata
aleatoria sesgada descrito por Hurst, con los suatgin Wilmott (2005), revoluciono la
forma de pensar y la practica de ciencias comoidigaf estadistica, meteorologia y
matematicas a través de la aproximacion frietdh dinamica de procesos aleatorios.
Mandelbrot, considerado el padre de la teoria dectdles, también estudid el
comportamiento del mercado de capitales, en lotesuancontrd dependencia de largo
plazo en los activos financieros. Adicionalmentgpees como Peters (1992), Ambragte
al.(1993) Cajueiro y Tabak (2008), entre otros, han comatlo los hallazgos de
Mandelbrot. En particular, Peters (1992) enconttidencia de memoria de largo plazo en

® Seguin Mandelbrot y Hudson (2004) la palabra ftadtme defractus,que es el participio pasado del verbo
partir. Un fractal es un patréon o forma cuyas gartéis pequefias replican la forma y los patronda de
estructura total. Por ejemplo, la hoja de un halee$ta hecha de hojas mas pequefias, las cualegea,su
contienen hojas alin mas pequefias.



los indices accionarios de Estados Unidos, y dEsgaie los modelos de dependencia de
corto plazo (por ejemplo, GARCH y ARCH) sirvieraarg capturar este fendmeno mas
duradero.

De acuerdo con los hallazgos de Peters (1992);amé@ata aleatoria sesgada significa que
hay algun grado de dependencia o “memoria” de lptgpo entre las observaciones. Esto
es, que los eventos de un periodo influyen solsr@doiodos siguientes, inclusive si ambas
observaciones se encuentras distantes una dealadoéista dependencia de largo plazo se
le conoce como “persistencia” cuando un movimigmigitivo en el activo tiende a ser
seguido por un movimiento en la misma direcciém; glocontrario, cuando una serie de
tiempo presenta un comportamiento anti-persistesignifica que existe mayor
probabilidad de que un movimiento positivo sea gkgpor uno negativo. En contraste
con la idea de la existencia de memoria de largagpluna caminata aleatoria no sesgada
implica un comportamiento que puede ser descritaipanovimiento browniano en el que
los eventos pasados no pueden ser utilizados pedaqir el futuro, donde la probabilidad

de un movimiento positivo o negativo siempre es 1/2

Al presentarse evidencia de dependencia de laggop caminata aleatoria sesgada se
incumple el ya mencionado supuesto de independsnbig el que recae el MB. Muchos
modelos de las finanzas modernas recaen sobrawgaiesto; entre ellos el Capital Asset
Pricing Model (CAPM), Arbitrage Pricing Theory (APTy el modelo de Black and
Scholes.

Por ejemplo, la hipétesis fuerte de los mercadisieetes (EMH), que es uno de los
principales pilares de las Finanzas Modernas ($el€89), establece que toda la nueva
informacion es inmediata y totalmente reflejaddanprecios del mercado. Esto implica
gue el efecto de cualquier informacion nueva sdbeeretornos es impredecible; la

probabilidad de un movimiento positivo 0 negativengpre es 1/2, por lo que el mejor

’ La hipétesis fuerte de los mercados eficientesbéste que, ademéas de incorporar total e inmedéatnia
informacion, los precios contienen informaciéon quede ser privilegiada (Cuthbertson y Nitzsche 4200
De acuerdo con Merkens (2007) la persistencia snrétornos de los activos puede estar reflejando la
utilizaciéon de informacion privilegiada.
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predictor del precio futuro es el precio actual. &¢a forma, la EMH supone que los
retornos se caracterizan por seguir una caminatgtasia o un MB. Como se menciono
anteriormente, en la literatura se ha mostradonguehos activos no cumplen el supuesto
de independencia y, por lo tanto, con el MB. Ensecnencia, la presencia de dependencia
de largo plazo invalida la EMH vy la informacion maeno es inmediatamente reflejada en

el precio de los activos.

De acuerdo con Peters (1989) la presencia de depeiadde largo plazo en los activos se
puede explicar en palabras comunes como el “semttmidel mercado”, que puede hacer
gue una tendencia persista en el mercado aun cuandi@y un evento en desarrollo o
nuevas noticias que incorporar. Adicionalmente, nLgbVivas (2010) explican que la

persistencia puede asociarse al comportamientdarnal de los seres humanos, como por
ejemplo cuando las decisiones de los inversionisiasson independientes y estan
caracterizadas por un comportamiento no lineal é&afivo, asi como cuando los

inversionistas no reaccionan a la nueva informad®muna manera continua, sino de una

forma discreta y acumulada.

Greene y Fielitz (1979 y 1980) muestran que anterésencia de dependencia de largo
plazo las decisiones de inversion de acuerdo cogldaion de riesgo-retorno de los activos
y la composicion de portafolios eficientes puedamlgiar con la eleccion de la frecuencia
de los retornos. Incluso estos autores afirmanefu@APM sélo es valido si todos los
inversionistas tienen horizontes de inversion idést Sobre este modelo y las

implicaciones de la dependencia de largo plazodfeqpdizara mas adelante.

En esta seccion se explico el concepto de la camadeatoria, que es el supuesto que
tienen en comdn varios modelos financieros. Adimente, se documenté que algunos
activos financieros presentan fendmenos de depeiadéda largo plazo, lo cual invalida el

supuesto de independencia sobre el que se suksteratainata aleatoria. A continuacion se
profundizara sobre el fendbmeno de dependenciarde l@lazo y las metodologias para

medirlo.
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Il. Andlisis del Rango Reescalado y Exponente de Hurgiara medir la

dependencia de largo plazo

Los estudios sobre el concepto de la memoria @e lplazo comenzaron a desarrollarse a
partir del andlisis de algunos fendmenos natur&lasla Hidrologia, H.E. Hurst encontrd
evidencia de memoria de largo plazo en los fluglsrid Nilo. Posteriormente Mandelbrot
(1962) desarrolld el andlisis del rango reescalattyvo una aproximacion al exponente
de Hurst y lo aplicé a series de tiempo en camposocla Meteorologia, Linguistica y

Finanzas, entre otros.

El analisis del rango reescalado se origin6 endafiSica como resultado de los estudios de
Hurst, quien debia encontrar la capacidad optimarde represa en el rio Nilo, la cual
dependia del flujo de agua del %idPeters (1989) y Lo (1991) explican que, dada una
cantidad de descargas, las dimensiones Optimasa depftesa variardn con el flujo que
recibe cada afo. Hurst, encontré que el flujo iepresentaba un grado de persistencia, el

cual midié utilizando el rango reescalado.

Ademéas de esta metodologia, Ledn y Vivas (2010) cioean la existencia otras
metodologias para medir la dependencia de largm ppoor ejemploDetrended fluctuation
Analysis, Waveletg regresién basada en periodogram&m embargo, los autores escogen
la metodologia del rango reescalado pdfpsusimonia... robustez y utilidad para detectar
la dependencia de largo plazo, asi como por la eaiencia de tener un acervo de
literatura”. Adicionalmente el rango reescalado y el exponemeHdrst pueden ser
calculados en cualquier programa que realice regres lineales; esto hace su
implementacion sencilla y puede incrementar susdifu dentro de las préacticas del

mercado de capitales.

La metodologia del rango reescalado de Hurst dengie medir el rangoR] de la

desviacion acumulada de una serie de tiemdente a su medig, durante un periodo;

8 Ver Leén y Vivas (2010) para una explicacién dathl de la metodologia.
® Clark (2005) y Cannoat al. (1997).
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es decir, mide como se comporta, a traves del teraprango de la serie una vez se

excluye el efecto de tendencia.

3)

n= [max1sksn(2§=1(xj—fn))—min1sksn(2f=1(xj —jn))]

El rango depende del tiempo, de tal forma uaumenta al aumentax Con el fin de
estandarizar la medida, Hurst dividRdor la desviacion estandar de las observaciddes (
Dentro de sus hallazgos, Hurst encontré Bi8podia ser estimado por la siguiente ley,

gue se conoce como la Ley Empirica de Hurst:
R
(E)t =cnH 4)

DondeH es el exponente de Hurst, es una constanteryes el periodo de tiempo. Al
aplicar logaritmos, con una estimacion medianteimoa cuadrados ordinarios se obtiene

la estimacion del exponente de Huks):(
R
Log (E)n = Log(c) + HLog(n) (5)

Mandelbrot (1965) encontré gu¢ satisfacia 0<H<1. Cuando el exponente de Hurét est
entre 0.5 y 1 significa que el proceso presentsigiencia; es decir, que un retorno de signo
positivo tiene una alta probabilidad de ser segpidiootro del mismo signo, y viceversa.
Por su parte, un exponente de Hurst entre 0 y ®@ida un comportamiento anti-
persistente, que algunos autores relacionan caegos de reversion a la media, en el que
un retorno positivo (negativo) tiene una alta plolidad de ser seguido por un retorno
negativo (positivo). Finalmente, si el exponenteigasgal a 0.5, el proceso sigue una
caminata aleatoria y los retornos de hoy no tienBinencia sobre los retornos futuros. No
obstante, el exponente de Hurst de una serie indepge se aproxima asintéticamente a

0.5, al utilizar series finitas el exponente puesiiltar mayor a 0.5.

Dada su naturaleza asintotica, cuando la estimai@baxponente de Hurst se realiza sobre
series finitas se origina un sesgo que sobreestimgonente (Leon y Vivas, 2010; Ledn y
Reveiz, 2010 y Peters, 1994). Varios autores (BetE994; Ellis; 2007; Couillard y
Davison, 2005) han realizado ajustes al exponeateludst y a la metodologia del rango

reescalado. De acuerdo con Ledn y Vivas (2010) etajuste propuesto por Anys y Lloyd
13



(1976) y Peters (1994) para tener en cuenta ebgesgel uso de muestras finitas se evita
sobrestimar la magnitud del alejamiento respectdadeipotesis nula de independencia

como consecuencia de este sesgo.
El exponente ajustado se calcula con la siguiesuaa@on:

Haqj = H — (Hy — 0.5) (6)

DondeHf10 se obtiene a partir del valor esperado del ramgsaaladd (%) para una
n

ventana de datos independiente de tamafjadé la cual resulta el exponente de Hurst de
una serie independiente de tamafio N. Este val@ras$p presenta un sesgo positivo que
crece de manera inversa con el tamafio de dichaneergegun lo proponen Anys y Lloyd
(1976):

Como lo mencionan Leén y Vivas (2010), este ajpstenite estimar el sesgo por el uso
de series de tiempo finitas en el rango reescakadie esta forma, permite utilizar las
estimaciones del Exponente de Hurst con el finvdduar cuantitativamente el impacto de
la dependencia de largo plazo en los principaleslefos de valoracion de activos y
optimizacion de portafolio. Este documento util&zéa estimacion del exponente de Hurst
ajustado (sin sesgo por uso de muestras finitas) @antrastar los resultados del modelo

CAPM clasico con los que incorporan e el modelefetto de dependencia de largo plazo.

Sin embargo, esta metodologia supone que el exfodenHurst es estable en el tiempo.
Ledn y Reveiz (2011), citando a Di Mateo (2007ixnadén que este exponente puede variar
en el tiempo, lo que significaria que la estruciyma siguen los activos no es uni-fractal
sino multi-fractal. A pesar de lo anterior, la B&tion de un exponente de Hurst confiable
debe hacerse sobre una serie larga datos, poelesiimar exponentes que varien a traves

del tiempo requiere series de longitud considerabfde larga.

10 H; se estima como en la ecuacion (5) utilizando ceaniable dependiente el logaritmo E:l({g) dela
n
ecuacion (7).
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Con base en esta metodologia, se realizo la pgréfiaa de Mandelbrot para tres acciones
del mercado colombiano y para el indice GeneraadBolsa de Colombia (IGBC). Esta

prueba consiste en mostrar el comportamiento dejoraeescalado con la ventana de
tiempo, cuya relacion lineal es el Exponente desHwstimado. Adicionalmente, se

presenta la estimacion del exponente de Hurstagjaston la metodologia de Anys y Loyd

(1976) y Peters (1994).

Para el mercado colombiano se escogieron las ascida Nutresa (antes Nacional de
Chocolates), Exito y Bancolombia; el criterio pataeleccion se baso en la longitud de la
serie y en la liquidez de la accion, ademas deaseiones representativas de diferentes
sectores econdmicos. Los datos de los precios denas y del IGBC se obtuvieron de
Bloomberg, desde el 9 de marzo de 1998 hasta el @ayo de 2014, para un total de
3436 observaciones diarfas

Gréfico 1 (Accion Nutresa) Grafico 2 (Accion Exito)
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™ Debido a que la Bolsa de Valores de Colombia (BN&Z)i6 en 2001, producto de la fusion de las balsas
Bogota, Medellin y Occidente, los datos del IGB@ardel 3 de julio del 2001 corresponden a un empal
de las series de los indices de las bolsas deegadmtes mencionadas.

12 | a longitud de las series analizadas no es loisafiemente extensa y por esa razén no se estimdenas
un exponente y se supone que este es establ¢iemgb.
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Gréfico 3 (Accion Bancolombia) Gréfico 4 (IGBC)

Bancolombia IGBC
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Fuente: Célculos del autor

Las tres acciones analizadas y el IGBC muestrasispencid®, lo que se refleja en que las
estimaciones de los exponentes de Hurst arrojaritadses por encima de 0.5 (Nutresa:
0.59, Exito: 0.59, Bancolombia: 0.63 e IGBC: 0.@9to implica que un avance (retroceso)
en el precio de estas acciones probablemente sguide por otro movimiento de signo
positivo (negativo) incluso al alejarse una obsatrade otra. Al realizar el ajuste por el
sesgo de estimacion se puede observar que el degersistencia de las acciones de
Nutresa (Hajustado= 0.51) y Exito (Hajustado= 0.5di¥minuye, sin embargo, contintia
estando por encima de 0.5. Asimismo, los exponemjiestados de Bancolombia y del

IGBC contintian mostrando persistencia, superiargelsistencia de Nutresa y Exito.

Adicionalmente, se realizaron pruebas de signifizana los exponentes de Hurst
estimados. Las pruebas de significancia desareslgubr Peters (1994), Ellis (2007),
Couillard y Davison (2005) pueden ser aplicadages@b exponente de Hurst debido a
estos autores encontraron que se distribuye cormmarmal. La prueba de significancia
utilizada, también explicada en el documento denLgdVivas (2010), muestra que la

accion de Bancolombia, el IGBC, la accion de Watrgagl S&P500 rechazan la hipoétesis

3 Leén y Vivas (2010) también encuentran persistepaia este indice.
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nula de independencia, que en otras palabras isgrgiie el grado de alejamiento del

supuesto de independencia es estadisticamentamddyer Anexo 1)

Cuadro 1
Exponente de Hurst Ajustado y prueba de significana
Activo Hadj Estadistico t

Nutresa 0.511 0.419

Colombia Exito 0.513 0.463
Bancolombia 0.558 2.206**
IGBC 0.575 3.012%*

JPMorgan 0.486 -0.537

Walmart 0.454 -1.859*

EE.UU Kellogs 0.467 -1.324
S&P500 0.4514 -1.968**

* Significativo al 90% de confianza, ** (95%), *** (99%).
Fuente: Célculos del autor

V. Capital Asset Pricing Model (CAPM)

En las secciones anteriores se mostré que muchtiss geincipales modelos de la teoria
financiera recaen sobre el supuesto del MB, el car@ce de validez segun los hallazgos de
la dependencia de largo plazo en algunas seriesiedgo de activos financieros.
Posteriormente se expuso la metodologia del ramgscalado como medida para
cuantificar la memoria de largo plazo. En estaiéecse quiere mostrar el Capital Asset
Pricing Model (CAPM), sus supuestos, cuél es ebichp de la dependencia de largo plazo
en el desarrollo del modelo, y como debe cambidosuulacion para tener en cuenta este
efecto.

El CAPM es uno de los pilares de la teoria finalecimoderna y fue el primero en
introducir la nocién de riesgo dentro de un modtdcequilibrio general para la valoracion
de activos financieros (Litterman, 2003). Este nmddesarrollado por Treynor, Sharpe,
Lintner y Mossin en los afios 60, es un estanda lgavaloracién de activos del que se
extrae el retorno esperado de una accién y asittia ge esa medida, se calcula el costo de
capital o se evalla el desempefio de un portafGkonpbellet al, 1997). Adicionalmente,

el CAPM provee un valor de referencia para evasuat precio de una accion se encuentra
por debajo o por encima de su valor de equilibrio.
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Este modelo es un estandar en los programas déaszsede Finanzas Corporativas. No
obstante, ademas de ser ensefiado en la acaderamapksmente utilizado en la préactica.
Mandelbrot y Hudson (2004) mencionan que una etauealizada por dos estudiantes de
la Universidad de Duke a 392 gerentes financiemsampafias pertenecientes al U.S
Fortune 500, mostraba que en 1999 el 73.5% derogestados estimaban el costo del

capital con el CAPM. De forma similar, en Europa2801 el porcentaje ascendioé a 77%.

El CAPM esta basado en la teoria de equilibrio éoooo, que busca cudl debe ser el
exceso de retorno esperado de un activo frentaasdalibre de riesgo, de tal forma que la
demanda y la oferta de ese activo se igualen. é&daoén el modelo es simplificada como
la capitalizacién de mercado estim¥da su vez, la demanda proviene de la maximizacion
de la utilidad de un agente averso al riesgo qoegesel porcentaje de su riqueza a invertir
en diferentes activos. En equilibrio, el portafoliptimo de mercado es aquel que

corresponde a la capitalizacion (oferta) y consipmar el mercado.

El modelo supone que los agentes son aversossgbrie maximizan su utilidad esperada
(en el sentido de von Neumann-Morgenstern) a trdeédecisiones de inversién basadas
en el criterio de maximizacion del retorno esperadaninimizaciéon de la varianza

(Markowitz , 1959). Ademas, en el modelo se suppreetodos los mercados son eficientes
y perfectos (no hay oportunidades de arbitraje)hay costos de transaccion y todos los
inversionistas tienen la misma informacion. Poraoparte, las tasas de depdsitos y
préstamos se suponen iguales, y se asume quenaraddo monetario todos los agentes
tienen capacidad ilimitada de prestar y pedir pogsta la tasa libre de riesgo.

Adicionalmente, las expectativas son homogénea®lemercado; es decir, todos los

agentes tienen las mismas oportunidades de inmegsigen los retornos esperados y

desviaciones estandar de los activos de la mismaafo

Sumado a lo anterior, el modelo supone que todgsneersionistas tienen un mismo
horizonte de inversion, donde este supuesto ratagie la existencia de neutralidad en el

horizonte de inversion. Es decir, en el sentidoCadenpbellet al. (1997), es necesario

4 Numero de acciones o cantidad circulante devactiultiplicada por el precio de mercado.
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suponer que los activos siguen un proceso de ctarateatoria, en el que los retornos son
independientes e idénticamente distribuidos y cuauente se distribuyen como una

normal multivariada.

Sean N activos riesgospsl,2...N, dadas unas dotaciones iniciales de riguegagtornos
de los activosI() y la matriz de varianzas y covarianzas entrealds/os E), los agentes
escogen la distribucion de su dotacidr) (haximizando la funcion de utilidad, que, como
se muestra en la ecuacion (8), depende positivemdat retorno del portafolio y
negativamente de la varianza de Est&dicionalmente, el coeficienfe que multiplica a la
varianza, determina la des-utilidad que le prodil@gente la volatilidad de los activos; en

otras palabras, representa el coeficiente de @veasiriesgo.

max(,)U = E[llw] — 0.5A(wZw")
sayl,w =1 (8)

De la condicién de primer orden se obtiene:
= %(z—ln) 9) (

La intuicién detras de la ecuacion (9) es que tpmrcion de la rigueza invertida en el
activo riesgoso depende negativamente del coefiicida aversion al riesgo, tal que a
mayor aversion al riesgo la cantidad invertida Eactivo riesgoso es menor. De igual
forma, la inversion en el activo riesgoso depenelgativamente del riesgo de los activos
representado por la matriz de varianza-covaridfinalmente, la decision de invertir en los
activos riesgosos depende positivamente del retdenestos, es decir, a mayor retorno de

los activos riesgosos mayor es la inversion ersello

Como en el modelo se suponen expectativas homogénaaformacion simétrica, los

inversionistas tienen los mismos retornos esperagoda Unica diferencia en la

15 Se supone la funcién de utilidad cuadratica pormemesenta la disyuntiva a la que se enfrenta el
inversionista entre retorno y riesgo. Litterman Q@ afirma que una funcion cuadratica puede ser una
aproximacioén de una funcién de utilidad generavmsala. Adicionalmente, esta funcidon permite regméar

el comportamiento de un inversionista con una & riesgo relativa constante y para el cuarédsrnos

se distribuyen como una normal.
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optimizacion del portafolio sera la aversion alsge. A partir de este coeficiente, los
inversionistas decidiran la cantidad invertida etivas riesgosos (acciones) en relacion a

activos libres de riesgo (bonos).

A partir de la optimizacion de los inversionistiasecuacion principal del CAPM establece
que el retorno esperado del actjvdurante un horizonte de inverstbesta dado por la

ecuacion (10).
E(R;) = Ry + B;[E(Rm) — Ry] (10)

Esta relacion implica que el retorno esperado ddiledo de un activo riesgosg)(es una

g

;g) con la prima de riesgo que es igual al

funcion lineal y positiva de su covarianzz €

rendimiento esperado del portafolio de mercadprfenos la tasa libre de riesgo, donde

0jm €s la covarianza entre el actjvp el mercado, y;, es la varianza del mercado.

Reescribiendo la ecuacion anterior en términosxdes®s de retornos sobre la tasa libre de
riesgo se tiene que el exceso de retorno del actsp; veces proporcional a la prima de

riesgo del mercado:
Wi = Bjkm (11)

Donde p; es el exceso de retorno del actjyp,, es el exceso de retorno del portafolio de
mercado ¥3;, definida de la misma forma que en la ecuacion, @9 una forma de medir
el riesgo de un activo individual como una combidadineal con el riesgo del portafolio
de mercado. Segun Greene y Fieltz (1980)es un indicativo del riesgo sistematicde

un activo individual.

1% Debido a gue se supone neutralidad en el horizbateempo la escogencia del periodo de inversiéesno
relevante; el horizonte de inversion es especitiocan el modelo pero corresponde al periodo de asiim
del retorno del activo riesgoso y el libre de r@sg

" El riesgo sistematico es el riesgo asociado anogimientos del mercado, y se mide como la covasan
del portafolio con el portafolio de mercado. En tcaposicion, el riesgo no sistematico estd asocsadio a
un activo o a un grupo pequefio de activos (Ro$5)20

20



La idea subyacente al horizonte de inversion dfiieo el que se desarrolla el CAPM esta
basada en el supuesto de neutralidad del horiztenteempo, segun el cual los activos
siguen un MB. Esto implica que, ante la indepenidede los retornos en el tiempo, la
consistencia temporal de la volatilidad se mantiese puede aplicar la regla de la raiz de
tiempo y el horizonte de inversion es irrelevaite.obstante, en la realidad la frecuencia

de los datos y el horizonte de inversion elegidodn relevancia.

Debido a que la evidencia ha mostrado que los nesorde los activos no son
independientes en el tiempo, las medidas de rielgdos activos pueden cambiar al
incorporar la dependencia de largo plazo en losrmes. En particular, Greene y Fieltz
(1979 y 1980) muestran como la existencia de unimiemnto browniano fractal puede

cambiar la formulacion del CAPM.

SeaB(t) un movimiento browniano con increment8%t + s) — B(t), siendos el tamafio
del incremento en el tiempo (horizonte de invergiéstos son idénticamente distribuidos
(2) a la raiz cuadrada del intervalo de tiengpmultiplicado por un incremento de una
unidad (Greene y Fieltz 1980).

B(t+s)—B(t) 2 s°[B(t+1) — B(®)] Vit,s (12)

Esto es equivalente a lo que se mostré en la seediterior respecto a la regla de la raiz
cuadrada del tiempo (1). En el caso de un movimiémbwniano fractaB,, Greene y
Fieltz (1980) muestran que la ecuacion (12) seieot@ven (13).

By(t +s)—By(t) 2 sA[By(t+1) —By(t)] Vt,s (13)

Donde H es el exponente de Hurst expuesto en ¢idseltl. De esta forma, comparando la
ecuacion (13) con la (12), se tiene que un movitnibrowniano fractal es un movimiento
browniano ordinario (0 una caminata aleatoria) doakhl=0.5; es decir, el movimiento

browniano fractal es una generalizacion del moumadrowniano (Ledn y Reveiz, 2011).

18 Note que la formulacién del CAPM clasico no caméiesubindices que indican el tiempo. Por lo que el
horizonte de inversién al que se aplique el modslorelevante en la teoria.

21



A partir de las ecuaciones anteriores, Greene fizH&979 y 1980) muestran que la
varianza y la covarianza de un movimiento brownifitaotal estdn dadas por (14) y (15),
donde la varianza y covarianza del movimiento bianm fractal (14) es una

generalizacion de la varianza y covarianza del m@rito browniano (2).

Var[By(t +s) — By(t)] = s?" Var[By(t + 1) — By (t)] (14)

Cov{[Bu,t +5) = By (0], [By, ¢t +5) = B, ()]}

= 5% Cov{[By (¢t + 1) — By, (0], [Bu, (¢ + 1) — By, (0]} (15)

DondeH;y H, son los exponentes de estimados Hurst para caglad@ras series. La
ecuacion (15) implica que la covarianza entre kEsrnos de dos activog ¥ o) en el
horizonte de inversion essi*Ho veces la covarianza entre los retornos de esv®aEn

un intervalo de una unidad.

Debido al supuesto de neutralidad del horizontadersion en el CAPM, un inversionista
con un horizonte de inversi@que quiere calcular cuanto es el retorno espedadona
accion durante ese periodo y que supone que lo®®&on independientes en el tiempo,

utilizaria la ecuacion (10), disefiada para la isié&r en un solo periodo, de la forma:

E(Rj.S) = Rf.S + .Bj.s [E(Rm,s) - Rf,s] (16&)
sO5H0SG soim
'BJ.S = 52x0.50:72’1 = 5;1%1 16p6)

DondeE(R; ) es el retorno esperado del activalurante el periods; E(R,,s) es el
retorno esperado para el portafolio del mercad@rdarel mismo periodoR s €s un
retorno libre de riesgoy g; ,, y o2, son la covarianza entre los retornos del agtiwoel

mercado, y la varianza de los retornos del meraadpgectivamente.

En la préactica estos calculos se realizan basadastornos diarios que son escalados al

periodo de inversioa. Cuando la frecuencia de los datos difiere del peride inversion y
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las series financieras presentan dependencia de (dazo (es decir, no se cumple el
supuesto de neutralidad del horizonte de inversi@ngcuacion (16) cambia para tener en
cuenta ese efecto. Basandose en las ecuacionesy (), Greene y Fieltz (1980)

muestran que en presencia de dependencia de l&go |a ecuacion (16a y 16b) se

generaliza de la siguiente manera:

E(Rj.S) = Rf.S + .Bj.s [E(Rm,s) - Rf,s] (17&)
SHm+Hj Uj_m
Bis = —zmmon 3 (17b)

El impacto de la dependencia de largo plazo enoeleto esta en el coeficiengg, que es

el ponderador del riesgo del activo frente al redgl portafolio. Cuando los retornos son

independientes, es decir gidg, = H; = 0.5, el 8; no cambia cuando se utilizan datos cuya
frecuencia difiere del periodo de inversion. Oeaen el qug; no cambia y el modelo es
neutral a la eleccion del horizonte de inversiénceandoH,, = H;; en este caso la

ecuacion (18) muestra que los exponentes de lziéoud 7b) se cancelan:

:Bj,s =

H H
STMSTM gim

=2 (18)

sHm sHm g2, o2,

Por lo general, en los casos en los que existendepeia de largo plazo, que segun la
evidencia presentada es un hecho comudn en las §eaecieras, se tiene qig, # H; #

0.5. Lo anterior implica ques;, que es el parametro estimado del riesgo sistemati
mediante minimos cuadrados ordinarios, cambia aélag dependencia de largo plazo.
Esto, segin Greene y Fieltz (1980), implica queelstsmadores del riesgo sistematf;o
deben estar medidos sobre un incremento de tiesg@ctamente igual al horizonte de

inversion.

Por lo anterior, al tener en cuenta la dependetieidargo plazo en la formulacion del
CAPM, el retorno esperado del activoambia frente a la formulacion del CAPM clasico
gue supone neutralidad en el horizonte de invemsitmdependencia serial de los retornos.

A continuacion se estimara el efecto cuantitatiededexistencia de la dependencia de largo
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plazo sobre los retornos esperados de algunasnascael mercado colombiano y de los
Estados Unidos usando el CAPM.

V. Resultados

Como se mencionod en las secciones anteriores, BMCge utiliza en la practica para hallar
el costo del capital, que es un insumo indispepsahlla valoracion de empresas, entre
otras aplicaciones. De ahi la importancia de ajusttaCAPM con la formulacién de la
seccion anterior con el fin de incorporar la depernta serial de largo plazo de los activos.
En esta seccibn se compararan los resultados lestnetornos esperados utilizando el
CAPM clésico con los retornos esperados del mogielstado segun las ecuaciones (17ay
17b), donde el exponente de Hurst corresponde aaersion ajustada de Ledn y Vivas
(2010) y Ledn y Reveiz (2010). Como se explico @ntmente, la version ajustada del
exponente de Hurst corrige el sesgo derivado dstianacion del exponente sobre series

finitas, lo que permite su utilizacion practica.

Para realizar este ejercicio se tomaron las acsidakmercado colombiano presentadas en
la seccion Il (Nutresa, Bancolombia y Exito). Aditalmente, con el propdsito de realizar
comparaciones, se utilizaran tres acciones quearotn el New York Stock Exchange
(NYSE) y se encuentran listadas en el indice bilid&ias 500 empresas mas importantes
de los Estados Unidos, el S&P500: JPMorgan (JPMpK's (K) y Walmart (WMT). Los
indices que representan el portafolio de mercadebtGBC y el S&P500, para Colombia

y Estados Unidos, respectivamente.

Al estimar los exponentes de Hurst ajustados pagaattivos mencionados se encuentra
evidencia de dependencia de largo plazo (ver Cuajjraunque solo Bancolombia, el
IGBC y el S&P500 presentan un grado de alejamisigaificativo con respecto de la
hipétesis nula de independencia. No obstante, @magan los retornos esperados para

todas las acciones debido a que los resultadosicagivos de dependencia de largo plazo
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para los indices accionarios afectan la medicidrridsgo sistémico de cada una de las

acciones.

Para el componente libre de riesgo del modelagda libre de riesgo de EE.UU se calculo
como el rendimiento diario del indice de notas gdsodel Tesoro Americano de 0-3meses
calculado por Merrill Lynch. Para Colombia, el renento libre de riesgo (en pesos
colombianos) se aproxim6 como la tasa libre degdete EE.UU mas la prima de riesgo
pais medida por el EMBI Colombia y la devaluacié@laltasa de cambio promedio peso-
délar®. Los datos del indice de Merril Lynch, el EMBI @oibia y la tasa de cambio

promedio fueron extraidos de Bloomberg.

Una primera aproximacion al efecto de la dependedeilargo plazo sobre las decisiones
de inversién se puede observar en la comparaciémeeriesgé’ de estos activos. Ante la
presencia de activos que siguen un movimiento heownfractal, el riesgo del activo
puede estar subestimandose o sobreestimandoseatdrel®s retornos de los activos a
diferentes frecuencias. En consecuencia, Ledn p9/{2010) muestran que la regla de la
raiz de tiempo no es una forma correcta de eskalaatilidad de un activo que presenta
dependencia de largo plazo, y proponen que la ildtat sea escalada utilizando el
exponente de Hurst. De esta forma, el riesgo (de®n estandar) del actiye@n el periodo

s, esta dado por:

Ojs = SHjO_(rj,d) (19)

Donder; ; son los retornos logaritmicos del actjven el periodal, y H; es el exponente

de Hurst ajustado para ese mismo activo.

En los gréficos 5 al 7 se ilustra la relacion metoriesgo basada en retornos diarios de las
acciones analizadas para tres periodos de inverkidin, 1 mes (20 dias) y 1 afio (250

dias). En estos graficos se evidencia que en priesda dependencia de largo plazo (Ver

19 para Colombia no se utilizé el rendimiento detlagdos del Gobierno TES debido a que estos actinos
son considerados refugio en el mercado local, & & evidencia en una relacién directa entrenglingiento
de las acciones (activos riesgosos) y los TES.

% De acuerdo con el criterio de media-varianza dekMaitz, un activo con un mayor retorno y menosge
domina a uno con un retorno similar pero mayoigaes
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Cuadro 1) la relacidon de retorno riesgo de losvastpuede cambiar. Cuando el horizonte
de inversion es 1 dia, la frecuencia de los reew®igual al horizonte de inversion (e.g.

cuandos=1), por lo que la relacién retorno riesgo no canflréafico 5).
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Fuente: Calculos del autor

Sin embargo, para horizontes de inversion mayadsres y 1 afo), se pueden observar
cambios en la relacion retorno riesgo de las aesi@malizadas. A partir de las pruebas de
significancia, las diferencias en las relacionderm® riesgo de Bancolombia y Walmart
son estadisticamente significativas. Al ajustaiesigo por dependencia se puede observar
gue al escalar la volatilidad bajo el supuestondiependencia de largo plazo, el riesgo de
la accion de Bancolombia se subvalora en térmielasivos y un modelo de optimizacion
hubiera sobreestimado la asignacion sobre estaradoe otra parte, la accion de Walmart
muestra el comportamiento contrario al de Bancolamdebido a que al ajustar el riesgo
por dependencia de largo plazo, se encuentra quesgb estaba sobrevalorado por lo que

en un modelo de optimizacidén su asignacion se patder subestimado.
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Grafico 6 Grafico 7
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Fuente: Calculos del autor

Para las acciones del mercado colombiano analizadatener en cuenta la memoria de
largo plazo implica una subvaloracion del riesgo lpopresencia de persistencia. Por el
contrario, la presencia de antipersistencia resaftaque el riesgo de las acciones

estadounidenses es sobreestimado.

Ademas de afectar la comparacion del riesgo cars @ctivos, la dependencia de largo
plazo afecta también la relacion de riesgo conegcado. En el CAPM esto implica que al
medir el retorno esperado de una accién en furdédla prima de riesgo del mercado, los
resultados de los retornos esperados cambian mop @ddndo la accidbn presenta
dependencia de largo plazo, sino también cuanéd@s®dmeno se presenta en los retornos

del portafolio de mercado (ecuacion (17)).

Con el fin de cuantificar las diferencias entrefglque resulta del ajuste en 17 a 'y 17b
frente al que no lo incorpora (16), se realizaB6A0 simulaciones a partir de ventanas de
250 dato$' para calcular las distribuciones de los betasnestds para cada uno de los
plazos de inversion (1 dia, 1 mes y 1 iy asi estimar los retornos esperados de las

acciones analizadas.

2L En el mercado usualmente se utiliza 1 afio corapoppara aplicar este tipo de modelos. Se reatizaro
ejercicios con ventanas de 100 y 500 datos cortaess similares, donde las conclusiones no vamniaba
22 Se reportaran los resultados para 1 afio.
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Los graficos 8 al 10 muestran los gréficos de prdicdad de los betas ajustados por
dependencia de largo plazo, frente a los betasgpenen independencia, para un periodo
de un afio. Los betas de las acciones Nutresa, ExBancolombia que incorporan
dependencia de largo plazo difieren de los estisiatoeste ajuste, y en los tres casos la
linea ajustada se encuentra a la izquierda dedanquincorpora la dependencia de largo
plazo, lo cual se debe a que exponente de HursG8 es mayor que el de las acciones.
Para Nutresa y Exito la diferencia entre los besmsnayor que en la de Bancolombia
debido a que la diferencia entre el exponente destHie Bancolombia y del IGBC es

menor.

Pese a que el exponente de Hurst de las accionedutiesa y Exito no es
significativamente diferente de 0.5, la persistert®l indice accionario hace que el ajuste
por dependencia de largo plazo muestre que el Hetaestas acciones se estaba
sobrevalorando, ya que el riesgo sistematico dec¢edn era inferior al que se estimaba.
Por otra parte, el beta de Bancolombia ajustadensgentra mas cerca del beta sin ajustar
debido a que la persistencia de este es signifacati por lo tanto, el riesgo sistémico es

mayor.
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Las diferencias en las distribuciones también ddeeacian al comparar las principales
estadisticas. Se corrobora que en los tres casometha y desviacion estandar de la

distribucion de los betas ajustados por dependateitargo plazo es menor y que esta

Fuente: Célculos del autor

diferencia es mayor en las acciones de Nutresatg.Ex

29



Cuadro 2

Estadisticas de la distribucion de los Betas estima dos para un horizonte de inversién de un
afio (ajustados por dependencia de largo plazo y sin ajustar)
Nutresa Exito Bancolombia
Sin Ajustar  Ajustado | Sin Ajustar  Ajustado | Sin Ajustar  Ajustado

Media 0,82 0,57 0,67 0,47 1,06 0,96
Desviacion Estandar 0,22 0,16 0,19 0,13 0,21 0,19
Asimetria 0,36 0,36 -0,66 -0,66 -1,29 -1,29
Curtosis 3,12 3,12 3,61 3,61 4,73 4,73

Fuente: Célculos del autor

Dado que los gréaficos de probabilidad de los bgexficos 8, 9 y 10) muestran que estos
no se distribuyen como una norfialse aplican dos pruebas no paramétffcesn el
proposito de comparar las dos distribuciones. Rodado, la prueba de Kolmogorov-
Smirnov calcula la desviacion de las funcionesideiducion acumuladas de dos series de
tiempo, donde la hipotesis nula es que las seniegigmen de la misma distribucion
continua. Adicionalmente, se aplica la prueba UMdmn-Whitney, cuya hipotesis nula
corresponde a que dos series de tiempo son muestiegendientes pertenecientes a
distribuciones idénticas, continuas y con mediagaales. La hipotesis alternativa es que

no tienen la misma mediana.

Segun los resultados de estas pruebas para labutigines de los betas estimados para
cada una de las acciones, con un 99% de confianeechaza la hipétesis nula de que la
distribucion de los betas que incorporan la depeeidede largo plazo es igual a la que

supone independencia.

2 Esto se corroboré con las pruebas estandar pabampnormalidad, Jarque-Bera, Lilliefors y Kolmoger
Smirnov. Para las tres pruebas se rechazo la kipdtala de normalidad.

4 La prueba de Kolmogorov-Smirnov compara la distibn empirica de dos muestras y el estadistico se
calcula como la méaxima diferencia absoluta enseltes distribuciones. Dadas dos variables X y woadas

de forma ascendente, la prueba U de Mann-Whitngydefinida como el nimero de veces que Y precede a
X. La metodologia de céalculo se encuentra en @e¢allGibbons y Chakraborti (2003).
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Cuadro 3

., Estadistico Kolmogrov- Z del Estadistico U Mann-
Accion . P-val . P-val
Smirnov Whitney
Nutresa 0,524 0 -54,87 0
Exito 0,5876 0 -56,10 0
Bancolombia 0,3966 0 -34,28 0

Fuente: calculos del autor

Por otra parte, el ejercicio realizado para lasoaes de JPMorgan, Walmart y Kellog's

muestra que, contrario a los resultados para lderees de Colombia, la distribucion de los

betas ajustados por dependencia de largo plazomcesrra a la derecha de la que no

incorpora este ajuste. Aunque solo la accion dendidimuestra una distancia significativa

de la hipoétesis de independencia, el indice S&R&@thién muestra un comportamiento

anti-persistente de similar magnitud, por lo qubeth ajustado de esta accion varia menos

gue en el caso de otras acciones.
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Fuente: Calculos del autor
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Grafico 13

Kellog's
Hadj=0.467
t=250

Probabilidad

+ Kellog's ajustado i
O Kellog's sin ajustar |

I
0.6

1 1 1
0.4 0.5 0.7
Beta

1 1 I
0.1 0.2 0.3

Fuente: Calculos del autor

Cuadro 4
Estadisticas de la distribucién de los Betas estima dos para un horizonte de inversién de un
afio (ajustados por dependencia de largo plazo y sin ajustar)
JPMorgan Walmart Kellogs
Sin Ajustar  Ajustado | Sin Ajustar Ajustado | SinAjustar  Ajustado

Media 1,42 1,73 0,82 0,83 0,47 0,51
Desviacion Estandar 0,28 0,34 0,27 0,28 0,12 0,13
Asimetria 0,81 0,81 0,23 0,23 -1,37 -1,37
Curtosis 4,43 4,43 3,15 3,15 4,88 4,88

Fuente: Célculos del autor

El Cuadro 4 confirma que la media y desviacionreta de la distribucion de los betas

ajustados por dependencia de largo plazo es mayoe\esta diferencia es mayor en las

acciones de JPMorgan y Kellog's.

No obstante, es importante anotar que la distridvudel beta de la accion de Walmart con
el ajuste es muy similar a la que no lo tiene ual ce explica porque el exponente de Hurst
de la accion (0.454) es cercano al exponente datdr(0.451). Con el fin de comprobar
estadisticamente las diferencias en estas disimibe® se realizaron las mismas pruebas no
parametricas que se realizaron para las accioles\bimnas. Los resultados del Cuadro 5

muestran que con el 99% de confianza se rechazaiplitesis de igualdad de las

distribuciones de los betas ajustados y son ajustar
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Cuadro 5

Accion Estadistico Kolmogrov-Smirnov P-val Z del Estadistico U Mann-Whitney P-val
JPMorgan 0,4422 0 46,87 0
Walmart 0,0598 0 3,37 0,0008

Kellogs 0,2806 0 23,02 0

Fuente: calculos del autor

El Unico caso en que la neutralidad en el horizdetewversidn se mantiene en presencia de
dependencia de largo plazo es cuando la persiatéetiactivo es igual a la del portafolio
de mercado. Como se mencioné anteriormente, larade Walmart tiene un exponente de

Hurst muy cercano al del mercado, pero la difegenesulta en un beta significativamente

diferente segun los estadisticos utilizados.

Aunque Peters (1977) afirma que es poco probaldengrar una accidon con un exponente
de Hurst igual al del portafolio de mercado, lai@tade Procter & Gamble tiene esa
caracteristica. Lo anterior, resulta en que laitistion de los betas estimados suponiendo
independencia es igual a la distribucion con elstajupor dependencia, lo cual es

confirmado con los resultados de las pruebas panaasgdel Cuadro 7, que no rechazan la

hipotesis de igualdad de las distribuciones.
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Cuadro 6

Estadisticas de la distribucion de los Betas estima  dos
para un horizonte de inversion de un afio (ajustados por
dependencia de largo plazo y sin ajustar)

P&G
Sin Ajustar Ajustado

Media 0,53 0,54

Desviaciéon Estandar 0,20 0,21

Asimetria -1,20 -1,20

Curtosis 4,91 4,91

Fuente: Calculos del autor
Cuadro 7
Accion [Estadistico Kolmogrov-Smirnov P-val Z del Estadistico U Mann-Whitney P-val
P&G 0,0134 0,76 0,62 0,53

Fuente: célculos del autor

Asimismo, las diferencias en los betas se reflejatos retornos esperados de las acciones.
Para las acciones de Nutresa, Exito y Bancolonusiadtornos esperados prométimon

el ajuste por dependencia de largo plazo son 141, 93 p.b. inferiores a los retornos
esperados que no incorporan el ajuste. Para lasnascde JPMorgan, Walmart y Kellog's
el cambio en el retorno esperado es inferior dasl@acciones colombianas, en promedio los

retornos caen 73, 2 y 9 p.b. cuando se incorpaapusie por dependencia de largo plazo.

% promedio simple de los datos diarios de retorspsrados anuales de la muestra analizada.

34



Cuadro 8

Promedio del Retorno Esperado Anual
Activo Ajustado | Sin Ajustar |Ajuste enp.b
Nutresa 18,3% 19,4% -111
Colombia Exito 17,9% 18,8% -90
Bancolombia 19,9% 20,3% -43
JPMorgan -1,5% -0,7% -73
EE.UU Walmart 1,0% 1,0% -2
Kellogs 1,6% 1,7% -9

Fuente: Calculos del Autor

De los resultados obtenidos se destaca un hechresante que contradice uno de las

creencias mas populares en las finanzas: quetlmsos promedio de los instrumentos de

renta fija es inferior al de las acciones. Estehbedestacado también por Ledn y Reveiz
(2010), Valdés (2010) y Arnott (200), se evidensiael comportamiento de la accion de

JPMorgan, que presenta un retorno promedio esperagativo al utilizar una serie de

tiempo considerablemente extensa.
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VI. Conclusiones

Ademas de ser uno de los pilares de la teoriadiaeEmmoderna, el CAPM es comUnmente
utilizado en la valoracion de empresas y en otptisaxiones en el mercado de capitales.
En la préactica se ignora que el modelo fue diseffiata un solo periodo de inversion, y se
utiliza para periodos mas extensos suponiendo gisteeneutralidad del horizonte de

inversion. Este documento, a partir de los hallazg® Peters (1989 y 1992), Mandelbrot
(1972), Ledn y Vivas (2010), entre otros, respeletda dependencia de largo plazo de las
series de tiempo financieras, mostré que este fendérinvalida el supuesto de neutralidad

en el horizonte de tiempo en el CAPM, y en consedae cambia sus resultados.

La no neutralidad en el horizonte de inversionseda por la presencia de dependencia de
largo plazo en los activos, implica que la inforirdacdel riesgo contenida en un periodo
corto difiere de la de un plazo mayor. Debido a,dss decisiones de inversion basadas en
la relacion riesgo-retorno y los resultados del ®A¢ambian al escalar la volatilidad con
el exponente de Hurst ajustado. Basado en Greefieltg (1980), se demostr6 como
cambia la formulacién del CAPM al escalar las vazés del mercado y del activo, asi

como su covarianza, utilizando el exponente deststimado para cada uno de ellos.

Con esta metodologia se compararon los betasrgtosios esperados del CAPM para seis
acciones, tres pertenecientes al mercado colomlyiaes del mercado estadounidense. Se
encontré que los betas de las acciones de Nutfssia, y Bancolombia, que incorporan

dependencia de largo plazo, son menores que los@tienen el ajuste; esto se explica
porque el exponente de Hurst ajustado del merc#@dB(Q) es mayor que el de las

acciones. Adicionalmente, se realizaron pruebtedisticas no paramétricas, las cuales
resultaron en el rechazo de la hipotesis nula daldgd de las distribuciones de los betas

de las acciones analizadas con y sin el ajuste.

Por otra parte, el ejercicio realizado para lasoaes de JPMorgan, Walmart y Kellog's

muestra que, contrario a los resultados para l@erees de Colombia, la distribucion de los
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betas ajustados por dependencia de largo plazo@eemra a la derecha de la que no
incorpora este ajuste, lo cual se explica porquymmeente de Hurst ajustado del mercado
(S&P500) es menor que el de las acciones. Iguaénestrealizaron pruebas estadisticas
no parametricas, las cuales resultaron en el recti@za hipotesis nula de igualdad de las

distribuciones de los betas de las acciones camel sjuste.

Asimismo, las diferencias en los betas se reflejatos retornos esperados de las acciones.
Para las acciones colombianas analizadas los ostoesperados con el ajuste por
dependencia de largo plazo caen en promedio 80 Ipas. acciones estadounidenses
muestran un cambio en los retornos esperado infatide las acciones colombianas, en

promedio éstos caen 28 p.b..

Los resultados de este trabajo son Utiles debgleedos trabajos futuros que se basen en el
CAPM pueden conseguir capturar el efecto de lampecia de largo plazo a través de la
metodologia mostrada. Adicionalmente, este documneméde resultar de utilidad para los
participantes del mercado de capitales local, yaaguuna forma facil e intuitiva de realizar
el ajuste por dependencia de largo plazo en el CAPM

En cuanto a las extensiones, este trabajo puedestsenado en el futuro para incluir la

multifractalidad en el CAPM. Adicionalmente, se siolera explorar otras metodologias

para cuantificar la dependencia de largo plazeerporarlas en el modelo de valoracion.
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Anexo 1.

Exponente de Hurst y Exponente de Hurst ajustado
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