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Resumen

El presente estudio contrasta dos modelos de cascada recursiva para determinar las dindmicas
de la estructura a término de las tasas de interés en Colombia, estos modelos poseen factores
heterogéneamente persistentes que revierten en media al factor inmediatamente anterior. Bajo
ciertas especificaciones, el numero de pardmetros es invariante al nimero de factores de las
cascadas. El modelo estdndar posee un supuesto en su volatilidad que la hace siempre constante,
mientras que el modelo sigma variante (SV), evaluado en este documento, relaja este supuesto
dandole una estructura que depende de la dimension de la cascada. Ambos modelos presentan
fluctuaciones en los valores de los pardmetros ante aumentos en la dimension de la cascada.
En el ajuste en la muestra el modelo estdndar posee més estabilidad en los resultados, pero el
modelo SV en ciertas dimensiones (ndmero de factores) tiene mejor ajuste. En el prondstico por
fuera de la muestra, ambos modelos poseen un bajo desempeiio comparado con una caminata
aleatoria, sin embargo, el modelo SV parece ser mas consistente en resultados en la muestra y
por fuera de la muestra que el estandar. En general, puede ser més valioso elegir un modelo de
al menos 3 factores para el ajuste y prondstico de la curva yield colombiana, aunque se tiene
que ser cuidadoso en su eleccion.

Clasificacion JEL : E43, E47, G12, C51.

Palabras claves: Estructura a término de tasas de interés, modelo de cascada, dimension
invariante, volatilidad cambiante.

Abstract

The present study contrasts two recursive cascade models to determine the dynamics of the term
structure of interest rates in Colombia, these models have heterogeneously persistent factors that
mean-revert to the immediately preceding factor. Under certain specifications, the number of
parameters is invariant to the number of factors in the cascades. The standard model has an
assumption in its volatility that makes it always constant, while the sigma variant model (SV)
relaxes this assumption giving it a structure that depends on the cascade’s size. Both models
show fluctuations in the values of the parameters when increases the cascade’s size. In the in-
sample fit, the standard model shows more stability in the results, but the SV model in certain
dimensions (number of factors) has a better fit. In the out-of-sample forecast, both models have
a low performance compared to a random walk, but the SV model seems to be more consistent
in sample and out-of-sample than the standard model. In general, it may be more valuable to
choose a model with at least three factors for the adjustment and forecast of the Colombian
yield curve, although it must be a meticulous choice.

Keywords: Term structure of interest rates, cascade model, dimension-invariance, changing
volatility.
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Capitulo 1

Introduccion

La estructura a plazos de tasas de interés o yield curve, tiene un rol importante en la economia
ya que permite a los inversionistas tomar decisiones de inversion, de valoracién de activos
financieros y de manejo de riesgo financiero, a los consumidores decisiones de consumo y
ahorro, y a los bancos centrales de expectativas de inflacion, actividad econémica real y otros
factores macroecondémicos. Uno de los problemas mas estudiados en la literatura es el de como
modelar el comportamiento de la estructura a plazos a través del tiempo, asegurando que tenga

un buen ajuste empirico y ademds que esta sea libre de arbitraje.

Al no poder ser observadas con antelacion, las tasas de interés son variables aleatorias. Por
lo cual, la formacién de los modelos se ha centrado en reducir la incertidumbre para lograr un
buen ajuste y caracterizacion de la estructura temporal. El desarrollo de modelos de estructura a
plazos dindmicos (DTSM por su siglas en inglés) libres de arbitraje, como los modelos afines de
Duffie y Kan(1996) [9] han incitado la investigacion en esta drea como por ejemplo el analisis

multifactorial de Dai y Singleton(2000) [7]].

Generalmente se usan modelos de factores basados en el modelo de Vasicek(1997) [18] y
el CIR(1985) [6], los cuales son convenientes por su facilidad de trazabilidad y sus soluciones
de forma cerrada para distintos tipos de derivados de tasa de interés. La gran mayoria de los
estudios se han centrado en el estudio tedrico y empirico de un nimero pequeiio de factores,
tipicamente de uno a tres, por razones de identificacion de todos los pardmetros obtenidos en

los modelos y de tractabilidad.
Varios autores han hablado de las limitaciones de un modelo con solo un factor, donde

encontramos por ejemplo a Duan y Simonato(1999) [8], Bolder(2001) [2], Zeytun y Gup-
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6 Capitulo 1. Introduccion

ta(2007) [21]]. Existen diferentes conclusiones en los estudios sobre modelos de dos factores,
Nowman(2010) [13]] dice que se ajusta bien a la curva, mientras que Walther(2003) [20] sugiere
que agregaria valor al ajuste el tener mds factores en los modelos. Chatterjee(2005) [S]] conclu-
ye que un modelo de tres factores es adecuado para explicar la variabilidad en los yields por su

similitud con el nivel, la pendiente y la curvatura.

Calvet, Laurent y Fisher(2018) [4]] sustentan que los DTSM de baja dimensionalidad, es
decir, de menos de 3 factores, tienen limitaciones empiricas, como su incapacidad de ajustarse a
la curva yield en un punto en el tiempo, generando errores de valoracion altos. Ademas, tienen
un bajo desempeio en prondstico comparado con una caminata aleatoria. Por ello, proponen un
modelo de cascada multifactorial que, bajo ciertos supuestos, mantiene invariante su dimensioén
con respecto al nimero de factores. Esto elimina el trade-off entre la riqueza del espacio de

estados y la fuerza de la identificacion.

Las conclusiones a las que llegan es que los modelos con més de 7 factores tienen mejor
ajuste a la curva yield que los de baja dimensionalidad, al igual que menor raiz cuadrada del
error cuadratico medio (RMSE). En el caso de prondstico, por fuera de la muestra, el modelo

de alta dimensionalidad tiene mayor estabilidad en resultados que la caminata aleatoria.

En Colombia, pocos han sido los estudios que han utilizado DTSM afines con el propdsito
de modelar el comportamiento de las tasas de interés. Rodriguez(2016) [14] muestra que un
modelo de un solo factor tiene bajo desempeio de ajuste en la muestra y en prondstico por
fuera de la muestra, mientras que en Veldsquez et al(2016) [19] hacen un andlisis exhaustivo
de modelos afines hasta con tres factores con diferentes representaciones de los modelos base,
concluyendo que el modelo de tres factores se ajusta bien a la curva con los datos de mercado
de bonos. El presente estudio serd el primero en utilizar un modelo multifactorial para mas de
3 factores en Colombia con andlisis de ajuste en la muestra y de prondstico por fuera de la

muestra.

El objetivo de este trabajo de grado es proponer un modelo de cascada donde se supone
que el riesgo es dependiente del tamafio de la cascada y comparar dicho modelo con la cascada
de dimension invariante propuesta en Calvet et Al(2018) [4] ajustado para el caso colombiano.

Ademds, se analizan los resultados encontrados con respecto a las curvas yields tanto en ajuste
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como en prondstico. Se adaptd la cascada a los datos de las curvas yield, en contraposicion a
las tasas LIBOR y swap usadas por Calvet et Al, debido a las limitaciones en las series de datos
que tiene el pais. Luego se realizé una estimacion del modelo en espacio-estado por medio del
Filtro de Kalman y el método de Médxima Verosimilitud para obtener los vectores de estado y
las matrices de pardmetros. Finalmente se hizo un andlisis empirico usando el error cuadrético
medio (RMSE) para el ajuste y para el prondstico comparado con una caminata aleatoria.

El resto del documento estd organizado de la siguiente manera: El capitulo 2 define el mo-
delo de cascada invariante de manera continua, presentando el modelo estindar y el modelo
sigma variante (SV) con sus supuestos claves. El capitulo 3 describe los datos que se utilizan
en el estudio ademads de explicar los métodos utilizados para la estimacion. El capitulo 4 exhibe
los resultados del ejercicio empirico. Finalmente, se presentan las conclusiones y se discuten

posibles extensiones del modelo para futuras investigaciones.



Capitulo 2
Modelo de Cascada

Para enmarcar este modelo se especifica una economia tiempo-continua con un horizonte in-
finito, donde la variable de tiempo se denota ¢ € [0,00), con un espacio de probabilidad
{Q, F,P,(F)i=0}- Se asume que P es la medida fisica y que cumple las condiciones usua-

les de continuidad por derecha y de completitud.

2.1 Una cascada multifrecuente

Se modela las dindmicas de la tasa de interés instantdnea sobre la medida IP por medio de una
cascada de n-difusiones. Se considera la constante & € R y un proceso de Wiener W; =

(Wi4, ..., Wy 1)T n- dimensional con componentes independientes.

Supuesto 1. Estructura de los factores x; es la tasa de largo plazo igual a 0 constante, a la

cual el proceso revierte en media. Se define la cascada de difusion para los factores:

dflﬁjyt = K'j(xjfl,t — .I'j7t)dt + O'de“ (21)

paratodo j € {1,...,n}, donde K1, ...k, 01, ..., o, sON constantes estrictamente positivas.
Ademads, las velocidades de ajuste son estrictamente crecientes en j: K1 < Ko < ... < Ky,.

Se puede observar que el primer factor x;; es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck con re-
version a la media a 8. Mds generalmente para cada j > 1 el j—ésimo factor de x;, revierte
en media hacia el (j — 1)—ésimo factor x;_; ;. Los factores son menos persistentes cuando j

incrementa.

Supuesto 2. Tasa Corta La tasa de interés instantdnea coincide con el iiltimo factor: v, = x,,,

para todot > 0.
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El vector de estados X; = (x4, ..., xn,t)T € R" satisface:

dX, = k(0 — X,)dt + SV2dW,, (2.2)

Donde 6 = (0,...,0)T, ¥ es una matriz diagonal con elementos constantes o2, ..., 02, y

K €s una matriz con elementos en la diagonal k;; = k; y elementos fuera de la diagonal
Kjj—1 = —kKj. Por tanto, Kk genera una matriz con forma de cascada, que le da el nombre al
modelo.
o2 0 0 0] (ki 00 0]
0 o2 0 0 —Ky Ky O 0
YX=10 0 o? O|lk=|10 —K3 K3 ... O
0 0
0 0 0 0 o;] |0 0 0 —Kn Kn

Cada ecuacidn separa los factores de acuerdo a sus tasas de reversion a la media, es decir
que tan rapido, ante un shock, vuelven a su estado estacionario o de largo plazo.

Se denota la convolucidn de a y b como a * b usando un asterisco o estrella. Se define como
la integral del producto de estas dos funciones donde una de ellas se revierte y desplaza, por lo

cual es una transformacion integral particular [[15]:

(axb)(t) = /OO a(t — 7)b(T)dr

—00

:/ma@m@—fmf

—00

La funcién a;(7) se conoce como funcién de respuesta y se define como la convolucion del

producto de las funciones de densidad de probabilidad exponencial:
aj(T) = (K; * ... xK,)(T)/K; (2.3)

Donde K;(T) = ke ™7 siT > 0y K;(T) = 0si 7 < 0. La funcién a;(7) toma valores
positivos para cada 7 € (0, 00) y satisface f0+°° a;j(T)dT = 1/K; para todo j (ver [Calvet et

al(2018) [4]])
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Para un j dado, la funcién de respuesta a;(7) cuantifica cémo una unidad de shock al factor
j enel tiempo ¢ — 7 impacta a la tasa de interés instantdnea r, = x,,;. La ecuacién (2.3) implica
que la funcién de respuesta depende de tanto j como de n, pero se omite el indice n.

Trabajando backwards, la dltima funcién de respuesta a,,(7) = e~*7 inicia en a,(0) = 1,
consecuencia del supuesto de que la tasa corta es igual al n—ésimo factor. La funcién a,(7)
decrece exponencialmente con el horizonte de tiempo a una tasa controlada por k,,. La funcién
a,n — 1(7) crece y alcanza un maximoen 7,1 = (In(k,) —In(kn_1))/(Kn—Kn_1) y decrece

hacia cero. Las funciones de respuesta satisfacen mas generalmente:

Proposicion 1. Funciones de respuesta Para todo j < n las funciones de respuesta a;(T) tie-
nen forma de campana y sus horizontes mdximos de respuesta son mondtonamente decrecientes

con j. La funcion satisface la expresion de forma cerrada:

- e Kji1...Kp
a;(T) = o jkie "7, donde o ; = e (2.4)
! ; ’ Tk Hk:j,k;ﬁi("?k - K;)
Ademas
0< Z a;j(T) <1 paratodo T >0 (2.5)
j=1

Demostracion. Las soluciones analiticas y demostraciones de la convolucion de funciones de
densidad exponenciales estdn dados, entre otros lugares, en Akkouchi(2008) [1]]. Se iniciard con

un lema sobre el comportamiento de las funciones y luego como se llega a las ecuaciones (2.4))

y 23).

Lemma 1. Si 7 > 0 es un dptimo local de la funcion de respuesta a;y, entonces aj ,(T) =
/

K’j-&-la’j+1,n(7—)

Demostracion. Se sabe por (2.3) que

K

n(r) =2 [TK (= S)ajera(5)ds
J 0

Diferenciando esta relacién con respecto a T utilizando la regla de Leibniz se obtiene a;,,(T) =
1 : 2 _ / /
Kji10j410(T) — Kja;,(T). Bsto implica que @, (T) = K 1a},,,,(T) — K;a},, (7). Por tanto,

z . . " _ /
un 6ptimo local de a;,, satisface a ,(T) = K410}, ,(T) O
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Un solo pico. Por induccion hacia se atrds se muestra que paratodo j = n — 1,...,1, la

funcion a; ,(7) tiene solo un pico y alcanza su maximo en 7;,,. Ademds, 71, > -+ > T,
* Esta propiedad se mantiene para j = n — 1, como se menciona en la proposicion.

* Suponiendo ahora que la propiedad se mantiene para j +1 < n. Sea T;,, el maximo local
mds pequefio de a;,,,. Se sabe que a”/, (T;.,) < 0,yque a’,,(Tjn) = Kj110’,1,,(Tjn). Por
j;me jn\tin) =Y jn\tjn JH1% 5010\ i)
tanto, a’;, ,(T;,) < 0, esto implica que T, > T ;1. Si la funcién es no monotdnica,
: P = = = "
existe un minimo local 7 > 7;,. Yaque 7 > T, > T;y1, , se sabe que a ,(T) =
Kji1a:, 1 ,(T) < 0, que es una contradiccién. Se puede concluir que a;, tiene solo un
J+H1%i41n » q . p q 3,n

pico y alcanza su maximo en 7, > T ji1,n-

para las ecuaciones (2.4) y (2.5)). La desigualdad (2.5)) puede ser demostrada para todos los n
utilizando una recursion hacia adelante. Iniciando en n = 1, la inecuacion se mantiene ya que
a;; = e " <1 paratodo ¢ > 0. Ahora se asumen que la desigualdad se mantiene paran — 1

factores. Se infiere que :

n

t n—1
S ainlr) =k [ e 0 s
Jj=1 0 j=1

La desigualdad Z;:ll ajn-1(s) < 1 para todos los s, implicando que » 7, a;,(T) < 1.

O

Proposicion 2. Representacion de factores para la tasa corta La tasa de interés instantdnea
ry es una funcion afin del vector inicial de estado X, y las integrales de los conductores de

innovacion de cada factor entre 0 y t.
n ¢
r.=0,+ Z aj(t)(xjo—0,) + Z o; / aj(t — s)dW; (2.6)
=1 0

Demostracion. Se prueba la proposicion por induccidon. Considere el caso de un solo factor
(n = 1). Se infiere por el lema de It que d ("' ;) = €' (k,0,dt + o1dW ;). Integrando

ambos lados y luego dividiendo por e*'’, se obtiene la ecuacién (2.6) paran = 1.
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Asumiendo que la propiedad (2.6) se mantiene para (n — 1) factores,

Xp_1:=0, +Z Tjo—0,)ajn-1( +Za']/a]n 1(t—s)dW; s

El lema de It6 implica que d (e""'x,) = Kpe"'x,_1.dt + o,e""'dW, . Integrando a

ambos lados y dividiendo por e*!, se obtiene:

)

t t
Xpi=e "x, o+ / ke 5y, ds + oy, / e =l quy
0 0

Sustituyendo x,,_1 s,

t n—1
/ nne”""(t’s)xn,mds =0, 1 — e’””t —|— Z xjo— 0,)ajn(t)
0
7=1

n—1 t s
+Zo'j/0 Kpe n(t=s) [/0 ajn-1(s —uw)dW;, | ds
j=1

Aplicando el teorema de Fubini para integrales estocdsticas en los tltimos términos, se

puede concluir que la propiedad se mantiene para la estructura de n factores. 0

2.2 Risk Premia

Asumiedo que no existen oportunidades de arbitraje, es decir que existe una medida neutral al
riesgo (), se selecciona un precio de riesgo de mercado no afin a los factores haciendo el risk

premia constante <y y los precios de los bonos disponibles analiticamente.

Supuesto 3. Medida neutral al riesgo. Se define () con la derivada de Radon-Nikodym:
dQ d ! [t
_ | I _ AW, — = ] 2.7
IP ‘t 7=1 exp ( /O ’YJ ” 2 /0 7] i ( )

Con respecto a la medida fisica IP.
Realizando el cambio de medida de P a @) a través del teorema de Girsanov, las dindmicas

de los factores seran:

dzjs = v;05dt + k(T 14 — j4)dt + a']dWQ (2.8)
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Por tanto, las dindmicas de los factores se mantienen afines bajo la medida neutral al riesgo.

De manera matricial, tenemos:

dX; = k(0% — X,)dt + =V2dW2, (2.9)

Donde 6® representa a la media de largo plazo del vector de estados bajo la medida neutral
al riesgo y estd dado por

Y10
119Q

0® =0, —
k1 ok

(2.10)

Sea P(X;,T) = EQ lexp(— ft " ryds)] el valor en el tiempo ¢ de un bono cero cupén, con

una unidad monetaria como valor par y fecha de vencimiento ¢ + 7.

Proposicion 3. Precio Bonos Cero Cupon El precio de un bono cero cupon que inicia enty

vencimiento en T es dado por un modelo afin a X;:

P(X;,7) = exp[—b(1)" X; — ()] 2.11)
Los coeficientes b(T) y c(T) satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

V(T) =e, — k'b(T) (2.12)

() = b(r) KO° — %b(T)sz(T) 2.13)

Con condiciones iniciales b(T) = 0y ¢(T) = 0, donde e,, denota un vector con el valor de uno

en la n—ésima posicion, y cero en las demds.

Demostracion. Sea P(X;,7) = exp|—b(7,n)TX; — ¢,(7)] el precio de un bono cero cupén
bajo la cascada de n factores. Bajo Q, el retorno esperado del bono es igual a la tasa de interés

Ty = Xp ¢, ENLONCES:
1
—b(T,n) K (09 — X,) + §b(‘r, n)TEb(r,n) + 0 (T,n) X, + ¢ (T) = 2y

Donde b'(7,n) y ¢, (7) denotan, respectivamente, las derivadas de b(T,n) y ¢, (7) con respecto
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a 7. Se infiere que:

b(T, n)TK'/Xt + b/(T, TL)TXt = e;{Xt

—b(1,n)TkO% + %b(T)TEb(T) +d(1)=0

Las ecuaciones anteriores implican las ecuaciones (2.12]) y(2.13]) [

Proposicion 4. Valoracion bajo premia constante Las cargas de precios b;(T) satisfacen
bi(T) = / a;j(T)dr' = Z a; (1 —e ™) (2.14)
para todo j € {1,...,n}, y el intercepto c(T) es dado por:

c(t) =6, lea“<7—_1_em‘r> 2’730]2042’] <7-_1_:Hi‘r>_
=1 ¢
1 — e~ kiT 1 — e~ KkT 1 — e—(ni—i-nk)f
Z Z Z R {T R K " Ki + Ky ]

1=j k=j

Ademds, los niveles de largo plazo del vector de estados bajo la medida @) son
0Q = 0, — ’Ylel/kl,@gQ =0, — 101 — 202/ka, .. ., 97? =0, — Z%’Ji/ki

La proposicion muestra que las cargas de precios b;(7) y son integrales de la funcién de
respuesta a; (7). El intercepto ¢(7) tiene tres componentes:

1. El primero es proporcional a la media de largo plazo 0 del vector de estados.

2. El segundo depende del risk premia =;.

3. el dltimo es un ajuste por convexidad, que corresponde a la forma cuadrética de la ecua-

cion (2.13).

Demostracion. Por la ecuacién (2.12), la funcion b(7,n) = [by,(T), ..., byn(T)]" satisface:

. (’T) = _""/jbj,n(T) + Kfj—i—lbj—i-l,n(‘r)7 Jj=1...,n—-1

»n

bpn(T) =1 = Kby p(T)
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(1—e"7) /K, = fo an.n(s)ds. Se infiere por la

n— 1},

La segunda ecuacién implica que b,, ,(7) =

primera ecuacién que para todos los j € {1,...,

d ;T K;T
e [€797b;n(T)] = €7 K110 11,0(T)

y asi, b;,, = (kj41/K;)K; * bj11 . Mediante una recursién simple, la funcién b; ,, es igual a

(kn/Kkj)K; %% K,_1 % by, y su derivada es

/ -1
b, =k, K;j*---xK, 1xK, =a;,

Jn Yy J
n—1}

Se concluye que (2.14) se mantiene para todo los j € {1, ...,

Para el intercepto, por (2.13)), la funcién ¢, (7) satisface

T 1 n T
Cn(T)zek.‘,l/O bin(T dT—Z'y]cr]/ in s)ds—§Za?/0 b7, (s)ds

Asi, por (2.14)

7j=1
T ) n 1 — e~ kiT 1 — e hkkT 1 — e—(ni—i-nk)T
bjn(s)ds = E g ;o | T -
o 7 —i h—i Ki K K; + K
=7 k=j

la expresion para ¢, (7) se mantiene.
Los niveles de largo plazo del vector de estados bajo la medida Q). Se verifica facilmente

! es una matriz triangular inferior con elementos (k™ 1);; = (—1)"* nj_l sij < 1se

que K~
’YlU% _72J%/k27---70r —2?21 %’Ui/ki)T [

infiere que 89 = (6, — v102/k1, 6,

El yield de largo plazo vy, = lim,_,, o, [b(7)"X; + ¢(7)]/7 es dado por:

n 0'2 . 1
0. i (dige 4= 2.15
Yoo E 2( e 2>, (2.15)
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Demostracion. Se infiere de la proposicién 4 que

Yoo :T1—1>1’—i1-1007 = enl § Xi1n — E '7]0-] E &G jn — E § § QG i nO jn

i=j k=j

Integrando a;,(T) = Kj * ..., K, (T)/K; = Y i o j Ki(T) se obtiene:

+oo 1 n
/ ajn(T)dT = — = E Qi jn
0 K’J i=q
=J
Por lo cual, la ecuacion (2.15]) se mantiene. [

2.3 Modelo de Dimension Invariante

En esta seccion se desarrollan cascadas parsimoniosas para las cuales la dimension del espa-
cio de pardmetros es invariante al nimero de factores basdndose en las siguientes condiciones

impuestas al modelo.

Supuesto 4. Velocidades de ajuste La secuencia de velocidades de ajuste sigue una progresion

geométrica:

K=kt ji=1,2,...,n (2.16)

donde b > 1y k > 0 son niimeros reales contantes.

La velocidad de ajuste del primer factor & y el pardmetro de espacio b controlan la velocidad
de ajuste de todos los demds factores. Esta forma se debe a como el mercado ve la informacién
que se distribuye a lo largo de la curva de la estructura a plazos.

Para obtener una cascada estrictamente especificada, se hacen unas suposiciones finales que
son consistentes con la intuicion de que cada factor carga aproximadamente una cantidad igual

de informacidn y riesgo:
Supuesto S.a. Volatilidades Volatilidad de los factores es idéntica: o; = o para todo j.

Se propone una variacién al supuesto presentado en Calvet et al(2018) [4] para per-

mitir que las dindmicas de la volatilidad estocastica del proceso de reversion a la media sean
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diferentes a un valor constante

Supuesto 5.b. Volatilidades Volatilidad de los factores siguen una progresion geométrica ajus-

tada por un nuevo pardmetro s: o; = abli=Y% para todo ;.

El supuesto [5.b es el cambio en la especificacién de la volatilidad del Modelo de cascada
Estandar que lo hace dependiente. Al modelo resultante se le conocerd como el Modelo Sigma

Variante (SV).

Supuesto 6. Risk Premia Los precios de riesgo del mercado en todos los factores de riesgo son

idénticos: ~y; = vy para todo j.

Los supuestos 1-6 definen la versién base del modelo de estructura a plazos, por lo que
se tendran dos especificaciones de la cascada: El modelo de cascada estindar presentado por
Calvet et Al [4] ajustado para curvas yield, y el modelo de cascada sigma variante, que es el
propuesto en este trabajo de tesis con la variacién tnica del supuesto[5.b|

El modelo estandar estd completamente especificado por 5 pardmetros k, b, o, 6, y -y, mien-
tras que el sigma variante contiene 6, agregandole el pardmetro s en la volatilidad. Bajo la me-
dida riesgo-ajustada, los niveles de largo plazo del primer factor son 9 = 6, — o /k. Entonces,
hay una relacién afin 1 a 1 entre € y el parametro del risk premia . Por ser € directamente

comparable con 6,., se define el vector de pardmetros del modelo estindar como:

(k,b,0,0,,7) € (0,00) x (1,00) x (0,00) x R’

Y los del modelo sigma variante:

(k,b,0,0.,7,s) € (0,00) x (1,00) x (0,00) x R? x (0,00)



Capitulo 3

Datos y Estimacion

3.1 Datos

El presente trabajo utiliza datos de la curva cero cupén soberana de Colombia, extraidos de
Bloomberg, con vencimientos de 1, 2, 4, 6, 7, 8, 10 y 15 afos. Los datos son semanales con
corte los viernes, con el dato de la tasa media entre bid y ask desde el 23 de septiembre de 2005
hasta el 28 de diciembre del 2018. Existen 704 observaciones semanales de cada una de las 8
series de tiempo, para un total de 5632 observaciones.

Para el andlisis de robustez, se separd la muestra en 2 submuestras, la primera para la es-
timacion, la cual cubre el periodo del 23 de septiembre del 2005 hasta el 30 de diciembre del
2016, para un total de 589 observaciones semanales para cada una de las series de tiempo. La
otra submuestra corresponde al periodo del 6 de enero del 2017 hasta el 28 de diciembre del
2018, con un total de 115 observaciones.

Se hizo una transformacion de las tasas yield con capitalizacién compuesta a capitalizacion
continua. Para los vacios en ciertas fechas para ciertos vencimientos se utilizé el método de in-
terpolacion lineal con backward fill, ya que al hacer un andlisis grafico comparativo entre este y
los métodos splice, polinomial (con diferentes drdenes), era el que tenia mejor comportamiento.
Los otros métodos formaban graficas a través del tiempo que no eran intuitivamente creibles.

La Tabla [3.1] muestra el resumen estadistico de cada serie con respecto a los plazos de la
estructura a plazos. En estas se incluye la media, desviacion estdndar, asimetria, kurtosis y la
autocorrelacion semanal de orden 1. Consistente con la literatura, el promedio de la estructura a
plazos es creciente, mientras que la desviacién estandar disminuye con la madurez. La asimetria

y kurtosis tienen valores pequefios y generalmente positivos. Todas las series de las tasas de

18
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interés son altamente persistentes, sus autocorrelaciones de primer orden van desde 0.9892 a
0.9954, siendo la de dos afos la més persistente de todas.

Tabla 3.1: Resumen Estadistico de Tasas Yield

Autocorrelacion

Madurez Media Desv. Std Skew.  Kurt. 1
1 aflo 5.695 1.849 1.007 -0.037 0.9937
2 afios 6.201 1.799 1.126  0.239 0.9958
4 aios 6.859 1.770 0.909 0.137 0.9904
6 afios 7.331 1.721 0.823 0.112 0.9964
7 afios 7.607 1.525 0.907 0418 0.9975
8 afos 7.567 1.665 0.448 -0.752 0.9982
10 afios  7.776 1.599 0.807 0.112 0.9959
15 afos  7.953 1.429 0.681 0.029 0.9938
Promedio  7.077 1.669 0.8385 0.032 0.9952

La Tabla[3-T]reporta un resumen estadistico de observaciones semanales (con los
mid-quotes de los viernes) de las tasas yield con vencimientos de 1,2,4,6,7,8,10 y
15 afos. Cada serie contiene 704 observaciones semanales desde 23 de septiem-
bre del 2015 al 28 de diciembre del 2018. Las entradas reportan media (Media),
desviacion estdndar (Desv. Std), asimetria (Skew), exceso de kurtosis (Kurt) y la
autocorrelacién semanal de primer orden.

3.2 Modelo

Las tasas yields relacionan los precios de los bonos cero cupén por medio de una transformacion

logaritmica de la funcién (2.11]):

y(t,T) = —% In [P(X;, T)]

Para la estimacion se modifica el DTSM de dimension invariante para que posea una forma
de espacio-estado y asi estimar los parametros usando un método de Maxima Verosimilitud.
Se supone que los precios de los bonos son observados en intervalos de tiempo At. La ecuacion

de estado propagacion (o de transicion) es una discretizacion de la dindmica de la ecuacion

2.2):
X = A+ PX,_p + / Xxey, (3.1)

Donde At = 1/52,® = exp(—kAt), I, denota una matriz identidad n-dimensional, A =

(I, — ®)6,{e;} esi.id N(0,1,), y Xx = o*Atl, para el modelo estandar y Xy = o7 Atl,
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con o; = b~V para el modelo sigma variante.

Las ecuaciones de medicion estdn construidas de observaciones de las tasas yield continuas,
pero agregandole un error de medida gaussiano que permita discrepancias entre tasas observa-
das y tasas tedricas para evitar problemas de subidentificacién por caracteristicas del mercado
Chatterjee(2005) [S[]:

b(T)TX; + ¢(7)

y(t,7) = - +e (3.2)

Donde y(t, T) denota el vector de datos, b(7) y ¢(7) son los coeficientes que satisfacen la
relacion del modelo con los yield a través de los factores X;, y e; denota un vector de errores de

medicién normalmente distribuidos i.i.d. N'(0, o2).

Como tanto la ecuacion de propagacion o transicion y la ecuacion de medicion son mode-
los Guassianos con comportamiento lineal, se puede usar el Filtro de Kalman para obtener la
trayectoria de los factores X;, ademds de unos estimados de maxima verosimilitud para encon-
trar el vector de pardmetros (k, b, o, 0,, o2) para el modelo esténdar y (k, b, 0,0, o2, s) para el
sigma variante, donde o2 cuantifica el error de ajuste en las tasas yield observadas y los demds

parametros gobiernan las dindmicas de la estructura a plazos.

3.3 Estimacion

3.3.1 Filtro de Kalman

Una vez que el modelo se encuentra en la forma de espacio-estado, el filtro de Kalman [[10] pue-
de ser utilizado para obtener prondsticos 6ptimos de la media y la matriz de covarianza de un
vector de estado normalmente distribuido, basado en la informacion a través del tiempo. se defi-
ne como un filtro ya que actualiza el conocimiento sobre el vector de estado cada vez que nueva
informaci6n de la variable observada esta disponible, en este caso y(t, 7) Megner(2009) [12].
En esta especificacion del modelo no son observables las variables de estado X, los pardmetros
de la ecuacion de transicion y la ecuacion de medida. Por ello es importante usar este método

de filtrado recursivo.
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El modelo base de la ecuacién de transicion y medicién para el Filtro de Kalman es:

Xt =A -+ FXt—At +D€t (33)

y,=C+HX, +e (3.4)

ConX;,,A,F=®,D=/3xy e Ademds, y,, C = f, H = :’% y et Los errores €; y e;

se distribuyen normales con media cero y varianzas Q y R respectivamente.

La distribucién condicional de X, puede ser caracterizada por su media X, y varianza con-
dicional Py. El filtro de Kalman provee una manera directa de computar X, = E[X,|F;] re-
cursivamente dado cualquier valor de partida para x|y y Py)o, donde el gorro sobre una variable

significa su valor esperado condicional a la filtracién en ¢, F; [11].

K1 =Py oH'S]! Kalman Gain  (3.5)
3, =HP,_,; oH TLR Covarianza Error de Mediciéon (3.6)

Py = FPt_1|t_2LtT_1 + DQDT Actualizacién Covarianza de Estado (3.7)

L y=F(I - K, 1H) Correcion Covarianza de Estado  (3.8)
Yy =C+ Hitf‘t Actualizacion Vector Observaciones (3.9)
er =y, — jfﬂt =Hf,_1+e_, Error de Estimacion Medicién (3.10)
Xy =Xy + Kiey Actualizacion Vector Estado (3.11)
X1 = A+ Fxy, Estimacion Vector Estado (3.12)
fir1 = X1 — X1 = F f; + De,y Error de Estimacion Estado (3.13)

Asi, el Filtro de Kalman es esencialmente un conjunto de ecuaciones matemadticas que im-
plementan un estimador predictor-corrector que es 6ptimo en el sentido de que minimiza la
covarianza estimada del error. Cuando se cumple alguna de las siguientes condiciones, se puede

afirmar que es el mejor filtro de cualquier forma concebible: el sistema es lineal en el vector de

lecon dimensiéonn x 1, n X I, n X n,n X n y n X 1 respectivamente para la ecuacién de transicién donde n es
la dimension de la cascada

2con dimensién, N x1, Nx1, N xn y N x 1 respectivamente, donde NV es el nimero de plazos de la estructura
a plazos
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factores X; y/o los errores de transicién y medicion son ruido blanco con distribucién gaussiana.
Ambos se cumplen en el modelo presente.

El algoritmo usa las ecuaciones de Kalman (3.5)-(3.13)), primero con los valores iniciales
asumidos x| y P19, que se eligen como la convergencia cuando ¢ — oo de la solucién analitica
del modelo de Vasicek [18] siendo X,y = 0,, la tasa de largo plazo y Pyjg = ;’—;I . Luego hace
una repeticion de las ecuaciones, tantas veces como ntimero de factores se tengan, pero con los
valores ajustados generados por el filtro. Esto para hallar el trayecto de los factores, la matriz
de varianza condicional ¥, y el error de las variables observadas e;.

Con las matrices generadas por el filtro, se pueden estimar las matrices de pardmetros des-
conocidas por medio del método de maxima verosimilitud. El modelo debe ser paramétrico y
totalmente especificado por medio de la funcién de densidad de probabilidad conjunta. Para el
nimero de observaciones en el tiempo en la muestra ¢ < 7T, se utiliza la suma de las funciones
de verosimilitud en forma logaritmica. Esto disminuye las dificultades computacionales y es
equivalente a su forma no logaritmica.

Para este modelo, como se supuso que los errores tenian una distribuian normal, la funcién
de verosimilitud se comportard como un kernel en forma logaritmica, suméindolo para cada
observacién 7'. Como las observaciones de una serie de tiempo no son generalmente indepen-

dientes, se usa es la funcién conjunta y no el producto de las densidades individuales:

NT 1 1
log L = 5 log(27) — 3 Z det |3, | — 5 Z €[] ey (3.14)
t=1 t=1

3.3.2 Optimizacion

El siguiente paso es la optimizacidn a través de un método Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno
de memoria limitada con fronteras o L-BFGS-B. Este aproxima el algoritmo de BFGS usando
una pequeiia cantidad de memoria computacional, ya que solo utiliza la funcién y el gradien-
te, no la matriz Hessiana y ademds permite la limitacién de los pardmetros, Byrd(1995) [3].
Este algoritmo quasi Newtoniano es util para optimizar la funcién de log verosimilitud ya que
minimiza el valor negativo de la funcién log L limitando el espacio de posibilidades de los pa-

rametros deseados (k,b, ,0,,v, o?) para el modelo estdndar y (k, b, 0, 0,,7v,02, s) parael SV.
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Donde con 7 se obtiene, bajo la medida riesgo ajustada, el nivel de largo plazo del primer factor
0% =0, — vo /k.

El algoritmo de estimacién y optimizacion se puede observar en la Figura donde se
muestran los pasos a seguir para obtener los pardmetros del modelo y las trayectorias de los

factores. Este algoritmo es usado para ambas versiones del modelo, tanto estdndar como SV.

Figura 3.1: Algoritmo de Estimacién y Optimizacion

Valores iniciales
x,b,0,0,,Y, 0.

|

Filtro de Kalman para n factores en T

observaciones.
Estimacion: X, Z,, e;

Seleccionar nuevos valores de l
K b,0,0,,Y,0, Maxima Verosimilitud para T obs.
Calcular el minimo del negativo de la
suma func. log verosimilitud condicional

a los valores generados en el filtro.

|

Optimizar L-BFGS-B. ¢ El valor de la
funcion alcanza su minimo?

i

Si

4

Finalizar la optimizacion. Determinar
los valores que minimizan la suma
negativa de verosimilitud

No |+&—m

El algoritmo depende de unos valores o pardmetros iniciales, que se filtran eficientemen-
te con el filtro de Kalman (3.13) obteniendo las trayectorias de los n factores, los errores de
medicién de la estructura a plazos y la varianza del error para cada observacién. Con esto dos
ultimos se construye la funcion de verosimilitud que se suma para todas las observaciones segtin
la ecuacion (3.14)). Luego se hace el proceso de minimizacion del negativo de la funcién de log
verosimilitud con el algoritmo L-BFGS-B hasta encontrar los pardmetros con los que se llega

al menor valor. Este algoritmo se hace para 8 factores en los dos modelos.



Capitulo 4

Resultados Empiricos

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos de la aplicacion de los modelos expuestos
en el capitulo 2 usando el proceso de estimacidn explicado en el capitulo 3 para la estructura a

plazos de las tasas yield colombianas.

4.1 Estimacion en la muestra

La Tabla[.T|reporta los resultados de estimacién del modelo estdndar donde n es el nimero de
factores que se usa en la cascada. Se puede observar que no existe una convergencia clara en los
componentes cuando se aumentan los factores, se podria decir que son fluctuantes al tamano de
la cascada. Esto se puede deber a la interpolacion lineal que se le hizo a los datos y los cambios
realizados a la forma funcional del modelo.

La velocidad de ajuste del componente de menor frecuencia k se encuentra entre 0,1975
(6)1 y 1,7900 (4), implicando una duracién (1/k) entre 5 afios y 7 meses, donde todos sus
valores son altamente significativos. El coeficiente de escala b fluctda entre 1,12128 (6) y 2,01
(5), con valores significativos, representando que la mayor frecuencia tiene una duracion entre
20 dias y un mes. La tasa media de largo plazo estadistica ¢, parece mas estable y con un
pseudo decrecimiento con valores entre 0,0379 (8) y 0,0753 (2), aunque pierde su significancia
estadistica en los factores n = 5,6y 7

Por otro lado, el risk premia es negativo en todos sus valores, excepto en el modelo de 6
factores, y altamente significativo en todos los factores, obteniendo un nivel de largo plazo 6%

con valores entre 0,0381 (8) y 0,0761 (2), vislumbrando que la estructura a plazos media tiene

"Los niimero entre paréntesis representan el nimero de factores usados en el modelo para obtener el valor
correspondiente

24
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una pendiente creciente. Por tltimo, los errores de medicién del modelo también son fluctuantes
y no muestran un decrecimiento claro, son inestables en su significancia, ya que pasan de alta
a ninguna significancia en la parte de media de la cascada. Esto puede ser un resultado de
la linealizacién de la ecuacion de medicion para adaptarlo a las limitaciones de los datos en

Colombia o la interpolacion lineal de los datos.

Tabla 4.1: Parametros Estimados y Errores Estdndar

Modelo Estidndar
Pardmetros
n k b o 0 0% o2t 6% L
1 1.0572%%** 0.0110 0.0702*  -0.4315%*%* 0.0311*** 0.0702 -12148.49

(0.0233) (—) (0.1076) (0.0412) (0.0023) (0.0044)
2 04977+ 1.4088*** (0.0312%** (0.0753*** -0.4341**%* (0.03741**%* (0.0761 -12120.65
(0.0029)  (0.0028)  (0.0053)  (0.0110)  (0.00001)  (0.0050)
3 0.5795%%*  1.4043*%**% (0.0106%**  0.0455%** -0.4317*** (0.0302*** (0.0456 -12755.38
(0.0011) (0.0010) (0.0007) (0.0013)  (0.000005) (0.0026)
4 1.7900%** 1.4053%** 0.0305 0.0610*%  -0.4351%** 0.0612 0.3164 -13107.42
(0.1007) (0.0485) (0.0548) (0.0336) (0.0129) (0.7079)
5 1.3255%%*%  2.0069***  0.02314 0.0644 -0.4345%*%* 0.0249%**  (0.0646 -12796.83
(0.0909) (0.1139) (0.0343) (0.0721) (0.0005) (0.3373)
6 0.1975%*% 1.1218%** (.0187*** 0.0466 0.1290%*** 0.0739 0.0464 -9287.79
(0.0522) (0.0442) (0.0476) (0.6501) (0.0004) (6.4866)
7 0.3771%%*  1.8281%%* 0.0151 0.0572 -0.4105%** 0.0099 0.0574 -14163.49
(0.0798) (0.7829) (0.0211) (0.0973) (0.0025) (0.483)
8 0.4547#*%* 1.6104*** 0.0126%** (0.0379*** -0.4309*** (0.0370*** (0.0381 -11532.20
(0.0031) (0.0035) (0.0025) (0.0034) (0.00002) (0.0098)
La Tablaff T]reporta los estimados de maxima verosimilitud y los errores estdndar (en paréntesis) de los pardmetros del modelo
estandar trabajados en Calvet(2018) [4]. Cada fila representa un set de pardmetros estimados con la cascadaconn = 1 a
n = 8 componentes. La columna L reporta el valor de log verosimilitud promedio semanal maximizada para cada modelo.
Asintéticamente, el estadistico tiene una distribucion normal estandar. Nivel de significancia: * 10 %, ** 5 % y *** 1 %.
T Tanto los errores de medicién como sus desviaciones se encuentran en puntos bésicos.

Para encontrar los errores estdndar se utiliz6 el método de bootstrap con un remuestreo de
los errores estandarizados expuesto en Stoffer(1984) [16] y Stoffer(1991) [17], teniendo como
resultado que los Unicos factores que logran hacer significantes todos los pardmetros del modelo
sonn =2,3y8.

Es importante recalcar que este tipo de modelos dindmicos estocdsticos cuentan con un
nimero considerable de maximos locales, lo cual hace que los resultados de estimacion en la
optimizacidn sean bastante sensibles a los pardmetros iniciales que se elijan para el modelo.
Los pardmetros que resultan dependen bastante de la capacidad computacional que se posea,
pareciera que el algoritmo de optimizacién hiciera menos iteraciones cuando no tiene suficiente

capacidad, haciendo que sean similares al punto inicial (estancado en un méaximo local) o que
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se desvien en el proceso de optimizacidn, aunque se tenga el mismo punto inicial. Esto podria
ser un determinante de la falta de convergencia de los pardmetros del modelo y su falta de
significancia. Por lo tanto, no se le da tanta importancia a la significancia estadistica en el
andlisis de los modelos, pero si se presentard y comentara.

Por su parte, la Tabla .2] reporta los resultados de estimacién del modelo SV. Aunque no
se observa una mejora contundente en la convergencia de los componentes o pardmetros del
modelo, si existe un decrecimiento claro en los errores de medicidn cuando se aumentan los
factores, por lo menos hasta el factor 7, pese a que estos no sean significantivos sino hasta
el cuarto factor. Asimismo, posee una mejor significancia estadistica en algunos pardmetros a
través de los modelos. Parece que hay una mejora en utilizar el modelo SV sobre el modelo
estandar, sobre todo en estabilidad de los resultados. Sin embargo, como se menciond, la forma

del modelo es muy cambiante y no genera certidumbre sobre su comportamiento.

Tabla 4.2: Parametros Estimados y Errores Estdndar

Modelo SV
Pardmetros
n k b o 0 v o2t s 6% L
1 0.2596%** 0.0257  0.0601%**  -0.1406%#* (.7948%** 0.0605 -6862.94

(0.0256) (—) (0.0253) (0.0118) (0.0012) (0.0030) (—)
2 0.1234%%* 1.1523%%*  (0.0122%%%* 0.0286 0.4575%**% 0.3780*** 0.1890*** 0.0280 -9876.86
(0.0007) (.0001) (0.0019) (0.1924) (0.00002) (0.0025)  (0.00001)
3 1.0768*** 2.3100%** 0.0261*** 0.0317*** -0.4314%*%* (.1110%** 0.4989*** (0.0314 -10508.42
(0.0069) (0.0040) (0.0066) (0.0055) (0.00007) (0.0023) (0.0041)
4 0.3271%%%  1.4317%** 0.0024 0.0805%*#*  -0.4463*** 0.0130*** 0.5027*** 0.0805 -15171.54
(0.0202) (0.1635) (0.1041) (0.0155) (0.0577) (0.0075) (0.0519)
5 0.3373%%*  1.4027*%%* 0.0108***  0.0526%  -0.4346%** 0.0103 0.5007*** 0.0528 -13998.85
(0.0466) (0.0601) (0.0057) (0.0307) (0.0494) (0.0750) (0.0770)
6 1.4325%%* 1.30914%%%* 0.0441 0.0302 -0.4326%** 0.0099 0.5094*** (0.0309 -14192.72
(0.0827)  (0.0571)  (0.0271)  (0.0245)  (0.0787)  (0.7834)  (0.1013)
T 0.1422%%%  1,1927%%% 0.0014 0.0963***  (.2779%** 0.0046 0.4909*** 0.0963 -15587.02
(0.0016) (0.0009) (0.0038) (0.0001) (0.00001) (0.2547) (0.0002)
8 0.2492%#* 1.2806***  0.0291* 0.0647%*  -0.1018*** 0.0094 0.3817*** 0.0650 -13291.66
(0.0060) (0.0267) (0.0152) (0.0274) (0.0306) (1.5207) (0.0215)
La Tabla @]reporta los estimados de médxima verosimilitud y los errores estdndar (en paréntesis) de los pardmetros del modelo o; variante.
Cada fila representa un set de pardmetros estimados con la cascada con n = 1 an = 8 componentes, donde el error de medicién estd en puntos
bésicos. La columna L reporta el valor de log verosimilitud promedio semanal maximizada para cada modelo. Asintéticamente, el estadistico

tiene una distribucion normal estandar. Nivel de significancia: * 10 %, ** 5 % y *** 1 %.
+ Tanto los errores de medicién como sus desviaciones se encuentran en puntos basicos.

En este modelo, la velocidad de ajuste del componente de menor frecuencia k estd entre
0,1234 (2) y 1,4325 (6), implicando una duracién de (1/k) entre afios 9.7 y 8 meses. El coefi-

ciente de escala b fluctia en entre 1,1523 (2) y 2,3100 (3) con duraciones entre 20 dias y un
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poco mas de un mes. Ambos pardmetros son altamente significantes para todos los modelos. La
tasa media de largo plazo estadistica 6, tiene valores menores que el modelo estdndar pero no
posee una tendencia clara. Sus valores se encuentran en un rango entre 0,0286 (2) y 0,0063 (7),
donde solo los modelos de 2 y 6 factores no muestran significancia en sus parametros.

El risk premia generalmente es negativo, con excepciones en el modelo de 2 y 7 factores, y
con todos sus valores son significantes. Asi, se obtiene un nivel de largo plazo #? con valores
entre 0,0280 (2) y 0,0963 (7), donde se genera una pendiente positiva para todos los factores.
Por ultimo, la posible mejora en los errores del modelo se puede deber al pardmetro de ajuste
de la volatilidad del modelo s. Primero, porque es altamente significativo en todos los modelos,
robédndole el poder a la volatilidad o. Segundo, porque estd disminuyendo el impacto estocastico

de la varianza en el modelo al tener valores entre 0,1890 (2) y 0,5094 (6), es decir, menores a 1.

4.1.1 Ajuste en la muestra

Para el andlisis del ajuste de los modelos en la muestra se utilizard la raiz cuadrada del error
cuadratico medio (RMSE por sus siglas en inglés), para determinar qué tanto se alejan los

valores generados por el modelo de los reales. El RMSE tiene la siguiente férmula:

RMSE = \/]E (yt,T _j’t,T)/ (yt,T _j}t,T) (41)

La Tabla {4.3| reporta los errores de ajuste en la muestra cuando se agregan factores en el
modelo estdndar. Se observa cémo el error va disminuyendo cuando se van agregando factores
hasta el factor 5 con un valor de 0,2794. Luego hay un aumento para los factores mas grandes,
donde existe un muy mal ajuste en el modelo de 6 factores con desviaciones de casi 2 %. Esto
puede deberse a que en el valor de su tasa de largo plazo hay alta probabilidad de que genere
una curva invertida. Disulmbrando que contrario a los valores surgidos en los pardmetros, el
error de medicién necesariamente no coincide con el ajuste de los modelos.

Por su parte, la Tabla reporta los errores de ajuste en la muestra cuando se agregan
factores en el modelo SV. Se puede notar que no necesariamente el modelo con menor error de

medicion en la Tablaf.2]es el que posee mejor ajuste en la muestra, reafirmando lo ya discutido
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de que hay una disociacion entre lo que expresan los pardmetros y el verdadero ajuste en la
muestra de los modelos.

Tabla 4.3: Raiz de Errores de Valoracion
Cuadraticos Medios (RMSE) Modelo Estandar

n

Madurez 1 2 3 4 5 6 7 8

1 afio 0.5037 0.8222 0.6478 0.6681 0.4894 2.7089 0.9226 1.3220
2afios  0.4569 0.6496 0.3949 0.2561 0.1153 2.5289 0.7779 1.0354
4afos  0.4260 0.2942 0.0763 0.1182 0.1850 2.2392 0.5338 0.5584
6 afios  0.4245 0.0864 0.1884 0.2196 0.2692 1.9981 0.3657 0.2788
7afios  0.3843 0.0955 0.2585 0.2126 0.2545 1.8555 0.3460 0.2165
8anos  0.4140 0.1902 0.3140 0.2680 0.3036 1.7671 0.3029 0.2039
10 afios  0.4125 0.2751 0.3747 0.2756 0.3093 1.5476 0.1834 0.14283
15afios  0.3907 0.4614 0.4546 0.2840 0.3091 1.0422 0.1572 0.2479

Promedio 0.4266 0.3593 0.3384 0.2878 0.2794 1.9609 0.4487 0.5014

La Tabla [ 3]reporta la raiz cuadrada de los errores de valoracién cuadraticos medios de las tasas de
rendimiento yield de la cascada de Calvet(2018) [4] con n = 1 an = 8 componentes. La tltima fila
reporta el promedio sobre las 8 series de tasa de interés.

Tabla 4.4: Raiz Cuadrada de Errores de Valoracion
Cuadraticos Medios (RMSE) Modelo SV

n

Madurez 1 2 3 4 5 6 7 8

1 afio 0.2778 0.7127 0.1975 0.3307 0.6080 0.6390 0.7046 0.4186
2afios  0.2212 0.4690 0.1971 0.2139 0.5500 0.5233 0.5642 0.3800
4afios  0.2411 0.1197 04391 0.0661 0.4355 0.2320 0.3726 0.3575
6afios  0.2971 0.2862 0.5649 0.1109 0.3486 0.1797 0.2875 0.3765
7afios  0.3047 0.4390 0.6081 0.1057 0.3566 0.1483 0.2548 0.4222
8anos 03363 0.5540 0.6375 0.1662 0.3007 0.2135 0.2408 0.4062
10 afios  0.3549 0.7759 0.6786 0.1678 0.2154 0.2002 0.1837 0.3558
15afios 0.3717 1.2278 0.7155 0.2016 0.1918 0.2241 0.1502 0.2936

Promedio 0.3006 0.5730 0.5048 0.1704 0.3758 0.2950 0.3448 0.3762

La Tabla f4]reporta la raiz cuadrada de los errores de valoracién cuadrdticos medios (en puntos
bésicos) de las tasas de rendimiento yield de la cascada o; variante con n = 1 an = 8 componentes.
La tltima fila reporta el promedio sobre las 8 series de tasa de interés.

En este caso, no existe un decrecimiento del error promedio en la muestra cuando se aumen-
tan los factores como en el modelo estandar. Es mads, los resultados reflejan que no se deberian
escoger los modelos de 2 y 3 factores cuando el modelo tiene una volatilidad que varia en el
tiempo con la forma funcional presentada en el supuesto[5.b] Este mal ajuste para estos dos fac-
tores puede deberse a que existe un significativo error en la madurez de 15 afios para el factor 3

y tanto de 1 como de 15 afios para el modelo de factor 2, creando valores extremos que afectan
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la media. En general, el tener una volatilidad cambiante en el tiempo genera mas fluctuaciones
en el ajuste de los modelos comparado con una volatilidad constante.

La Tabla 4.4 también muestra que el modelo que tiene mejor ajuste es el que utiliza 4
factores, con error medio de solo 0,1706. Esto, comparado con el error de 0,2794 del modelo
estdndar de 5 factores, demuestra que es mejor en el ajuste en la muestra. Por lo cual, existe
evidencia de que el modelo sigma variante si posee una mejora en estimacién en la muestra
sobre el modelo estdndar, aunque se debe ser muy cuidadoso en cuantos nimeros de factores se

utilizan.

4.1.2 Pronéstico por fuera de la muestra

Para el prondstico por fuera de la muestra se analizard el desempefio del modelo estandar y el
modelo SV para factores de 1 a 8, comparado con una caminata aleatoria por medio de una

funcién de pérdida de RMSE:

RMSE = \/]E (Yernr ~Siins) Vernsr ~Virnr) (4.2)

Donde h representa la longitud de pasos hacia adelante que se toman para la evaluacién de
prondstico, es decir el horizonte de prondstico. En este caso se hardn prondsticos cada 1 y 4 se-
manas con una reestimacion de los pardmetros cada 6. Esto por la alta demanda computacional
del modelo.

La caminata aleatoria (RW) se elige como modelo benchmark por su simplicidad tedrica y
facilidad de estimacion, cuya férmula es:

ytJrh,‘r = yt T (43)

)

La Tabla [4.5] muestra el desempeiio de prondstico por fuera de la muestra del modelo es-
tdndar para 1 y 4 semanas, con reestimacion cada 6 semanas. La primera columna de cada pro-
nostico reporta el RMSE de la caminata aleatoria, mientras que las demds columnas reportan
el RMSE de la cascada con 1-8 frecuencias. En ambos horizontes hay comportamiento similar.

Se puede observar que la caminata aleatoria muestra el mejor desempefio en el prondstico. Para
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el yield a 1 y 15 afios, tiene un error de prediccién de 0,8119 y 1,1219 puntos bdsicos para
un horizonte de 1 semana con promedio de 0,8572 y, 3,1380 y 2,2490 para un horizonte de 4

semanas con promedio de 2,6934 , respectivamente.

Tabla 4.5: RMSE (Puntos Basicos) Fuera de la Muestra
Modelo Estandar

Madurez (afios)

1 2 4 6 7 8 10 15 Promedio

Pronéstico 1 Semana

RW 0.8119 1.1001 0.8062 0.4097 0.4199 1.1391 1.1925 1.1219 0.8572
Cascada
n=1 50.0708  40.8546  30.1365 21.7134  18.7932  21.8067 18.7226 15.2931 27.1801
n=2 113.8480 98.3167 74.6923 57.3738 51.0289 50.8753 43.9347 35.1057 65.6469
n=3 66.3987 555995 413273 30.8611  27.2226  29.5263  25.7817 21.4080 37.3123
n=4 97.9679  64.1557 39.5245 26.9895 22.9334  25.0857 209140 159833 39.1932
n=>5 82.4970  53.5531 33.6517 22.7980 19.2099 21.6646 179714 13.6820 33.1285
n=6 139.1800 133.8105 124.3817 113.6382 109.0188 109.1236 101.3739 83.3652 114.2365
n=7 166.1269 140.3636 104.5433 80.4709 71.8436 69.7512 59.7771 46.2397 92.3958
n=238 161.3521 137.7070 100.2842 75.0047 66.1986 64.0633 54.1253 41.0136 87.4686

Pronéstico 4 Semanas

RW 3.1380 3.8857 2.6221 2.5791 2.2035 2.5233 2.3478 2.2490 2.6934
Cascada
n=1 249899 203511 15.0426 10.8606  9.3656 10.8850  9.4053 7.6595  13.5699
n=2 56.8268 49.0314 37.2470 28.5880 25.3788  25.3080 21.8663 17.4364 32.7103
n=3 32.6134 273813  20.4755 153710 13.5398 147156 129078 10.7428 18.4684
n=4 48.4612 31.9930 19.7493 13.5030 11.4439 12.5299 10.4842 8.0096 19.5718
n=>5 41.1227  26.6817 16.8045 11.4076 9.5777 10.8125 9.0068 6.8547  16.5335
n=6 662249 63.5917 59.0507 53.9605 51.6998 51.8423  48.2093 39.7739 54.2942
n="7 827235 69.8719 52.1042 40.0995 35.7622 34.7238  29.7890 23.0379 46.0140
n=28 79.7636  68.1500 49.7537 37.2862 32.8887 31.8485 26.9648 20.4698 43.3907
La Tabla[#3]reporta la raiz cuadrada de los errores de valoracién cuadréticos medios (RMSE) por fuera de la muestra de cada serie de
tasa de interés para 1 y 4 semanas con reestimacion de pardmetros cada 6 semanas, del modelo estindar con n = 1 an = 8 componentes.
En cada panel se reporta los resultados de una caminata aleatoria (RW) y el desempefio de la cascada para n = 1 a n = 8 frecuencias.

Se utilizan los pardmetros generados por la reestimacion, se pronostica desde el 1 de enero del 2017 hasta el 28 de diciembre del 2018 y
se encuentra el error medio en la serie.

No hay evidencia clara de que las cascadas de baja dimensién (1-3) tengan un desempeio
peor de que las de alta dimension (6-8). Pareciera que existe una fluctuacion en el desempefio
de la cascada similar al visto en el andlisis en la muestra, donde el modelo del modelo de 1
factor tiene un desempefio mejor que todos los demds para vencimientos menores a 7 afios. Sin
embargo, para la parte media y larga de la cascada el modelo de 5 factores tiene un mejor com-
portamiento. Aun asi, la cascada con n = 1 tiene en promedio un ajuste por fuera de la muestra

de 27,1801 puntos bésicos para un horizonte de 1 semana y 13,5699 para 4 semanas, mientras
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que el n = 5 tiene 33,1285 y 16,5335 para 1 y 4 semanas respectivamente. Esto muestra que
el modelo estdndar no genera un mejor prondstico al aumentar el nimero de factores. Existe
evidencia para decir que no es consistente con sus resultados, ya que propone el modelo de 5
factores para ajuste en la muestra y el de 1 factor para por fuera de la muestra, los cuales estan

considerablemente separados entre si.

Tabla 4.6: RMSE (Puntos Basicos) Fuera de la Muestra
Modelo SV

Madurez (afios)

1 2 4 6 7 8 10 15 Promedio

Pronéstico 1 Semana

RW 0.8119 1.1001 0.8062 0.4097 0.4199 1.1391 1.1925 1.1219 0.8572
Cascada
n=1 48.1732 449362 379085 30.6922 279127 30.6793 27.6851 24.0275 34.0949
n=2 179.0069 168.4306 149.8036 131.2246 123.0020 120.0676 107.1137 81.4439 132.5116
n=3 57.1067 42.6106 30.5068 22.2517 19.3976 22.3339 19.4689 16.2654 28.7427
n=4 58.0041 485964 37.0742 28.2334 25.1618 28.1364 25.0162 21.5376 33.9700
n=>5 123.1515 118.7957 107.2306 92.9443 86.4143 85.2952 75.8871 60.6507 93.7962
n=06 155.0287 126.4439 80.0947 55.9316 484779 48.0555 40.2810 30.5007 73.1020
n="7 87.5492 82.8867 74.6509 66.0652 62.3569 63.3738 58.3494 48.9972 68.0287
n=2~8 88.2565  83.6355 75.4394  66.9595 63.2627 642591 59.2202 49.7731 68.8508

Pronéstico 4 Semanas

RW 3.1380 3.8857 2.6221 2.5791 2.2035 2.5233 2.3478 2.2490 2.6934
Cascada
n=1 244034  22.3924 189395 15.3478  13.9223  15.3289  13.8696 12.0429 17.0309
n =2 89.2273 839012 74.6637 654187 612830 59.8508 53.4040 40.5544 66.0379
n=3 284098 212365 152719 11.1313 9.6603 11.1760  9.7724 8.1389  14.3496
n=4  28.8383 24.1455 18.4552 14.0789 12.5095 13.9966 124768 10.7235 16.9030
n=>5 61.2230  59.0352  53.3265 46.2422 429525 423996 37.7398 30.1424 46.6326
n==06 77.2383 629606 39.9157 27.8969  24.1453 239383 20.1002 152136 36.4261
n=7 43.2106 40.8666 36.8082 32.5894 30.7097 31.2156 28.7540 24.1452 33.5374
n=38 435365 41.1816 37.1069 32.8936 30.9977 31.4712 28.9769 24.2955 33.8075
La Tabla [f.6]reporta la raiz cuadrada de los errores de valoracién cuadréticos medios (RMSE) por fuera de la muestra de cada serie
de tasa de interés para 1 y 4 semanas con reestimacion de pardmetros cada 6 semanas, de la cascada o; variante conn = lan = 8
componentes. En cada panel se reporta los resultados de una caminata aleatoria (RW) y el desempefio de la cascada paran =1an =8

frecuencias. Se utilizan los pardmetros generados por la reestimacion, se pronostica desde el 1 de enero del 2017 hasta el 28 de diciembre
del 2018 y se encuentra el error medio en la serie.

La Tabla [4.6] reporta el desempefio de pronéstico por fuera de la muestra del modelo SV
para 1 y 4 semanas, con reestimacién cada 6 semanas, con un formato similar a la Tabla4.5] En
este caso, al igual que en el modelo estdndar, la caminata aleatoria predice mejor a la cascada en
cualquier frecuencia. Se puede observar que cuando o depende del tiempo los errores son mas

grandes, tienen peor ajuste, y siguen el mismo comportamiento fluctuante a través de la cascada
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ya encontrado en el andlisis en la muestra. Aunque en general los valores de ajuste son mayores
que en el modelo estdndar, existe una mejora entre elegir n = 1 con un promedio de 34,0949
y 17,0309 puntos bdsicos de error para horizontes de 1 y 4 semanas, y n = 4 con 33,970 y
16,9030 puntos basicos.

Aun asi, el mejor modelo es la cascada de 3 factores con un promedio de 28,7427 y 14,3496
puntos basicos de error para horizontes de 1 y 4 semanas. Esto muestra apesar de que el modelo
de 4 factores es el mejor modelo en la muestra, no es el mejor para el prondstico. El modelo
que lo supera no tiene una dimension muy lejana, es solo un factor menos. Contrario a lo que
sucede en el modelo estandar, parece que el modelo SV es mds consistente con sus resultados
en la muestra y por fuera de la muestra. Sin embargo, se puede ver que el modelo estdndar es
ligeramente superior en prondstico que el modelo SV.

Analizando la informacién de error medio en ajuste y en prondstico en la muestra y por
fuera de la muestra, los resultados son mds consistentes en el modelo SV que en el modelo
estandar, por lo mencionado anteriormente. Asi, la diferencia de desempeiio de prondstico que
hace ligeramente mejor el modelo estandar por sobre el SV puede verse disminuida por la mejor
estabilidad del modelo SV con n = 3 y n = 4 factores.

Los resultados con diferentes horizontes de tiempo muestran que al pasar de un paso cada 1
semana a pasos cada 4 semanas se disminuye el error de prondstico a casi la mitad de su valor
para cada modelo. Por el contrario, la caminata aleatoria aumenta su error. Este resultado puede
deberse a que el horizonte de 4 semanas estd mucho més cerca a periodo de reestimacion de
parametros de 6 semanas que el horizonte de 1 semana, disminuyendo el ruido de pardmetros
sin actualizar. Por lo cual, podrian obtenerse menores errores si la reestimacion se hiciera més
recurrentemente.

En general, los dos modelos poseen un pobre desempefio de prondstico para vencimientos
de corto plazo, es decir, la parte de la curva yield de corto plazo. Esto se puede deber a la falta
de liquidez que presenta el mercado de Colombia para plazos cortos. Ya que la cascada predice
los niveles futuros de la tasa corta a través de los valores de las tasas de plazos més largos, el
modelo no predice bien esta parte de la curva por no tener en consideracion la iliquidez del

mercado.
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Analisis Grafico

Se expone en las Figuras como se compara el modelo de cascada estdndar y SV a través
del tiempo para las diferentes frecuencias n = 1 hasta n = 8, en cada plazo o vencimiento de
la curva yield colombiana con el verdadero valor de las tasas. Las Figuras[5.1]y [5.2 muestran el
ajuste en la muestra, mientras que las Figuras y el ajuste por fuera de la muestra.

Por tltimo, las Figuras [5.5H5.8 muestran el comportamiento de la curva yield o estructura
a plazos en un punto especifico del tiempo. En este caso, se eligieron el 19 de junio del 2009
y el 11 de octubre del 2013 para el andlisis de ajuste en la muestra por ser puntos donde hay
un cambio de tendencia en la serie. Por otro lado, se eligieron las fechas del 8 de septiembre
del 2017 y el 9 de noviembre del 2018 por ser los puntos donde mas se aleja y se acerca la
prediccién del modelo a la curva, respectivamente. Se observa que los modelos de frecuencias
particulares con mal ajuste y/o prondstico tienden a ser los que invierten totalmente la curva,

como el caso del ajuste en la muestra de la cascada SV de 2 factores y la del modelo estandar

de 6.
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Figura 5.1: Ajuste en la Muestra Modelo Estdndar
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Figura 5.2: Ajuste en la Muestra Modelo SV
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Figura 5.4: Ajuste por Fuera de la Muestra Modelo SV
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Figura 5.5: Ajuste Curva Yield Modelo Estandar
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Capitulo 6

Conclusiones

Se ha desarrollado un anélisis comparativo entre dos modelos basados en un modelo de estructu-
ra a término dindmicos con forma afin que intenta acomodar un nimero arbitrario de factores de
duraciones heterogéneas creando una cascada de n difusiones. En este, cada variable de estado
revierte en media hacia su antecesora, tratando de capturar la idea de que cualquier fluctuacion
econdmica ocurre en un contexto de ciclos de poca frecuencia. La base de este modelo impone
supuestos en la distribucion del riesgo, las velocidades de ajuste y la premia de riesgo, generan-
do una estructura de dimension invariante especificada por solo 5 pardmetros, independiente de
la dimension de la cascada.

Los dos modelos comparados en este estudio se diferencian en el cambio del supuesto sobre
la forma de la volatilidad o riesgo del modelo, donde es constante para el modelo estdndar,
generando la misma cantidad de parametros y dependiente de la dimension de la cascada para el
nuevo modelo planteado, el Sigma Variante con 6 pardmetros. En la estimacion se encuentra que
los valores de los pardmetros resultantes para diferentes difusiones no convergen al aumentar
los factores, algo deseable, si no que fluctian a lo largo de la dimension de la cascada para
ambos modelos.

En primera instancia, el ajuste en la muestra del modelo estandar sigue un comportamiento
deseado de disminucién del error, pero solo hasta la parte media de la cascada, mientras que el
modelo SV tiene un error mucho més fluctuante. En ambos casos, el mejor ajuste lo tiene un
modelo con al menos 3 factores. Por su parte, en el error de prondstico, el modelo estandar es

mucho mas fluctuante que el SV. Este tltimo muestra més estabilidad de resultados tanto en la
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muestra como por fuera de la muestra, aunque ambos modelos siguen teniendo un desempefio
de prondstico peor que el de una caminata aleatoria.

Asi, hay indicios de que en este tipo de modelos afines es recomendable usar al menos 3
factores para su ajuste en los datos de estructura a plazos en Colombia, siendo cuidadosos en la
eleccion de este nimero por la inestabilidad de los modelos y sus fluctuaciones. Por su parte,
los modelos afines con dimensidn invariante no parecen tener un ajuste en prondstico adecuado
para las dindmicas de las estructuras a término colombianas.

En investigaciones futuras se propone mejorar la estimacién a través de la programacién
directa de un algoritmo de optimizacién con fronteras para evaluar si se puede llegar a una
convergencia los pardmetros ante aumentos de la dimension de la cascada. También es posible
buscar otras estructuras de dependencia para el riesgo y adicionar una forma al risk premia
para ver si hay mejor ajuste en los datos de Colombia. Se puede modificar el modelo para
utilizar datos de tasas IBR y Swap colombianos y asi observar ciertos comportamientos de la
estructura a plazos no lineales del mercado. La estructura lineal del modelo tiene la limitacién
de que permite que las tasas de interés sean negativas, por lo cual seria una mejora para el caso
colombiano el adaptar la cascada a una especificacion CIR o cuadratica para obtener solo tasas

positivas.
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