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Introduccién

Dentro del campo de las ciencias de la computacion, encontrar algoritmos
eficientes es clave para el desarrollo de nuevas tecnologias [2], [25]. De forma que,
surge la necesidad de contar con herramientas con el fin de medir la eficiencia en
un codigo. Este proceso es ampliamente conocido como notacion asintotica cuyo
objetivo principal es estimar mateméaticamente la cantidad de recursos empleados
durante la ejecucion de un programa de computadora [22]. Hoy en dia, existen
muchas notaciones implementadas y cominmente utilizadas en el campo, las mas
conocidas son Big O y Little o [24]. De estas nociones se pueden derivar otras
ideas, como Big (Q, Little w, Theta © [19] v Theta weak 6 [20] y recientemente se
proporcionan algunas generalizaciones de las notaciones antes mencionadas [12]. Un
tema de investigacion muy conocido en informaética es la Complejidad Computacional
[15], que esta profundamente relacionado con la notacion asintética. Otro tema muy
relacionado con la notaciéon asintotica es la Inteligencia Artificial (IA) [23], mas
especificamente en Machine Learning donde esta nocion puede ser utilizada para
evaluar la complejidad de diferentes algoritmos [21]. Matematicamente hablando, las
distintas notaciones asintoéticas pueden ser interpretadas como sucesiones de niimeros
reales positivos que satisfacen condiciones de convergencia, acotadez o divergencia,
segun sea el caso. Ver las notaciones asintoticas desde este punto de vista permite
realizar generalizaciones de este concepto usando otras estructuras algebraicas o
topologicas, y es justo lo que se presenta en este trabajo. Se hace uso de la estructura

topoldgica denominada filtro para introducir una nueva nocién de notaciéon asintotica.

Este trabajo se encuentra estructurado de la siguiente forma, en el primer
capitulo se estudian diversas notaciones asintéticas, se proporcionan ejemplos
puntuales y propiedades relevantes para el desarrollo del documento que ayuden
a comprender esta nocion. Basicamente, la idea de este primer capitulo es generar

una base de conocimiento sélida para que a partir de esto se pueda comprender la



relacion entre las notaciones asintoéticas y diversos tipos de sucesiones de nimeros
reales positivos.

Posterior a esto, se realiza un enfoque en la estructura matemaética conocida
como filtro, ademas, se estudia cuales son los atributos que posee esta nocién que
permiten desarrollar una generalizacion del concepto de sucesiones, en este caso de
numeros reales positivos, convergentes o acotadas. Esto con la finalidad de crear un
conducto que permita relacionar las notaciones asintéticas usuales con las notaciones
asintoticas via filtros a través de las sucesiones y su generalizacion.

Finalmente, se desarrolla el capitulo mas importante del documento donde
se exponen los hallazgos més relevantes de este trabajo de grado. Como primera
instancia se introducen las notaciones asintéticas en términos de filtros, se establece
puntualmente la relaciéon encontrada entre las notaciones asintéticas usuales y las
notaciones generalizadas via filtros. Asi mismo, se determinan ciertas propiedades
que cumplen las notaciones de forma intrinseca al igual que aquellas que exhiben una
relacion entre notaciones diferentes con sus respectivas demostraciones, ejemplos e

ilustraciones.



Capitulo 1

Notaciones asintoticas

La finalidad de este primer capitulo es introducir el concepto de diversas
notaciones asintoticas, proporcionar algunas propiedades y ejemplos, asi como
también establecer las relaciones existentes entre las distintas notaciones asintoticas
estudiadas. Finalmente, se establece la relacién entre la notaciones asintéticas y el
concepto de sucesiones de nimeros reales positivos, convergentes a cero, divergentes

o acotadas.

1.1. Notacién asintotica

De forma general, la descripcion de cada paso de un pseudocoddigo genérico
corresponde a un nimero de operaciones primitivas, de forma que, es posible realizar
un analisis simple de un algoritmo estimando la cantidad de operaciones primitivas
realizadas durante su ejecucion. Este estudio se enfoca en la tasa de crecimiento del

tiempo de ejecucion como funcion del tamano de la entrada n.

Este anélisis es posible debido a una notaciéon matemética para funciones
que no considera factores constantes. Concretamente, se caracteriza el tiempo de
ejecucion a través de funciones que relacionan la tasa de crecimiento en términos de
n. Es esto lo que precisamente permite describir los aspectos generales en referencia

al tiempo de ejecucion de un algoritmo.

Usualmente, se toman funciones de complejidad que describen el
comportamiento de un algoritmo y se busca medir su desempeno con respecto a
otras funciones de complejidad, que en temas generales, la notacion asintotica, puede
ser empleada como método de clasificacion para la complejidad de algoritmos. Una
funciéon de complejidad f no es mas que una funcién cuyo dominio es el conjunto de

los enteros positivos y cuyo rango es el conjunto de los ntimeros reales.
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Notacion O

Esta notacion, da a entender de forma asintética bajo que condiciones una
funcién de complejidad es menor o igual a otra. Sean f, g funciones de complejidad,
se dice que f(n) es O(g(n)), lo cual se denota por f(n) = O(g(n)), si existe una

constante ¢ > 0 y un ntmero entero positivo ng tales que:
f(n) <c-g(n), para todo n > ng
El siguiente ejemplo ilustra esta definicion.

Ejemplo 1.1. Sean f(n) = 8 -n—2 y g(n) = n, dos funciones de complejidad,
entonces f(n) = O(g(n)). En efecto, tomando ¢ = 16 y ng = 1 se obtiene que

8- n—2<16-n, para todon > 1

tal y como se muestra en la siguiente grdfica.
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Figura 1.1: f(n) = O(g(n)).



Notacion o

En este caso se presenta una definicion similar a la anterior, sin embargo, esta
construccion describe como una funcion crece a una tasa estrictamente menor a otra.
Sean f, g funciones de complejidad . Se dice que f(n) es o(g(n)), lo cual se denota
por f(n) = o(g(n)), si para toda constante ¢ > 0 existe un ntimero entero positivo

ng tal que:

f(n) <c-g(n), para todo n > ng

A continuacion, se presenta un ejemplo que ilustra esta definicion,

Ejemplo 1.2. Sean f(n) = n? y g(n) = n® dos funciones de complejidad, entonces
f(n) = o(g(n)). En efecto, sea ¢ > 0 por propiedad arquimediana existe un entero

. 1 . .
positivo ng tal que — < ¢, luego si n > ng se verifica que
no

n2<c-n3

lo cual se observa en la siguiente grdfica.
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Figura 1.2: f(n) = o(g(n)).



Notacion ©

Esta notacion permite establecer como dos funciones crecen bajo la misma
tasa hasta factores constantes. Sean f, g funciones de complejidad. Se dice que f(n)
es O(g(n)), lo cual se denota por f(n) = O(g(n)), si existen constantes ¢;,cy > 0y

un nimero entero ng > 1 tales que:
c1-g(n) < f(n) <cy-g(n), para todo n > ng
Esta definicion se puede ilustrar mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3. Sean f(n) =6-n?>+10-n y g(n) = n? dos funciones de complejidad.
entonces f(n) = ©(g(n)). En efecto, tomando ¢; =1, co =7 y ng = 10 se obtiene
que

1~n2§6~n2+10-n§7-n2, para todo n > 10

Esto se puede ilustrar en la siguiente grdfica.
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Figura 1.3: f(n) = 0(g(n)).



Notacion 2

Esta notacion compara el crecimiento entre dos funciones de complejidad,

desde una cota inferior. Sean f, g dos funciones de complejidad, se dice que f(n) es

Q(g(n)), lo cual se denota por f(n) = Q(g(n)), si existe una constante ¢ > 0 y un

nimero entero positivo ng tales que:

c-g(n) < f(n), para todo n > ng

El siguiente ejemplo ilustra esta definicion.

Ejemplo 1.4. Sean f(n) = n y g(n) = 8 -n — 2 dos funciones de complejidad,

entonces f(n)

sequences

Q(g(n)). En efecto, tomando ¢ = 0.16 y ng =1 se

(0.16) - (8- m —2) <mn, para todon > 1
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Figura 1.4: f(n) = Q(g(n)).
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Notacion w

Por tltimo, esta notacién describe un limite inferior que no es asintoticamente
cerrado, es decir, que puede existir una cota inferior mayor a la dada. Sean f,g
dos funciones de complejidad. Se dice que f(n) es w(g(n)), lo cual se denota por
f(n) = w(g(n)), si para toda constante ¢ > 0 existe un nimero entero positivo ng

tales que:

c-g(n) < f(n), para todo n > ng

A continuacién se presenta un ejemplo de esta definicion.

Ejemplo 1.5. Sean f(n) =n y g(n) = Inn dos funciones de complejidad, entonces

n(n)

f(n) = w(g(n)). En efecto, sea ¢ > 0 dado que lim,,_, = 0 existe un entero

positivo ng tal que ¢ < ng, al suponer que n > ng se tiene:

1 1
a(n) _ 1
n c
c-Inn<n

lo cual se observa en la siguiente grdfica.
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(a) Para ¢ = 3, se tiene ng = 5. (b) Para ¢ = 5, se tiene ng = 14.

Figura 1.5: f(n) = w(g(n)).



1.2. Relacion de las notaciones asintdticas con sucesiones

Dado que una sucesion real (x,) no es mas que una funcion f : Z, — R
entonces las funciones de complejidad pueden ser consideradas como sucesiones reales
de términos positivos. Se denotara por #+ = {(z,) C R : x, > 0} el conjunto de
todas las sucesiones reales de términos positivos. La idea es comparar las diversas
notaciones asintoticas con los conceptos de sucesiones convergentes, divergentes y
acotadas. En este sentido las notaciones asintéticas antes definidas seran expresadas

de la siguiente manera:

Definicion 1.6. Sea (y,) € FT. Se tienen las siguientes definiciones:

O(yy) = {(z,) € F* :3c>0,3ng € Zy tales que x, < ¢ y,,Vn > ng}
o(yn) = {(x,) € FT :Vec>0,Ing € Zy tales que x, < c-y,,Yn > ng}
O(yn) = {(zn) € FT : Jcy, 0 > 0,3Ing € Zy tales que ¢y -y < T < Co - Y, YN > g}
Qyn) = {(zn) € FT :3c>0,3ng € Z tales que ¢y, < z,,Yn > ng}
wlyn) = {(z,) € F1 : Ve >0,3Ing € Zy tales que ¢ -y, < T, Y0 > ng}

En vista de que las sucesiones consideradas son de términos positivos, es
posible considerar el cociente entre sucesiones y expresar algunas de estas notaciones

asintoticas en notaciéon de limites.

Ty,
Teorema 1.7. Sean (z,), (y,) € F+ y suponga que lim,,_,.. — = L.

1. Si L >0, entonces x, = O(yy).

2. Si L =0, entonces x,, = o(y,).

3. Si L >0, entonces x, = O(y,) N Q(yy)-
4. Si L = oo, entonces x, = w(Yn)-

Demostracion. Sean (x,), (y,) € FT y suponga para los item 1. 2. y 3. que

lim,, o z—“ = L existe, esto significa que dado € > 0, existe ng € Z, tal que si

9



n > ng entonces ”y”—" — L| < e. Ademas, observe que dado que ";—” > () para todo

entero positivo n entonces ocurre que L > 0

1. Suponga que L > 0, entonces para n > nyg

Ty T

Lo < |—-L]<e
Yn Un
con lo cual
e+ D)
— < (e+ L
Yn

de modo que z, < (e + L) -y, para todo n > ng. Por lo tanto, z, = O(y,).

2. Suponga que L = 0, entonces ;—Z < € para todo n > ng, es decir, z, < €y,

para todo n > ng. Por lo tanto, z, = o(yn).

3. Suponga que L > 0, entonces para y € = %, existe un entero positivo ng tal

que si n > ng entonces

Ty L
_ L < —
Yn 2
con lo cual
L - Tn 3L
2y 2

Asi, % Y <y < % -y para todo n > ngy. Por lo tanto, x, = O(y,) N Q(y,).

4. Suponga que L = oo, entonces para todo a € R existe un entero positivo n,

Tn

tal que para si n > n, entonces > Particularmente, para todo a > 0
existe un entero positivo n, tal que para si n > n, entonces ay, < x,. Por lo

tanto, x, = w(y,).
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De hecho, es posible caracterizar las notaciones asintodticas en términos de
sucesiones convergentes o acotadas segiin sea el caso. Por ejemplo, si (y,,), (z,) € F T,
y x, = O(y,), entonces existe ¢ > 0 y un entero positivo ngy tal que z, < ¢ -y,
para todo n > ng. Dado que (y,) es una sucesion positiva, entonces wr < c¢ para
todo n > ng lo cual implica que la sucesion (z—:) estd acotada. Similarmente, si
x, = o(yy,), entonces para todo ¢ > 0 existe un entero positivo ng € Z, tal que
x, < €-y, para todo n > ng. Esto es, para todo ¢ > 0 existe un entero positivo ng
tal que
T,

——0’<c
Yn

siempre que n > ng, por lo que se puede concluir que la sucesion (;—"> converge a 0.
n

1.3. Algunas propiedades de las notaciones asintoéticas

En esta secciéon se presentan algunas de las propiedades que satisfacen las

notaciones asintoticas.

Teorema 1.8 (Reflexividad). Sea (y,) € Z T, entonces yn, = O(Yn), Yn = Qyn) ¥
Yn = O(yn)-

Demostracion. Sea (y,) € F*. Dado que y, <y, < y, para todo entero positivo n,

se obtiene que ¥, = O(yn), Yn = QLUYn) ¥ Yn = O(yyn). O
Teorema 1.9 (Transitividad). Sean (z,), (yn), (z,) € F T, entonces

1. Six, =0Yn) yyn = O(z,), entonces x, = O(z,).

2. Sixn =0(Yn) Y Yn = 0(2,), entonces x, = o(zy).

3. Six, =0(yn) Y yYn = O(2,), entonces x, = O(z,).

4. 8t xy = Qyn) ¥ yn = QUzn), entonces x, = Qz,).

5. 8tz =w(Yn) Y Yn = w(zn), entonces x, = w(zy,)

11



Demostracion. Sean (x,,), (yn), (z,) € FT.

1.

Suponga que z, = O(y,) ¥ yn = O(z,), entonces existen cj,ce > 0 y enteros
positivos n; y ng tales que x, < ¢; -y, para todon > ny y vy, < ¢ - 2, para
todo n > ng, tomando ng = max{ni,ne} al suponer que n > ny se tiene por
propiedad transitiva de los niimeros reales que x,, < ¢1 -y, < c¢1c2- 2, para todo

n > ng. Por lo tanto, z,, = O(z,).

. Sea ¢ > 0 y suponga que z,, = o(y,) ¥ Yn = 0(z,) entonces existen enteros nj y

no tales que si n > n; entonces x, < g -y, para todon > ny y y, < 2- z, para
todo n > ng, tomando ng = max{n;,ny} al suponer que n > ny se tiene por
propiedad transitiva de los niimeros reales que z, < 5 -y, < 522, = C* 2.

Por lo tanto, =, = o(z,).

Suponga que x, = O(y,) ¥ yn = O(z,) entonces existen ¢, ca,c3,¢4 > 0y
enteros positivos ny y no tales que ¢y -y, < z, < o -y, paratodon > ny y
c3 - zn < Yp < ¢4+ 2z, para todo n > ngy, tomando ny = méx{ny,ny} al suponer
que n > ng se tiene por propiedad transitiva de los ntimeros reales se tiene que

163+ 2n <01 Yp <y < oYy < Coey - 2. Por lo tanto, x, = 0(z,).

Suponga que x, = Q(y,) v yn = Q(2,) entonces existen c¢1,co > 0 y enteros
positivos ni,ng tales que ¢1 -y, < x, n>ny1y ¢ -2, <y, para todo n > no,
tomando ny = max{n;,ny} al suponer que n > ng se tiene por propiedad
transitiva de los ntimeros reales se tiene que cico - 2, < ¢ - Yp < T, VN >

méax{n;,ny}. Por lo tanto, =, = Q(z,).

Sea ¢ > 0 y suponga que =, = w(y,) ¥ ¥yn = w(z,), entonces existen enteros

positivos ni,ny tales que 3 -y, < wx, para todon > nyy 2z, < y, para
todo n > ny, tomando ng = max{n;,ny} al suponer que n > ny se tiene por
propiedad transitiva de los ntimeros reales se tiene que ¢ -z, = ¢ -2z, <

% “Yn < Ty Por lo tanto, x,, = W(Zn)'

12



Otras relaciones entre las notaciones asintoticas son establecidas en el siguiente

teorema.
Teorema 1.10. Sean (), (yn), (z,) € F T, entonces
1.z, = O(yy,) siy solo siy, =06(x,).
2. xp, = O(yn) sty solo siy, =Qxy,).
3. Tp = 0(yn) sty solo siy, = w(z,).
Demostracion. Sean (z,,), (yn), (zn) € F T

1. Suponga que x, = O(y,) entonces existen ¢;,c; > 0 y un entero positivo ng

tales que ¢q -y, < x, < co - ¥y, para todo n > ng, luego

Chy T <Y STy

donde ¢} = é y ¢ = é Por lo tanto, y, = O(x,). El reciproco se realiza de

forma similar.

2. Suponga que x,, = O(y,) entonces existen ¢ > 0 y un entero positivo ng tales
que x,, < c¢-y, para todo n > ng, tomando ¢ = % > 0 se obtiene que ¢ -x,, < y,
para todo n > ng. Por lo tanto, y, = Q(x,).

Reciprocamente, suponga que y, = 2(x,) entonces existen ¢ > 0 y un entero
1

positivo ng tales que ¢ - z,, < y, para todo n > ng, tomando ¢’ = = > 0 se

obtiene que x,, < ¢ -y, para todo n > ngy. Por lo tanto, x,, = O(y,).

13



3. Suponga que x, = o(y,) y sea d > 0 entonces existe un entero positivo ng tal
1
que x, < 7 yn para todo n > ng, luego d - x,, < y, para todo n > ny. Por lo
tanto, v, = w(z,).
Reciprocamente, suponga que y,, = w(z,) y sea d > 0 entonces existe un entero
1
positivo ng tal que - -z, <y, para todo n > ng, luego x,, < d -y, para todo

d
n > ng. Por lo tanto, z,, = o(y,).

]

Partiendo del resultado anterior es posible extraer nociones de simetria entre
ciertas notaciones asintoticas. En el siguiente teorema se evidencia otro tipo de

relacion que se da entre notaciones.
Teorema 1.11. Sean (x,), (yn), (z,) € FT, entonces
1.z, = O(yy,) siy solo si x, = O(y,) NQyn)-
2. Six, = o(y,), entonces x, = O(y,).
3. Six, =w(yn), entonces x, = QUyy).
Demostracion. Sean (x,,), (yn), (2,) € FT

1. Suponga que z,, = O(y,) entonces existen c¢;,c; > 0 y un entero positivo ng
tales que ¢q -y, < x, < ¢y, para todo n > ng, lo que se puede expresar como
1 Yn < 1, v T, < -y, para todo n > ng, esto implica que x, = Q(yn) y
T = O(yn).
Reciprocamente, suponga que z,, = O(y,) y Z,, = Q(y,), entonces existe existen
c1,c9 > 0y enteros positivos ny, no tales que ¢; -y, < x,, para todon > ngy
T, < ¢9 -y, para todo n > n;. Tomando ng = max{ng,n;} al suponer n > ng

se tiene que ¢; -y, <z, < ¢3 - yp,. Por lo tanto, z,, = O(y,).

2. Suponga z,, = o(y,) entonces para cualquier ¢ > 0 existe un entero positivo ng

tal que y,, < c-x,, para todo n > ng, dada la relacion entre los cuantificadores de

14



existencia y universal se puede concluir que existen ¢ > 0 y un entero positivo

no tal que y, < c¢- x, para todo n > ng, de forma que z,, = O(y,).

3. Suponga que z,, = w(y, ) entonces para cualquier d > 0 existe un entero positivo
ng tal que d-y,, < x, para todon > ng, dada la relacion entre los cuantificadores
de existencia y universal se puede concluir que existen d > 0 y un entero

positivo ng tal que d -y, < z,, para todo n > ng, de forma que z,, = Q(y,).
O

Para un estudio mas detallado del tema y més propiedades de las notaciones

asintoticas se puede consultar [6], [10] y [20].

15



Capitulo 2

Filtros y nociones de convergencia via filtros

En este capitulo se estudia la estructura denominada filtro, se proporcionan
ejemplos y propiedades. También se estudia la nocién de sucesiones convergentes y
sucesiones acotadas en términos de esta estructura, algunos ejemplos son presentados

asi como también la relacién esperada entre estas dos nociones.

2.1. Filtros

El concepto de filtro fue introducido inicialmente en 1937 por Henri Cartan
[7], [8] ¥y un buen tratamiento del tema fue desarrollado por Bourbaki en el ano 1940
[5]. Recientemente, los filtros juegan un papel importante en numerosas aplicaciones

en ciencias computacionales e ingenierfas [3], [11].

Definicion 2.1. Sean X wun conjunto no wvacia y F una familia no vacia de
subconjuntos de X, se dice que F es un filtro sobre X si se cumplen las siguientes

condiciones:
ry
» S1 A, B € F, entonces ANB € F.
» SiAe FyACB, entonces B € F.

El ejemplo mas conocido de filtro es el denominado filtro de Fréchet, denotado
por F,, el cual se compone de todos los subconjuntos no vacios de un conjunto infinito

X cuyo complemento es finito, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.2. Sea X un conjunto infinito, entonces la coleccion:

F,={AC X :X — A es finito }
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es un filtro. En efecto, dado que X es un conjunto infinito, se tiene que que O & F.
Sean A, B € F,, entonces se cumple que X — A y X — B son conjuntos finitos, como
la union finita de conjuntos finitos es finito se obtiene que (X — A) U (X — B) =
X — (AN B) es finito, por lo que ANB € F,.. Ahora, sea A € F, y B un subconjunto
de X tal que A C B, luego (X — B) C (X — A), como X — A es finito por hipdtesis,

se concluye que B € F,.. Por lo tanto F, es un filtro.

El siguiente ejemplo de filtro se denomina filtro complemento numerable y se
denota por Foy, el cual guarda una relacion con el filtro de Fréchet debido a que
todo conjunto finito es numerable y la demostracion de que es un filtro se realiza de

manera similar a como se hace el de filtro de Fréchet.

Ejemplo 2.3. Sea X un conjunto infinito, entonces la siguiente coleccion es un filtro

denominado filtro complemento numerable:

Fon ={AC X : X — A es numerable }

Dado un conjunto X y un subconjunto no vacio A de X el filtro principal de A,
denotado por F4, constituye otro ejemplo importante de filtro, F4 esta conformado
por todos los subconjuntos de X que contienen al conjunto A. Cuando A = {x}, el
filtro principal se denota como F,. El hecho de que F4 es un filtro se demuestra en

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4. Sea X un conjunto, A un subconjunto no vacio de X, entonces la

coleccion:

fA:{FCX:AgF}

es un filtro. En efecto, dado que A # ) se tiene que O & F4. Sean B,C € F4 entonces
AC ByACC, de forma que A C (BNC) y por tanto BN C € Fy. Ahora, sea
B € Fa y considere C' un subconjunto de X tal que B C C, como A C B, por

transitividad se tiene que A C C. Por ende, C' € Fj4.

17



La nocion de ideal fue introducida en 1933 por Kuratowski [18], un ideal sobre
un conjunto no vacio X es una colecciéon Z de subconjuntos de X que satisface las

siguientes propiedades:

1. SiAeZy B C Aentonces B € 7.
2. SiAeZy BeZentonces AUB € Z.

Si X € 7 entonces el ideal Z es la coleccion formada por todos los subconjuntos
de X, esto es P(X), y se denomina ideal trivial. Los ideales no triviales constituyen

una estructura dual a la de filtro, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5. Sea X un conjunto no vacio e Z un ideal no trivial sobre X, entonces

la coleccion

Fr={ACX:X-AeT}

es un filtro sobre X. En efecto, dado que I es un ideal no trivial se tiene que O & Fr.
Sean A, B € F7 entonces X — A €Z y X — B € Z. Por propiedad aditiva, se cumple
que (X —A)U(X —B)=X - (ANB) €Z, de forma que AN B € Fr. Ahora, sea
A € Fr y B un subconjunto de X tal que A C B. Luego, (X — B) C (X — A), como
X — A €T por hipdtesis, se concluye que B € Fz. Por lo tanto Fr es un filtro.

A continuaciéon se presenta un ejemplo de filtro definido sobre el conjunto
de los enteros positivos y que serda de gran utilidad para ejemplos posteriores, este
ejemplo viene dado en términos de la densidad de un conjunto. Sea Z, el conjunto

de los enteros positivos y A un subconjunto de Z,, la densidad de A, denotada por

d(A) se define como:

d(A) = lim Card(AN{1,2,...,n })

n—oo n

Algunas propiedades de la densidad de A son las siguientes:
1. d(A) € [0,1].
2. Si A es finito entonces d(A) = 0.
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3. d(Zy — A)=1—4d(A).

4. Si A C B entonces d(A) < d(B).

5. d(AU B) < d(A)+d(B).

6. Si Ay B son disjuntos entonces d(AU B) = d(A) + d(B).

Por ejemplo, considere el conjunto A = {2’~C ke Z+} entonces para k € Z, fijo pero

arbitrario se tiene que 2F < n siempre y cuando k < log,(n), de modo que

logy (1)

0 < d(A) < lim
n

=0

de modo que d(A) =0 y por tanto d(Z, — A) =1

Ejemplo 2.6. La coleccion Fy = {A C Z, : d(A) = 1} es un filtro sobre Z.
denominado filtro de densidad. Se va a demostrar que Fq es un filtro. Dado que el
conjunto vacio es finito, se tiene que d()) = 0, por ende O & Fy. Sea A,B € Fy
entonces d(A) = d(B) = 1. Considere d(Z, — (ANB)) =d((Zy+ — A)U(Z, — B)) <
d(Zy—A)+d(Zy—B)=04+0=0. Porlo qued(ANB)=1y AN B € F,;. Ahora,
sea A € Fy y B un subconjunto de Z, tal que A C B, por propiedades de densidad
se tiene que d(A) < d(B), entonces 1 < d(B), de forma que d(B) =1 y B € Fy.

Por lo tanto, F; es un filtro.

A continuacién, se enuncian otras definiciones relevantes para el desarrollo de

la préxima seccion.

Definicion 2.7. Si F; y Fo son dos filtros sobre X, Fy se dice que es un filtro mas
fino que Fy si F1 C Fo. St también F| # Fo, entonces Fo se dice que es un filtro

estrictamente mas fino que Fi.

Se dice que un filtro F es libre si F,. C F. Si un filtro no es libre, se dice que
es un filtro fijo. El filtro de densidad F, es libre dado que F,. C Fy, por otro lado el

filtro principal F4 es fijo.
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2.2. Sucesiones y filtros

Es muy comun en la matematica realizar generalizaciones de conceptos
clasicos, la nocion de sucesion convergente no escapa de este hecho, y quizas,
sea una de las nociones dentro del analisis y la topologia que ha generado mas
generalizaciones, son muchas las que pueden ser citadas, entre ellas [9], [16] y [17],
las cuales hacen uso de estructuras débiles, ideales. No se sabe a ciencia cierta quién
introdujo la nocién de convergencia de sucesiones empleando los filtros, actualmente
es algo que se acepta como parte del folklore matemético. Sin embargo, existen
diversos autores que han trabajado con esta nocion [1], [4], [13] v [14].

Recuerde que una sucesion (z,) sobre un espacio topolégico X converge a
un punto z € X, lo cual se denota por x, — x, si para todo abierto U € N (x)
existe N € Z, tal que si n > N, entonces z,, € U. Esta definicién establece, entre
otras cosas, que la cantidad de enteros para los cuales los términos de la sucesion
no pertenecen al abierto U es finita, ver la nocién de convergencia de esta manera
permite establecer una generalizacion de esta definicion al considerar propiedades que
pueden ser descritas sobre subconjuntos de Z,, tal y como se exhibe en la siguiente

definicién.

Definicion 2.8. Sean (z,) € 1 y F un filtro sobre Z. La sucesion (x,) converge
ax € R en filtro, lo cual se denota por x, T> x, si para todo € > 0 el conjunto

{neZ, v, —z| <e} €F.

Cuando x, — =z, se dice que (z,) es F-convergente. El siguiente resultado
f
exhibe la relacion existente entre sucesiones convergentes en el sentido usual y las

sucesiones convergentes en un filtro F.

Teorema 2.9. Sean (x,) € F*, F un filtro sobre Z, yx € R. Six, — x y F es

un filtro libre, entonces x,, T> x.

Demostracion. Sea ¢ > 0, dado que z, — x, entonces existe ng € Z, tal que

|z, — x| < € para todo n > ny. Considere el conjunto A = {n € Z, : |z, — z| < €}
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y tome N € Z, — A, entonces |xy — x| > €, es decir, N < ng. Esto significa que
Zy—AC{l,...,ng—1} porlo que A € F, y dado que F es un filtro libre se obtiene

que A € F. Por lo tanto z, 7> x. n

A continuacion se muestra un ejemplo de que el reciproco del teorema anterior,
en general no es cierto, esto es la convergencia en filtro no implica la convergencia

en el sentido usual.

Ejemplo 2.10. Considere el filtro de densidad F4 y la siguiente sucesion definida a

trozos:

1

— n# 2% para todo k € Z,
Ty = n

n n=2* para algin k € Z.

Sea € > 0, como la sucesion (%) converge a 0 existe un entero positivo ng tal que

sin > ng entonces = < €. Denote por A = {n € Zy : |z, — 0| < €} entonces

A={ne€Z,  :n>n}fn{neZ,:n+#2"paatodok € Z.}. Observe que

d(A) =1 porlo que A € Fy y asi xy, - 0. Sin embargo, al ser (z,) una sucesion
d

no acotada no converge.

El siguiente resultado, exhibe que la convergencia usual puede ser

caracterizada en términos de filtros al considerar el filtro de Fréchet.
Teorema 2.11. Sean (z,) € F* yx € R. x, — x si y sdlo si x, -

Demostracion. Sea ¢ > 0, dado que =, — x, entonces existe ny € Z, tal que
|z, — z| < € para todo n > ng. Considere el conjunto A = {n € Z, : |z, — x| < €}
y tome N € Z, — A, entonces |xy — x| > €, es decir, N < ng. Esto significa que
Z,—AC{l,...,ng— 1} por lo que A € F,. Por lo tanto z, f—r>x
Reciprocamente, suponga que x,, ? x. Por hipétesis, el conjunto A = {n €
Zy : |r, — x| < €} € F,, esto significa que Z, — A es finito, es decir Z, — A =

{ni,...,n} para algin k € Z, y |[ay — x| > esi N € Z; — A. Tomando m =
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max{ny,...,nx}, al suponer que n > m+ 1 se cumple que |z,, — x| < €. Por lo tanto,

T, — T. ]

Las sucesiones acotadas, también son susceptibles a ser generalizadas en

términos de filtros, tal y como se presenta en la siguiente definicion.

Definiciéon 2.12. Sea F un filtro sobre Z,. Se dice que una sucesion real (x,) es

F-acotada si y solo si existe M > 0 tal que el conjunto {n € Z : |x,| < M} € F.

El siguiente resultado muestra la relacion entre las sucesiones F-acotadas y

acotadas en el sentido usual.

Teorema 2.13. Sea (r,) € F una sucesion acotada y F un filtro libre sobre Z.,

entonces (x,) es F-acotada.

Demostracion. Sea (z,,) una sucesion acotada y F un filtro libre, por definicion existe
M > 0 tal que |z,| < M, Vn € Z,. Considere el conjunto A ={n € Z, : |z,| < M},
luego Z, — A = (). De forma que, A € F,. y A € F dado que F es un filtro libre. Por
lo tanto, (z,) es F-acotada. O

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del teorema anterior, en general,
no es cierto, es decir, existe sucesiones acotadas via filtros pero no acotadas en el

sentido usual.

Ejemplo 2.14. Considere la sucesion (x,,) definida por x, = n y el filtro principal
F5 sobre Z definido de la siguiente forma, F5s = {F C Z, : {b} C F'}. Note que
para M = 10, el conjunto:

A={neZ,:|n|<M}={1,2,...,89,10}

Como {5} C A, entonces A € Fs. Por lo que, (x,) es Fs-acotada. Sin embargo, (x,)

no es acotada en el sentido usual.

Las sucesiones acotadas pueden ser caracterizadas usando el filtro de Fréchet,

tal y como se exhibe en el siguiente resultado.
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Teorema 2.15. Sea (z,) € F7*. Se dice que (x,,) es una sucesion acotada si y solo

si (xy) es una sucesion F,-acotada.

Demostracion. Sea (x,) una sucesion acotada, por definicion existe M > 0 tal que
|z, < M, V¥n € Z,. Considere el conjunto A = {n € Z, : |x,| < M}, luego
Z, — A = 1. De forma que, A € F,. Por lo tanto, (x,) es F-acotada.

Suponga que (x,) es una sucesion F.-acotada, es decir, {n € Z, : |z,| <
M} € F,.. Defina A = {n € Z; : |z, < M}, como Z,; — A es finito tome
N € Zy — A, entonces N € {ny,...,ng} donde k € Z, y |zry| > M. Llame
m = max{|Tn,|,...,|zn,|, M}. De forma que, para todo n € Z, se cumple que

|z,| < m. Por lo tanto, (z,) es una sucesion acotada. O

La relacion existente entre las nociones usuales de sucesién convergente y
acotada es preservada cuando se consideran la nociones generalizadas via filtro de

convergencia y acotadez, siempre y cuando el filtro en cuestion sea libre.

Teorema 2.16. Sean (x,) € FT y F un filtro sobre Z. Si (x,) es F-convergente,

entonces (x,) es F-acotada.

Demostracion. Sean (x,) € #* y F un filtro sobre Z,. Como z, — @, entonces
para € = 1, se cumple que el conjunto A{n € Z, : |z, — x| < 1} € F. Tome
M =|z|4+1>0ydenote B={n¢€Zy : |z, < M} Seam € A, luego se cumple
que |z, — x| < 1, por propiedad triangular |z,,| — |z| < 1, es decir, |z, < |z|+ 1y

m € B. Por lo tanto, B € F y (z,) es F-acotada. O

Al igual que en el caso usual, el reciproco del teorema anterior no

necesariamente se cumple, para esto considere el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.17. Considere el filtro principal Fy y la sucesion (x,) definida de la

siguiente forma:

1M es par,

n?
— st n es impar.
n

23



Luego, (x,) es Fp-acotada dado que para M = 2, el conjunto A = {n € Z, :
|z, < M} = {2k+1:k € Z:} U {2} € F,. Sin embargo, dado € > 0 el conjunto
B={necZy |lv,—z|<e}={2k+1:keZ,} ¢ F Porlo que, (x,) no es

Fo-convergente.
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Capitulo 3

Notacion asintotica via filtros

En este capitulo se introduce un nuevo concepto que generaliza las notaciones
asintoticas usando la estructura de filtro. También se estudian algunas propiedades y
las relaciones existentes entre las notaciones asintoticas usuales y el nuevo concepto
introducido. Propiedades como simetria y transitividad son estudiadas para algunas
de estas nuevas nociones, asi como también las relaciones entre estas nuevas nociones.
Esta nueva definiciéon constituye un aporte novedoso, pero modesto, a la teoria

existente entorno a la notacién asintotica usual.

3.1. Notaciones asintéticas generalizadas

Dado que las notaciones asintoticas pueden ser vistas, segiin sea el caso, como
sucesiones convergentes y/o acotadas, entonces éstas son sensibles a ser generalizadas
en términos de filtros. De ahora en adelante se denotaré por F—notaciones asintoticas
a las nociones que serédn introducidas. También, todas las sucesiones consideradas
seran sucesiones reales de términos positivos y los filtros considerados seran sobre el

conjunto de los enteros positivos Z, .

F—Notacion Or

Definicion 3.1. Sean (x,,), (y,) € F* y F un filtro sobre Z.,.. Se dice que la sucesion
(xn) es Ox(yn), lo cual se denota por (z,) = Ox(y,), si existe ¢ > 0 tal que el

conjunto {n € Zy 1 x, < c-y,} € F.

Z

Observe que z, = Ox(y,) si y solo si (y—n> es JF-acotada. Lo cual es
consecuencia del hecho de que {n € Z; : z, < c-y,} € F siy sélo si

{n € Z; : < ¢} € F. La relacion entre O y O esta dada de la siguiente

forma:
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Teorema 3.2. Sean (x,), (y,) € F+ y F un filtro libre sobre Z. Si x, = O(y,),

entonces T, = Ox(Yn).

Demostracion. Sean (x,,), (y,) € F* y F un filtro libre sobre Z,. Suponga que
z, = O(yn). Por hipotesis, existen ¢ > 0y ng € Z, tal que z,, < ¢ - y,, para todo
n > ng. Considere el conjunto A = {n € Zy : z, < c-y,}, tome N € Z, — A,
entonces xy > ¢ - yy, esto significa que N < ng, luego, N € {1,...,ng — 1}. Asi,
Zy—A CA{l,...,n9o—1}, esto es, el complemento de A es subconjunto de un conjunto

finito, por lo que debe ser finito. Asi, A € F,. C F y por lo tanto, x, = Ox(y,). O

El siguiente ejemplo, muestra que en efecto la nocién de la F-notacion
asintotica generalizada Or es mas general que la notacion asintética O, es decir,
abarca una mayor cantidad de opciones que la nociéon usual de la notacién asintotica

O. Con este fin, se muestran dos sucesiones (x,,) y (y,) tales que z,, = Ox(y,) pero

T 7 O(Yn)-

Ejemplo 3.3. Considere el filtro de densidad F4 sobre Z. y la sucesion (z,,) definida

de la siguiente forma:

n  n#2* para todo k € 7.,
Ty =

n? n=2* para algin k € Z.

Note que x,, = Ox,(n) dado que para ¢ =1 se tiene que:

A={ne€Zy; z,<n}

:Z+—{2nn€Z+}

Observe que d(A) = d(Zy —{2":n € Z,}) = 1. Por lo tanto, A € Fy. Sin
embargo, x, # O(n) (ver Figura 3.1).
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Figura 3.1: z,, = OF,(n) pero z, # O(n).

El filtro de Fréchet, caracteriza la F-notacion asintotica Ox, tal y como se

muestra a continuacion.

Teorema 3.4. Sean (z,,), (yn) € F T, entonces x,, = O(y,) si y sélo si x, = O, (yn).

Demostracion. Dado que el filtro de Fréchet F,. es un filtro libre, la implicacion

directa se obtiene como consecuencia del Teorema 3.2.

Reciprocamente, suponga que z,, = Oz, (y,). Por hipotesis, existe ¢ > 0 tal
que el conjunto A ={n € Z, : z, < c-y,} € F,, luego, el complemento de A es finito,
es decir, Z, — A = {ny,...,n} para algin k € Z,. Tome m = max{ny,...,ng},
de forma que, para todo n > m + 1 se cumple que z, < c¢-y, y por lo tanto,

z, = O(yn). N
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F—Notacion or

Definicion 3.5. Sean (z,),(y,) € F1 y F un filtro sobre Z,. Se dice que una
sucesion (x,,) es 0x(yn), lo cual se denota por x,, = ox(yn), si dado ¢ > 0 el conjunto

{neZ,: x,<c-y,} €F.

Observe que x,, = 0x(y,) si y solo si <;—"> es F-convergente a 0. En efecto,
sea ¢ > 0 y considere el conjunto {n € Z; : x, < c-y,} € F, esto se da si y sdlo

si{n € Z; :

= 0‘ < ¢} € F, lo cual es posible dado que (x,), (y,) € FT. La

relacion encontrada entre o y or es la siguiente:

Teorema 3.6. Sean (x,),(y,) € F1 y F un filtro libre sobre Z.. Suponga que

zn, = 0(yn), entonces x, = or(yyn).

Demostracion. Sean (), (y,) € T y F un filtro libre sobre Z,. Suponga que
x, = o(y,). Sea ¢ > 0, por hipotesis, existe ng € Z, tal que z,, < ¢ -y, para todo
n > ng. Considere el conjunto A = {n € Z, : x, < c-yn}, luego para N € Z, — A,
se tiene que xy > ¢ - yn, por lo que N < ng, entonces N € {1,...,ng — 1}. Observe
que el complemento de A esté contenido en un conjunto finito, es decir, A € F, C F

y por lo tanto z, = ox(yy). ]

Mediante el siguiente ejemplo se busca ilustrar como la F-notacién asintotica
generalizada or es de hecho mucho mas amplia que la notacion usual de o. Para esto,

se exhiben sucesiones (x,,) v (yn) tales que x,, = 0x(y,) pero x, # o(yy,).

Ejemplo 3.7. Considere el filtro de densidad Fq y la sucesion (z,) definida de la
siguiente forma:

n? n# 2% para todo k € Z,
T, =

n* n=2% para algin k € 7.

Note que x,, = or,(n?). En efecto, dado ¢ > 0 existe ng € Zy tal que si n > ng
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entonces + < ¢, por lo que:
A:{n€Z+:xn§n}:{n€Z+:n2§0n3}u{n€Z+:n4§cn3}
:{n;«éQkynan:%gc}U{n:Tk:ngc}
=7Z,—{2" :n>no} € Fy

Sin embargo, x, # o(n?®) (ver Figura 3.2)

le6
1.0 A : .
s Xn
0.8
0.6
0.4
0.2 "e
o’
..uot.
: oo.oo.ou..oot..
0.0 1 IO PP PPPTT LT LLL S-A 00U SUUU S,
T T | I I I I
0 10 20 30 40 o -

Figura 3.2: ,, = of,(n) pero x,, # o(n).

Ahora bien, tomando en consideracion el filtro de Fréchet es posible
caracterizar la JF-notaciéon asintdtica or tal y como se muestra en el siguiente

teorema.

Teorema 3.8. Sean (x,,), (y,) € F T, entonces x, = o(y,) si y solo si x, = oF, (Yn).

Demostracion. Por definicion, el filtro de Fréchet F,. es un filtro libre, por lo que la

implicacion directa se obtiene como consecuencia del Teorema 3.6.
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Reciprocamente, suponga que z, = 0z.(y,). Sea ¢ > 0, por hipotesis, el
conjunto A ={n € Z, : x, < c-y,} € F,, de modo que el complemento de A es finito,
esto es Z, — A ={nq,...,ni} para algan k € Z,. Considere m = max{ny,...,ny},
de forma que, para todo n > m + 1 se cumple que =, < ¢ -y, y por lo tanto,

Ty = 0(Yn)- O

F—Notacion O

Definicion 3.9. Sean (x,), (y,) € FT y F un filtro sobre Z,. Una sucesion (x,)
pertenece a Ox(y,), denotado por x, = Ox(y,), si existen c¢i;,co > 0 tal que el

congunto {n € Zy : ¢1 - Yo <1y < 02 Yn} € F.

Observe que x, = Ox(y,) si y solo si <;—:) y <y—"> son F-acotadas. Lo cual

Tn

es consecuencia del hecho de que {n € Z, : ¢; -y, <z, < co-yn} € F siy solo si

{nEZ+:clgﬁ}ﬂ{neZ+:x—”§02}E]—".

n n
De donde se obtiene, por propiedades de filtro, que {n €Ely : ’;—" < 02} e Fy
{n €ly:cn < z—”} € F. La relacion que se establece entre © y © 7 esta dada por

el siguiente teorema.

Teorema 3.10. Sean (), (y,) € F1 y F un filtro libre sobre Z,. Si x, = O(y,)

entonces T, = Or(y,).

Demostracion. Sean cq,co > 0, por hipotesis existe ng € Z, tal que ¢; -y, < x, <
2+ Yn para todo n > ng. Considere el conjunto A={n € Z, :c;-y, <z, < ca-yYn},
observe que Zy — A C {1,...,n9 — 1}. En efecto, si N ¢ Z, — {1,...,no — 1},
entonces N > ngycp-yny < oy < - yn, por lo que N € A. De forma que A tiene

complemento finito y A € F, C F y por lo tanto x,, = Ox(y,). H

A continuacion se tiene un ejemplo, donde se evidencia que en efecto la nocion
de la F-notacién asintotica generalizada ©x es més amplia y general que la nocién

usual de la notacion ©. Con este fin, se muestran dos sucesiones (z,,) y (y») tales

que =, = Ox(y,) pero z, # O(yn).
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Ejemplo 3.11. Considere el filtro principal F3 y la sucesion (x,) definida de la

siguiente forma:

ne, st nm no es primo,
Ty =
3, st M es primo.
Note que x, = Og(n), dado que A = {neZy %<2} = {1} U{n € Z; :
n es primo.} € F3, por lo que (‘%) es Fz-acotada. De igual forma, el conjunto

B:{nEZJr:xﬂ<1}:{2,3}U{HEZ+:nn0 es primo.} € Fs por lo que <%)

n —

n Tp

es Fz-acotada. Sin embargo, x,, # O(n) (ver Figura 3.3) ya que (w—") Y <1> no son

acotadas en el sentido usual.
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Figura 3.3: z,, = ©£,(n) pero z,, # O(n).

Con el filtro de Fréchet es posible caracterizar la F-notaciéon asintética O x

como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 3.12. Sean (z,),(y,) € FT, entonces x, = O(y,) si y solo si x, =

OF, (Yn)-
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Demostracion. Como el filtro de Fréchet F,. es un filtro libre, la implicaciéon se obtiene
como resultado del Teorema 3.10.

Reciprocamente, sean c¢j,ca > 0, por hipotesis el conjunto A = {n € Z, :
1 Yn < xpy < o Ypt € Fpy es decir, Zy — A = {ny,...,ng} para algin k € Z,.
Considere m = max{ny,...,nx}, de forma que, para todo n > m + 1 se cumple que

1 Yn < Ty < 20 Y, por lo tanto, x, = Ox (yy,). ]

F—Notacion Qr

Definiciéon 3.13. Sean (x,), (y,) € F+ y F un filtro sobre Z. Se dice que (x)
es Qr(yn), lo cual se denota por x, = Qx(y,), si existe ¢ > 0 tal que el conjunto

{neZy: cy, <z,} €F.

A partir de la definiciéon anterior se tiene que z, = Qx(y,) siy solo si (g—”> es

F-acotada. Lo cual es consecuencia del hecho de que {n € Z, : c-y, < z,} € Fsiy
s6lo si {n €Zy: < %} € F. La relacion entre 2 y Q7 esta dada de la siguiente

forma:

Teorema 3.14. Sean (x,), (y,) € F y F un filtro libre sobre Z,. Suponga que

zn, = Qyy,), entonces x, = Qr(y,).

Demostracion. Sea F un filtro libre y suponga que z,, = (y,), es decir, existen
c>0yny € Zy tal que ¢-y, < x, para todo n > ng. Considere el conjunto
A={neZ,:c-y, <z,},sea N € Z, — A, entonces c -y, > x,, esto significa que
N < ng luego N € {1,...,n9 — 1}. Por lo que el complemento de A es finito, por
definicion, A € F,. C F y por lo tanto, z, = Qr(y,). ]

En el siguiente ejemplo, se evidencia como la F-notacién asintotica
generalizada (2r es mas amplia que la nociéon usual de la notacién asintotica ).

Con este fin, se muestran dos sucesiones (x,) y (y,) tales que x, = Qx(y,) pero
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Ejemplo 3.15. Considere el filtro principal Fa, donde A = {n € Z, : n =

3% para algin k € 7, }, y la sucesion (x,,) definida de la siguiente forma:

3

n°, st n esimpar,
7 st es par.

Note que x, = Qr,(n), dado que el conjunto B ={n € Z; : - <1} ={2,4tU{n €
Zy :n esimpar.} € Fa, dado que las potencias de 3 son nimeros impares. Por lo
que (%) es Fa-acotada. Sin embargo, x, # Q(n) (ver Figura 3.4) ya que <%> no

es acotada en el sentido usual.

300

Xn

250 A

200 -

150 ~

Sequences

100 ~

50 +

Figura 3.4: , = Qr,(n) pero z, # Q(n).

El filtro de Fréchet, caracteriza la F-notacion asintotica {2, como se muestra

a continuacion.

Teorema 3.16. Sean (z,),(y,) € FT, entonces x, = Qyn) st y solo si x, =

QF, (Yn)-
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Demostracion. El filtro de Fréchet F,. es un filtro libre, por ende la implicacion
directa se obtiene como consecuencia del Teorema 3.14
Reciprocamente, suponga que x, = Qz (y,), es decir, existe ¢ > 0 tal que

el conjunto A = {n € Zy : c-y, < x,} € F,.. Dado que el complemento de A

es finito, esto implica que Z, — A = {nq,...,n,} para algin k € Z,. Considere
m = méax{nq,...,nx}, de forma que para todo n > m + 1 se cumple que ¢ -y, < z,
y por lo tanto, z, = Q(y,). ]

F—Notacion wr

Definicion 3.17. Sean (x,), (yn) € F1 y F un filtro sobre Z. Se dice que (x,) es
wzr(yn), denotado por x, = wr(y,), si dado ¢ > 0 el conjunto {n € Z, : c-y, <
r,} € F.

n

Observe que x,, = wr(y,) si y solo si <g—"> es JF-convergente a 0. Sea ¢ > 0
y considere el conjunto {n € Z, : c¢-y, < x,} € F, esto se da si y solo si {n €

Z+:

I — 0’ < d} € F, lo cual es posible dado que (z,), (y,) € F'. La relacion

encontrada entre w y wr es la siguiente:

Teorema 3.18. Sean (x,), (yn) € F+ y F un filtro libre sobre Z.. Si x,, = w(yy),

entonces x, = Wr(Yn)-

Demostracion. Sea F un filtro libre y suponga que z,, = w(y,). Sea ¢ > 0, por
hipotesis existe ng € Z, tal que ¢- vy, < x,, para todo n > ny. Considere el conjunto
A={neZ, :cy,<z,},sea N €Z,— A, esdecir, c-yy > xy, entonces N < ny,
de forma que N € {1,...,n9 — 1}. Note que el complemento de A esta contenido en

un conjunto finito, esto implica que A € F,. C F y por lo tanto, z, = wr(yy,). ]

Con el fin de mostrar el alcance que provee la notaciéon asintotica generalizada

wz con respecto a la notacion usual w se tienen dos sucesiones (z,), (y,) tales que

Ty = Wr(Yn), PEro T, # w(yy).
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Ejemplo 3.19. Considere el filtro principal Fy y la sucesion (x,) definida de la

siguiente forma:

n n # 4k para todo k € Z.,

€T =
n n4

—— n =4k para algin k € Z...
Inn
Note que x,, = wz,(n3). En efecto, dado ¢ > 0, el conjunto A = {n €Zy : % < c} =
{4,8,12,16,20, ...} € F,. De forma que (g) es F-convergente a cero. Sin embargo,
n3

la sucesion <$—) no es convergente a cero en el sentido usual, es decir, x, # w(n?)
n

(ver Figura 3.5)
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Figura 3.5: z,, = wz,(n?®) pero z,, # w(n?).

El siguiente teorema ilustra como se caracteriza wr mediante el filtro de

Fréchet.

Teorema 3.20. Sean (x,),(y,) € FT, entonces x, = w(y,) si y solo si x, =

WE, (yn)
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Demostracion. Por definicion, el filtro de Fréchet F, es un filtro libre, esto implica
que este resultado es consecuencia del Teorema 3.18

Reciprocamente, suponga que x,, = wg, (y,). Sea ¢ > 0, por hipotesis, el
conjunto A = {n € Z, : c-y, < z,} € F,, dado que su complemento es finito,
sea N € Z, — A, entonces N € {ny,...,n;} donde k € Z, y ¢y, > z,. Tome
m = max{ny,...,n}, por lo que para todo n > m + 1 se cumple que ¢ -y, < x, y

por lo tanto, z, = w(y,). O

F—Notacion 6;

Definicion 3.21. Sean (z,),(y,) € FT y F un filtro sobre Z,.. Una sucesion (x,)
pertenece a 6;(yn, zn), lo cual se denota por (z,) = 6;(34”, Zn), St existen cy,co >0

tales que el conjunto {n € Zy :c1 -y, <z, < cg-2,} € F.

Observe que z,, = 6;(%,2”) si y solo si <"§—:> y (z—z) son F-acotadas. Lo
cual es consecuencia del hecho de que {n € Z, : ¢; -y, <, < cy-2,} € F siy solo
si {n €Zy 2 < cl} N {n €ly: < 62} € F. La relacion que se establece entre

n 1 Zn

6 y 6; esta dada por el siguiente teorema.

Teorema 3.22. Sean (x,), (yn), (z,) € F+ y F un filtro libre sobre Z,. Si x,, =

O(Yn, 2n), entonces x, = 6;(;%, Zn)-

Demostracion. Sean cq,co > 0, por hipotesis existe ng € Z, tal que ¢; -y, < x, <
o+ zp, para todo n > ng. Considere el conjunto A={n € Z, :c; -y, <z, < co-2,},
observe que Z; — A C {1,...,n9 — 1}. En efecto, si N ¢ Z, —{1,...,no — 1},
entonces N >ngycp-yny <oy < co- 2y, por lo que N € A. De forma que A tiene

complemento finito y A € F, C F y por lo tanto x,, = 6;(%, Zn)- O

A continuacién se tiene un ejemplo, donde se evidencia que la notacion
asintotica generalizada © 7 es mas amplia y general que la nocién usual de la notacion
©. Con este fin, se muestran tres sucesiones (z,,), (y,) ¥ (2,) tales que z,, = © #(yn, 2)

pero x,, # 6(%, Zn)-
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Ejemplo 3.23. Considere el filtro principal Fy y la sucesion (x,) definida de la

siguiente forma:

n%,  sin # 3k para todo k € 7.
T, =

3,  stn =3k para algin k € Z,
Note que x,, = ﬁfz(n,rﬂ), dado que A = {n €Zy: 2 < 1} ={n:neZ.} ek,
por lo que (i—g) es Fo-acotada. De igual forma, el conjunto B = {n €Ly - < 1} =
{3} U{n € Z; : n # 3k para todo k € Z.} € Fy por lo que <ﬁ) es JFa-acotada.
Sin embargo, x, # 3(11,712) (ver Figura 3.6) ya que (fl—g) Y (%) no son sucesiones

acotadas en el sentido usual.
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Figura 3.6: x,, = 6;2(n,n2) pero x,, # 6(n,n2).

Teorema 3.24. Sean (x,), (yn), (z,) € FT, entonces x, = ﬁ(yn,zn) si y solo si

Ty = @fr (y’m Zn)-

Demostracion. Como el filtro de Fréchet F,. es un filtro libre, la implicaciéon se obtiene

como resultado del Teorema 3.22.
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Ahora bien, sean ¢1,co > 0, por hipotesis el conjunto A = {n € Z; : ¢ -
Yo < xp < Co- 2yt € Fp, es decir, Z, — A = {ny,...,n;} para algin k € Z,.
Tome m = méax{nq,...,n;} de forma que, para todo n > m + 1 se cumple que

1 Yn < T < Co - 2y, por lo tanto, T, = Ox (Yn, 2n). O

3.2. Propiedades de las F-notaciones asintéticas

Con el fin de comprender y procesar plenamente los conceptos revisados en
la seccién anterior, es imprescindible revisar algunas propiedades que satisfacen las
JF—notaciones asintoticas, como la reflexividad, la transitividad y la simetria, algunas

bajo circunstancias particulares.

Teorema 3.25. Las F-notaciones asintoticas Ox, Qr y O son no vacias para

cualquier filtro F.

Demostracion. Sea (y,) € ., note que los conjuntos
A={n€Zi yy <y} =27y

B={n€Zy: yn <yn<yn}=2Zy

pertenecen a cualquier filtro F sobre N, por lo que v, = Ox(yn), yn = Ox(yn) v

Como resultado del anterior teorema se denota que Oz (y,) # 0, Qz(y,) # 0
vy O£(yn) # (. Adicionalmente, se induce las F-notaciones Ox(y,), Qx(Yn) v ©#(yn)
cumplen con nociones de reflexividad. Para la notacion 6 F sucede un caso particular,
el siguiente teorema determina las condiciones necesarias que deben cumplirse para
tener una 6; no vacia. Dado que se define como diferentes limites superiores e

inferiores, debe relacionarse con las F-notaciones asintoticas: Or y Q.

Teorema 3.26. Sean (y,),(z,) € FT. Se tiene que 6(%,2’”) # 0 siy solo si
Yn = Ox(2n) Y 20 = Qr(yn)-
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Demostracion. Sean (y,), (z,) € F7T. Suponga z,, = 6;(yn,zn), es decir, existen

1,02 > 0 tales que el conjunto B={n € Z, : ¢y, < x, < cy-2,} € F. Considere,
B={ne€Zy:c;i - yp<x,<cCo-2,}

1 c
:{neZ+:yn§—-xn§—2-zn}
C1 C1

DenoteA:{nEZJr:yngc/-zn}yc’zi—f,deformaqueBCA.ComoBG}"y

B C A, entonces A € Fy y, = Ox(z,). De igual forma, se tiene que,
B={ne€Zy:c; - yp<ax,<cCo-2,}

c 1
:{RGZ+Z—1'yn§—-$n§zn}
Co Co

Denote C' = {n € Zy : ¢ -y, < 2,} y ¢ = 2, de forma que B C C. Como
Be Fy BcCC,entonces C € Fy z, =Qr(y,).
Reciprocamente, sea y, = Ox(z,) y 2z, = Qx(yn), es decir, existen ¢;,co > 0

tales que los conjuntos:

A={nez,:y,<cr-z,} €F
={neZ, y.<ca-y,<co-c1-z,} €F

1
= nEZ+:C—-yn§yn§cl~zn e F
2

B={neZ,:co -y, <z} €F
={neZ, c-c1 yp<c1 -z, <z,} €F

1

={neZ,: -y <z, <—-2,} €F
C1

De forma que y,, = 6;(%, 2n) Y Zn = 6;(%, zp). Por lo tanto, @;(yn, zn) #0. O
A partir de esto, es posible afirmar que la F-notacion 6; cumple la nociéon

de reflexividad dado que y,, = 6;(3/”, Yn)- De igual forma, es necesario ver bajo que

condiciones las F-notaciones asintoticas restantes son no vacias.
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Teorema 3.27. Las F-notaciones asintoticas or y wr son no vacias para todo filtro
n

libre F.
Yn
y se demostrara que z, = 0r(y,). Considere & = =
= s 0y 2 = op(y). esto

Demostracion. Sea z, = &
L. Luego, se sabe que - — 0, por lo que
se deduce de la Definiciéon 3.5. Sea w,, = y, - n y se demostrard que w,, = wr(yy).
= .. Luego, se sabe que - — 0, por lo que 2= — 0y
O

Yn
nYn

Considere ¥~ = dn
Wy, = wzr(yYn), esto se deduce de la Definicion 3.17.
Este resultado sugiere que las notaciones asintéticas o y wx no cumplen las

propiedades de reflexividad y esto tiene sentido dada la relacion entre estas nociones y
las sucesiones que tienden a cero. Por otro lado, el siguiente ejemplo muestra algunos

casos en los que las F-notaciones asintoéticas antes mencionadas pueden ser vacias si

el filtro considerado no es libre.
Ejemplo 3.28. Sea (y,) € FT ym € Zy y supongamos que existe una sucesion

(zn) € F7T que satisface que z, = og, (yn), para todo ¢ > 0 se deduce que
=0, lo

Zm

{N€Zy:z,<c-y,} € Fn. Por lo tanto, m € {nZ, : z, < y,}, lo que significa

que 22 < ¢ para todo ¢ > 0. Como ¢ > 0 es arbitrario, entonces
que contradice el hecho de que (z,) € F7T. Siguiendo el mismo camino, se puede

Ym
demostrar que wz, (y,) = 0.
Es posible generar notaciones conjuntas a partir las nociones existentes.

Definicion 3.29. Sea (y,) € FT. Se definen las siguientes notaciones asintdticas.

1. 007 (yn) = Or(yn) — (07 (yn) U O£ (yn))-

2. Owr(yn) = Qr(yn) — (Wr(Yn) U OF(yn)).
De igual forma, se puede probar como estas nuevas F-notaciones asintoticas

son no vacias.
Teorema 3.30. Sea (y,,) € FT. Se tiene que 0O x(y,) # 0 y Owx(yn) # O
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Demostracion. Sea (yy), (z,), (w,) € FT. Se demostrara que 00 #(y,,) # (), considere
Zn = Or(Yn), Wy, = 0x(Yn) v 2n = 0x(wy). Defina:

Zn, St n=2-k+1

T, =

Wy, St n=2-k
Se probara que z, = Oz(y,). Como z, = Ox(y,), entonces existen c;,c, > 0 tales
que el conjunto A = {n € Z, : ¢} - yp < z, < & -y} € F. Como w, = 0r(yy,),
entonces para todo ¢ > 0 tales que el conjunto B = {n € Z, : w, <  -y,} € F.
Llame C'={n € Z; : x, < ¢ -y,} y se va a mostrar que C' € F, para esto se vera

que ANBCC.Seame ANB.

= Sim es par, como m € B, entonces w,, < ¢ -y, para todo ¢ > 0. En particular,

se cumple que z,, < c, - Y. De forma que m € C.

. . . ;o ,
= Si m es impar, como m € A, entonces existen cj,c, > 0 tales que ¢ -y, <

Zm < C - Ym, es decir, x,, < ¢ -y, v por tanto, m € C.

De forma que ANB C C. Como A € Fy B € F,entonces ANB € F y dado
que AN B C C se concluye que C' € F. Por lo tanto, x, = Ox(y,).

Ahora, se demostrara que x,, # Ox(y, ). Para esto suponga que z,, = O #(y,),
luego existen ¢}, ¢, > 0 tales que el conjunto A ={n € Z, : ¢;-y, <z, < -y} € F.
Observe que A = A U Ay, donde Ay = {2k € Zy : &} - yop < xop < - yor} y
Ay ={2k+1€Zy : ¢ yorr1 < wopr1 < ¢ yogy1}. Como w,, = 0x(y,), entonces
dado ¢ > 0 se cumple que el conjunto B ={n € Z, : w, < " - y,} € F, note que
B=B1UBy,donde By = {2k € Zy 1 wo, < " ~yar.} y Bo = {2k +1 € Z; : wopy1 <
" - yor+1}. Considere AN B € F:

ANB=(A1UAy)N (B UBs)
=(A1NB)U(A NBy)U (AN B)U(AyN By)

Dado que ningtin n € Z, cumple que n = 2k A n = 2k + 1, entonces se concluye

que (A1 N By) = 0y (Ay N By) = (). Por hipotesis, sabemos que x9, = w,,. Tome
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" = ¢ yconsidere Ay N By = {2k € Zy : ¢} - yor < wy < ¢ -yopy N{2k € Z, -

Wor < ) Yory = {2k € Ly wo < ) - Yok < wyp < - yory = 0. De forma que

ANB=ANBy={2k+1€Zy : wopr1 < Yorr1 < 2 < - Yops1} € F con
" = ¢} y tomando en cuenta que Toxi1 = 2.

Por hipotesis, z, = ox(w,) y por el Teorema 3.35, entonces w,, = wx(z,), es
decir, dado ¢ > 0 el conjunto C ={n € Z, : ¢ -z, < w,} € F. Tome ¢ = 1, luego
el conjunto C' ={n € Z, : z, < w,} € F. Pero, C N (AN B) = . Por lo tanto, por
reduccion al absurdo se tiene que z,, # Ox(y,).

Finalmente, se probara que x,, # 0x(y,), para esto suponga que z,, = 0x(yn),
es decir, dado ¢ > 0, el conjunto A={n € Z, : z, < c-y,} € F. Como z, = Ox(y,),
entonces existen ci,c2 > 0 tales que el conjunto B = {n € Z; : ¢; -y, < 2, <
¢ Yn} € F. Como w, = 0r(yn), entonces dado ¢ > 0 el conjunto C = {n € Z, :
w, < d-y,} € F. Ademés, como z, = or(w,), entonces dado ¢’ > 0 el conjunto
D={nez,:z, < w,}eF.

Considere ¢ = ¢y, entonces el conjunto C' = {n € Z; : w, < ¢; - y,} € F.

Tome ¢” = 1, entonces el conjunto D = {n € Z; : z, < w,} € F. Ahora bien,

considere DN (BN C) € F:

DN(BNC)={ne€Z;:zp,<w,tN({n€Zy:c1-yn <2z, <c2-Yn}
N{n€Zy :w, <c1-yn}

= {n€Zy 2 <w N {NELy:wy <1 Yo < 20 < oY)

Luego, DN (BN C) = 0. Por lo que, z, # 0r(y,). Por lo tanto, 00 #(y,) # 0. Para

mostrar que Owx(y,) # 0 se realiza un anélisis similar. O

Consideremos el siguiente ejemplo, para ilustrar algunas sucesiones que

cumplen todos los requisitos considerados anteriormente.
Ejemplo 3.31. Sean (w,,), (yn) y (2,) sucesiones definidas como sigue:
Yn = N,
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n+1, n=2kparak € Z,,
Zn =

1
-, n=2k~+1parak eZ,.
n

n®, n =2k para k € Z,,
w, =
—, n=2k+1parak € Z,.
n

Se tiene lo siguiente:

1. 2z, = Ox(yn) dado que {n € Z; : y, < 2z, <2-y,} € Fon.

2. z, = ox(wy,) porque para todo ¢ > 0, se tiene que el conjunto {n € Zy : z, <

c-wy} € Fon-

3. wy, = or(y,) dado que para todo {n € Z, : w, < c-y,} € Fon-

Los siguientes resultados muestran otra propiedad que cumplen las

JF-notaciones asintoticas, la transitividad. Esta es una caracteristica muy importante

dado que establece una fuerte relacion entre cada nocién junto con las otras

propiedades que seran revisadas en breve.

Teorema 3.32. Sean (), (Yn), (2n), (w,) € FT. Las siguientes propiedades se

satisfacen.
1. Sixy,=O0zxyn) Yy yn = Ox(2,), entonces x, = Ox(zy,).
2. Sixy = 0r(Yn) Y Yn = 0r(2n), entonces x, = ox(z,).
3. Six, =0x(yn) yyn = Ox(z,), entonces x, = Ox(z,).
4. Stz = Qr(yn) v yn = Qr(2,), entonces x, = Qr(z,).

5. 81y = wr(Yn) Y Yn = wr(z,), entonces x, = wr(zy,).

6. Six, = 6]:(3/”, Zn) Y Yn = 6]:(,2”, wy), entonces T, = 6]:(27“ Wy,).

Demostracion. Sean (x,,), (yn), (zn), (w,) € FT.
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. Sean x, = Ox(y,) ¥ yn = Ox(z,), entonces existen constantes ¢y, co > 0 donde
los conjuntos A = {n € Zy 1z, < c1-yo} € FyB={nezZ :y, <
¢o - zn} € F. Considere el conjunto C' = {n € Z; : x, < d- z,} donde d se
define como d = ¢; - co. Seam € AN B, luego, ,, < €1 Ym Y Ym < C2* Zm. Por
lo tanto, z,, < d-z,, me Cy AN B C C, como resultado C' € F. Por tanto,
z, = Ox(z,).

. Sea ¢ > 0y suponga =, = 0x(yn) ¥ Yn = 0x(2,), entonces se cumple que los
conjuntos A={n€Z, :x, <2y} EFyB={n€Z,:y, <1 z}eF
Considere el conjunto C' = {n € Z, : x, < c- z,}. Sea m € AN B, luego,
Tm < 2CYm V Ym <%-zm. Por lo tanto, x,, <c-z,, me Cy ANB C C,

como resultado C' € F. Por tanto, ., = 0r(z,).

. Sean x,, = O£(yn) ¥ Yn = Ox(2,), entonces existen constantes ¢y, ¢z, c3,¢4 > 0
donde los conjuntos A = {n € Z, :c; -y, < xp, < -y} € Fy B =
{ne€Zy:cz3 -z <yn <cy-z,} €F. Considere el conjunto C' = {n € Z, :
dy-zp <xp <dy-z,}donde dy = ¢y -c3y dy = cy-cq. Seam € AN B, luego,
CLYm LTy S Co Y V €3+ 2m < Ym < 42 Por lo tanto, dy -z, <z, < do- 2y,

m e Cy AN B C C, como resultado C' € F. Por tanto, z,, = Ox(z2,).

. Sean x, = Qr(yn) v yn = Q#(2,), entonces existen constantes c¢;, ¢, > 0 donde
los conjuntos A={ne€Z, :ci -y <a,} €EFyB={neZ:c -z, <
yn} € F. Considere el conjunto C ={n € Z; : d- 2, < z,} donde d = ¢; - co.
Seam € AN B, luego, ¢1 - Ym < Ty ¥ C2 + 2 < Y. Por lo tanto, d - 2z, < x,,,
m e Cy AN B C C, como resultado C' € F. Por tanto, x, = Qzr(z,).

. Sea ¢ > 0 y suponga =, = wr(y) ¥ Yn = wr(z,), entonces se cumple que los
conjuntosA:{n€Z+:g-yn<xn}E.FyB:{nEZ+:3-zn<yn}E}".
Considere el conjunto C' = {n € Z; : ¢-z, < x,}. Sea m € AN B, luego,
5 Ym < Tm ¥ 3+ 2m < Ym- Por lo tanto, ¢z, <2y, me Cy ANB CC,

como resultado C' € F. Por tanto, =, = wr(zy).
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6. Sean =z, = 5;(3/”, Z0) Y Yn = 6;(,2”,10”), entonces existen constantes
1,02, ¢3,¢4 > 0 donde los conjuntos A={n€Z; :c; -y, <x, <co-z,} €F
yB={ne€Z :c- -z, <y, < cqg-wy} € F. Considere el conjunto
C={neZ, :d -z, <xp <dyo-w,} donde dy =c¢;-c3y dy = cy-cy.
Seam € AN B, luego, ¢1 - Ym < T < Co Zm V €3 Zm < Ym < €4 - Wy, Por lo
tanto, dy - 2z, < Ty < do - Wy, m € Cy AN B C C, como resultado C' € F.

Por tanto, z,, = 57(,2”)
[

Como resultado directo de la propiedad transitiva, se obtiene el siguiente

teorema.

Teorema 3.33. Sean (yn), (z,) € F+. Se cumplen las siguientes propiedades.
1. Siy, = Ox(z,), entonces Ox(y,) C Ox(zy).
2. Siy, = Qr(z,), entonces Qr(yn) C Qr(zn).

3. Siy, =0Ox(z,), entonces Ox(y,) C Ox(z,).

Demostracion. Sean (yy,), (z,) € FT.

1. Sea z,, = Ox(y,), entonces se cumple que el conjunto A = {n € Z; : x, <
¢1 - Yn} € F para algun ¢; > 0. Como resultado de la hipotesis, existe c; > 0
tal que el conjunto B = {n € Z, 1y, < co- 2z,} € F. Seam € AN B, por
consecuencia se tiene que T, < €1 Ym V Ym < Co - Zp, €ntonces es correcto
afirmar que x,, < ¢ - ¢y 2, Denote C' como el conjunto {n € Z, : x, < d-z,}
donde d = ¢ - ¢g, por lo que m € C'y C € F. Por lo tanto, z, = Ox(z,) y
Or(yn) C Ox(z,).

2. Sea x,, = Qx(y,), entonces se cumple que el conjunto A ={n € Z, :¢; -y, <
z,} € F para algin ¢; > 0. Como resultado de la hipotesis, existe co > 0

tal que el conjunto B = {n € Z, : ¢ -2, < y,} € F. Seam € AN B,
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por consecuencia se tiene que ¢1 - Ym < T ¥ C2* Zm < Ym, €ntonces es correcto
afirmar que ¢ - ¢+ 2, < x,,. Denote C' como el conjunto {n € Z, : dy-z, < z,}

donde d = ¢; - 3, por lo que m € C 'y C € F. Por lo tanto, x, = Qzr(z,) y
Q]—'(yn) - Q]:(Zn)

3. Sea x,, = ©£(y,), entonces se cumple que el conjunto A ={n € Z, : ¢; -y, <
T, < ¢ -y,} € F para algunos ¢q,co > 0. Como resultado de la hipotesis,
existen ¢z, ¢y > 0 tal que el conjunto B={n € Z, :c3-2, <y, < cy-2,} € F.
Sea m € AN B, por consecuencia se tiene que ¢1 * Yy < Ty < Co2 Y Y
€3 2m < Ym < C4-2Zm, entonces es correcto afirmar que ¢1-c3-2,, < Ty < C2°Cq 2.
Denote C' como el conjunto {n € Z, : dy -z, <z, < dy-z,} donde d; = ¢; - 3
y dy = c3 - ¢4, por lo que m € C'y C € F. Por lo tanto, z, = Ox(z,) y
Or(yn) C Or(2n).

3.3. Propiedades entre F-notaciones asinté6ticas

Es posible encontrar equivalencias entre algunas notaciones asintoticas dado
que comparten ciertas caracteristicas. Por ejemplo, entre O y 2 es posible ver una

simetria dado que ambas notaciones mantienen una relaciéon de acotadez.

Teorema 3.34. Sean (z,),(y,) € F+, entonces x, = Ox(y,) si y solo si y, =

Q}‘(.’L’n)

Demostracion. Suponga que z,, = Oz(y,), por definicion existe ¢ > 0 tal que el
conjunto A ={n € Z, : x, < c-y,} € F. Luego, A = {n€Z+ :%-xngyn} e F,

sea ¢ = % entonces el conjunto A = {n € Z, : ¢ -z, < y,} € F. Por lo que,

Reciprocamente, suponga que z,, = Qx(y, ), por definicion existe ¢ > 0 tal que

el conjunto A ={n €Zy :cy, <w,} € F.Luego, A={n€Zy:y, <1 -2,} €F,
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sea ¢ = % entonces el conjunto A = {n € Zy : y, < ¢ -x,} € F. Por lo que,

Yn = Ox(zy,). O

De igual forma, se pueden relacionar las notaciones or y wr dado que estas

describen una nocién de convergencia.

Teorema 3.35. Sean (z,), (yn) € FT, entonces x, = ox(yn) si y solo si y, =
wr(xy,).

Demostracion. Suponga que z, = 0x(y,), por definicion dado ¢ > 0 el conjunto

A={neZ, z,<c-y,} €F. Luego,A:{n€Z+:%-xn<yn} e F, Seac’:%
entonces el conjunto A={n€Z, :c -z, <y,} € F. Por lo que, y, = wr(x,).
Reciprocamente, suponga que x, = wz(y,), por definicion dado ¢ > 0 el
conjunto A={n €Zy :c-y, <x,} € F. Luego, A={neZ;:y,<?i z,}elF,
sea ¢ = % entonces el conjunto A = {n € Z, : y, < ¢ -x,} € F. Por lo que,

Yn = O.F(xn)- O

Por otra parte, el siguiente teorema denota una relaciéon usual de simetria que

se da para la F-notacion asintotica O «.

Teorema 3.36. Sean (x,),(y,) € FT, entonces x, = Ox(y,) si y solo si y, =
@f([)?n)

Demostracion. Suponga que z, = Ox(y,), por definicion existen ¢y, co > 0 tales que

el conjunto A={ne€Z,:c1 -y, <z, <cy-y,} € F. Considere:

A={ne€Z, c1-yp<wzp<cCo Yn}
:{nez’—l-:Cl'yngxn/\anCQ'yn}

1 1
=<ne€ly Yy < — -, N—-2, < Yp
C1 Cy

Sean | = é y ¢y = é, luego el conjunto A ={ne€Z; :cy -z, <y, <cy -x,} € F.

Por lo tanto, y,, = Ox(x,).
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Reciprocamente, suponga que y, = Ox(z,), es decir, existen ¢y, ¢y > 0 tales

que el conjunto A ={n€Z, :c;-x, <y, < cy-x,} € F. Considere:

A={neZ;:cr 2, <yp<co-x,}
={ne€Zy c1 vy <y, ANyn < o2}

1 1
=ne€ly x, < — Yy AN—-y, <1
1 C2
Sean c’lzéycgzé,luego el conjunto A={ne€Z,:c\ -y, <z, < -y} €F.

Por lo tanto, z,, = © #(yn). O

Dado que la F-notaciéon asintética ©r hace referencia a dos sucesiones
F-acotadas, es logico pensar que tiene una relacion con las F-notaciones Or y Qr

la cual serd denominada proyeccion.

Teorema 3.37. Sean (z,),(y,) € FT, entonces x, = Ox(y,) si y solo si x, =

Of<yn) Y Tn = Q]—'(yn)-

Demostracion. Sean (x,,), (Yn) € F Ty xn = Ox(yn), es decir, existen ¢1, ca > 0 tales

que el conjunto C ={n € Z; : ¢ - yp < x, < Co -y} € F. Luego,

C={neZ, c-y, <z, <co yn}
={neZ, 1 yp<xn N2y <C2-Yn}

={ne€eZi:cr-yp<axtN{ne€zy z,<co yn}

Denote A={ne€Zy:c,-y, <wp,}yB={n€Zy:x, <cyyp}, de forma que
C=ANB e F.Como ANB C A, entonces A € Fy x, = Qzx(y,). Por el mismo
argumento, se tiene que B € F y x, = Ox(yy).

Reciprocamente, sea z, = Ox(y,) v ©, = Qz(yn), es decir, existen ¢y, ca > 0

tales que el conjunto A={n€Zy, :c; -y, <w,} € Fyelconjunto B={n€e€Z, :
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zn, < Co - yn} € F. Por definicion de filtro, AN B € F.

ANB={n€Z, :c1 yp<a }N{n€Zy x, <cy yn}
={neZy:cr yp<xnANxy<Co Yn}

={n€Zy:ici-yp<an <o Ynt
Denote AN B = C € F y por lo tanto, x, = Ox(y,). ]

Ademas de la propiedad de simetria, también se pueden establecer algunas
otras afirmaciones que implican intersecciones. Donde es posible encontrar como
algunas F-notaciones asintoticas no tienen elementos en comun y otras, que por el

contrario la interseccién resulta una J-notacion.

Teorema 3.38. Sea (y,) € F 1. Se tienen las siguientes propiedades:
1. ox(yn) Nwr(yn) =0 y OF(ya) N Qr(yn) = OF (ya)-

2. 05 (yn) N Qr(Ya) =0 y Ox(yn) Nwr(yn) = 0.

Demostracion. Sea (y,) € FT.

1. Suponga por contradiccion que ox(y,) Nwr(y,) # 0, sea z, = or(yn) Nwzr(Yn),
luego =, = 0x(yn) v n = wr(y,). Por definicion, para todos ¢, > 0 se
cumple que el conjunto A = {n € Zy : z, < ¢-y,} € F y el conjunto
B={neZ, :d y,<az,} € F.Tomec=1ycd =1,luego ANB € F, de

forma que:
ANB={ne€Z z, <y tN{n €Zy 1y, < z,}

=0eF

Por lo tanto, ox(y,) Nwz(y,) = 0. Ahora, se demostrara que Ox(y,)NQr(y,) =

O£ (yn), para esto sea x,, = Ox(y,)NQx(yn), luego x, = Ox(yn) vy xn = Qr(yn).

49



Por definicion, existen ¢y, ¢y > 0 tales que el conjunto A = {n € Z; : z, <
C2 Y} € Fyelconjunto B={n€Z,:c- y, <ux,} €F. Deforma que
AN B e F, luego:

AﬂB:{neZJr:anCQ'yn}ﬂ{nEZ+:Cl~yn§xn}
:{n€Z+:$n<02'yn/\cl'yn<xn}

={neZ, c -y <x,<co -y} €F

Por lo que, z,, = Ox(yn) y Ox(yn) NQx(yn) C Ox(yn). Sea x,, = Ox(y,), luego
existen ¢y, o > 0 tales que el conjunto C' = {n € Z, : ¢c1-y, < x, < c2-yn} € F,
es equivalente decir que C' = AN B, donde A ={n € Z; : x, < co-yYn}t y
B={neZi:d y, <x,}. Como ANB C Ay AN B € F, entonces
A € F. De forma anéloga, B € F. Por lo que x,, = Ox(yn) v ©n = Qr(yy,), de
forma que z, = Ox(y,) N Qr(yn) v O#(yn) C Ox(yn) N Qxr(y,). Por lo tanto,
Ozx(yn) NQx(yn) = Ox(yn), lo cual es un resultado directo de la propiedad de

proyeccion.

. Suponga por absurdo que 0z (y,) NQx(y,) # 0, sea z,, = 0x(y,) NQx(yn), luego
Ty = 0r(Yn) ¥ Tn = Qx(y,). Por definicion, existe ¢; > 0 tal que el conjunto
B={n€Zy:c -y, <x,} €F,deigual manera, para todo ¢ > 0 se cumple
que el conjunto A ={n € Z, :x, <c-y,} € F. Tome ¢ = ¢; y por definicion
de filtro AN B € F. Observe que:

ANB={ne€Zy x,<ci Yot N{n€Zy:c1 -y, <}
:{”€Z+3$n<61‘yn/\01'yn§33n}

=0erF

Por lo tanto, 07 (y,)NQ#(y,) = 0. Ahora, se mostrara que Ox(y,) wr(y,) = 0,
para esto suponga por contradiccion que Oz(y,) N wr(y,) # 0. Sea z, =
Ozx(Yn) Nwr(yn), luego x, = Ox(y,) v x, = wr(yn). Por definicién, para todo

¢>0el conjunto A ={n€Z,:x, <c-y,} €Fy deigual forma, existe
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cg>0talque B={ne€Zy:c y, <xz,} €F. Tome ¢ = ¢, luego ANB € F.
Note que:
ANB={n€Z, :x,<c1 -y N{NEZ; 101 yp <}
={ne€Zi x,<cr-ysANcr-Yn < Tn}

=0erF
Por lo tanto, Ox(y,) Nwz(y,) = 0.

]

Por otro lado, existen relaciones de contenencia que se dan entre F-notaciones
asintoticas bastante similares a los casos explorados en el capitulo de notacién

asintotica usual.

Teorema 3.39. Sea (y,) € F . Se tienen las siguientes propiedades:
1. Of(yn) - Of(yn) Yy @}'(yn) - OJ-'(yn>'

2. wr(yn) C Qr(Yn) ¥ OF(yn) C QLr(yn).

Demostracion. Sea (), (yn) € FT.

1. Sea x,, = 0x(yy,), es decir, para todo ¢ > 0 el conjunto A = {n € Z, : z, <
¢ Yot € F. Denote B={n€Z, :x, <c-y,}. Luego, AC By B € F.
Por lo que, para un valor particular de ¢ se cumple que B € F. Por lo tanto,
Tp = Or(yy,).

Sea x, = Ox(y,), de forma que existen c1,co > 0 tales que el conjunto C' =
{ne€Zy:ciyn <z < ca-yn}. Luego, por propiedades de conjuntos C' = ANB
donde A={ne€Zy:c, -y <a,}yB={neZy:xz, <c-y,}, entonces
ANB € F.Dado que ANB C B, entonces B € F. Por lo tanto, x, = Ox(y,).

2. Sea x, = wzr(yn), es decir, dado ¢ > 0 el conjunto A = {n € Z, : c-y, <
z,} € F. Denote B={n€Z, :c-y, < z,}. Como A C B, entonces B € F.
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Por lo que, para un valor particular de ¢ se cumple que B € F. Por lo tanto,

Sea x, = Ox(y,), de forma que existen ¢;,co > 0 tales que el conjunto C' =
{ne€Zy:cryn <z < co-yn}. Luego, por propiedades de conjuntos C' = ANB
donde A={ne€Z,:c, -y <a,}yB={neZ,:xz, <c-y,}, entonces
ANB e F.Dado que ANB C A, entonces A € F. Por lo tanto, z,, = Qx(y,).

O

En el siguiente teorema se exhiben resultados adicionales obtenidos de
los teoremas anteriores, especificando la relacion que se da entre or, O y las

JF-notaciones conjuntas.

Teorema 3.40. Sea (y,) € .F . Se tienen las siguientes propiedades:

1. 0r(yn) NO£(yn) =0, 0(yn) N0OF(yn) =0 y Ox(y,) N 0OF(y,) = 0.

2. 0F(Yn) UOE(yn) U0Ox(yn) = Oxr(yn).

Demostracion. Sea (x,,), (yn) € FT.

1. Suponga por contradiccion que ox(y,)NOx(y,) # 0. Sea x, = 0x(y,)NOF(yy),
es decir, x, = 0x(yn) ¥ ¥, = Ox(y,). Por definicién, dado ¢ > 0 el conjunto
A={n€Z,:x, <c-y,} € F, deigual forma se tiene que existen ¢y, cy > 0
tales que el conjunto B={n€Z, :¢; -y, <xp, <oy} € F. Tome c=cyy
considere AN B € F. Luego:

ANB={n€Z;:z,<ci -y} N{n €Ly 11 yo <xn < o Ynt
={n€Zi:r,<cr Yo N1 yn < xp}

=0eF
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Por lo tanto, 0z (y,) N ©#(y,) = 0. Ahora, para ver que oz (y,) N 0O x(y,) = 0,

considere:

07 (Yn) N 0O£(yn) = 07 (Yn) N (OF(Yn) — (07(yn) UOF(yn)))
= 07 (yn) N (O£ (yn) N (Z1 — (07 (yn) U OF(yn))))
= 07(Yn) NOx(Yn) N (Zy — 0x(yn)) N (Zs — Ox(yn))
=

Se demostrara que © £(y,) N 0O x(y,) = (), para esto considere:

O7(yn) N 0OF (1) = Or (1) N (Ox(yn) — (07(yn) U OF(y2)))
= O7(Yn) N (OF(yn) N (Zy — (07 (yn) U OF(yn))))
= Or(yn) NOx(Yn) N (Zy — 07 (yn)) N (Zy — OF(yn))
=0

2. Se desea ver que 0x(y,) UOx(y,) U0Ox(y,) = Ox(y,), para esto considere:

0F(Yn) UOF(Yn) U 0O £(Yn) = 07(yn) U OF(yn) U (OF(yn) — (07(yn) U OF(yn)))

Por propiedades de conjuntos, es equivalente decir que:

0F(Yn) U OF(Yn) U 0Ox(yn) = 07 (yn) U OF£(yn) U Ox(yn)

Tomando en cuenta la Teorema 3.39, entonces 0x(yn) U Ox(yn) U 0O £(yn) =

O}'(yn)
[

Similar al teorema anterior, la relacion que se da entre or, Or y las

F-notaciones conjuntas se visualiza de forma més clara.
Teorema 3.41. Sea (y,) € .F . Se tienen las siguientes propiedades:

1. wr(yn) NOF(Yn) =0, OF(yn) NOWE(yn) =0 y Owr(yn) Nwr(yn) = 0.
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2. wr(Yn) U OF(yn) U Owr(yn) = Qr(yn).
Demostracion. Sean (x,,), (y,) € FT.

1. Suponga por absurdo que wz(y,) N Ox(y,) # 0. Sea x, = wr(y,) N OF(yy,),
es decir, ¥, = wr(yn) ¥ Tn, = Ox(y,). Por definicion, dado ¢ > 0 el conjunto
A={n€Z,:c -y, <z} €F, deigual forma se tiene que existen ¢y, cy > 0
tales que el conjunto B={n€Z, : ¢; -y, <z, < cy-y,} € F. Tome c =cy y
considere AN B € F. Luego:

ANB={n€Zy o -y <apnfN{N€Zy:cr -Yn <xp <2 Ypn}
:{n€Z+:CQ-yn<an/\ZL‘n§CQ.yn}

=0eF

Por lo tanto, wr(y,) N ©x(y,) = 0. Ahora bien, para ver que Ox(y,) N

Owz(yn) = 0, considere:

O7(yn) N OWE(Yn) = OF(Yn) N (Lr(Yn) — (WF(Yn) U OF(Yn)))

(Yn) NV (Q2r(yn) N (Zy — (wWr(yn) UOF(yn))))
(Yn) NV QE(Yn) V(Zy — wr(yn)) N (Zy — OF(yn))

Or
Or
0

Se demostrara que Owz(y,) Nwx(y,) = 0, para esto considere:

Wr(Yn) N Owr(yn) = wr(yn) N (Qr(yn) — (Wr(yn) UO£(yn)))
= wr(yn) N (Qr(yn) N (Zy — (Wr(Ya) U OF(yn))))
= wr(Yn) NQEYn) N (Zg — wr(yn)) N (Zy — OF(yn))
=0

2. Se busca mostrar que wr(y,)UOx(y,)UOwx(yn) = Qx(y,), para esto considere:

Wr(Yn) U OF(Yn) UBwr(yn) = wr(yn) UOF(yn) U (Lr(yn) — (wr(yn) U OF(yn)))
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Por propiedades de conjuntos, es posible afirmar la siguiente equivalencia:

Wr(Yn) UOF(yn) UOwF(Yn) = wr(yn) UOF(yn) U Qx(yn)

Dada la Teorema 3.39, se puede establecer que wr(y,) U Ox(y,) U Owx(y,) =
Qr(Yn)-

]

Por ultimo, se enumeran algunas propiedades en cuanto a la relacién entre
la 6; y las demas JF-notaciones asintoéticas. Dado que la 6;, en términos de
complejidad, esta relacionada con el peor caso (un limite inferior) y el mejor caso (un
limite superior), entonces se pretende que esté conectada con las otras F-notaciones

asintéticas que estéan asociadas con sucesiones acotadas.

Teorema 3.42. Sean (y,), (z,) € F 1. Se tienen las siguientes propiedades:
1. ©(gn, 2n) = Lr(yn) N Ox(z0) ¥ 8y yn) = O (y).
2. O(Ya) = (Y 20) N Ox(ya) Y Or(zn) = Oy, 20) N Qr(20).
3. ©7(yn) C Oy z) ¥ O (2) C Oy, 7).

Demostracion. Sean (x,,), (yn), (z,) € FT.

1. Sea z, = Ox(z,) N Qx(y,), entonces z, = Ox(z,) y z, = Qr(y,). Existen
c1,02 > 0 tales que el conjunto A={n€Z; iz, <cy-z,} € FyB={n¢€
Zy:c1 -y, <z} €F. Porloque AN B € F, entonces:

ANB={ne€Z;:x,<co-zyN{n€Zy:c1 -y, <,}
={neZ, x,<cy zpNcy-yp <y}

={ne€Zy: ey, <z, <co-z,} €F.

Por lo tanto, x, = 6.7:(yna Zn) y O}'(yn) N Q}'(yn) - 5.7r:(yna Zn)

Sea x, = 6;(3/”,2”), entonces para algunos c,co > 0 tales que el conjunto

C={neZ:c -y, <z <co-2,} €F, sesigue que C = AN B,
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donde A={neZy:z,<co-z,}yB={neZy:c -y, <a,} Dado
que ANB C Ay AN B € F, entonces A € F. Siguiendo un argumento
similar, B € F. Por lo que x, = Ox(y,) v ©, = Qx(y,), siendo de forma

que 2, = Ox(yn) O Qx(y) ¥ Ox(yns 2) C O(yn) N Ue(yn). Por lo tanto,
Ozx(yn) N Qr(yn) = 5;(3/”, zp). Adicionalmente, debido a una demostracion

previa, 6;(%, Yn) = Qr(yn) N Ox(y,) y como consecuencia del Teorema 3.38

se tiene que Ox(y,) N Qx(y,) = Ox(y,), por lo tanto 5;(%, Un) = Ox(yn).

. Suponga que 6;(%, 2n) # 0, dado que si estuviera vacio, entonces © z(y,,) = 0
y esto contradice la propiedad reflexiva que ©r satisface. Entonces, con base
en el Teorema 3.26 se sigue que y, = Ox(z,). Por consecuencia, se tiene
que Ox(y,) C Ox(z,) debido al Teorema 3.33. Debido a las propiedades de

contenencia que cumplen ciertas F-notaciones, se tiene que:

OF(Yn) = O7(Yn, 20) N OF(y,)
= (27 (yn) N Ox(2n)) N Ox(yn)
= Qr(yn) N OF(yn)
= Ox(Yn)-

Con base a un argumento completamente similar, se sigue que ©z(z,) =

6]—'(:%17 Zn) N Q.F<Zn)-

. Como resultado del teorema anterior, se cumple que: Ox(y,) = 6;(3/71, Zn) N
Ozr(yn) y Ox(z,) = 5;(%, 2n) NQx(2,). Entonces, por propiedades bésicas de

Conjuntos, se tiene que @]:(yn) - g.F(yna zn) y @]"<zn) C @}'Q/na zn)
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Conclusiones

En este trabajo, se presentaron algunos definiciones, ejemplos concretos y
propiedades, con el fin de estudiar el concepto de la notaciéon asintotica usual.
Se determiné la relacion que se da entre la notaciéon asintética y las sucesiones
de nimeros reales positivos, que pueden hacer referencia a sucesiones acotadas,
convergentes o divergentes dependiendo de la notacién que se considere. Posterior
a esto se trabajo con la estructura de filtro, se dieron a conocer diversos ejemplos
de esta estructura al igual que las propiedades que permiten que las sucesiones de
numeros reales positivos puedan ser generalizadas mediante filtros.

Adicionalmente, se estudi6 la relacién entre convergencia usual y convergencia
via filtros, denotada como F-convergencia, al igual que la de acotadez, denotada por
F-acotada. En esta parte, se exhibe como los filtros pueden generalizar e incluso
caracterizar nociones de convergencia y acotadez.

Finalmente, se introdujo una nueva nociéon que generaliza las notaciones
asintoticas empleando la estructura de filtro, la cual se denot6é por F-notaciones
asintoticas y que representan el principal aporte de este trabajo, al generar
definiciones y resultados inéditos que constituyen una contribucion a la ciencia

Matematica, para obtener estos resultados:

= Se analizaron las relaciones existentes entre las notaciones asintoticas usuales
y el nuevo concepto considerado, donde se comprobd mediante ejemplos que la

F-notacion asintotica es mucho méas general que la notacion usual.

= Se establecieron propiedades para las F-notaciones como reflexividad, simetria,
transitividad, entre otras, que exhiben las caracteristicas intrinsecas que

cumplen estas notaciones.
» Se establecieron relaciones entre las nuevas notaciones asintoticas.

= Se proporcionaron ejemplos de cada una de la nuevas notaciones introducidas.
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Cabe resaltar, que parte de los resultados obtenidos durante la realizacion de
este trabajo fueron expuestos en el V Congreso Internacional de Ciencias Basicas,
realizado en la Ciudad de Portoviejo, Manabi, Ecuador, en la Universidad Técnica
de Manabi (ver Figura 3.8). También, estos resultados fueron enviados a una revista

y actualmente se encuentran en revision (ver Figura 3.7).
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