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Abstract

In this paper we study a continuous-time asset-allocation problem for a insurance firm that

backs up the liabilities raised by the insurance contracts with the underwriting profits and

the income resulting from investing in the financial market. Using the martingale approach

and convex duality techniques we characterize strategies that maximize expected utility

from final wealth under CRRA preferences when the firm have only a class of insurance.

We present numerical results for some distributions of claims/liabilities with policy limit.

Resumen

En este documento se estudia el problema en tiempo continuo de selección de portafolio

para una compañ́ıa aseguradora que respalda las reclamaciones con los beneficios de la

venta de contratos de seguros y los ingresos resultantes de invertir en el mercado financiero.

Usando el método de martingalas y la dualidad convexa se caracteriza la estrategia que

maximiza la utilidad esperada de la ganancia final bajo preferencias CRRA cuando la

firma vende una única clase de seguro. Se presentan resultados numéricos cuando las

reclamaciones siguen algunas distribuciones con ĺımite en la póliza.

Palabras clave: Control óptimo estocástico, proceso de difusión con saltos, método
de martingalas, dualidad convexa, selección óptima de portafolios, utilidad CRRA.
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2.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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1. Introducción

Un problema que afrontan las compañias aseguradoras es la construcción de un por-
tafolio de inversión que maximice las ganancias y cumpla ciertas condiciones. Una de
estas condiciones es garantizar el cumplimiento de las obligaciones adquiridas por la
venta de seguros. La teoŕıa de control óptimo estocástico es una de las herramientas
utilizadas para dar solución a este problema y Merton (1969) la utilizó para hallar
condiciones de optimalidad al problema de selección óptima de portafolios para un
pequeño inversionista. Desde entonces, varias generalizaciones del problema se han
investigado. Una de estas investigaciones es desarrollada en Yang and Zhang (2005),
donde el inversor es una compañia aseguradora cuya función de utilidad es expo-
nencial, y tiene una dinámica de riesgo que sigue un proceso de Poisson compuesto
perturbado. Para obtener una forma cerrada de la poĺıtica óptima del problema, se
toma como herramienta algunos resultados de programación dinámica estocástica.

En la literatura se hallan trabajos relacionados como Wang (2007) quien soluciona
el problema de selección óptima de portafolios utilizando la ecuación en derivadas
parciales conocida como de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Para este trabajo, las
reclamaciones se suponen como un proceso de saltos puros y el asegurador tiene
la opción de invertir en múltiples activos riesgosos. Además, los procesos de estos
activos son descritos por el modelo de mercado de Black-Scholes. Kostadinova (2007)
considera un modelo estocástico para la ganancia de un agente asegurador cuando
el agente tiene la posibilidad de invertir en un activo riesgoso y uno libre de riesgo.
Agrega una restricción en la posible pérdida por medio del Valor en Riesgo. El monto
total de reclamaciones es modelado por un proceso de Poisson compuesto y el precio
del activo riesgoso sigue un proceso de Lévy exponencial.

Para hallar condiciones de optimalidad Cox and Huang (1989) proponen un método
alternativo que permite solucionar el problema de elección óptima de portafolio en
tiempo continuo. Este método usa propiedades de las martingalas para construir
un portafolio media-varianza eficiente con máxima utilidad CRRA esperada. Wang
et al. (2007) aplica este método al problema de inversión óptima para un agente
asegurador. Modelan el proceso de riesgo como un proceso de Lévy y el capital
puede ser invertido en el mercado de valores descritos por un modelo Black-Scholes
estándar.

Documentos como Valckx et al. (2016) del Fondo Monetario Internacional o Bi-
llio et al. (2012) muestran la contribución al riesgo sistémico que tiene el sector
asegurador en los últimos años. Estas contribuciones tienen repercusiones directas
en el sistema financiero. Por ejemplo, Acharya et al. (2009) afirma. “La forma en
que sus productos e inversiones han evolucionado pueden estar expononiendo a las
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aseguradoras a mayor riesgo sistémico”. Estas exposiciones aumentan el riesgo que
la asegurada entre en crisis cuando otra parte del sector financiero se vea afecta-
do, induciendo potencialmente una correlación entre el sector financiero y el sector
asegurador.

Bajo esta idea de correlación, Perera (2010) utiliza el enfoque de martingalas para
resolver el problema de inversión y consumo cuando el riesgo del agente es mitigado
con la toma de un seguro. El retorno del activo riesgoso y el proceso de riesgo siguen
un proceso de Lévy correlacionado. Cuando el activo riesgoso sigue un Movimiento
Browniano (MB) estándar, el proceso de riesgo asegurador también sigue un proceso
de Poisson perturbado que a su vez está correlacionado con la dinámica de precios,
y se controla el riesgo a través de la cantidad de pólizas vendidas, el enfoque de
martingalas permite hallar condiciones de optimalidad Zou and Cadenillas (2014).

En este trabajo se presenta un modelo en tiempo continuo para el proceso de pérdi-
da y ganancia de un agente asegurador que invierte en el mercado financiero. Este
agente tiene un ingreso por primas de seguro aśı como gastos derivados de las re-
clamaciones. Las fuentes de aleatoriedad se encuentran en el mercado financiero y
en las reclamaciones. El mercado sigue el modelo de Black-Scholes con varios acti-
vos riesgosos y uno libre de riesgo, mientras que el tamaño y la frecuencia de las
reclamaciones siguen un proceso de Poisson compuesto perturbado. Se propone es-
tablecer una poĺıtica que permita optimizar la utilidad esperada de la riqueza final
del portafolio de dicho agente en ese modelo de mercado. Para la construcción de la
poĺıtica se utiliza el método de martingalas, donde se elige como controles la canti-
dad invertida en el activo riesgoso y la cantidad de contratos que adquiere el agente
en el negocio asegurador.

El segundo caṕıtulo de este documento presenta el método de martingalas para la
solución del problema de selección óptima de portafolio para mercados completos.
Esto servirá de herramienta para solucionar el problema de selección óptima de
portafolio cuando se incluye riesgo de asegurador. En el tercer caṕıtulo se contruyen
condiciones de optimalidad al problema de selección óptima de portafolio para una
compañia aseguradora. En el caṕıtulo final se presenta una aproximación numérica a
la poĺıtica óptima de selección de portafolio con riesgo asegurador cuando el agente
tiene una función de utilidad con aversión relativa al riesgo constante (CRRA).
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2. Método de martingalas para inversión óptima

La teoŕıa de martingalas es una de las principales herramientas que utiliza la teoŕıa
financiera para solucionar problemas que incluyen fuentes de aleatoriedad. En esta
teoŕıa es necesario el cálculo de Itô para llegar a resultados como el teorema de
respresentación o el teorema de Girsanov. Dichos resultados son de gran utilidad
para definir y demostrar teoremas en la teoŕıa de valoración. Por otro lado, las
propiedades de las martingalas se pueden utilizar para dar solución al problema de
inversión y consumo óptimos. Por esto, la primera parte de este caṕıtulo presenta
algunas definiciones necesarias para utilizar el método de martingalas, la segunda,
presenta el método de martingalas finalizando con un ejemplo de maximización
cuando el mercado es completo.

2.1. Preliminares

Tome un espacio de probabilidad completo (Ω,P, {Ft}t≥0) dotado de una filtración
{Ft}t≥0. Si Y es un proceso estocástico en tiempo continuo y cumple que Y (t) ∈ Ft
para todo t ≥ 0, entonces Y se dice adaptado a la filtración.

Definición 1 (Martingala). Un proceso estocástico X es llamado una (Ft)-martingala
si cumple:

X es adaptado a la filtración.

Para todo t
E [|X(t)|] <∞.

Para todo s y t con s ≤ t se cumple

E [X(t) |Fs ] = X(s).

Un porceso que satisface, para todo s y t con s ≤ t, la desigualdad E [X(t)|Fs] ≤
X(s), es llamado una supermartingala, y un proceso que satisface E [X(t)|Fs] ≥
X(s), es llamado una submartingala.

Definición 2. Tome X como un proceso continuo a derecha con ĺımite a izquierda
(RCLL por sus siglas en inglés) adaptado. X es una martingala local si existe una
sucesión de tiempos de parada (τn)n≥1 tal que ĺımn→∞ τn = ∞ c. s. y el proceso de
parada X(τn) es una martingala para todo n.
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Como ya se comentó, el objetivo es presentar el método de martingalas para tra-
tar problemas de selección óptima de portafolios y poĺıticas de consumo para un
individuo en el modelo de tiempo continuo. La inversión se realiza en un mercado
financiero con N diferentes activos riesgosos y una cuenta de dinero, donde cada
activo i tiene una dinámica de precios Si. El objetivo es construir un instrumento
financiero (portafolio) que permita maximizar la utilidad esperada del valor de dicho
instrumento. Conceptos de las matemáticas financieras son presentados a continua-
ción, los cuales son útiles para dar condiciones necesarias de existencia, unicidad y
construcción de estos instrumentos en el método de martingalas.

Definición 3. Una {Ft}-semimartingala es la suma de una martingala local y
un proceso RCLL de variación finita.

Para simplificar la notación tome ft en lugar de f(t) para representar la dependencia
de f con el tiempo y F = {Ft}t≥0. El concepto de mercado financiero es basado en
Karatzas and Shreve (1998). Este mercado es constituido por un activo libre de
riesgo y N activos riesgosos definidos como sigue

Definición 4 (Mercado financiero). El mercado financiero consiste de

1. Un espacio de probabilidad (Ω,F ,P);

2. Una constante positiva T , llamada tiempo terminal;

3. Un movimiento Browniano {Wt,F|0 ≤ t ≤ T} de dimensión D definido sobre
(Ω,F ,P), donde {Ft}0≤t≤T es la filtración generada por W ;

4. Una tasa libre de riesgo rt que satisface
∫ T

0
|rt|dt <∞;

5. Un proceso N dimensional µ que satisface
∫ T

0
‖µt‖ dt <∞;

6. Una matriz de volatilidad σ progresivamente medible de dimensión (N × D)

que satisface
∑N

n=1

∑D
d=1

∫ T
0
σ2
nd,t <∞ c. s.;

7. Un vector de constante positivas que representan el precio de los activos ries-
gosos S0 = (S1

0 , . . . , S
N
0 )′ en t = 0.

Definición 5 (Proceso libre de riesgo). Una acción en el activo libre de riesgo
tiene precio S0

t en el tiempo t, con S0
0 = 1. El proceso de precio S0 es continuo,

estrictamente positivo y cumple

dS0
t = S0

t rtdt, ∀t ∈ [0, T ], (2.1)

donde rt es la tasa libre de riesgo en el tiempo t.
4



Definición 6 (Activo riesgoso). Sea Sn el proceso de precio del activo riesgoso n,
con Sn continuo, escritamente positivo y satisface

dSnt = Snt

[
µnt dt+

D∑
d=1

σnd,tdW
(d)
t

]
∀t ∈ [0, T ], n = 1, . . . , N, (2.2)

donde W (d) es un movimento Browniano y µn el proceso de tasa media de retorno
del activo n.

De ahora en adelante se referenciará al mercado financiero como M = (r, µ, σ, S0).

Definición 7. Un proceso de portafolio (m0,m) ∈ R1+N es un proceso progresi-
vamente medible tal que ∫ T

0

[m0
t +m′t1]|rt|dt <∞, c.s. (2.3)∫ T

0

|m′t(µt − rt1)|dt <∞, c.s. (2.4)∫ T

0

‖σ′tmt‖2
dt <∞, c.s. (2.5)

donde 1 es el vector N-dimensional cuyas entradas son 1. El proceso de ganancia
G asociado a (m0,m) estará dado por

Gt :=

∫ t

0

m0
srsds+

∫ t

0

m′sµsds+

∫ t

0

m′sσsdWs, 0 ≤ t ≤ T. (2.6)

El valor m0 representa el monto invertido en el activo libre de riesgo, mientras la
i-ésima entrada del vector m, el monto invertido en el i-ésimo activo riesgoso. Por lo
tanto, un portafolio será una asignación de montos para los diferentes activos finan-
cieros. Nuestro interés recae en portafolios donde no sea necesario agregar capital
en t > 0 y la siguiente definición formaliza esta noción.

Definición 8. El proceso de portafolio (m0,m) se dice auto-financiado si

Gt = m0
t +m′t1, ∀t ∈ [0, T ]. (2.7)

El proceso exceso de rendimiento de dimensión N (sobre la tasa de interés) está
dado por
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Rt :=

∫ t

0

[µu − ru1]du+

∫ t

0

σudWu, 0 ≤ t ≤ T. (2.8)

Bajo esta definición, el proceso de ganancia se puede reescribir como

Gt =

∫ t

0

(m0
s +m′s1)rsds+

∫ t

0

m′sdRs, 0 ≤ t ≤ T. (2.9)

Ahora, si (m0,m) es auto-financiado, entonces (2.9) está dado por

dGt =
Gt

S0
t

dS0 +m′tdRt. (2.10)

A partir de (2.10), se tiene que

dGt −
Gt

S0
t

dS0 = m′tdRt (2.11)

d

[
Gt

1

S0
t

]
=

1

S0
t

m′tdRt (2.12)

Definición 9. Un proceso {Ft}-adaptado m que satisface (2.4) y (2.5) se dice re-
gular si la semimartingala ganancia descontada

Gt

S0
t

= M0,m
t :=

∫ t

0

1

S0
u

m′udRu, 0 ≤ t ≤ T, (2.13)

es c.s. acotada por abajo por una constante real que no depende de t. Si (m0,m) es
un proceso de portafolio y m es regular, se dirá que el proceso de portafolio (m0,m)
es regular.

La expresión (2.10) da una condición para la construcción de portafolios auto-
financiados, a partir de estos portafolios se presentan definiciones como arbitraje
y completitud del mercado.

Definición 10. Un proceso de ingresos acumulados Γt, 0 ≤ t ≤ T , es una
semimartingala.

Γt representa el capital acumulado recibido por un inversor en el intervalo de tiempo
[0, t]. Note que el capital inicial se podrá escribir como Γ0.
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Definición 11. Un proceso de ingresos acumulados Γ y un proceso de portafolio
(m0,m). El proceso de riqueza asociado con (Γ,m0,m) es

Xt := Γt +Gt (2.14)

donde G es el proceso de ganancia definido en (2.6). El portafolio (m0,m) se dice
Γ-financiado si

Xt = m0
t +m′t1, ∀t ∈ [0, T ]. (2.15)

El proceso definido en (2.14) tiene la siguiente forma diferencial

dXt = dΓt
Xt

S0
t

dS0
t +m′tdRt. (2.16)

Tomando el proceso de exceso de riqueza (2.16) junto a la expresión (2.15) se tiene

Xt

S0
t

= Γ0 +

∫ t

0

dΓu
S0
u

+

∫ t

0

1

S0
u

m′udRu, 0 ≤ t ≤ T. (2.17)

La expresión (2.17) se interpreta como el proceso de riqueza descontada.

Definición 12. En un mercado financiero M, un proceso de portafolio regular
(m0,m) auto-financiado se dice oportunidad de arbitraje si el proceso de ga-
nancia G satisface

GT ≥ 0 c.s.

P [GT > 0] > 0.

Un mercado financiero M donde no existen oportunidades de arbitraje se dice libre
de arbitraje o viable.

Teorema 2.1. Si un mercado financiero M es libre de arbitraje, entonces existe un
proceso θ ∈ RD progresivamente medible, llamado precio de riesgo de mercado,
tal que para t ∈ [0, T ] la prima de riesgo µt − rt1 está relacionada con θt por la
ecuación

µt − rt1 = σtθt c.s. (2.18)

inversamente, suponga que existe un proceso θ ∈ RD progresivamente medible,∫ T

0

‖θs‖2 ds <∞ c.s. (2.19)

y

E
[
exp

{
−
∫ T

0

θ′sdWs −
1

2

∫ T

0

‖θs‖2 ds

}]
= 1. (2.20)

Entonces el mercado M es libre de arbitraje.
7



Se presenta a continuación la idea de la demostración, una demostración completa
se encuentra en Karatzas and Shreve (1998).

Demostración Suponga que para todo (t, ω) en algún subconjunto de [0, T ]× Ω
se puede hallar mt tal que m′tσt = 0 pero m′t[bt − rt1] 6= 0. Por (2.17) se tendrá un
portafolio sin riesgo pero con tasa media de retorno diferente de cero y por lo tanto
una oportunidad de arbitraje. Aśı, para un mercado viable, todo vector en el kernel
de σ′t debe ser ortogonal a bt− rt1. Por álgebra lineal, bt− rt1 pertenece al rango de
σt. �

Definición 13. Un modelo de mercado financiero M se dice estándar si

1. Es libre de arbitraje;

2. El número N de activos riesgosos no es mayor que la dimensión de movimiento
Browniano (N ≤ D);

3. El proceso θ definido en (2.18) satisface∫ T

0

‖θt‖2 dt <∞ c.s.; (2.21)

4. La martingala local positiva

Z0
t := exp

{
−
∫ t

0

θ′sdWs −
1

2

∫ t

0

∥∥θ2
s

∥∥ ds} , 0 ≤ t ≤ T, (2.22)

es una martingala.

Una de las ventajas de trabajar con un modelo de mercado estándar es la posibilidad
de definir la medida de martingala estándar P0 sobre FT como

P0(A) := E
[
Z0
T1A

]
, ∀A ∈ FT . (2.23)

Se dice entonces que P es equivalente a P0 sobre FT . Una condición suficiente

para que Z0 sea una martingala es que E
[
exp

{
1
2

∫ T
0
‖θ2

t ‖ dt
}]

<∞ Karatzas et al.

(1991).

La medida de martingala estándar permite decir que el proceso

W 0
t := Wt +

∫ t

0

θsds, ∀t ∈ [0, T ] (2.24)
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es un movimiento Browniano de dimensión D bajo P0, relativo a la filtración {Ft}.
Con esta definición, (2.8) se puede reescribir como Rt =

∫ t
0
σudW

0
u y el proceso de

ganancia descontada como

Gt

S0
t

= M0,m
t :=

∫ t

0

1

S0
u

m′uσudW
0
u . (2.25)

Teorema 2.2. Bajo la medida de martingala estándar P0, el proceso de riqueza
descontada menos los ingresos acumulados descontados

Xt

S0
t

− Γ0 −
∫

(0,t]

dΓu
S0
u

, 0 ≤ t ≤ T, (2.26)

correspondiente a un portafolio regular auto-financiado es una martingala local y es
acotado por abajo, por lo tanto, es una supermartingala. En particular,

E0

[
XT

S0
T

−
∫

(0,T ]

dΓu
S0
u

]
≤ Γ0. (2.27)

Demostración Note que (2.25) es una martingala local y dado que m es regular,
entonces por el lema de Fatou es una supermartingala. �

Ya que se tiene una forma de ver los procesos en términos de la medidad de mar-
tingala P0, es necesario hallar el modo de reescribir las condiciones que involucran
P0 en términos de la medida de probabilidad original P. Para esto es necesario el
proceso siguiente

Definición 14. El proceso

H0
t :=

Z0
t

S0
t

, 0 ≤ t ≤ T, (2.28)

se conoce como la densidad precio estado.

Utilizando (2.28), la desigualdad en (2.27) se puede reescribir en términos de P como

E
[
H0
TXT −

∫
(0,T ]

H0
udΓu

]
≤ Γ0. (2.29)

Definición 15. Un proceso m {Ft} adaptado, con valores en RN que satisface (2.4)
y (2.5) es un generador de martingala si bajo la medida de probabilidad P0

en (2.23), la martingala local M0,m en (2.25) es una martingala. Si (m0,m) es un
proceso de portafolio y m es un generador de martingala, se dirá que el proceso de
portafolio (m0,m) es un generador de martingala.
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Hasta ahora se ha caracterizado el modelo de mercado financiero pero no se ha
desarrollado la teoŕıa concerniente a la interacción entre un pequeño agente y el
mercado financiero. El estudio de estas interacciones permite a los inversionistas la
oportunidad de cubrir los riesgos u obligaciones que se derivan de otras actividades,
como lo son las obligaciones en un negocio asegurador. El interés recae entonces en
mercados financieros que permitan hacer dichas coberturas. Con esta idea en mente
se define la completitud de un mercado financiero.

Definición 16. Tome un mercado financiero estándar M, y sea B una variable
aleatoria FT medible tal que B

S0
T

es acotada por abajo c. s. y

x := E0

[
B

S0
T

]
<∞. (2.30)

1. Se dice que B es replicable si existe un proceso de portafolio regular x fi-
nanciado (m0,m) cuyo proceso de ganancia asociado satisface XT = B, es
decir

B

S0
T

= x+

∫ T

0

1

S0
u

m′uσudW
0
u , c.s. (2.31)

2. Se dice que el mercado financiero M es completo si toda variable aleatoria
FT medible B, con B

S0
T

que satisface (2.30) y acotado por abajo es replicable.

En otro caso se dirá que el mercado es incompleto.

Proposición 2.3. Un mercado financiero estándar M es completo si y solo si para
cada variable aleatoria FT medible B satisface

E
[
|B|
S0
T

]
<∞ (2.32)

y x definida por (2.30), existe una martingala x financiada generada por el proceso
de portafolio (m0,m) satisface (2.31).

Una demostración a la proposición 2.3 se puede encontrar en Karatzas and Shreve
(1998) caṕıtulo 1 proposición 6.2.

Teorema 2.4. Un mercado financiero estándarM es completo si y solo si el número
de activos riesgosos N es igual a la dimensión del movimiento Browniano D y la
matriz de volatilidad σt es no-singular.

La idea de la demostración se presenta a continuación, para una demostración com-
pleta ver Karatzas and Shreve (1998) caṕıtulo 1 Teorema 6.6.
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Demostración ⇐) Si N = D se verifica que para toda variable aleatoria B FT
medible que satisface (2.30), existe una P0 martingala

M0
t = E

[
B

S0
T

∣∣∣∣Ft] , 0 ≤ t ≤ T

x-financiada generada por un portafolio (m0,m), por la Proposición 2.3 el mercado
es completo.

⇒) Dada la completitud del mercado y nuevamente por la Proposición 2.3, existe
un proceso generador de martingala m para el cual∫ T

0

1

S0
u

m′uσudW
0
u =

B

S0
T

− 1 =

∫ T

0

ϕ′udW
0
u .

con σ′tmt = S0
t ϕt. Aśı ϕt pertenece al rango de σ′. Por construcción, ϕt pertenece

al kernel de σt, entonces ϕt = 0 y por lo tanto el kernel es el conjunto {0}. Esto
implica N = D. �

2.2. Selección óptima de portafolio para mercados comple-
tos

El interés de un agente que invierte una cantidad x en un mercado estándar y
completo es maximizar la utilidad esperada de la ganancia de un portafolio sobre
un horizonte de tiempo. ¿Cómo debe ser la poĺıtica de inversión para lograr este
objetivo? Un método para hallar esa poĺıtica es el método de martingalas, el cual
requiere las propiedades de las martingalas y las propiedades del dual convexo de
la función de utilidad. A continuación se presenta una restricción de presupuesto
que debe cumplir dicha poĺıtica, como también se describen algunas propiedades
necesarias de las funciones de utilidad para utilizar el método de martingalas.

Suponga que el proceso densidad precio estado H0 satisface

E
[∫ T

0

H0
t dt

]
<∞ (2.33)

E[H0
T ] <∞ (2.34)

E
[∫ T

0

H0
t dt+H0

T

]
<∞ (2.35)
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Definición 17. Un proceso de consumo es un proceso {Ft}-progresivamente

medible y no negativo c que satisface
∫ T

0
ctdt <∞, c. s.

Con esta definición, un agente con un capital inicial x ≥ 0 quien elige un proceso de
consumo c tendrá un proceso de ingresos acumulados Γt := x−

∫ t
0
cudu, 0 ≤ t ≤ T . Si

el agente toma un proceso de portafolio Γ-financiado m, entonces el correspondiente
proceso de riqueza Xx,c,m seguirá la ecuación:

Xx,c,m
t

S0
t

= x−
∫ t

0

cudu

S0
u

+

∫ t

0

1

S0
u

m′uσudW
0
u , 0 ≤ t ≤ T. (2.36)

Definición 18. Dado x ≥ 0, se dirá que el par proceso de consumo y proceso de
portafolio (c,m) es admisible en x, y se escribe (c,m) ∈ Ax, si el proceso de riqueza
Xx,c,m correspondiente a x, c y m satisface

Xx,c,m
t ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T, c.s. (2.37)

Para x < 0, se define Ax = ∅.

Si (c,m) ∈ Ax, la desigualdad conocida como restricción de presupuesto

E
[∫ T

0

H0
ucudu+H0

TX
x,c,m
T

]
≤ x (2.38)

se cumple.

Teorema 2.5. Dado x ≥ 0, tome c un proceso de consumo y ξ una variable aleatoria
no negativa FT medible tal que

E
[∫ T

0

H0
ucudu+H0

T ξ

]
= x. (2.39)

Entonces existe un proceso de portafolio m tal que el par (c,m) es admisible en x y
ξ = Xx,c,m

T .

La idea de la demostración se presenta a continuación, para una demostración com-
pleta ver Karatzas and Shreve (1998) Caṕıtulo 3, Teorema 3.5.

Demostración Defina Jt =
∫ t

0
H0
ucudu y considere la martingala no negativa

Mt := E
[
JT +H0

T ξ |Ft
]
, 0 ≤ t ≤ T.

12



Por el teorema de representación de martignalas, existe un proceso ψ progresiva-
mente medible tal que

Mt = x+

∫ t

0

ψ′udWu, 0 ≤ t ≤ T.

Ahora, defina un proceso no negativo X como

Xt

S0
t

:=
1

Z0
t

E
[∫ T

t

H0
ucudu+H0

T ξ |Ft
]

(2.40)

=
1

Z0
t

[Mt − Jt],

La regla de Itô implica

d

(
Xt

S0
t

)
= − ct

S0
t

dt+
1

S0
t

m′tσtdW
0
t , (2.41)

donde

mt :=
1

H0
t

(σ′t)
−1[ψt + (Mt − Jt)θt].

Por las propiedades de θt puede verificar que mt cumple (2.4) y (2.5). Por lo tanto,

Xt

S0
t

= x−
∫ t

0

cudu

S0
u

+

∫ t

0

1

S0
u

m′uσudW
0
u , 0 ≤ t ≤ T.

Comparando (2.2) con (2.14) X = Xx,c,m. Ya que Xt ≥ 0 para 0 ≤ t ≤ T , la pareja

(c,m) es admisible y XT =
S0
T

Z0
T
E [H0

T ξ |FT ] = ξ casi seguramente. �

2.2.1. Función de utilidad

Dado que un agente es quien toma las desiciones de inversión para maximizar su
función de utilidad. Se supone entonces, que dicho agente sigue una función de
utilidad con las siguientes propiedades

Definición 19. Una función de utilidad es una función continua, concava y no
decreciente U : R→ [−∞,∞) que satisface:

1. dom(U) := {x ∈ R|U(x) > −∞} es un subconjunto diferente de vacio en [0,∞);

2. U ′ es continua, positiva y extrictamente decreciente en el interior de dom(U),
y

U ′(∞) := ĺım
x→∞

U ′(x) = 0. (2.42)
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Tomando

x̄ := ı́nf {x ∈ R|U(x) > −∞} (2.43)

se define
U ′(x̄+) := ĺım

x→x̄
U ′(x). (2.44)

Para una función de utilidad con x̄ dado en (2.43). La función continua y estricta-
mente decreciente U ′ : (x̄,∞) → (0, U ′(x̄+)) tiene inversa continua y escritamente
decreciente I : (0, U ′(x̄+)) → (x̄,∞). Para U ′(x̄+) ≤ y ≤ ∞ se tomará I(y) = x̄,
por tanto

U ′(I(y)) =

{
y, 0 < y < U ′(x̄+),
U ′(x̄+), U ′(x̄+) ≤ y ≤ ∞ (2.45)

I(U ′(x)) = x, x̄ < x <∞.

Definición 20. Tome U una función de utilidad. La función dual convexa de U
es la función

Ũ(y) := sup
x∈R
{U(x)− xy} , y ∈ R. (2.46)

Definiendo la función convexa

f(x) := −U(x), x ∈ R, (2.47)

entonces la transformación Legendre-Fenchel (Rockafellar (1970)) de f es

f ∗(y) := sup {xy − f(x)} = Ũ(−y), y ∈ R (2.48)

De la definición 20 se tiene que

Ũ(y) ≥ U(x)− xy, ∀x ∈ R. (2.49)

La desigualdad (2.49) junto al siguiente lema son fundamentales en la contrucción de
candidatos a óptimos de problema de optimización que se presentará más adelante.

Lema 2.1. Sea U y x̄ en la Definición 19, tome Ũ la dual convexa de U . Entonces
Ũ : R→ (−∞,∞] es convexa, no decreciente, semicontinua por abajo y satisface

1.

Ũ(y) =


U(I(y))− yI(y), y > 0,
U(∞) := ĺımx→∞ U(x), y = 0,
∞, y < 0.

(2.50)
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2. La derivada Ũ ′ es definida, continua, no decreciente en (0,∞) y

Ũ ′(y) = −I(y), 0 < y <∞. (2.51)

3. Para todo x ∈ R,

U(x) = ı́nf
y∈R

{
Ũ(y) + xy

}
. (2.52)

4. Para x ∈ (x̄,∞) fijo, la función y 7→ Ũ(y) + xy es únicamente minimizada en
R por y = U ′(x), es decir

U(x) = Ũ(U ′(x)) + xU ′(x). (2.53)

La demostración de este lema se puede ver en Karatzas and Shreve (1998) Caṕıtulo
3, Lema 4.3.

Definición 21. Una estructura de preferencias es un par de funciones U (1) :
[0, T ]× R→ [−∞,∞) y U (2) : R→ [−∞,∞) descritas por

1. Para cada t ∈ [0, T ], U (1)(t, ·) es una función de utilidad y la subsucesión de
consumo

c̄t := ı́nf
{
c ∈ R|U (1)(t, c) > −∞

}
, 0 ≤ t ≤ T, (2.54)

es una función continua en t, con valores en [0,∞);

2. U (1) y U ′(1) son continuas en

D := {(t, c) ∈ [0, T ]× (0,∞)|c > c̄t} ; (2.55)

3. U (2) es una función de utilidad, con subsucesión de riqueza terminal definida
por

x̄ := ı́nf
{
x ∈ R|U (2)(x) > −∞

}
. (2.56)

Por la continuidad de c̄, existe un número ĉ <∞ tal que ĉ > x̄ ∨máx0≤t≤T c̄t. Esta
propiedad de una estructura de preferencias es útil para demostrar la optimalidad
de (c,m) para el siguiente problema de optimización.

2.2.2. Problema de optimización

En esta sección se presenta un método para hallar un par óptimo (c,m) ∈ Ax que
maximiza la utilidad esperada total del consumo y la riqueza terminal. La función
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dual y la teoŕıa de martingalas juegan un papel importante en la construcción del
proceso de riqueza óptima, proceso que permite la caracterización del par óptimo.

V (x) := sup
(c,π)∈Ax

E
[∫ T

0

U1(t, ct)dt+ U (2)(Xx,c,m
T )

]
, (2.57)

donde

Ax :=

{
(c,m) ∈ Ax

∣∣∣∣E [∫ T

0

mı́n[0, U1(t, ct)]dt > −∞
]
∧

E
[∫ T

0

U (1)(t, ct)dt+ U (2)(Xx,c,m
T ) > −∞

]}
.

Se comenzará estudiando la función valor dual para el problema. Defina la función

X (y) :=

 E
[∫ T

0
H0
t I

(1)(t, yH0
t )dt+H0

T I
(2)(yH0

T )
]
, 0 < y <∞;

E
[∫ T

0
H0
t c̄tdt+H0

T x̄
]
<∞, y =∞.

(2.58)

y suponga que X (y) < ∞ para todo y ∈ (0,∞). Ahora considere una riqueza ini-
cial x en el dominio (X (∞),∞) de Y . Donde la función Y es la inversa de X .
Para tal x junto a (2.38) y del Teorema 2.5 el problema se reduce a maximizar

E
[∫ T

0
U (1)(t, ct)dt+ U (2)(ξ)

]
sobre las parejas (c, ξ). Si y > 0 el problema se lleva a

un problema de maximización con una restricción, aśı y toma el papel de multipli-
cador de Lagrange, por lo tanto

E
[∫ T

0

U (1)(t, ct)dt+ U (2)(ξ)

]
+ y

(
x− E

[∫ T

0

H0
t ctdt+H0

T ξ

])
(2.59)

Para esta expresión se cumple

xy + E
[∫ T

0

(U (1)(t, ct)− yH0
t ct)dt

]
+ E

[
U (2)(ξ)− yH0

T ξ
]

(2.60)

≤ xy + E
[∫ T

0

Ũ (1)(t, yH0
t )dt+ ˜U (2)(yH0

T )

]
,

con igualdad si y solo si

ct = I(1)(t, yH0
t ), 0 ≤ t ≤ T y ξ = I(2)(yH0

T ) (2.61)
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Aśı el candidato a riqueza terminal óptima es

ξ := I(2)(YxH0
T ) (2.62)

y el candidato a proceso de consumo óptimo es

ct := I(1)(t,YxH0
t ), 0 ≤ t ≤ T. (2.63)

Teorema 2.6. Suponga (2.35) y X (y) < ∞, dado x ∈ (X (∞),∞), tome ξ en
(2.62), c en (2.63) y (c,m) admisible, ξ = Xx,c,m

T . Entonces (c,m) ∈ Ax y (c,m) son
óptimos para

V (x) = E
[∫ T

0

U (1)(t, ct)dt+ U (2)(Xx,c,m
T )

]
. (2.64)

Una idea de la demostración se presenta a continuación, para la demostración com-
pleta ver Karatzas and Shreve (1998) caṕıtulo 3 Teorema 6.3.

Demostración Tome ĉ tal que ĉ > x̄ ∨ máx0≤t≤T c̄t. Por el Lema 2.1(1) y la
Definición 20

U (1)(t, ct)− YxH0
t ct = Ũ (1)(t,YxH0

t ) (2.65)

≥ U (1)(t, ĉ)− YxH0
t ĉ

U (2)(ξ)− YxH0
T ξ = Ũ2(YxH0

T ) (2.66)

≥ U (2)(ĉ)− YxH0
T ĉ,

Aśı

E
{∫ T

0

mı́n[0, U (1)(t, ct)]dt+ mı́n[0, U (2)(ξ)]

}
> −∞.

Ahora, tome (c1,m1) otra pareja en Ax. Por el Lema 2.1(1)

U (1)(t, ct)− YxH0
t ct ≥ U (1)(t, c1

t )− YxH0
t c

1
t , (2.67)

U (2)(ξ)− YxH0
T ξ ≥ U (2)(Xx,c1,m

T )− YxXx,c1,m
T

por lo tanto,

E
[∫ T

0

U (1)(t, ct)dt+ U (2)(ξ)

]
≥ E

[∫ T

0

U (1)(t, c1
t )dt+ U (2)(Xx,c1,m

T )

]
+

YxE
[∫ T

0

H0
t ctdt+H0

T ξ

]
−

YxE
[∫ T

0

H0
t c

1
tdt+H0

TX
x,c1,m
T

]
≥ E

[∫ T

0

U (1)(t, c1
t )dt+ U (2)(Xx,c1,m

T )

]
. (2.68)
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Corolario 2.7. Bajo las suposiciones del teorema 2.6 el proceso de riqueza óptima
Xt = Xx,c,m

t es

Xt =
1

H0
t

E
[∫ T

t

H0
ucudu+H0

T ξ |Ft
]
, 0 ≤ t ≤ T, (2.69)

y el proceso de portafolio óptimo está dado por

σ′tmt =
ψt
H0
t

+Xtθt, (2.70)

en términos del integrando ψ en la representación estocástica Mt = x +
∫ t

0
ψudWu

de la martingala

Mt := E
[∫ T

0

H0
ucudu+H0

T ξ |Ft
]
, 0 ≤ t ≤ T. (2.71)

Como ejemplo tome

U (1)(t, x) = U (2)(x) =
x1−η

1− η
η ∈ (0,+∞) \ {1} y η 6= 1 (2.72)

Para estas funciones de utilidad se tiene que

I(1)(t, y) = I(2)(y) = y−1/η, 0 < y <∞, (2.73)

y

X (y) = y−1/ηE
[∫ t

0

(H0
t )1−1/ηdt+ (H0

T )1−1/η

]
(2.74)

= y−1/ηX (1) 0 < y <∞.

Por lo tanto,

Yx =

(
x

X (1)

)−η
, 0 < y <∞. (2.75)

Bajo esto, la riqueza terminal óptima y el proceso de consumo óptimo están dados
por

ξ =
x

X (1)
(H0

T )−1/η ct =
x

X (1)
(H0

t )−1/η (2.76)
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y

Xt =
x

X (1)H0
t

E
[∫ T

t

(H0
u)1−1−/ηdu+ (H0

T )1−1/η |Ft
]

(2.77)

Finalmente,

V (x) =
x1−η

1− η
X (1)η. (2.78)
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3. Selección óptima de portafolio para una com-

pañia aseguradora

Suponga un mercado financiero constituido por dos activos, uno riesgoso con precio
por acción St y uno libre de riesgo con precio por acción S0

t , las dinámicas de estos
activos están descritas en (2.2) con N = 1 y (2.1) respectivamente. Obteniendo

dSt = St(µtdt+ σtdW
(1)
t ), S0 > 0, (3.1)

dS0
t = rtS

0
t dt, S0

0 = 1 (3.2)

donde W
(1)
t es un movimiento browniano, rt es la tasa de retorno del activo libre de

riesgo, µt y σt (ver Definición 4). Además, una empresa aseguradora desea invertir
en este mercado un capital inicial x y el monto pt ≥ 0 recibido de las primas de
un contrato de seguro que ofrece. Esta empresa paga un monto Qt derivado de las
reclamaciones realizadas en el instante t. Suponga la dinámica de Q representada
por un proceso de Poisson compuesto perturbado

dQt = at dt+ bt
(
ρt dW

(1)
t +

√
1− ρ2

t dW
(2)
t

)
+ d
[N(t)∑
i=1

Yn

]
, X0 = 0, (3.3)

con {Yi} una serie de variables independientes e identicamente distribuidas con dis-

tribución Ft, N(t) un proceso de poisson con intensidad λt independiente de Yi. W
(2)
t

es un movimiento browniano independiente de W
(1)
t y N(t). Sea Lt el número de

contratos en el tiempo t.

El objetivo de la empresa es maximizar la utilidad esperada de la ganancia final. To-
mando como controles la proporción invertida en un activo riesgoso con una dinámica
de movimiento browniano (πt) y la cantidad de seguros vendidos (Lt).

Con estas definiciones, la condición de financiamiento (2.15) para el agente está dada
por la ecuación diferencial estocástica

dXt = βtdS
0
t + αtdSt + Lt(ptdt− dQt), X0 = x, (3.4)

donde αt es el número de unidades de St, βt es el número de unidades de S0
t y dQt

descrito en (3.3).

Suponga un ĺımite al monto de las reclamaciones tal que supp (Ft) ⊂ [0, ct] con ct <
+∞. Si las reclamaciones en el proceso de riesgo son variables aleatorias truncadas, es
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decir, Yi = Zi ∧ ct donde Zi ∼ FZ , entonces se cumple la suposición sobre el soporte
de Ft. Tome el proceso proporción del portafolio como πt := αtSt

Xt−
y la razón de

reclamación como 1
κt

:= Xt−
Lt

. Con estas definiciones, la condición de financiamiento
(3.4) queda reescrita como

dXt = Xt−

{
[rt + πt(µt − rt) + κt(pt − at)] dt+ (πtσt − κtρtbt)dW (1)

t

−κtbt
√

1− ρ2
tdW

(2)
t − κt

∫
R
yN(dy, dt)

}
, (3.5)

con N(dy, dt) medida de saltos aleatoria de (τn, Yn), ver Jeanblanc et al. (2009). Aśı,
para cada A ∈ B(R+), el proceso de conteo Nt(A) := N(A× (0, t]) es un proceso de
Poisson no homogenio con intensidad λtFt(A), y T tiempo terminal.

Para evitar la posibilidad de bancarrota suponga que el valor del portafolio es mayor
o igual a la máxima pérdida, es decir Xt− ≥ Ltct y por lo tanto, κt ≤ 1

ct
para todo

t ∈ [0, T ].

Definición 22. Dado x ≥ 0, la pareja proceso de proporción de portafolio y radio de
reclamación (π, κ) es admisible en x y se escribe (π, κ) ∈ Ax si el proceso Xx,π,κ

correspondiente a x, π, κ satisface

Xx,π,κ
t ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T. (3.6)

El problema: Encontrar una pareja óptima (π, κ) ∈ Ax para

V (x) := sup
(π,κ)∈Ax

EP
x [U(Xπ,κ

T )] (3.7)

donde EP
x representa el valor esperado condicional y U(·) una función de utilidad

acorde a la definición 19.

3.1. Condiciones de Optimalidad

Por el caṕıtulo anterior, para hallar condiciones de optimalidad es necesario construir
una familia auxiliar de marcados donde se pueda utilizar el método de martingalas.
Para esto se utilizará el teorema de Girsanov y tomando (S0

t )
−1 como el factor de

descuento. Se tiene
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dW̃
(1)
t = ϕ

(1)
t + dW

(1)
t (3.8)

dW̃
(2)
t = ϕ

(2)
t + dW

(2)
t (3.9)

dZt = Zt−

{
−ϕ(3)

t dW
(3)
t − ϕ

(1)
t dW

(1)
t +

∫
[ϕ(2)(t, y)]

}
(3.10)

Utilizando (3.8) a (3.10) la expresión en (3.5) se puede ver como

d((S0
t )
−1Xt−)

(S0
t )
−1Xt−

=
[
πt(µt − rt) + κt(pt − at)− (πtσt − κtρtbt)ϕ(3) + κtbt

√
1− ρ2

tϕ
(1)+

κtλt

∫
R
yϕ(2)(t, y)Ft(dy)

]
dt+ (πtσt − κtρtbt)dW̃ (1)

t −

κtbt
√

1− ρ2
tdW̃

(2)
t −

∫
R
κyÑ(dy, dt). (3.11)

con
Ñ(dy, dt) = N(dy, dt)− Ft(dy)λtdt.

la medida de saltos compensada.

Tome Θ como el conjunto de procesos ϕ = (ϕ(1), ϕ(2)) tal que

pt − at + ρtbt
µt − rt
σt

+ bt
√

1− ρ2
tϕ

(1)
t + λt

∫
R
yϕ(2)(t, y)Ft(dy) = 0. (3.12)

La condición (3.12) garantiza que (3.11) sea una super martingala bajo la medida Pϕ
y aśı nuevamente tener la restricción de presupuesto. Obteniendo el lema siguiente

Lema 3.1. Sea Θ el conjunto de procesos previsibles ϕ = (ϕ(1), ϕ(2)) con ϕ(1) ∈ R y
ϕ(2)(t, y) > 0, que satisfacen

pt − at + bt

[
ρt
µt − rt
σt

+
√

1− ρ2
tϕ

(1)
t

]
+ λt

∫
R
yϕ(2)(t, y)Ft(dy) = 0. (3.13)

Entonces (3.11) es una P0-martingala.

Ahora, para cada ϕ ∈ Θ defina

χϕ(y) = E [Hϕ
T I(yHϕ

t )dt] (3.14)

la cual es finita para todo y > 0, Hϕ
t la densidad precio estado que es solución de
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dHt = Ht−

{
−rtdt−

(µt − rt
σt

, ϕ
(1)
t

)
· dWt +

∫
R

[
ϕ(2)(y, t)− 1

]
Ñ(dy, dt)

}
,

H0 = 1, (3.15)

donde Ñ denota la medida de saltos compensada

Ñ(dy, dt) = N(dy, dt)− Ft(dy)λ1dt.

Utilizando la fórmula de integración por partes para difusión con saltos se tiene

d(XtHt) = Ht−dXt +XtdHt− + d 〈Xc, Hc〉t + d

[∑
s≤t

∆Hs∆Xs

]
.

donde 〈Xc, Hc〉 es la covariación cuadrática de las partes continuas de H y X.
Entonces,

d(XtHt)

Xt−Ht−
= [rt + πt(µt − rt) + κt(pt − at)] (πtσt − κtρtbt)dW (1)

t

− κtbt
√

1− ρ2
tdW

(2)
t − κt − κt

∫
R
yN(dy, dt)− rtdr

− µt − rt
σt

dW
(1)
t − ϕ1

tdW
(2)
t +

∫
R
[ϕ

(2)
t (y, t)− 1]Ñ(dy, dt)

−
[
(πtσt − κtρtbt)

µt − rt
σt

− κtbt
√

1− ρ2
tϕ

(1)
t

]
dt

− κt

∫
R
y[ϕ

(2)
t (y, t)− 1]N(dy, dt). (3.16)

Utilizando (3.13)

d(XtHt)

Xt−Ht−
=

(
πtσt − κtρtbt −

µt − rt
σt

,−κtbt
√

1− ρ2
t − ϕ

(1)
t

)
· dWt

+

∫
R
[ϕ(2)(y, t)(1− κty)− 1]Ñ(dy, dt).

(3.17)

Por tanto, Hφ
t X

π,κ
t es una martingala local no negativa, entonces por lema de Fatou

una supermartingala. Obteniendo nuevamente la restricción de presupuesto

E [Hϕ
TX

π,κ,γ
T ] ≤ x, ∀ϕ ∈ Θ. (3.18)
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Con la desigualdad (3.18) y tomando I como la función inversa de U ′ definida en la
sección 2.2.1 se tiene

J(π, κ) ≤ E [U(I(yHϕ
T ))] + yE [HT (Xπ,κ

T − I(yHϕ
T ))] (3.19)

≤ E [U(I(yHϕ
T ))] + y {x− E [HT (I(yHϕ

T ))]} (3.20)

≤ E [U(ξx,ϕ)] ,

donde ξx,ϕ := I (Yϕ(x)Hϕ
T ) es el candidato a riqueza terminal óptima definido en

(2.62).

Para cada ϕ ∈ Θ tome (Mϕ, αϕ, βϕ) definidos como sigue

Mϕ
t := E [Hϕ

T ξ
x,ϕ |Ft ] (3.21)

Por (3.14), Mϕ
0 = ξϕ(Yϕ(x)) = x, por tanto

Mϕ
0 = E [Hϕ

T I (yϕHϕ
T )] = x,

entonces, por teorema de representación de martingalas se tiene

Mϕ
t = Hϕ

T ξ
x,ϕ +

∫ T

t

αs · dWs +

∫ T

t

∫
β(s, y) Ñ(dy, ds). (3.22)

Además el Teorema 2.5 garantiza que Xt = ξx,ϕ = Mt

Hϕ
T

, entonces dXt = d
(
Mt

Hϕ
T

)
.

Por lo tanto, es necesario computar d
(
Mt

Hϕ
T

)
. Haciendo las diferenciales estocásticas

requeridas se obtiene

d

(
1

Ht

)
= − 1

H2
t−
dHt +

1

2

2

H3
t−
d 〈H〉t +

1

Ht−

∫
R

[
1

ϕ(2)(y, t)
− 1 + ϕ(2)(y, t)− 1

]
N(dy, dt)

=
1

Ht−

(
rdt+

(µt − rt
σt

, ϕ
(1)
t

)
· dW −

∫
R
[ϕ(2)(y, t)− 1]Ñ(dy, dt)+∥∥∥∥(µt − rtσt

, ϕ
(1)
t

)∥∥∥∥2

dt+

∫
R

[
1

ϕ(2)(y, t)
− 1 + ϕ(2)(y, t)− 1

]
Ñ(dy, dt)+

λ

∫
R

[
1

ϕ(2)(y, t)
− 1 + ϕ(2)(y, t)− 1

]
dFY

)
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=
1

Ht−

(
rdt+

(µt − rt
σt

, ϕ
(1)
t

)
· dW +

∥∥∥∥(µt − rtσt
, ϕ

(1)
t

)∥∥∥∥2

dt+∫
R

[
1

ϕ(2)(y, t)
− 1

]
Ñ(dy, dt) + λ

∫
R

[
1

ϕ(2)(y, t)
− 1 + ϕ(2)(y, t)− 1

]
dFY

)
=

1

Ht−

(
rdt+

(µt − rt
σt

, ϕ
(1)
t

)
· dW +

∥∥∥∥(µt − rtσt
, ϕ

(1)
t

)∥∥∥∥2

dt+∫
R

[
1

ϕ(2)(y, t)
− 1

]
N(dy, dt) + λ

∫
R

[
ϕ(2)(y, t)− 1

]
dFY

)
.

Aśı la diferencial requerida se puede ver como

d

(
Mt

Ht−

)
= Mtd

(
1

Mt−

)
+

1

Ht−
dMt + d

〈
M,

1

H

〉c
t

+

1

Ht−

∫
R
β(y, t)

[
1

ϕ(2)(y, t)
− 1

]
N(dy, dt)

=
Mt

Ht−

{
rtdt+

µt − rt
σt

dW
(1)
t + ϕ

(1)
t dW

(2)
t + (

µt − rt
σt

)2dt+ (ϕ
(2)
t )2dt+∫

R

[
1

ϕ(2)(y, t)
− 1

]
N(dy, dt) + λ

∫
R

[
ϕ(2)(y, t)− 1

]
FY (dy)

}
+

Mt−

Ht−

{
α1
t

Mt−
dW 1

t +
α2
t

Mt−
dW

(2)
t +

∫
R

β(y, t)

Mt−
Ñ(dy, dt)

}
+ (3.23)

Mt−

Ht−

(
α1
t
µt−rt
σt

Mt−
+
α2
tϕ

(1)
t

Mt−

)
dt+

Mt−

Ht−

∫
R

β(y, t)

Mt−

[
1

ϕ(2)(y, t)
− 1

]
N(dy, dt).

Igualando (3.5) y (3.23) se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Suponga que existe (π̂, κ̂) y ϕ̂ ∈ Θ tal que

π̂tσt − ρtbtκ̂t =
µt − rt
σt

+
αϕ̂,1t

M ϕ̂
t−

−btκ̂t
√

1− ρ2
t = ϕ̂

(1)
t +

αϕ̂,2t

M ϕ̂
t−

1− κ̂ty =
1

ϕ̂(2)(t, y)

[
1 +

βϕ̂(t, y)

M ϕ̂
t−

]
,

entonces (π̂, κ̂) es óptima.
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3.2. Ejemplo: Utilidad CRRA

Tome

U(x) =


x1−η

1−η , η ∈ (0,+∞) \ {1}

lnx, η = 1.

(3.24)

Entonces I(y) = y−
1
η y por lo tanto

Mt = y−
1
ηE
[
H
− 1
η

+1

T |Ft
]

= y−
1
ηhTAt

donde

At := E
(∫ ·

0

∫
R
((ϕ(2)(y, s))−

1
η

+1 − 1)dÑ(dy, ds) +

∫ ·
0

1− η
η

(µs − rs
σs

, ϕ(1)
s

)
· dWs

)
y

hT := exp

{(
−1

η
+ 1

)∫ T

0

[
−1

2

∥∥∥ϕ(1)
s

∥∥∥+ λ

∫
R

[lnϕ(2)(y, s)− ϕ(2)(y, s) + 1]dF − rs
]
ds+∫ T

0

[
1

2

(
1− η
η

)2 ∥∥∥ϕ(1)
∥∥∥2
− λ

∫
R

[(ϕ(2)(y, s))
− 1
η

+1 − 1 +

(
−1

η
+ 1

)
lnϕ(2)(y, s)]dF

]
ds

}
,

aśı

dMt = y
− 1
η hTdAt

= y
− 1
η hTAt−

(∫
R

((ϕ(2)(y, t))
− 1
η

+1 − 1)dÑ +
1− η
η

(µt − rt
σt

, ϕ
(1)
t

)
· dWt

)
.(3.25)

Por la definición de Mt en (3.22) junto a (3.25) se tiene el siguiente sistema de
ecuaciones

α1
t =

1− η
η

ϕ
(1)
t y−

1
ηhTAt− =

1− η
η

µt − rt
σt

Mt− (3.26)

α2
t =

1− η
η

φ
(2)
t y−

1
ηhTAt− =

1− η
η

ϕ
(1)
t Mt− (3.27)

β(t, y) = ((ϕ(2)(y, t))−
1
η

+1 − 1)y−
1
ηhTAt− = ((ϕ(2)(y, t))−

1
η

+1 − 1)Mt− (3.28)

Por el Teorema 3.1, se tiene el siguiente lema
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Lema 3.2. Para ϕ ∈ Θ se tiene (3.26), (3.27) y (3.28) entonces, las condiciones de
optimalidad son

πtσt − ρtbtκt =
µt − rt
σtη

(3.29)

−κtbt
√

1− ρ2
t =

ϕ1
t

η
(3.30)

1− κty = ϕ2(t, y)−
1
η . (3.31)

Utilizando los lemas 3.1 y 3.2 se obtiene

h(κt) := pt− at + bt

[
ρt
µt − rt
σt

− κtηbt(1− ρ2)

]
−λt

∫
y

[1− κty]η
Ft(dy) = 0 (3.32)

y

π̂t =
µt − rt
ησ2

t

+
ρtbt
σt

κt. (3.33)

El valor de κ̂t solución de (3.32) junto al valor π̂ hallado de (3.33) solucionan el
problema. A continuación se realiza un análisis de la solución al variar algunos
parámetros del problema. Suponga a continuación que la tasa media de retorno del
activo riesgoso es mayor que la tasa de retorno del activo libre de riesgo (µ > r).

Lema 3.3. Tome κ̂t(r) como la solución de (3.32).

1. Si ρ < 0, entonces κ̂t(r) es creciente.

2. Si ρ > 0, entonces κ̂t(r) es decreciente.

Demostración Derivando impĺıcitamente κ̂t con respecto a r en (3.32) se tiene

−ρb
σ

= b2η(1− ρ2)
dκ̂

dr
+ λη

dκ̂

dr

∫
R

y2

(1− κy)η+1
FY (dy)

dκ̂

dr
= − ρb

ση
(
b2(1− ρ2) + λ

∫
R

y2

(1−κy)η+1FY (dy)
) , (3.34)

.

ya que la integral en (3.34) es positiva se tiene que el denominador es positivo,
entonces el signo de dκ̂t

dr
depende solamente del signo de ρ. �

Lema 3.4. π̂t(r) definido en (3.33) como función de r es decreciente.
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Demostración Observe que el primer sumando en (3.33) es decreciente como
función de r y el segundo sumando es una expresión que depende de κ̂, por el lema
3.3 se tiene que ρκ̂t(r) es decreciente. Aśı π̂(r) es decreciente. �

Lema 3.5. π̂t(κt(σ)) definido en (3.33) para κ̂t(σ) solución de (3.32) es decreciente.

Demostración Tome κ̂t(σ) como la solución de (3.32) y halle

∂h

∂σ
= − ρt(µt − rt)

σ2η
[
b(1− ρ2) + λ

∫
y2

(1−ηy)η+1Ft(dy)
] . (3.35)

Si ρ < 0, entonces κ̂t(σ) es una función creciente en σ, aśı ρκ̂t(σ) es decreciente
como función de σ. Ahora, si ρ > 0, entonces κ̂t(σ) definida en (3.33) es una función
decreciente en σ, aśı ρκ̂t(σ) es también decreciente como función de σ, por lo tanto
π̂(σ) es decreciente en función de σ. �

Para ilustrar estos resultados tome la función de densidad exponencial con parámetro
γe como

fe(x) = γe−γx, x ≥ 0. (3.36)

La Figura 1 muestra la relación de κ̂ con la tasa libre de riesgo r y el coeficiente
de aversión al riesgo η cuando el proceso de saltos en (3.3) sigue una distribución
exponencial con parámetro γ = 20 cuya función de densidad es presentada en (3.36).
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Figura 1: Superficie κ para saltos con distribución exponencial y parámetro γ = 20.
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4. Solución Numérica

Teniendo en cuenta que la solución de (3.32) es un cero de la función h(κt), este
caṕıtulo presenta una forma de implementar el método de la bisección de Bolzano
Mathews et al. (1999).

En la literatura se pueden hallar métodos alternativos de aproximación de los ceros
de una función, métodos como Newton-Raphson, cuya convergencia a la solución
es más rápida que la convergencia del método de la bisección. La convergencia del
Newton-Raphson está estrechamente ligada a la elección de un punto inicial y las
caracteŕısticas de la función. En el caso de h(κt) definida en (3.32), la elección de un
punto de partida no adecuado conlleva a la no convergencia del método. Para evitar
esta situación, se implementó el método de la bisección para hallar la ráız de h(κt).
Este método comienza tomando un intervalo inicial [a, b], donde f(a) y f(b) tienen
signos opuestos. Por la continuidad de f(x), existe un r ∈ [a, b] tal que f(r) = 0,
dicho r es aproximado de forma exhaustiva. A continuación se presenta el método
de la bisección con mayor cuidado.

Definición 23. Suponga que f(x) es una función continua. Cualquier número real
r para el cual f(r) = 0 es llamado una ráız de la ecuación f(x) = 0. También
dice cero de la función f(x).

El método de la bisección mueve sistematicamente los puntos finales del intervalo
cerrado hasta obtener un intervalo arbitrariamente pequeño tal que dicho intervalo
contenga el cero de la función f(x). El paso de decisión para el final del nuevo
intervalo comienza con elegir el punto medio c = a+b

2
y entonces analizar las tres

posibilidades

1. Si f(a) y f(c) tienen signos opuestos, un cero de f(x) está en [a, c].

2. Si f(c) y f(b) tienen signos opuestos, un cero de f(x) está en [c, b].

3. Si f(c) = 0, entonces el cero de f(x) es c.

Si el caso (1) o (2) ocurre, entonces se encontró un nuevo intervalo de la mitad
del tamaño del original ([a1, b1]) que contiene la ráız, entonces renombrar el nuevo
intervalo que contiene al zero por [a, b] y repetir el proceso hasta obtener un intervalo
de tamaño deseado. La sucesión de puntos obtenidos por el método de bisección
cumple

a ≤ a1 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · ≤ r ≤ · · · ≤ bn ≤ · · · ≤ b1 ≤ b, (4.1)
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donde cn = an+bn
2

, y si f(an+1)f(bn+1) < 0, entonces

[an+1, bn+1] = [an, cn] o [an+1, bn+1] = [cn, bn] ∀n. (4.2)

Teorema 4.1. Bisección. Suponga f ∈ C[a, b] y que existe un número r ∈ [a, b] tal
que f(r) = 0. Si f(a) y f(b) tienen signos opuestos, y {cn}∞n=0 representa la secuencia
de puntos medios generada por el proceso de bisección de 4.1 y 4.2, entonces

|r − cn| ≤
b− a
2n+1

para n = 0, 1, . . . , (4.3)

y por lo tanto, la secuencia {cn}∞n=0 converge al cero x = r; que es

ĺım
n→∞

cn = r. (4.4)

El siguiente lema entrega una condición para la existencia de la ráız de h.

Lema 4.1. Si

E[Y ] ≤ 1

λt

[
pt − at + btρt

µt − rt
σ

]
, (4.5)

entonces existe κ̂ ∈ [0, 1/c) tal que h(κ̂) = 0.

Demostración Defina

g(κ) := λt

∫
y

[1− κty]η
Ft(dy), (4.6)

y

ḡ(κ) := pt − at + bt

[
ρt
µt − rt
σt

− κtηbt(1− ρ2)

]
. (4.7)

Dado que la variable aleatoria Yi = Zi ∧ ct con Zi ∼ FZ se tiene

g(κ) = λtE
[

Y

(1− κY )η

]
= λtE

[
Z ∧ ct

(1− κ(Z ∧ ct))η

]
= λt

(
E
[

Z

(1− κZ)η
1{Z≤ct}

]
+ E

[
ct

(1− κct)η
1{Z≥ct}

])
= λt

(∫ c

0

y

(1− κty)η
FZ(dy) +

ct
(1− κtct)η

(1− FZ(ct))

)
(4.8)

= λt

(∫ c

0

y

(1− κty)η
fZ(y)dy +

ct
(1− κtct)η

(1− FZ(ct))

)
, (4.9)
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entonces

g′(κ) = λtη

(∫ c

0

y2

(1− kty)η+1
f(y)dy +

c2
t

(1− κct)η+1
(1− FZ(ct))

)
> 0. (4.10)

Note que ḡ(κ) es una recta decreciente con pendiente −ηb2
t (1 − ρ2). Por hipótesis,

g(0) = λE [Y ] ≤ ḡ(0) =
[
pt − at + btρt

µt−rt
σ

]
, entonces existe k̂ ≥ 0 tal que h(κ̂) =

ḡ(κ̂)− g(κ̂) = 0. Por otra parte,

ĺım
κ→ 1

c

−
g(κ) = ĺım

κ→ 1
c

−
λ

[∫ c

0

y

(1− κy)η

]
(4.11)

≥ ĺım
κ→ 1

c

−
λ

[∫ c

0

yf(y)dy

]
(4.12)

= λ

[∫ c

0

yf(y)dy + c(1− FZ(c)) ĺım
κ→ 1

c

−

1

(1− κy)η

]
(4.13)

=∞.

aśı 0 ≤ κ̂ < 1
c
. �

4.1. Algoritmo

Suponga que (4.5) se tiene, el algoritmo que implementa el método de la bisección
para aproximarse a la ráız de h con tolerancia Tol y error Err se presenta como
sigue:

1. Tomar el intervalo [0, 1
c
]. Nombrar a = 0, b = 1

c
y u := −100000.

2. Calcular pm := a+b
2

y nombre d := h(a) y w := h(pm) donde h es definida en
(3.32).

3. Si u ∗ s < 0 haga b = pm y u = w, de lo contrario, tome a = pm y d = w.

4. Si u−d
2
> Tol vuelva al paso (2), de lo contrario tome κ̂ = pm y Err = |w|.

5. con κ̂ halle π̂ de (3.33).

El algoritmo anterior fue implementado en Matlab (Ver Anexo I), a continuación se
presentan algunos ejemplos utilizando dicho algoritmo.
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4.2. Ejemplos

Esta sección presenta algunos resultados al implementar el método de la bisección en
la solución al problema de inversión óptima de portafolio para un agente con riesgo
de seguro cuando su función de utilidad es CRRA. Se utilizan diferentes funciones
de distribución para modelar la intensidad y frecuencia de los saltos en el proceso
(3.3). Además, se muestra la relación que tiene el coeficiente de aversión al riesgo
con la poĺıtica óptima.

Primero considere la función de densidad de probabilidad Weibull definida como

fW (x) =

(
α

γ

)(
x

γ

)α−1

exp

[
−
(
x

γ

)α]
, x ≥ 0, (4.14)

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

Figura 2: Gráfica de h(κ) con Zi ∼ Weibull(2,3).

La Figura 2 muestra la gráfica de (3.32) cuando Yi en el proceso (3.3) es Yi = Zi∧c, y
Zi sigue una distribución Weibull, donde los parámetros utilizados son las constantes
presentadas en la Tabla 1.

η ρ a b µ r σ λ c p α γ
0.5 0.75 0.3 2 0.05 0.03 0.21 0.1 3 1 2 3

Tabla 1: Parámetros Weibull.

Recordando las definiciones de estos parámetros, la tasa de retorno del activo libre de
riesgo es 3.00 %, la tasa media de retorno del activo riesgoso es 5.00 %, la volatilidad
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del activo es 21.00 %. Aśı el radio de Sharpe es 9.52 %. Por otra parte, la media
de la fecuencia de los saltos es de 0.1 y el coeficiente de aversión al riesgo es 0.5.
Con estos valores constantes, la solución numérica obtenida es κ̂ = 0, 303183895 y
π̂ = 3, 072628725. La tolerancia de 10−9 y Err = 4, 70536 ∗ 10−10.

Ahora considere la función de densidad de probabilidad Gamma definida como

fG(x) =
1

Γ(αG)βαGG
xαG−1e−x/βG , x ≥ 0. (4.15)
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Figura 3: Gamma con parámetros de la tabla 1.

La Figura 3 muestra la gráfica de (3.32) cuando Yi en el proceso (3.3) es Yi = Zi∧c, y
Zi sigue una distribución Gamma, donde los parámetros utilizados son presentados
en la Tabla 1. Note que para estos parámetros el radio de Sharpe se conserva, al
igual que la media de la frecuencia de los saltos y el coeficiente de aversión al riesgo.
Para este ejemplo se utilizó una correlación negativa entre MB en (3.1) y el MB en
(3.3).

η ρ a b µ r σ λ c p αG βG
0.5 -0.6 0.3 2 0.09 0.07 0.21 0.1 3 1 0.6 5

Tabla 2: Parámetros Gamma.

La solución numérica obtenida con la implementación para el conjunto de parámetros
en la Tabla 2 es κ̂ = 0, 240837394 y π̂ = −0, 469184201. La tolerancia de 10−9 y
Err = 9, 90156 ∗ 10−10. Cabe resaltar que el resultado arrojado por el programa
indica un valor de inversión en el activo riesgoso negativa. En la practica, cuando el
valor π es negativo se sugiere una posición corta.
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Finalmente, la Tabla 4 muestra la relación inversa que tiene el coeficiente de aversión
al riesgo η con κ̂ y π̂. Los valores utilizados para la Tabla 4 se encuentran en la
Tabla 3; las dos distribuciones utilizadas son Gamma cuya función de densidad es
presentada en (4.15) y Pareto con función de densidad presentada en 4.16

fp(x) =
αpγ

αp

(x+ γ)αp+1
para x ≥ 0. (4.16)

ρ a b µ r σ λ c p
-0.6 0.3 2 0.09 0.07 0.21 0.1 3 1

Tabla 3: Parámetros

η κ̂ π̂

G
am

m
a
(0

.6
,5

) 1.50 0.089200795 -0.207375674
0.70 0.181966584 -0.391930853
0.50 0.240837394 -0.469184201
0.30 0.318153370 -0.306303460
0.20 0.332523178 0.367441249
0.15 0.333288668 1.118924919

P
a
re

(4
,2

)

0.7 0.270308244 -0.896740343
0.5 0.330433074 -0.981159517
0.35 0.333309062 -0.608866819

Tabla 4: Relación del coeficiente de aversión al riesgo con κ̂ y π̂.

En la Tabla 4 se ve la relación inversa que tiene el coeficiente de aversión al riesgo
con la razón de las reclamaciones, esto se sigue cumpliendo también para otras
disitribuciones. Comparando el menor y el mayor coeficiente de aversión al riesgo en
la Tabla 4, se pasa de comprar en corto el activo a apalancar una compra del activo
riesgoso con el activo libre de riesgo, esto es claro, pues se tiene una menor aversión
al riesgo llevando a la compañia a exponerse más en el mercado financiero.
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5. Conclusiones

En este documento se utiliza el método de martingalas para derivar ecuaciones de
optimalidad para el problema de inversión óptima de portafolio para un agente
asegurador cuando el objetivo a maximizar es la ganancia terminal. Los controles
que se utilizan son la inversión en el activo riesgoso y la cantidad de pólizas que se
venden de un tipo de seguro.

Cuando un agente asegurador invierte en un activo riegoso debe tener en cuenta la
correlación que tiene este activo con su linea de seguro. Esta correlación modifica
la proporción que se debe invertir en el activo riesgoso. Si la correlación es positiva
la inversión aumenta en comparación con la entregada por Merton (1969). Por el
contrario, si la correlación es negativa la inversión debe ser menor.

Al incluir riesgo de una compañia aseguradora en la selección óptima de portafolio
se mantienen hechos estilizados, las tasa del activo libre de riesgo tiene una relación
inversa con la proporción invertida en el activo riesgoso, a mayor volatilidad del
activo riesgoso la inversión en ese activo es menor, Si la función de utilidad de una
compañia aseguradora es CRRA la relación entre el coeficiente de aversión al riesgo
y la proporción invertida en el activo riesgoso es inversa.

El coeficiente de aversión al riesgo cuando la compañia tiene preferencias CRRA
tiene una relación inversa con las cantidad de pólizas óptimas. Dicho coeficiente
también afecta el factor de corrección encontrado en este documento.

Métodos numéricos como la bisección utilizados para aproximar la solución de (3.32)
presenta buenas aproximaciones. A pesar de que el método de Newton-Raphson tiene
una convergencia mayor a la solución, por las caracteŕısticas de (3.32) el métodode
la bisección es preferido.

Se construye y soluciona un modelo de selección óptima de portafolios para una
compañia aseguradora donde la restricción de bancarrita restringe fuertemente la
cantidad de pólizas óptimas.
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