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1. Introduccion

En la teoria de seleccion racional bajo incertidumbre se considera que un agente se enfrenta a
la decisién sobre una loteria, entendida esta como una funcién de posibles “premios”, sobre los
cuales se asume que el agente tiene conocimiento de las condiciones de las distribuciones de los
premios que componen la loteria, algunos resultados experimentales en una version traducida
como teoria prospectiva, muestran que la aversion al riesgo se modifica cuando en una misma
situacién se presentan los resultados de la loteria como ganancias o como pérdidas, mostrando
mayor aversion al riesgo frente a la presentacién de las pérdidas, y menor en el caso en el cual
se presentan los resultados en términos de ganancias, ver por ejemplo Kahneman y Tversky
[5]. Este problema de eleccién puede verse como un andlogo al problema de elegir un portafolio
de inversion, en tanto el proceso de riqueza se puede entender como el proceso de premios del
agente y la aversion al riesgo se modifica en tanto se observen ganancias o pérdidas segun la
funcién de utilidad del agente. Un caso muy particular, se da al considerar que la funcién de
utilidad depende del resultado y se evidencia un cambio en la medicion del nivel de bienestar
seglin un determinado valor de importancia para el agente. Este tipo de preferencias, conocidas
en la literatura como rango-dependientes, permiten incorporar modificaciones en la aversion
al riesgo del agente dependiendo de si supera ciertos niveles de riqueza.

El objeto de estudio de este trabajo es el problema de optimizacién de seleccién inter-temporal
de portafolios en el que se busca maximizar la utilidad esperada en un modelo de activos en
tiempo continuo en un horizonte de tiempo finito [0, T']. Este problema, introducido y estudiado
inicialmente por Robert Merton [8] considera un agente (por ejemplo, una persona o una firma)
que distribuye un monto de capital en activos riesgosos que compra o vende en un mercado
transaccional y en una cuenta de dinero libre de riesgo. El agente ademdas consume parte
de esta riqueza a una cierta tasa en el intervalo [0,7]. El agente estd interesado en elegir
la mejor combinacién de posiciones en estos activos en funcién de sus preferencias, que estan
determinadas por una funcién de utilidad objetivo para el capital o riqueza al final del periodo
de negociacién considerado, y otra para el consumo también durante dicho periodo de tiempo.
En este caso, la seleccién del portafolio estd sujeta a las caracteristicas asociadas al agente,
como el nivel de riqueza en el tiempo, la posibilidad de consumo, entre otras. Esto permite
identificar bajo cuales condiciones del mercado en particular se garantiza un portafolio éptimo.

En este trabajo consideramos dos variaciones al problema original introducido por Merton:
(i)la primera variacién esta relacionada con la funcién de utilidad objetivo la cual asumimos
sera céncava a trozos. Este es un caso muy importante de las preferencias rango-dependientes,
ver por ejemplo, He, Carassus y Pham [1], [5], o [4]. Esto consiste especificamente, en considerar
que para un cierto valor A > 0 de riqueza (fijo) la funcién objetivo del agente tiene la forma

Ui(z), 0<z<h

U(z) =
Us(z), x=>h

Las funciones U y U; se asume satisfacen algunas de condiciones de Inada, que se mencionaran
mas adelante. Con este tipo de funciones, es posible tener diferentes preferencias y aversion
o tolerancia al riesgo dependiendo del rango o nivel h. Por ejemplo U; puede reflejar mayor
aversion al riesgo que Us o viceversa. Lo interesante de esta consideracién serd ver que es
posible obtener un portafolio de inversién éptimo, bajo la suposicion de que el agente cambia
en su aversion al riesgo lo que implica que modifica sus preferencias.



Otra posible lectura del cambio en el valor de utilidad es que el agente considere que en el
nivel h de riqueza decide penalizar o minimizar la pérdida neta y maximizar la ganancia neta.
Esto es, considerar Uy (x) = —l(h — ) y Us(x) = g(x — h), donde [ es una funcién de pérdida,
estrictamente convexa y g es una funcién de ganancia, estrictamente céncava en [0, 00), tales
que [(0) = g(0) = 0.

(ii) La segunda variacién al problema de Merton es la inclusién de restricciones en las posi-
ciones del agente en los diferentes activos tales como prohibicién o restriccion de venta corta
de activos riesgosos, prohibicién o restriccion en el endeudamiento en el mercado de dinero, o
incompletitud en el sentido en que algunos activos no estan disponibles para negociacién.

El principal propésito de este documento es exhibir férmulas cerradas o semi cerradas del
proceso de portafolio éptimo para simular la solucién del problema en diferentes escenarios y
de esta forma evidenciar el comportamiento del portafolio y las condiciones de optimalidad
para el agente.

Para el modelo de mercado asumimos que la dindmica de los activos riesgosos siguen movi-
miento Brownianos geométricos generalizados, es decir, con coeficientes aleatorios adaptados
a una filtracién Browniana. Para la determinacién del portafolio 6ptimo usaremos el método
de martingalas y dualidad convexa para mercados incompleto iniciados por He y Pearson [3],
Karatzas et al. [6], Cvitani¢ y Karatzas [2] entre otros. Este método consiste en usar conjuga-
das convexas de funciones asociadas a la funcién objetivo y a la funcién soporte del conjunto
de restricciones para formular un problema auxiliar relacionado con una familia de densida-
des precio-estado, este puede ser asociado al dual del problema de optimizacién original, y
establecer condiciones de optimalidad.

2. Preliminares y formulacién del problema

2.1. Modelo de mercado

Sean (2,F,P) un espacio de probabilidad completo, {W;};>¢ un movimiento Browniano
estandar d—dimensional definido en (Q,F,P) y F = {F;};>0 la filtracién P—aumentada ge-
nerada por {W;}+>o.

El modelo de mercado se compone de d + 1 activos: una cuenta de dinero o activo libre de
riesgo y d activos riesgosos o acciones. Una inversion en la cuenta de dinero genera intereses
a una tasa de capitalizacién continua que varfa con el tiempo (tasa corta) denotada con ry. El
valor acumulado B; de una inversiéon de una unidad en el tiempo ¢ = 0 en esta cuenta satisface
la ecuacién diferencial lineal

dBt = BtTt dt, B() =1.

Los d activos riesgosos o acciones tienen precios por unidad que siguen las siguientes ecuaciones
diferenciales estocasticas lineales

d
dsi = Sg[ug‘dt+zogfdwg], Si>0, i=1,....d
j=1
En adelante, asumimos que la tasa de interés r¢, el vector de tasas medias de retorno p; =
(1t u$) T y la matriz de volatilidad o = (0}’);; son F-adaptados y localmente acotados
con respecto a (t,w) € [0,7] x Q.



Recordemos que bajo estas condiciones, los procesos de precios estan dados por las siguientes

expresiones:
t
B = exp </ Ts ds> , (2.1)
0

1 d . d .t )
ay} ds+Z/ o awi | . (2.2)
- j=1"0

t
5i=Shewp | [ [t -
o T3

7=1

La matriz o, debe ser invertible para todo ¢ € [0, T.

2.2. Estrategias de negociacion, condicion de auto-financiamiento y proceso
de valor del portafolio

En adelante zy denota el capital o dotacién inicial del agente inversionista. En el instante
t = 0 el agente distribuye este capital tomando posiciones en cada uno de los d+ 1 activos. En
cada instante ¢ > 0, el agente rebalancea su posiciéon en los activos comprando o vendiendo
unidades de los mismos.

Para cada i = 1,...,d, 0 denota el ntimero de unidades del activo S! que el agente posee
en el instante t > 0. De la misma forma 69 denota el nimero de unidades del activo libre de
riesgo que el agente posee en el instante ¢t > 0. El valor del portafolio o riqueza del agente se
define

d
X{=00B,+) _0;S].
=1

El proceso 6; := (6},...,60%) se conoce como estrategia de negociacién. En adelante, asumimos
lo siguiente

= El inversionista no posee informacién privilegiada sobre los precios futuros de los activos.
En cada instante de tiempo t > 0 la decisién de rebalancear el portafolio (comprar o
vender) se toma en base a la informacién disponible hasta el tiempo t.

Matematicamente, esto equivale a requerir que el proceso ; sea IF-previsible. En el caso
de una fitracion Browniana, esto equivale a que sea [F-adaptado.

= Los activos son perfectamente divisibles y se permiten posiciones negativas (venta corta),
es decir 0 € R.

= No existen costos de transaccion.

= El inversionista puede consumir parte de su capital pero debe auto-financiarse: cam-
bios en el proceso de capital se deben sélamente a consumo y las ganancias o pérdidas
causadas por cambios en los precios de los activos y la estrategia de negociacién.

Para definir la condicién de autofinanciamiento, definimos el proceso de ganancias

t d t
Gf::/ agstJrZ/ 0LdSt, t>0.



Dado un proceso de consumo acumulado Ci, la estrategia 6; se dice auto-financiada si th
satisface
X =20+ Gl —Cy, t>0.

Si el consumo acumulado Cy es de la forma

t
C’t:/csds, t>0
0

para una cierta tasa de consumo ¢; > 0, la condicién de auto-financiamiento toma la forma
diferencial

d
dX] =0)dB,+ > 6;dS] — cidt, X§ = xo.
i=1
Sea T > 0 un horizonte de inversion finito. Decimos que la estrategia 6; es admisible para el

proceso de consumo ¢; si X! > 0 para todo t € [0,T]. En este caso los segundos momentos
deben ser finitos en la porcién 6}0;; para todo j.

En ocasiones, es mas facil considerar la proporcion de capital invertido en cada accién en vez
del nimero de unidades que posee el agente. El proceso de portafolio se define como el vector

d-dimensional 7; := (7},...,7¢)" con entradas
i
i St
t-—F, _17'0¢,d
¢

siempre que X! > 0. La proporcién de capital invertido en la cuenta libre de riesgo esta dada
por

d
ngzl—Zﬂ'z:l—ﬂ’t'l
i=1

con1:=(1,...,1)T € R% De esta forma, la condicién de auto-financiamiento equivale a que
el proceso de capital sea solucién de la siguiente ecuacién de riqueza o ecuacién del valor
del portafolio

dX; = [TtXt — Ct] dt + Xﬂr;r . [(,U,t — Tt].) dt + o th], Xo = xo.

El proceso solucién de esta ecuacién se denotard con X; ™. Para modelar las restricciones
de portafolio asumimos la existencia de un conjunto K C R¢ cerrado, convexo y no-vacio al
cual debe pertenecer el vector de proporciones de capital invertido en los activos riesgosos.

Los siguientes son algunos ejemplos de conjuntos de restricciones de portafolio:

(i) No hay restricciones: K = R
(ii) Prohicién de venta corta de activos riesgosos: K = [0, 00).

(iii) Mercados incompletos: K = {7 € R? : 7; = 0, ¥i = m + 1,...,d}, para algiin m €
(1,....d -1} fijo.

(iv) Prohibicién de endeudamiento: K = {m € R% : Z?Zl m < 1}.



(vi) Restricciones rectangulares: K = Hle I; con I; = [y, ;] para algunos numeros fijos
—00 < a; <0 < fB; < oo, entendiendo que el intervalo I; es abierto a la derecha
(izquierda) si b; = oo (respectivamente, si a; = —00).

En adelante diremos que un par (m,¢) = (7, ¢t )sejo,) es admisible si

1. 7 es acotado inferiormente y m; € K para todo ¢ € [0,77],

T
2. / (72 + ¢] dt < +oo,
0

3. X;*™° > 0 para todo t € [0,T].

2.3. Funciones objetivo concavas a trozos y el problema de optimizacién de
portafolios

En adelante asumimos que la funcién objetivo U : (0,00) — [—00,00) es continua y de la
forma

Ulz) = {Ul(x), 0<z<h

Us(z), =>h

para un valor h > 0 fijo positivo con lim,_,,+ Ui(x) = Ua(h) = U;(h). Las funciones U; y Us
satisfacen las siguientes condiciones de Inada:

Ul € Cl, parai=1,2

U es estrictamente creciente

U; es céncava, para i = 1,2

Ejemplo 2.1. Funcién de utilidad potencia - potencia, con constante relativa de aversién al
riesgo 1 — «;, para a; € (0,1)

Y

Ui(z) = 071
T4 pYr p*2
U- = — - —
Q(x) (0%) * a1 a2

Que tiene la forma
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Ejemplo 2.2. Funcién de utilidad exponencial - logaritmica, con constante relativa de aversién
al riesgo 7

Ui(z) = exp(—nz)
Us(z) = Inz — exp(nh) + Inh

Denotamos A(x) como el conjunto de pares (m, ¢) admisibles tales que

T
E [/ U(e) dt + U(X;i’w’c)_} < +o0.
0
Definimos el funcional
T
J(z;m,c) =& [/ U(e) dt + U(X%’W’c)} , (mc) € A(z).
0

El problema de optimizacién se define como

J(x):= sup J(z;mc), x>0. (2.3)
(m,c)eA(z)

3. Meétodo de martingalas y dualidad convexa: condiciones de
optimalidad

Este apartado se sigue con base en los desarrollos mostrados en el capitulo 6 del libro de
Karatzas y Shreve [7].

Definicién 3.1. Sea K un conjunto convexo cerrado no vacio en R%. La funcién definida

5(¢) = sup[-7"¢], ¢(eR’
TeK

se denomina funcién soporte del conjunto — K.



Dado que 0 € K, se sigue de la definicién que § es una funcién convexa, no - negativa, cerrada,
positivamente homogénea y semi-continua.

Definimos el dominio efectivo de § por
N :={CeR:§) < +oo}

Este conjunto es un cono convexo, a veces referenciado como el cono barrera de —K. Podemos
por ejemplo considerara las siguientes restricciones de portafolio en R?

(i) Caso sin restricciones: K = R?%. Entonces N =0y § = 0 sobre N.
(ii) Prohicién de venta corta: K = [0,00)%. Entonces N' = K y § = 0 sobre N.

(iii) Mercados incompletos: K = {7 € R? : 7; = 0, Vi = m + 1,...,d}, para algiin m €
{1,...,d -1} fijo. Entonces N = {z €¢ R : 2, =0, Vi=1,...,m} y § = 0 sobre .

(iv) K es un cono cerrado convexo sobre R%. Entonces N = {zx € R¢: 7'z >0, Vr € K} es
el cono polar de —K y 6 =0 on N. Este caso generaliza (i)-(iii).

(v) Prohibicién de préstamo: K = {7 € R? : Zle m; < 1}. Entonces N = {z € R : 11 =
=124 <0}y d(z) = —x; sobre N.

(vi) Restricciones rectangularres: K = Hle I; con I; = [wy, 3;] para algunos nimeros fijos
—00 < a; <0 < fB; £ oo, entendiendo que el intervalo I; es abierto a la derecha
(izquierda) si §; = oo (respectivamente, si o; = —00). Entonces

d
0(x) = (Biw; — a))
i=1
d . — ’ z
y N =R" si todos los a/s y (is son reales. Con = = méx0, —x y Con 21 = méx 0,z

En términos generales, N' = {x € R :z; > 0, Vi € Sy y x; <0, Vk € S_} donde
Spi={i:Bi=o00}yS_:={j:a; =—o0}.

Sea D el conjunto de procesos IF-progresivamente medibles ((;)¢c[o,7] que satisfacen

T
sup |§t|+/ d(¢r) dt < 400, a.s.
t€[0,T] 0

Sea © el conjunto de los procesos IF-progresivamente medibles con valores en R, (Dt)eo,1)
para los cuales, el proceso:

Ct =l — e + 0't¢t, t e [O,T]
pertenece a D. Para cada ¢ € © sea Z? la solucién de la ecuacién diferencial estocéstica lineal

dZy = Zy{~[re + 6(¢))) dt — ¢ dWi}

Zo—1 (3.1)



El proceso Z; es la generalizacién de la densidad precio-estado al caso en que el modelo admite
restricciones de portafolio. En este caso ¢; serd determinado por las condiciones de optima-
lidad. El proceso Cf puede ser interpretado como una prima de riesgo adicional requerida al
introducir restricciones de portafolio.

Usando la féormula de It6, la definicién de 0 y el lema de Fatou, se puede probar que la riqueza
final X;O’W’C satisface la siguiente condicion, llamada restriccion de portafolio.

T
E {Z%X%’”’CJF /0 VAL ds] < 0. (3.2)

Ahora bien, para solucionar el problema del portafolio éptimo definimos la funcién conjugada
de U, dada por

Uly) = ilig(U(w) —zy)

que satisface ser no creciente y convexa de (0,00) en R. Esta funcién no es necesariamente
suave.

Sea I;, para i = 1,2, la funcién inversa de la derivada de U;. Dada la concavidad de U;, las
funciones I; := (U/)~! son estrictamente decrecientes. Definamos la funcién

X ¢ [U1(h), Us(h)] = R

UpoIi(y) — U o I2(y) Ul(h) <y < min{Uj(0),Us5(0)}
¢*(y) =
U1(0) = Uz 0 In(y) + yl2(y) min{Ui(0),U3(0)} <y < Us(h)

Continuamos considerando los resultados de Carassus y Pham [1], empezando con la siguiente
proposicion:

Proposicién 3.2. Eziste una funcion no negativa x sobre (0,00) tal que

Uly) =U(x(y) —yx(v)

Para y > 0, esta funcion x estd caracterizada de la siguiente manera:

Para U{(h) > UL(h) se tiene

I(y), 0<y<Uh)

P L ORVEAC)
Y h), Ul <y < Ul0)
0, y > Ui (0)

Para Uj(h) < UL(h) se tiene

IL(y), 0<y<y(h)
x(y) = Li(y), y(h) <y <min{y(h),U{(0)}
0, y > max{y(h), U11(0)}

Donde y(h) es el inico elemento en (Uj(h),Us(h)) tal que ¢*(y(h)) =0



A continuacidn, para resolver el problema de optimizacién, enunciaremos otros tres resultados
importantes, presentados en [1]

Proposicién 3.3. Supongamos que E[Z%Ig(y(Z?i))] < 00 para ¢ € © y supongamos que se
tiene una de las siguientes dos condiciones:

1. Ui(h) > Uj(h)

2. Uj(h) < Us(h) y se cumple que, para todo t € [0,T] , para ¢; € DY? se satisface que
E [Z? fOT |Dt¢>s\2 ds} < 00, donde D representa el operador derivada de Malliavin.

Entonces, la funcion H?(y) = B [Zﬁx(yZ;,é)}, es continua sobre (0,00) y para todo © > 0

existe §?(x) > 0 (no necesariamente tinico) tal que H(9%(x)) = x

Observamos que y satisface la siguiente desigualdad:

U(x) —yz < U(x(y)) — yx(v) (3.3)

para todo x,y > 0. Para el siguiente argumento asumimos que no hay consumo i.e. ¢; = 0. La
desigualdad (3.2) se reduce a

B |Z0X37| < . (3.4)
Se tiene entonces
E[U(X5°™)] < BU((Z9)] + { By Zp(X50™ = x(wZ)] |
< E[U(x(wZ)] +y {z0 - BlZix(wZ7)]}

Tomando y = §%(xo) y G¥0¢ := X(g)‘z’(xo)Zgi), E[Zgix(yZ;i)] = x( por la anterior proposici-
pon, de donde, el segundo término de la desigualdad es cero y se tiene

E[U(X70™)] < E[U(G*?)], para todo 7 € A(xg), ¢ € ©.
Entonces, tenemos la siguiente dualidad débil (o dualidad gap)
J(m) < J(¢), Vr € A(mg), Vo€ O

Para encontrar el proceso de portafolio éptimo 7 € A(xg) que maximiza J (7), es suficiente
encontrar ™ € A(xg) y ¢ € © para los cuales se tiene la igualdad J(7) = J(¢).

Para este proposito definimos
T
Y% =TF [Z:‘,?G“"”“s —|—/ Zfco%ds ‘ft] , te]0,T],
t

t T
M =Y 4 /0 7250 ds = | [zﬁew + /0 Z2¢%9 ds ‘ft] , telo,T].
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Entonces (M}’ ’¢)te[0,T] es una F-martingala. Sea (Oéfo’d))te[o,ﬂ el coeficiente de la tnica repre-

sentacién martingala de M}’ *% con respecto al movimiento browniano (Wt)te[();ﬂ, esto es
AMP? = o AW

Note que Y™ = H?(§%(z)) = x, ¥;""? > 0 para todo ¢ € [0, T]. Tenemos la siguiente condicién
de suficiencia para la optimalidad

Teorema 3.4. Supongamos que eziste ¢ € O tal que IE)HG””O’QSW < 400 y un portafolio
admisible y tal que

A 1 5o
oy = - (&afw + &y (3.5)
}/; 0,

5(&5) = —#/ (3.6)

para todo t € [0,T], con ¢i= Cé. Entonces el par (7,¢) con T = (7t)iefo,r] Y

é = X(§°(20)Z)

es optimo.

Demostracion. Aplicando férmula de Ito6 al proceso cociente Y;xo’d’ /Zf’ y comparando coefi-
cientes, vemos que este proceso soluciona la ecuacién de riqueza para el par (,¢) con la

condicién inicial Y"?/Z¢ = x. Por lo tanto,

XpoTe = Y200 79 = G0 = x(§%(w0) Z5)

~

Concluimos que J(#) = J(¢) obteniendo el resultado deseado. O

Ejemplo 3.5. Considere el caso d =m =1 con o, >0y K = [0, +00), es decir, no es posible
vender corto el activo riesgoso S;. Si el proceso ¢; definido como

Mt — Tt
¢t =
Ot
es tal que
z0,¢
Q -7
t . Mt t >0
Ytl'()v Ot
. 1 OAIUYQS Mt —T ’ .
entonces el proceso de portafolio m; = o Y’;O,¢ + % es 6ptimo. En efecto, para este
t

caso d =0y Cf = 0 pertenece al dominio efectivo N' = [0, +00) y satisface la condicién de
optimalidad. Observamos que este ¢; coincide con el precio de riesgo en el mercado en el caso
sin restricciones.

En lo que resta de este trabajo hallairemos condiciones explicitas para los procesos afo’d) y

Y% en el caso Markoviano.

11



4. Resultados en el caso Markoviano

En adelante asumimos d = m = 1 y que los coeficientes del modelo son de la forma r; = r
constante, puy = p(St) y o = o(St) para u(-) y o(-) funciones medibles y acotadas. Asumimos
también que no hay consumo, es decir ¢; = 0.

Suponga también que ¢ es de la forma ¢, = ¢(S;, Z;) para una cierta funcién ¢(s, z) medible.

¢

Bajo estas condiciones, los procesos S y Zf’ son Markovianos, y el proceso Y, *" satisface

Y[ = B[27G™° |F] = B[Z7G™°|(5,, 2))] = v*(t, 51, Z))

para v®(t, s, z) 1= E[Z?Gxo"i’ St = s, th) = z}. Si esta funcién es suficientemente suave, usando
férmula de It6 e identificando integrandos se tiene que

. Av® Hv?
a2t = %(t, Si, Z9)S,0(Sy) — a%(t, Sy, ZH 28 8(Ss, Z9).

Considerando por ejemplo de nuevo el caso de prohibicién de venta corta K = [0, +00), si

o(s,2) = P(s) == % es tal que

v® v ® s)—r
sa(s)aa—s(t,s,z) - Z%(t7saz) e wu(s) —r
v®(t, s, 2) o(s)

f(ta 8, Z) =

t,50,2¢ s
entonces my 1= f(TAtSt)t) es optimo.

4.1. Ejemplos en el modelo de Black-Scholes con coeficientes constantes y
utilidad potencia-potencia

Para considerar casos particulares de la funcién objetivo asumimos el modelo de Black-Scholes

. . & . . .. .
con coeficientes constantes, en el cual se tiene %LS = 0, e introducimos la siguiente funcién

Holty) = B |20 (vZ0-,)| -
Esta funcién satisface v?(t, z) = 2H?(t,J®(20)z). Usando esto se tiene que

~ ] ~
G (t:2) 2 (20) G (1,§° (20)2)

vo(t,z) bt HO(t,9%(20)2)

y podemos distinguir dos casos

. Si,u>ryaaiy¢§0para¢:“—_rent0nces

[

~ ¢ ~
p— 9 (20) 28 L (¢, 9% (20) 27
o’ HO(t, §9(x0) Z)

es Optimo.

12



= Sien cambio pu < 7 entonces m = 0 es 6ptimo. En efecto, para ¢; = 0 se tiene af°’¢ =0
y Cf’ =r — u > 0 pertenece al dominio efectivo y satisface la condicién de optimalidad.

Para simiplificar los célculos, asumimos en adelante r = 0. El lema a continuacién permitira
encontrar una férmula cerrada para la funcién H.

Lemma 4.1. Para todo 7 € (0,T], c € (0,00), v € R, se tiene que:

B[22 (22) 10| = o (2T ) tatrc)

E [Zf In (Zj?) 1{Z$<C}] — (b;Tq)(d(T, ¢,0)) — &' <d <7’, c, ;))

AP 1
d(Ta c, 7) = e ‘(5;“ \T[,,(_/Y * 2)

y @ la notacion usual para la funcion de distribucion normal estdndar, es decir

d 1 2
o(d) = / Nors exp <2Z> dz

Consideremos una funcién de utilidad CRRA, con constante relativa de aversién al riesgo
1 —a; con a € (0,1), recordemos que la forma es

donde

T

Ul(.’I}) = 71
2  hot po2
Up(z) = —— + — — =~
2($) o + o o

Para U se cumple que Uj(0) = co y que Uj(h) > Uj(h) siy solo si h** > ho2.

Veamos cudl es la funcion H que resuelve el problema de optimalidad con el control de la
funcion de utilidad U potencia - potencia.
Caso 1: h*t > ho2
En este caso se tiene que

yTe2, 0<y<ho!
X() = qh, heamt <y < pert (4.1)
y'or, oy > het

Caso 2: Y para h™ < h“?, se tiene

-1
yi=e2, 0<y<y(h

W) =Y (%) (42)
y-er, y>y(h)

Donde y(h) es el inico punto en (h*', h*2) en el cual se cumple que

yfﬁl h—1 yfﬁz h—C2

B1 aq B2 as
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. ai . Ahora, observe que X" = H(t,§%(x0)Z), con §°(x) > 0 solucién de

H(0,9(x)) = H (g}(:ﬁ)) = x, usando el anterior Lema y las expresiones para x (omitiendo la
dependencia de ¢ en la notacion)

con f3; =

_1 1
H(t,y)(x)Zt) =K |:Zt (th) az2—1 1th<h0‘2*1 + hlha2*1§th§h°‘1*1 + (th)O‘l*l 1th>ha1—l

Entonces, al reemplazar en el lema 4.1, los pardmetros v, c y 7 asi:

1
v = para cadai=1,2
oy —
haifl
c= para cada i = 1,2
T=T—1¢

Se obtiene: Caso 1, h* > h®2

e o (L T ) (o (- )
+h{<1> (d <T—t s o)) q»(d(T hwy_l,o»}
+ T exp <1f1a1 |¢! (2 —t) )(D <d (T—t, ha;1’_1_1m>>
Caso 2, h®1 < ho
M) =y ™5 exp (1 b |¢!2(§—t)> . (d (T—tygl)v—l_;)) N

o (G s (o)

A continuacién encontramos el valor de para los dos posibles casos, lo cual equivale a
Caso 1, h*t > h*2

OH 1 2ty hez—1 1

— == y o2 Bod (d (T —t, ,—

8y 1— a9 Yy 1— a9

1 =55 e poe—l 1
e — —ag _t, , —
y\/T—tcby 2@( < Yy 1—a2>>
1 hal_l hag—l
— | dT—t,,O)—gp(dT—t, ,0))
y\/T—t¢< (( Yy ( y )
1 —2+4a ar—1 1
- gy (a(r—
1—o Y 1—oq

1 1 hor—1 1
———F——y 1 Bip (d|(T —1t, =
yVT —to y -

14




Caso 2, h® < h*2

OH 1 _2+°‘ 1
g _ T Bo® (d (T —t,y(h), —
ay 1—042 2 2 ( < 7y( )) 1—O£2>>

- y'(h)Tl_wyl%Bw (d (T —ty(h), —7 _1a2>>

L o B (a1 —t,y(h), ——
1—061 1 Y 9 1—061

1 =1 1
——— yTa B (d(T -t yh), -
y T_wy 1 190< ( y(h) 1_a1>)
Bid?(T—t)

En ambos casos B; = exp S—an VP corresponde a la funcién de densidad de la distribucién
normal.

En la siguiente seccién se observa que al simular estos resultados, a medida que aumenta el
precio del activo riesgoso disminuye la proporcién de capital invertido en dicho activo.

5. Resultados numéricos

Para encontrar el portafolio éptimo en cada instante del tiempo de un activo riesgoso con
So = 90, un tiempo de maduracion de 5 anos, y un agente con funciéon de utilidad potencia -
potencia con valores de «;, iguales a

Y

respectivamente y cuyo valor de h equivale a 10 veces el valor de Sy que también se considerara
el valor de la riqueza inicial. Usamos ¢ = 0,3, up = 0,15 y » = 0. La simulacién se hizo de la
siguiente manera:

1. Simular una trayectoria de Sy

2. Definir las funciones necesarias: H, 22 Gy T

3. Encontrar el valor de g al resolver con método de secante la ecuacién H (0, y(x)) —x =0
4. Trazar en el intervalo [0, 5] la trayectoria de 7

5. Trazar para valores de S de [0, 100] la curva 7 en funcién de S manteniendo fijo el tiempo
en el tiempo de maduracién del activo.

El portafolio en funcién del precio del activo:
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Proporcion optima

I | I I | I
0 10 20 30 40 a0
Precio del activo riesgoso

Lo que permite observar que a medida que el precio del activo riesgoso es mayor en el tiempo
de maduraciéon 1" = 5 anos, el portafolio tendrd mayor proporcion del mismo.

El portafolio en funcién del tiempo de maduracién del activo, permite observar que la propor-
cién disminuye en el tiempo, a medida que se aproxima la fecha de maduracién del activo, la
proporcién 6ptima para invertir en él es menor.

o
[ad]
— ay; = 0.2
o | a, = 0.7
~ 2
=103
a _
o | p=0.15
r=10
m p—
D p—
| [ [ [ [ [
1 2 3 4 5

Tiempo (Afios)

Al graficar el proceso de portafolio éptimo para diferentes valores de v en funcién del tiempo,
se observa que la mayor proporcién y la menor corresponden a las proporciones éptimas dadas
en el modelo de Merton, lo que se sugiere en [1] con un ejemplo para valores distantes de alpha,
pero que se evidencia al trazar la trayectoria para varios valores, incluso no tan alejados.
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6. Conclusiones

Es posible establecer formulas cerradas para el portafolio é6ptimo usando el método de martin-
galas y dualidad convexa, cuando las funciones de utilidad son rango dependientes y con estas
férmulas cerradas con términos aleatorios, evidenciar el comportamiento del portafolio éptimo.

El ejercicio numérico requiere de aproximaciones de algunos de los valores requeridos para
encontrar el portafolio 6ptimo, como el caso de g(x) pero es posible hacerlo sin mayores in-
convenientes gracias a las caracteristicas de las funciones usadas en el método de martingalas,
continuidad y suavidad, por ejemplo.

Se observa que en el caso de funcion de utilidad potencia - potencia, los valores del portafolio
optimo encontrado con el modelo de Merton para cada valor de «; se convierten en una cota
superior e inferior, respectivamente, para el portafolio 6ptimo encontrado con el método de
martingalas.

Se esperaba identificar condiciones adicionales para el precio de riesgo del mercado, pero
analiticamente se observa dependencia del valor de y, lo cual impide hacer una generalizacién
sobre esta condicién, por lo cual inicamente se plantean las desigualdades enunciadas en el
teorema principal 3.4 y se observan los resultados explicitos con la simulacién del caso potencia
- potencia.
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